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‘«Кванту» — 
15 лет 


В состав редакционной коллегии 

и редакционного совета журнала 
«Квант» входят 18 академиков 

и членов-корреспондентов 

АН СССР и АПЫ СССР, 

14 докторов и 20 кандидатов наук. 
С 1983 года журнал переводится 
и издается в Греции. 

Во Франции выпущено 

два сборника статей: из «Кванта». 
УКурнал получил высокую 

оценку экспертов ЮНЕСКО 
{Организации Объединенных Наций 
по вопросам образования, 

науки и культуры). 

Сейчас у журнала 175 000 подпис- 
чиков, из них 10000 

— зарубежных. По данным, 
сообщенным нашими читателями, 

с каждым экземпляром 

работают в среднем пять школьников. 
В журнале 15 рубрик. 

Гри из них («Школа в «Кванте», 
«Квант» улыбается» и 
«Калейдоскоп «Кванта») появились 
совсем недавно по инициативе 
наших читателей. 

Журнал активно участвует 

в праздниках юных 

математиков и физиков, 

летних школах и других 
интересных мероприятиях. 
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Исполнилось пятнадцать лет с тех 
пор, как вышел первый номер нашего 
журнала. У его истоков стояли круи- 
нейшие советские ученые. Вместе с 
ними в создании журнала активно 
участвовали молодые ученые, орга- 
низаторы первых Всесоюзных олим- 
пиад по физике и математике для 
школьников: Ю. М. Брук, Н. Б. Ва- 
сильев, Г. И. Косоуров, Н. Х. Розов, 
А. П. Савин, И. Ш. Слободецкий и др. 

«Квант» занял особое место среди 
журналов для старших зикольииков, 
издаваемых в разных странах. По 
оценке экспертов ЮНЕСКО, журнала, 
подобного «Кванту», нет ни в одной 
стране. 

Журнал стремится проложить мост 
между современной наукой и школой, 
дать пищу для самостоятельных раз- 
мышлений и занятий тем школьни- 
кам, которые увлекаются физикой 
и математикой, пробудить интерес 
к этим наукам у остальных школьни- 
ков, повысить физико-математиче- 
скую культуру учащихся. Его задачи 
отчетливо видны из воспроизведенно- 
го здесь обрашения *К нашим чи- 
тателям», которое было опубликовано 
в первом номере журнала. За годы 
существования «Кванта» многие на- 
ши читатели стали известными уче- 
ными. Читателей «Кванта» мы рсгу- 
лярно видим среди победителей Все- 
союзных и Международных олим- 
пиад. 

Редакция ведет обширную перепис- 
ку со школьниками, регулярно про- 
водит встречи с читателями, еже- 
годно обращается к ним со специаль- 
ной анкетой, публикуемой в двенадца- 
тых номерах журнала. Читатели 
помогают нам в выборе тем, в органи- 
зации новых разделов, в оценке опуб- 
ликованных материалов, и мы поль- 
зуемся случасм, чтобы поблагодарить 
их за эту помощь. 

‹Кванту» уже пятнадцать лет, но 
мы прекрасно понимаем, что далеко 
пе всё в нем совершенно. Впереди 
еще много увлекательной работы по 
поиску новых тем, по увеличению 
доступности и увлекательности нубли- 
куемых статей, улучшению оформле- 
ния журнала. И мы с удовольствием 
приглашаем наших читателей при- 
нять участие в этой работе. 


К нашим 
читателям 


В нашей стране издается много жур- 
налов. Они нужны математикам и фи- 
зикам, биологам и врачам. геогра- 
фам и геологам, инженерам разных 
специальностей, учителям и. конеч- 
но,... школьникам. Но своего научно- 
го журнала у школьников пока не 
было. Настала пора заполнить этот 
пробел. Мы хотели бы, чтобы для 
школьников, интересующихся мате- 
матикой и физикой, «Квант» стал их 
первым научным журналом. 

Конечно, мы рассчитываем на 
школьников, которым математика и 
физика просто «нравятся» или могут 
понравиться. Но сейчас очень велика 
потребность страны в молодежи. за- 
нимающейся наукой с увлечением и 
сверх обязательных школьных требо- 
ваний. В СССР на конец 1968 года 
было более 800000 научных работ- 
ников и среди них более 80 000 спе- 
циалистов по физико-математическим 
наукам. Общее же число научных 
работников. инженеров, экономистов 
и т. п., которым надо с инициа- 
тивой и собственной выдумкой вла- 
деть математическими методами и ис- 
кусством физического эксперимента, 
скоро будет исчисляться миллиона- 
ми. Наша страна заинтересована в 
том. чтобы школьники. которые чув- 
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ствуют в себе способности справ- 
ляться с математическими и физиче- 
скими задачами, своевременно заду- 
мались о выборе такого дальнейшего 
жизненного пути. на котором их спо- 
собности и интересы не пропадут да- 
ром. Поэтому и создаются все воз- 
можности для усиленных занятий ма- 
тематикой и физикой. Организуются 
специальные физико-математические 
школы, со старшими школьниками 
ведутся дополнительные факульта- 
тивные занятия, устраиваются физи- 
ческие и математические олимпиады. 
Этой же цели служит и «Квант». В 
журнале будет много материала, под- 
ходящего для работы в школьных 
кружках. Но с журналом можно бу- 
дет работать и самостоятельно. 

Сразу надо подчеркнуть это сло- 
во — работа. В журнале вы найдете 
и веселые странички, и материал для 
сравнительно легкого чтения. Но ос- 
новные материалы журнала рассчита- 
ны на школьников, которые будут над 
ними работать. Задачи надо решать, 
статьи читать с бумагой и каранда- 
шом в руках, описываемые опыты 
надо постараться самим воспроизве- 
сти. 

Большая часть материалов журна- 
ла рассчитана на старшеклассников, 
но и ученики 6—7 классов, мы наде- 
емся, найдут в журнале кое-что ин- 
тересное. 

Не пугайтесь, если вначале что- 
либо покажется вам недоступным и 
трудным. Возьмитесь за другие ма- 
териалы журнала, попроще, но через 
некоторое время попробуйте вернуть- 
ся к тем, которые сначала оставили в 
стороне. 

В заключение о том, почему жур- 
нал назван «Евант». В свое время 
появление идеи о кванте вызвало глу- 
бокие изменения в физической науке. 
Нам хочется надеяться, что появле- 
ние нового журнала тоже вызовет 
большое продвижение и даже замет- 
ный скачок вперед в деле приоб- 
щения школьников к современной на- 
уке. Повторим еще раз: чтобы наши 
надежды стали реальностью, надо, 
чтобы читатели сразу включились 
вместе с нами в активную работу. 

Желаем успеха! 

Редакционная коллегия 
{«Кванте, № 1, 1970 г.) 


Мирные 
профессии 
лазерного луча 


Кандидат физико-математических наук 
Л. В. ТАРАСОВ 


Сегодня луч лазера применяется в сварке 
и резке металлов, в хирургических опера- 
циях (от крупных полостных до тончайщих 
операций на сетчатке глаза}, тонких техно- 
логических процессах в электронике, микро- 
взрывах в установках гермоядерного сцн- 
теза. Всякий мальчищка теперь зкает слово 
«лазер». 


Президент АН СССР 
академик А. П. Александров 
(из речи на ХХУТ съезде КПСС) 


Создав лазер, человек получил воз- 
можность необычайно сильно концен- 
трировать световую энергию и посы- 
лать ее в том или ином направлении 
в пространстве. Этот поток световой 
энергии может быть и непрерывным, 
и в виде следующих друг за другом 
мощных импульсов. Можно управ- 
лять и частотой следования лазер- 
ных импульсов, и их параметрами — 
энергией, длительностью. Лазерный 
луч можно сфокусировать на облу- 
чаемой поверхности в световое пятно 
диаметром до 1— 10 мкм. Современ- 
ная лазерная техника легко позволяет 
сконцентрировать на поверхности ма- 
териала световую интенсивность 10"— 
10° Вт/см". Иными словами, на участ- 
ке облучения размером -—1 мкм на 
поверхность материала ежесекундно 
попадает энергия порядка 0,1 Дж. 
При столь больших интенсивностях 
металлы начинают плавиться. Сегод- 
ня не составляет особого труда обес- 
печить еще более высокую световую 
интенсивность: 10—10 Вт/см’. В 
этом случае происходит интенсивное 
испарение облучаемого материала. 

Мощный лазерный луч может стать 
грозным оружием, но он же может 
успешно использоваться в мирных 
целях. Советские ученые и инженеры 
убедительно показали, сколь широк 
круг мирных профессий лазерного 
луча. Они доказали эффективность и 
перспективность использования лазе- 
ров для обработки материалов, в ме- 
дицине, в современной вычислитель- 
ной технике, в точнейших контроль- 
но-измерительных устройствах, для 
научных исследований. Одно из вели- 
чайших изобретений ХХ века — ла- 
зер — может и должен быть тру- 
жеником, а не солдатом. 

В пределах одной статьи невозмож- 
но даже кратко рассказать о всех 
мирных профессиях лазерного луча. 
Мы ограничимся здесь лишь двумя 
темами: обработка материалов ла- 
зерным лучом и применение лазеров 
в медицине. 


Лазерный луч — новый инструмент 
для обработки материалов 


На циферблате ручных часов «По- 
лет» есть надпись: «28 камня». Упо- 


Лазерная установка «Рубин-2». используемая 
Эля контроля радиоэлектронной аппаратуры. 


минание о числе камней можно видеть 
и на циферблатах других часов с 
механическим заводом. Что это за 
камни? Речь идет о рубиновых кам- 
нях, используемых в часовом меха- 
низме в качестве подшипников сколь- 
жения. Чтобы изготовить такой под- 
шипник, надо высверлить в рубине 
(материале весьма твердом и в то же 
время хрупком) небольшое углубле- 
ние диаметром всего 0,1 мм. Многие 
годы эта операция выполнялась ме- 
ханическим способом с использова- 
нием сверл из специально обработан- 
ной тонкой проволоки. Сверло делало 
в минуту более 10 000 оборотов и од- 
новременно совершало при этом около 
100 возвратно-поступательных пере- 
мещений. Для сверления одного кам- 
ня требовалось примерно 15 минут. 

Начиная с 1964 года малопроизво- 
дительное механическое сверление от- 
верстий в часовых камнях стало 
повсеместно заменяться лазерным 
сверлением. Конечно, термин «лазер- 
ное сверление» не надо понимать 
буквально. Лазерный луч не сверлиг 
отверстие — оно создается за счет ин- 
тенсивного испарения материала. От- 
верстие в рубиновом камне (при тол- 
щине заготовки 1 мм} пробивается се- 
рией из нескольких лазерных импуль- 
сов, имеющих энергию 0,1 Дж и дли- 
тельность порядка 10—14 с (то есть име- 
ющих максимальную мощность по- 
рядка 10° Вт); при фокусировке ла- 
зерного импульса в световое пятно 
диаметром 0,01 см обеспечивается 
световая интенсивность порядка 10’ 
Вт/см?. Производительность работы 
лазерной установки, действующей в 
автоматическом режиме, — один ка- 
мень в секунду. Это примерно в ты- 
сячу (1) раз выше производительности 
механического сверления. 

Во многих измерительных прибо- 
рах, в технологических процессах, 
требующих соблюдения высокой точ- 
ности, необходимы очень тонкие про- 
волоки из меди, бронзы, вольфрама. 
Чтобы получить такую проволоку, ме- 
талл протягивают сквозь отверстия 
соответствующего диаметра, высвер- 
ленные в сверхтвердом материале, на- 
пример в алмазе (так называемые 
алмазные фильеры). Алмазные филь- 
еры позволяют получать проволоку 
диаметром всего 10 мкм; эта прово- 
лока в десятки раз тоньше челове- 
ческого волоса. Но как просверлить 


столь тонкое отверстие в таком сверх- 
твердом материале, каким является 
алмаз? Механически это сделать до- 
вольно трудно; для сверления одного 
отверстия требуется до десяти часов. 
Зато совсем нетрудно пробить это от- 
верстие серией из нескольких сфо- 
кусированных мощных лазерных им- 
пульсов. 

Как видите, лазерное сверление об- 
ладает рядом весьма важных пре- 
имуществ: оно позволяет получать 
отверстия в материалах, отличающих- 
ся высокой твердостью (например, ал- 
маз) или повышенной хрупкостью (на- 
пример, глиноземная керамика); мож- 
но получать очень тонкие отверстия, 
и при этом отношение глубины проби- 
ваемых лазером отверстий к их диа- 
метру достигает рекордно больших 
значений (по сравнению с другими 
методами сверления} — глубина от- 
верстия может превышать его дим- 
метр в 10—50 раз. Во всех случаях 
лазерное сверление отличается высо- 
кой производительностью. Наконец, в 
отличие от обычных сверл злазерные 
сверла» не ломаются и не изнаши- 
ваются. 

Развитие микроэлектроники орга- 
нически связано с совершенствовани- 
ем технологии изготовления микро- 
схем. Большую помощь может ока- 
зать здесь лазерный луч. Вначале 
лазеры применяли лишь для микро- 
сварки. Так, при помощи рубинового 
лазера приваривались вводы к кон- 
тактам на кремниевых пластинках, 
приваривались тонкие провода к тон- 
ким пленкам. Затем начали приме- 
нять СО.-лазеры (лазеры на углекис- 
лом газе) для пробивания отверстий в 
керамических подложках для микро- 
схем. Сегодня лазерный луч все чаще 
используют для подгонки параметров 
тонкопленочных схем и для изго-- 
товления отдельных элементов схемы. 
С помощью лазера можно целиком 
изготовить пленочную схему — со 
всеми входящими в нее резисторами, 
конденсаторами, ипдуктивностями. 
Предположим, что на диэлектриче- 
скую подложку микросхемы нанесена 
напылением тонкая металлическая 
пленка. Перемещая вдоль _ поверх- 
ности пленки сфокусированное лазер- 
ное пятно, можно испарить определен- 
ные участки пленки и тем самым 
создать нужный «рисунок» микро- 
схемы. 


со 

В наши дни лазерный луч широко 
применяют для резания материалов. 
Им можно резать практически любой 
материал: ткань, бумагу, дерево, фа- 
неру, резину, пластмассу, керамику, 
листовой асбест, стекло, листы ме- 
талла. При лазерной резке можно 
получать аккуратные разрезы слож- 
ного профиля, с гладкими необож- 
женными краями среза. Для резки 
используются непрерывно генерирую- 
щие лазеры или лазеры, генерирую- 
щие последовательность световых им- 
пульсов с высокой частотой следова- 
ния. Требуемая мощность излучения 
зависит от разрезаемого материала 
и толщины заготовки. 

Чтобы продемонстрировать, на- 
сколько широко используется сегодня 
лазерная резка, приведем два приме- 
ра. Первый пример — лазерная резка 
и раскрой тканей ва современной 
ткацкой фабрике. Устройство вклю- 
чает в себя непрерывно генерирую- 
щий СО.,-лазер мощностью 100 Вт, си- 
стему фокусировки и перемещения 
лазерного луча, ЭВМ и систему для 
натяжения и перемещения ткани. В 
процессе резания лазерный луч пере- 
мещается по поверхности ткани со ско- 
ростью до 1 м/с. Диаметр  сфоку- 
сированного светового пятна равен 
0,2 мм. Перемещениями  лазер- 
ного луча и ткани управляет ЭВМ. 
Подобное устройство позволяет, на- 
пример, в течение часа раскроить ма- 
териал для 50 костюмов. Раскрой 
производится не только быстро, но ис 
очень высокой точностью. При этом 
обеспечивается хорошее качество кра- 
ев. разреза. 

Другой пример — применение ла- 
зерной резки в авиационной про- 
мышленности и, в частности, при про- 
изводстве космических летательных 
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Установка +«Квант-20». пред- 
назначенная Оля резки © по- 
мошью лазерного луча спе- 
циально обработанного стек- 
ла. 


аппаратов. С помощью лазеров осу- 
ществляют автоматизированное ряз- 
резание листов титана, стали, алюми- 
ния. Непрерывно генерирующий СО; 
лазер мощностью 3 кВт разрезает лист 
титана толщиной 5 мм со скоростью 
3,5 м/мин. 

Наряду с лазерной резкой широко. 
применяется сегодня и лазерная свар- 
ка. Замечательно, что прочность свар- 
ных соединений (ширина шва состав- 
ляет несколько миллиметров) достига- 
ет уровня прочности свариваемого мз- 
териала. Осуществляется автоматиче- 
ская лазерная сварка кузовов авто- 
мобилей, обшивки судов, сварка газо- 
проводов. На автозаводе имени 
И. А. Лихачева в Москве, например, 
при помощи СО,-лазера мощностью 
5 кВт производят автоматическую ла- 
зерную сварку карданных валов авто- 
мобилей. Срок службы валов повысил- 
ся в три раза. 

Лазерная сварка успешно конкури- 
рует с хорошо известными способами 
сварки, например с дуговой сваркой. 
Это убедительно подтверждает табли- 
ца, помещенная на этой странице. 
В таблице приведены данные, отно- 
сящиеся к дуговой и лазерной сварке 
одного погонного метра стального ли- 
ста толщиной 20 мм. 


Лазер- 
Параметр ная 
сварка 


Скорость сваркн, м/ч 


Количество проходов, не- 
обходимое для получения 
прочного шва 

Время сварки, мин 
Ширина шва, мм 


При лазерной сварке происходит 
быстрое локальное проплавление в 
данной точке или вдоль заданной 
линии, и подвергающаяся тепловому 
воздействию зона имеет очень малые 
размеры; свариваемые детали не за- 
грязняются какими-либо примесями. 

Лазерным лучом можно осущест- 
влять дистанционную обработку, на 
расстоянии; например, можно осуще- 
ствлять сварку, посылая луч через 
прозрачную перегородку (сварка в ва- 
куумированном объеме или в объеме, 
заполненном инертным газом). 

Остановимся еще на одном способе 
лазерной обработки материалов — ла- 
зерном закаливании. Когда лазерный 
луч падает на поверхность металла, 
быстро нагревается тонкий припо- 
верхностный слой в том месте, куда 
направлен луч. По мере перемеще- 
ния луча на другие участки по- 
верхности происходит быстрое осты- 
вание нагретого участка. Это исполь- 
зуют для закалки поверхностных сло- 
ев, существенно повышающей их 
прочность. Лазерная закалка позволя- 
ет избирательно увеличивать проч- 
ность именно тех участков поверхно- 
сти, тех деталей, которые в наиболь- 
шей мере подвергаются износу. Так, 
лазерную закалку применяют в авто- 
мобильной промышленности — для 
упрочнения головок цилиндров дви- 
гателей, направляющих клапанов, ше- 
стерен, распределительных валов и 
т. д. На Московском автозаводе имени 
Ленинского комсомола производится 
поверхностная закалка корпуса задне- 
го моста автомобиля «Москвич». 

За неимением места мы не можем 
рассказать о многих других видах ла - 
зерной обработки материалов. Так, 
мы не рассказали о лазерном остекло- 
вывании металлов (когда при очень 
быстром охлаждении нагретой лазер- 
ным излучением поверхности металла 
возникает тонкий приповерхносткый 
стеклообразный слой, отличающийся 
высокой прочностью и коррозионной 
стойкостью). Не рассказали мы ио 
лазерной маркировке изделий, в част- 
ности хрупких изделий и изделий 
малых размеров, о лазерной очист- 
ке проводов от изоляции и ряде других 
процессов. 

Как заметил академик Н. Г. Басов, 
«история техники свидетельствует о 
том, что массовое внедрение новых 
технологических процессов всегда 


оказывало революционизирующее 
воздействие на промышленность. Так 
было при появлении методов ско- 
ростного резания, холодной штампов - 
ки, точного литья, дуговой сварки — 
перечень примеров легко продолжить. 
В настоящее время промышленная 
технология во всем мире, по-видимо- 
му, находится в преддверии нового 
качественного скачка, обусловленного 
широким внедрением лазеров». 
Такая высокая оценка роли лазе- 
ров совершенно оправдана. Лазерным 
лучом можно производить самые раз- 
нообразные операции и притом над са- 
мыми различными материалами. Ла- 
зсрный луч работает быстро, с высо- 
кой точностью, качественно. И еще од- 
но важное преимущество лазерной об- 
работки материалов — возможность 
широкой автоматизации процессов. 


Лазерный луч — необычный 
медицинский скальпель 


Первой областью клинической ме- 
дицины, в которой лазеры получили 
наиболее широкое применение, стала 
офтальмология — область медицины, 
имеющая дело с глазными заболева- 
ниями. Появление лазера в клини- 
ческой медицине связано с лечением 
отслоения сетчатки — излучение, сфо- 
кусированное на отслоившиеся учает- 
ки, «‹приваривало» их к глазному дну. 
Затем был разработан метод лечения 
лазерным лучом глаукомы — заболе- 
вания, поражающего 2—3 % людей в 
возрасте старше 40 лет. Вызывается 
оно накоплением в глазу внутри- 
глазной жидкости. В здоровом состоя- 
нни жидкость, которая вырабатывает- 
ся внутри глаза и является +смаз- 
кой» для хрусталика, выводится из 
глаза через свособразную дренажную 
систему радужной оболочки. Если эта 
система нарушается, «закупоривает- 
ся», жидкость накапливается в глазу, 
возрастает ее давление, появляются 
боли — развивается глаукома. Забо- 
левание сопровождается сначала 
ухудшением зрения {очертания пред- 
метов становятся туманными, воз- 
никают радужные ореолы), а затем 
приводит к слепоте. 


Традиционные хирургические мето- 
ды лечения глаукомы крайне слож- 
ны, сильно травмируют глаз и к то- 
му же крайне ненадежны. Казалось 
естественным воспользоваться в дан- 
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ном случае лазерным лучом — *про- 
жечь» отверстия (протоки) в радуж- 
ной оболочке и тем самым вос- 
становить нормальный отток внутри- 
глазной жидкости. Очень скоро, од- 
нако, выяснилось, что «прожигание» 
радужной оболочки вызывает воспа- 
ление, которое довольно быстро лик- 
видирует сделанные протоки. Иссле- 
дования советских медиков во главе с 
академиком АМН СССР М. М. Кра- 
сновым показали, что надо не прожи- 
гать, а з«пробиватьь протоки в ра- 
дужной оболочке. Для этого нужно, 
чтобы лазерный импульс был чрез- 
вычайно коротким. В применяемой 
для лечения глаукомы советской ла- 
зерной установке «Ятаган» исполь- 
зуются лазерные импульсы длитель- 
ностью’ всего 10-7. Вся операция за- 
нимает 10—15 минут. 

Начиная со второй половины 60-х 
годов лазерный луч стал применяться 
в качестве своеобразного скальтеля 
в хирургии. В СССР практическое 
использование лазеров в хирургии на- 
чалось в 1966 году в Институте хи- 
рургии имени А. В. Вишневского (под 
руководством академика АМН СССР 
А. А. Вишневского). Лазерный скаль- 
пель был применен в операциях на 
внутренних органах грудной и брюш- 
ной полостей. В настоящее время ла- 
зерным лучом делают кожно-плас- 
тические операции, оперируют пище- 
вод, желудок, кишечник, почки, пе- 
чень, селезенку и другие внутренние 
органы. Делаются первые шаги по 
применению лазера в операциях на 
сердце. 

Обычно используется СО.-лазер не- 
прерывного действия мощностью в не- 
сколько десятков ватт. Излучение ла- 
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Лазерная установка «Ята- 
ган-2». применяемая в глаз- 
ной микрохириргици. 


зера поступает в систему шарнирно 
соединенных полых раздвигающихся 
трубок, по которой свет распростра- 
няется, отражаясь от зеркал. На вы- 
ходе из системы излучение вырывает- 
ся наружу в виде достаточно интен- 
сивного светового луча. Во время опе- 
рации хирург держит в руке выход- 
ную трубку и может перемещать ее, 
свободно поворачивая в разных на- 
правлениях и тем самым посылая 
лазерный луч в нужное место. 

Лазерный скальпель используют 
как для рассечения, так и для сши- 
вания тканей. Рассечение тканей про-_ 
изводят сфокусированным лучом. При 
мощности излучения 20 Вт и диамет- 
ре сфокусированного лазерного пятна 
1 мм достигается интенсивность около 
2,5 кВт/см?. Излучение проникает в 
ткань примерно на глубину 50 мкм. 
Следовательно, объемная плотность 
мощности излучения, идущая на на- 
грев ткани достигает 500 кВт/см°. 
Для биологических тканей это огром- 
ная величина. Естественно, происхо- 
дит быстрое разогревание и испаре- 
ние ткани — налицо эффект рассе- 
чения ткани лазерным лучом. 

Если же снизить интенсивность из- 
лучения до 25 Вт/см?, то ткань ис- 
паряться не будет, а будет происхо- 
дить поверхностная коагуляция (сгу- 
щение) тканевой жидкости. Вот этот- 
то процесс и используют для сщива- 
ния разрезанной ткани. Биологиче- 
ская сварка осуществляется за счет 
коагуляции жидкости, содержащейся 
в рассекаемых стенках оперируемого 
органа и специально выдавливаемой 
в промежуток между соединяемыми 
участками ткани. 

Лазерный луч как хирургический 


скальпель обладает целым рядом до- 
стоинств. Он делает почти бескровный 
разрез, так как одновременно с рас- 
сечением тканей происходит *завари- 
вание» мелких кровеносных сосудов 
на краях раны. Лазерный луч про- 
зрачен, и это позволяет хирургу 
хорошо видеть оперируемый участок. 
Лазерный скальпель обеспечивает аб- 
солютную стерильность — ведь с 
тканью взаимодействует только излу- 
чение. Наконец, как показала клини- 
ческая практика, рана от лазерного 
скальпеля почти не болит и относи- 
тельно быстро заживляется. 

В советской лазерной хирургиче- 
ской установке +Скальпель-1» и во 
многих подобных ей установках све- 
товая энергия передается от лазера 
к оперируемому органу по системе 
жестких полых трубок. Вместо систе- 
мы трубок можно использовать гиб- 
кие световоды*). Они позволяют хи- 
рургу значительно свободнее манипу- 
лировать лазерным скальпелем. Глав- 
ное же, передача излучения по тонким 
световодам (их диаметр порядка 1 мм} 
делает возможным выполнение хи- 
рургических операций принципиаль- 
но нового Типа. Обычно при опера- 
ции, например, на желудке необходи- 
мо предварительно сделать вскрытие 
брюшной полости. Использование же 
тонких световодов позволяет (при не- 
которых заболеваниях) обойтись без 
вскрытия: гибкий «лазерный скаль- 
пель «вводят внутрь желудка через 
рот и пищевод и производят операцию, 
так сказать, изнутри. 

Недавно в нашей стране сделана 
первая в мире операция с помощью 
лазера, восстанавливающая крово- 
снабжение сердца. 

Лазерной хирургии принадлежит 
большое будущее. Залог тому — ши- 
рокие экспериментальные исследова- 
ния возможностей применения лазе- 
ров в самых различных направлениях 
этой отрасли медицины. 

Ученые разных специальностей — 
медики, биологи, химики, физики — 
совместно изучают воздействие лазер- 
ного излучения на энергетические 
процессы в нервной системе; на за- 


*) Принцип действия световодов основаи на яв- 
лении полного внутреинего отраження: луч, во- 
шедший в световод, нспытывает полное внутреннее 
отражение при каждом попадании на внутреннюю 
стенку световода. В гибких световодах это условие 
выпозняется н прин сгибанин самого световода. 


Лазерная хирургическая установка 
пель-1» с лазерным хирургическим инстру- 
ментом «Скальпель-2ь. 


*Скаль- 


щитные и восстановительные способ- 
ности организма; на состав крови и 
процесс кроветворения; на злокачест- 
венные опухоли. 

Еще раз хочется сказать: круг 
мирных профессий лазерного луча 
очень широк. Мы коснулись лишь 
некоторых из них.*}) Но надеемся, 
что уже этот короткий обзор дал вам 
почувствовать, сколь плодотворно и 
перспективно использование лазеров 
в мирных целях, на благо человека. 


*) В этом году издательство «Наука» в серии 
«Библиотечка «Квант» выпустит книгу Л. В. Та- 
расова «Лазеры: действительность и надежды». 
в которой читатель найдет подробный рассказ 
о развичных прнименениях лазеров. (Примеч. ред.) 
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Почему 
не уменьшится 
сопротивление 


Каидидат физико-математических наук 
О. В. ЛЯШКС 


р 
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Хотя в этой статье решается чисто фи- 
зическая задача, перед вами — статья по 
математике. Для се понимания не требует- 
ся серьезных знаний по физике; статья не 
ставит себе целью подробно описать какие- 
либо глубокие физические явления. Как 
часто бывает в приложениях математиче- 
ской науки, здесь строится математическая 
модель рассматриваемой ситуации и вводит- 
ся математический аппарат, применение ко- 
торого дает простое решение исходной за- 
дачи, а также позволяет ответить на многие 
другие вопросы, не только по физике — ноц 
по экономике и геометриц. 


Рассмотрим электрическую цепь, 
состоящую из резисторов, и измерим 
общее сопротивление В цепи между 
двумя её точками А и В. Предполо- 
жим теперь, что один из резисторов 
сгорел и его сопротивление возросло*.). 
Вновь измерим сопротивление А меж- 


ду А и В. Как вы думаете, может ли. 
тогда оказаться, что сопротивление Е 


1) увеличилось? 2) осталось неизмен- 
ным? 3) уменьшилось? 

1) Ясно, что сопротивленые увели- 
читься может. Например, если цепь со- 


*! Случай, когда резистор разрушнлся (перестал 
проводить ток}, мы ие нсключаем. считяя, что его 
сопротивление «возросло до бесконечности». 
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стояла из одного или нескольких по- 
следовательно соединенных резисто- 
ров, то общее сопротивление цепи 
равно сумме входящих в цепь сопро- 
тивлений; поэтому — увеличилось 
одно из слагаемых, возрастет и сум- 
ма (рис. 1). 

2) Чуть подумав, вы, наверное, су- 
меете привести пример, когда общее 
сопротивление не меняется. Две 
такие цепи показаны на рисунке 2. 
В обеих цепях увеличение сопротив- 
ления А, не изменяет общего сопро- 
тивления (продумайте, почему). 

3) А вот попытки привести пример, 
когда общее сопротивление умень- 
шается, не приводят к успеху. Так 
может ли это быть? 

— Конечно, нет, — правильно отве- 
тит здравомыслящий читатель (так, во 
всяком случае, отвечают все мои зна- 
комые). Но на вопрос почему этого 
не может быть, точного ответа от них 
мне не довелось услышать. Это не уди- 
вительно. Ответ на этот вопрос, то есть 
строгое математическое доказатель- 
ство того, что при увеличении одного 
из сопротивлений любой резисторной 
цепи ее общее сопротивление умень- 


шиться не может, совсем не прост. 
Он основан на одном глубоком прин- 
ципе, который можно назвать лринци- 
пом минимальности (физики чаще 
говорят принцип наименьшего дей- 
`ствия). 

Суть его в следующем: многие фи- 
зические процессы происходят таким 
образом, что некоторая величина при- 
нимает минимальное значение. Так, 
например, мыльная пленка, натяну- 
тая на проволочный контур в про- 
странстве, выбирает из всех возмож- 
ных форму ту, при которой ее пло- 
щадь минимальна. Луч света в среде 
с переменным показателем преломле- 
ния из всех возможных траекторий 
выбирает ту, при которой время его 
путешествия минимально (зпринцип 
Ферма»). Дождевая капля, стекающая 
вниз с выпуклой горы, выбирает тот 
путь между данными уровнями, чья 
длина наименышая и т. п. 

Поэтому, чтобы решить соответству- 
ющую задачу (найти форму пленки, 
или траекторию луча, или путь капли), 
нужно найти минимум соответствую- 
щей функции (площади, или времени, 
или длины). Вот здесь, конечно, и нуж- 
на математика: математическая фор- 
мулировка принципа минимальности, 
математические приемы для его ис- 
пользования. 

Я думаю, читателю будет интересно 
не столько установление самого фак- 
та, сколько эти приемы и принципы. 
Вирочем, любопытный читатель, на- 
верное, уже сейчас задаст себе такой 
вопрос: как это можно дать «строгое 
математическое доказательство» фак- 
та (в данном случае физического), не 
имеющего к математике никакого от- 


Рис. 3. 


ношения? Попробуем, забегая внеред, 
сначала наметить ответ на этот вопрос. 

Когда математик берется за реше- 
ние прикладной задачи, он обычно на- 
чинает с построения ее математиче- 
ской модели. Для этого он должен 
выделить нужные для описания зада- 
чи основные понятия и отбросить те 
стороны явления, которые не сущест- 
венны для ее решения. В результате 
возникает абстрактное онисание зэ- 
дачи, в котором реальные предметы и 
явления заменены на математические 
абстракции (точки, линии, числа, 
функции), а законы, которым подчи- 
нены эти явления, выражаются в виде 
уравнений. Так, наша электрическая 
цель превратится в «нагруженный 
граф», сопротивления станут числа- 
ми, закон Ома и правила Кирхгофа 
запишутся в виде «основной системы 
уравнений». Мы забудем, что изоля- 
ция проводов сработана из пластмас- 
сы желтого цвета, что проводники и 
резисторы сделаны из каких-то метал- 
лов, что ток — это бегущие электро- 
ны»: все это для нас станет одинаково 
несущественным. Но я, наверное, 
слишком забежал вперед. Обо всем 
по порядку. 


Нагруженный граф 
(или электрическая цепь) 


Сопоставим каждой электрической 
цени нагруженный граф, то есть ко- 
нечную совокупность точек плоскости 
или пространства (их называют вер- 
шинами) и некоторый набор соединя- 
ющих точки дуг (ребра графа), на ко- 
торых написаны числа (нагрузки ре- 
бер). Например, электрическим цепям 
на рисунке 2 сопоставляются графы, 
показанные на рисунке 3; более слож- 
ный пример графа показан на ри- 
сунке 4. 

Вершины перенумеруем числами 
от 1 до п; вершину с номером : будем 
обозначать (). Мы будем рассматри- 
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Рис. 4. 


вать только такие графы, у которых 
каждые две вершины соединены 

`не более чем`одним ребром; реб- 
ро, соединяющее вершины {№ и <}. 
будем обозначать <г, Х; при этом вер- 
шина (1) называется началом ребра, 
я (Х. — его концом. Например, на 
графе. приведенном на рисунке 4, реб- 
ра (2. 8) нет вовсе. Нагрузку на ребре 
{Ь Л мы будем обозначать ДА, и, пом- 
ня исходную задачу, часто будем на- 
зывать сопротивлением (хотя в нашей 
математической модель В, — просто 
число). 

Наконец, окружением вершины {Г 
мы будем называть совокупность всех 
вершип, соединенных с вершиной {1 
ребрами, и обозначать 5$.. Окружения 
вершины (5) графа на рисунке 4 
выделены красным цветом. 


Гармонический потенциал 
(или цепь нод напряжением) 


Пусть дан нагруженный ‘граф Г 
свершинами <1), <2›, ..., < п», ребрами 
{1, р и нагрузками К,‚. Наша цель — 
граф Г (математическую модель элек- 
трической цепи) поставить под напря- 
жение. Математически это означает 
следующее. 

Прежде всего, нужно создать раз- 
ность потенциалов на входе и выходе 
нашей цепи (на вершинах (1) и {п) 
графа), то есть выбрать произвольно 
два числа Ф, и $,. Далее следует подо- 
брать числа Ч,4.,...4,.; (значения 
потенциала) для остальных вершия, 
но теперь уже не произвольно, в так, 
чтобы выполнялась некоторая систе- 
ма уравнений, которую мы назовем 
«основной системой». Прежде чем ее 
выписать, я поясню, откуда она берет- 
ся. Рассмотрим любую вершину на- 
шей цепи, например вершину 25). 
Так как в этой вершине нет источника 
тока, в несе «втекаст» такой же ток, 
какой «вытекает». Эта закономер- 
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ность называется перным прави- 
лом Кирхгофа и обычно форму- 
лируется так: алгебраическая сумма 
токов, идущих по всем ребрам, выхо- 
дяшим из одной вершины. равна ну- 
лю. (О правилах Кирхгофа можно 
прочитать в этом номере ‹Кваита» 
на с. 26). Если ток, идущий по ребру 
(1, )), обозначить через Г,„ то правило 
Кирхгофа для вершины 45) можио 
записать так (см. рис. 5}: 

То -Е в РГ НР; Ыь==0. 
Воспользовавшись знаком суммы = 
и записью 5; для окружения вершины 
(5>, это уравнение можно записать 
короче: 

УР, ==0 (сумма берется по 15$). 


Для произвольной вершины (1), где 
1—2, ..,п--1, соответствующее урав- 
нение имеет вид: 


\ 


—Г.==0 (сумма по }` 5). 


Теперь вспомним, что по закону Ома 
ток Г, равен отношению напряжения 
(разности потенциалов) И, =ч,—4, к 
сопротивлению, то есть Т.. = 
—(+.—ч)/8В,- Поэтому основная си- 
стема уравнений запишется в виде 


У 4 и ыы О (; = 5), о. 5250 | 


в 


$ 


Носкольку неудобно все время гово- 
рить о потенциале, который удовлет- 
воряет системс уравнений (1), мы при- 
думаем для него специальное назва- 
ние. А именно, назовем такой потен- 
циал гармоническим. (А слово потен- 
циал без этого прилагательного озна- 
чает произвольную функцию 
на вершинах графа, то есть любой на- 
бор чисел Чи» Ф», -... ЧФ, 

Тенерь можно дать точную матема- 
тическую формулировку исходной за- 
дачи. Предположим, что одну из на- 
грузок (сопротивлений) А, графа Г 
заменили на болыную: А;;>В,„. Мо- 
жет ли тогда увеличиться общее со- 
противление, то есть число 

(с м 


(Физический смысл этих соотношений 
ясен: здесь, по первому правилу 
Кирхгофа, Г — это ток, втекающий*) 


в, 


*} Или вытекающий из вершины <лъ: 


рт = 


{ 


к = ч) (5. (2) 


Рис. 5. 


в первую вершину <1), ф,—ф. — это 
разность потенциалов на входе и вы- 
ходе, стало быть, по закону Ома, 
В — общее сопротивление цепи.) 


Существование 
гармонического потенциала 
(или расчет резисторной цепи) 


Математически задача расчета ре- 
зисторной цепи, поставленной под на- 
пряжение, состоит в следующем. Дан 
граф Г с нагрузками В; и выбраны 
значения потенциала ‹ф,, ф, на входе и 
выходе; требуется найти гармони- 
ческий потенциал с этими данными 
значениями на входе и выходе, то есть 
решить основную систему (1) относи- 
тельно неизвестных фо, ф., ..., Ф,_, при 
данных Ф, <. 

Физики знают из практики, что пер- 
вого правила Кирхгофа (то есть си- 
стемы (1)) хватает для расчета любых 
резисторных цепей. Математикам, ко- 
нечно, этого мало — им нужна соот- 
ветствующая общая теорема. И она 
есть: 

Теорема 1. Для любого графа Г 
с положительными нагрузками В, и 


любыми значениями потенциала Фе. 


‹, на входе и выходе существует един- 
ственный гармонический потенциал ‹р. 
Я не привожу прямого доказатель- 
ства теоремы по двум причинам. Во- 
первых, оно нам в дальнейшем не по- 
требуется. Во-вторых, для строгого до- 
казательства нужны некоторые поня- 
тия из «линейной апсебрых, дисцид- 
лины, не изучаемой в обычной средней 
школе. Идея же доказательства со- 
стоит в том, что у основной системы 
всего п—2 неизвестных Чо, фа» -->› Фи 
и столько же (линейных) уравнений, 
притом эти уравнения независимы, и 
нотому имеют единственное решение. 
Упражнения 


1. Найдите другое доказательство теоремы 1, 
опирающееся на основную теорему (см. с. 14). 


2. Проверьте, что в случае графов 2,а и 2,6 
ток действительно не течет по ребрам © сопро- 
тивлеиием А, (то есть разность потенциалов на 
концах этих ребер равца нулю). 

3. Докажите в общем случае, что при {,=2$: 
общий ток (см. формулу)2)) равен нулю. 

4. Составьте основную систему уравнений 
для графа на рисунке А и прикиньте, сколько 
нужно времени для ее решения вручную. Если 
вы умеете программировать, подумайте, как 
подключить к этой задаче компьютер. 


5- Удвойте одно из сопротивлений на гра- 

За и сосчитайте, на сколько увеличится его 
обуцее сопротивление. 

6. Докажите, что из уравнений (1). (2) п за- 
кона Ома следует (2’), а из (1), (2) ин закона 
Ома следует (2). 


Для любого нагруженного графа 
(электрической цепи) Г с вершинами 
{1), <2),..., (п) и положительными 
нагрузками (сопротивлениями) К, 
на ребрах мы знаем, что можно со- 
считать гармонический потенциал ф 
этого графа, то есть для произвольных 
значений потенциала ‹/,, ф, на входе и 
выходе находить остальные значения 
42, Ф» ... Ф,„_1 потенциала, решая си- 
стему уравнений (1). Далее, подстав- 
ляя полученные значения потенциала 
в соотношения (2), мы можем найти 
общее сопротивление цепи В. Для 
конкретно й цепи всегда можно та- 
ким образом проверить, уменьшилось 
ли общее сопротивление при увеличе- 
нии одного из В, или нет. Но нам 
этого мало — мы хотим доказать 
общий факт, установить, что при 
увеличении одного сопротивления об- 
щее сопротивление никогда не 
уменьшается, независимо от конкрет- 
ного выбора цепи. 

К сожалению, доказать этот факт 
непосредственно из уравнений (1) и 
формулы (2) не удается (попробуйте!). 
Как говорится — нужна идея! 


Квадратичная функция 
(или тепловая мощность цепи) 


Эту идею нам подскажет не мате- 
матическая интуиция, а один из тех 
принципов минимальности, о кото- 
ром шла речь в начале статьи: напря- 
жение в резисторной электрической 
цепи распределяется согласно такому 
принципу. Оказывается, ток з«лени- 
вый»: из всех возможных вариантов 
‘поведения он выбирает тот, при кото- 
ром его энергетические затраты (мощ- 
ность, выделяющаяся на проводни- 
ках электрической цели) минималь- 
ны. Напомним, что при прохождении 
по проводнику с сопротивлением В; 
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тока {1,, соответствующего разности 
потенциалов И,=ф-—$, на провод- 
нике (г, р выделяется тепловая мощ- 
ность (то есть количество тепла за 
единицу времени), равная 
ВОН =, —=0',/Е, „=($, —+у А 
а на всей цепи-—мощность 9=4.» 
где сумма берется по всем ребрам 
{, р нашего графа. Общая мощность 
@ зависит от значений потенциала 
{,, Фо»... ф,; поэтому общую мощность 
мы будем записывать в виде ©]. 
Таким образом, мы ввели в рассмот- 
рение функцию 


(4—4 


914]=У9;. р где 4,— В, 


которую мы будем называть квадра- 
тичной. (Сумма в выражении (3) бе- 
рется по всем ребрам (Г) нашего 
графа.) 

Подчеркнем, что с математической 
точки зрения мы просто дали опреде- 
ление некоторой функции @ на множе- 
стве всех потенциалов ‹р графа Г и 
(исходя из физических соображений) 
интересуемся ее минимумом. 


Квадратичная функция @-сама зависит не 
от числовой переменной. а от другой функ- 
ции — потенциала ‹. Такие «функции от функ- 
ций» математики назыаают функционалами. 
Поиск их экстрамумов -— одна из важных 
задач вариационнозо исчисления, замечатель- 
ной ветви математики, зародившейся еще в 
работах Я. Бернулли, Эйлера и Лагранжа. 

Упражнекие 7. Выпимите квадратич- 
ную Функнцию @ для графа на рисунке 4. По- 
думайте, есть ли у вас методы для ноиска его 
минимума. 

Указание. Функция @ зависит от 
Ч Фа Ч Ц=Еф, р), ТО есть от несколь- 
ких переменных. В школе изучают только 
методы поиска экстремумов функций от одной 
переменной, поэтому поиск минимума @ — пока 
недоступная для вас задача. 


Минимальный прииций 
(или принций наименьшего 
действия) 


Наша ближайшая цель — найти ми- 
нимум квадратичной функции @. Но 
есть ли у нее минимум? Начнем с от- 
вета на этот вопрос. Наш читатель, 
конечно же, угадал, что ответ — поло- 
жительный (это тоже «физически оче- 
видно»). Те, кто готэв принять на веру 
это утверждение, могут пропустить до- 
казательство следующей теоремы. 

Теорема 2. Для функции © су- 
ществует набор значений переменных 
р, --», фи_1, При котором она достигает 
минимального значения. 
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Доказательство. Не огрвничивая общ- 
ности, мы можем считать, что 4ч.>$„. Обозна- 


‚чим через М множество всех наборов значений 


переменных 4...» {„__1, УДОВЛЕТВОряющих усло. 
виям 224 при всех 2. Рассмотрим какой- 
нибудь набор значений (15, ..., + _ Я М ипо- 
строим по нему новый набор значений 
(42... 471) 6 М, заменив все значения, боль- 
шие чем +» на $, и все значения, менышие 
4,» на Ф„. При этом, как легко видеть, значение 
функции @ уменьшится: 


| (4, + Фи) 5 (фЬ, ---› Фа). 

Таким образом, наименышее значение @ 
на множестве М будет и наименышим значе- 
нием @ на всем множестве потенциалов. Нам 
остается сослаться на теорему Зейерштрасса 
из анализа, которая утверждает, что непрерыв- 
иая функция (9) на замкиутом ограниченном 
множестве (М) достигает своего наименьшего 
значения. (Эту теорему в школе не проходят: 
точное объяснение понятий непрерывности, 
замкнутости и ограниченности, использующих- 
ся в ней, завело бы нас слишком далеко, так 
что мы не станем здесь этим заниматься.) 

Доказательство — типичное для ма- 
тематической зтеоремы существова- 
ния» — не дает нам ни способа найти 
интересующий нас минимум, ни спо- 
соба как-либо описать его. Однако сле- 
дующая теорема, выражающая мини- 
мальный принцип для нашей ситуа- 
ции, характеризует искомый ми- 
нимум. 

Основная теорема. Потенци- 
ал, на котором достигается минималь- 
ное значение функции 9, — гармони- 
ческий. 

Доказательство. Пусть $? — 
потенциал, на котором достигается 
наименьшее ИаЗЕНИЕ ‚Нам нужно до- 
казать, что числа 49, фо, ф®, не та фо, 
где =, фо =ф,, являются решением 
системы уравнений (1). Зафиксируем 
все переменные, кроме одного — $. 
Тогда функция 


@(‹°, --- Фь Фь ны 91) ь 
одной переменной +, также достигает 
минимума при ф,==4°. 

Эта функция является „квадрат- 
ным трехчленом по $): @==а/--6ф;{с, 
причем коэффициенты а и Ь легко вы- 
числить, раскрывая скобки в выра- 
жении (3): 


(здесь суммы берутся по всем &, для ко- 
торых {1 © $5). 

Так как минимум функции 
а} +Ъф,-с (а>0) достигается в точ- 
ке ф?, которая удовлетворяет уравне- 
нию аф’-+Ь/2=0, мы получим, под- 
ставляя в него выражения для’ коэф- 
фициентов а ив, 


"© й У.0 Е ии --© ‚© Е 
УФ; ГВ, — 2$ [В =У(41—4$)/В,=0. 
го о о 
Таким образом, ‘ру, ф>, -.-, Фи Фи — ре- 
ление системы (1), что и требовалось 
доказать. 

И, наконец, последний вопрос, на 
который мы ответим: чему равно ми- 
нимальное значение функции 0. Как 
чему? — удивится знающий физику 
читатель, — минимальное значе- 
ние @ — это сумма мощностей тепла, 
выделяющегося на проводниках на- 
шей цепи, значит — это общая мощ- 
ность тепла, выделяющегося на всей 

С ь 

цепи, значит — это И*/В. Стоп! Мы 
определили .. тепловую мощность 
формулой И?/А,, только для одного 
проводника, а не для всей цепи. Вели- 
чина В и значение минимума © нахо- 
дятся независимо друг от друга но ве- 
личинам В;, О=ф—$,. Так что ма- 
тематически не очень ясно, почему это 
правильный ответ. Опять, те кто ве- 
рят, что он правильный, могут сле- 
дующую теорему пропустить. 

Теорема 3. Минимальное значе- 

о г . 
ние функции © равно И`/В, где В — 
общее сопротивление электрической 
цепи. 

Доказательство. Пусть 4, --, фт — 
набор чисел, на котором достигается минимум 
функции ©. Тогда, по основной теореме, — это 
решение системы уравнений (1). Следовательно, 
нам нужно показать, что (1 —ч.}/В = 
=—(ч:-—Ф„)/ равно выражению 

УФ, {сумма по всем ребрам (ДЛ), 
где величины токов Ри Г;; подчиняются перво- 
му правилу Кирхгофа (1), (2). Раскроем скобки 
в (1} и вычислим коэффициент при ‹,. Значение 
потенциала ф; умножается на величииы всех 
токов 7 :„ проходящих по ребрам {2, }, выходя- 
щим из вершины {1) (если номер } меньше 
номера + то $; умножается на —1 =). По 
этому коэффициент при ‹р; равен 

1, (сумма по (7) 6 5, 
и, значит, равен нулю для всех #51, п, из (1}. 
Коэффициенты при, и ‹. равны соответствен- 
ноГи —Тиз {2) н (2°), следовательно, суммируя 
по всем ребрам, 


УФЕ, + +4, ПЕ. 


Решение исходной задачи 


Пусть мы увеличили одно (или не- 
которые) из сопротивлений ребер: 

‚>А,. Тогдя для функций @= 
—У($—Ф)"/Е; и @=5 (4—9) /В 
(суммирование по всем ребрам {1} на- 
шего графа) справедливо неравенство 
9'[‹]<9[$] для любого потенциала ‹, 
с данными ф! и фо на входе и выходе. 
Очевидно,. что то же неравенство 
справедливо и для их минимальных 


значений: 

(— 42)? 
в” 

а значит Ах А’, что и требовалось до- 

казать. 


пит 9=— "< пт @= 


Другие применения 
нашей математической модели 


А стоит ли игра свеч? — может 


‚спросить читатель. Нужно ли разво- 


дить такой математический форма- 
лизм ради задачи, которая и так физи- 
чески очевидна? 

Математические модели создаются 
не только для того, чтобы математи- 
кам было удобнее работать. Отбрасы- 
вая конкретную специфику приклад- 
ной задачи, часто приходят к моде- 
лям, которые оказываются примени- 
мыми к совсем другим задачам, из 
совсем других областей человеческой 
деятельности. Исследование таких мо- 
делей позволяет, образно говоря, од- 
ним камнем убить много зайцев. 

Здесь мы ограничимся перечислени- 
ем некоторых ситуаций, в которых 
наш аппарат нагруженных графов 
(или его модификации) успешно ра- 
ботает. 


1) Сеть из,резинок на прямой. В системе 
из П точек на прямой некоторые пары соеди- 
нены резинками известной жесткости; коице- 
вые точки растягиваются {к ним приклады- 
ваются известные силы); требуется определить 
положение равновесия точек. 

2) Второе правило Кирхгофа п формула 
Эйлера. Это правило (см. с. 27 в этом номере) 
также удобно применять при расчете электри- 
ческих цепей. Оказывается, что соответствую- 
щая математическая теория связана в форму- 
лой Эйлера В-—Р--Ги1, где В, Р, Г числа 
вершин, ребер и областей. ограниченных плос- 
ким графом. 

3) Транспортные потоки. Плоский граф мо- 
жет изображать сеть дорог (авиалиний, желез- 
ных дорог) между городами, нагрузки — опре- 
делять стоимость перевозок между соседними 
городами; требуется найти минимальное по 
стоимостн респределение траиспортных пото- 
ков. Интересно, что на практике такие эконо- 
мические задачи решаются моделированием 
транспортной сети в помощью электриче- 
ской сети: оператор вводит данные © количе- 
стве транспортируемого товара и о стоимости 
перевозок, ставит сеть под напряжение и счи- 
тывает ответ с соответствующих амлерметров! 

4) Совершенные прямоугольники. Так лазы- 
ваются прямоугольники, которые можио раз- 
бить на конечное число квадратов разных раз- 
меров. Как это ни странно, все совершенные 
прямоугольники маходятся построением в рас- 
четом иекоторых нагруженных графов! 


Этот список можно было бы про- 
должить, но к этим вопросам «Квант» 
надеется в скором времени вернуться. 
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Белая мгла, 
или 


Не верь 
глазам своим 


Кандидат технических наук 
Ф. Н. СКЛОКИН 


...Густой туман тонким слоем лежит 
на поверхности земли и насквозь 
пронизывается ярким весенним арк- 
тическим солнцем. Освещенность на- 
столько велика, что без темных оч- 
ков невозможно смотреть ни вдаль, 
ни перед собой. Белое, ослепительно 
яркое снежное покрытие океана пол- 
ностью сливается на расстоянии не- 
скольких метров с окружающим воз- 
душным пространством, словно вы на- 
ходитесь на дне банки с молоком. 
Предметы не отбрасывают тени, в ок- 
ружающем ландшафте почти отсут- 
ствует контрастность... 

Это — белая мгла, одно из необыч- 
ных явлений природы, которое можно 
наблюдать иногда зимой в горах и 
почти всегда — весной в Арктике. В 
белой мгле зрительные ощущения 
очень часто не соответствуют дейст- 
вительной, реальной картине окру- 
жающего вас пространства. И это при- 
водит иногда к довольно неприятным 
последствиям. 


Основное препятствие на пути лыж- 
ников, идущих к Северному полюсу,— 
торосы. Размеры торосов — от нес- 
кольких десятков сантиметров до не- 
скольких метров; их надо либо обхо- 
дить, либо карабкаться через них, 
преодолевая «в лоб». В белой мгле 
внешний вид торосов преображается. 
Нередко впереди себя вы четко ви- 
дите вмятину в снежном покрове. Но 
вот вы хотите пронести лыжу над 
вмятиной и... натыкаетесь на при- 
порошенный снегом кусок льда. НВ ре- 
зультате этой неожиданной встречи 
вы теряете равновесие, падаете; а за 
плечами тяжелый рюкзак. Уже лежа, 
вы видите, что перед вами дейст - 


‘вительно торос, и сколько бы вы те- 


перь ни смотрели на него, он не 
превратится во вмятину. 

Хочу привести один случай из на- 
ших полярных экспедиций. Это было в 
первых числах мая во время лыжно- 
го перехода через пролив Лонга на 
остров Врангеля. Была самая настоя- 
щая белая мгла. Я внимательно всмат- 
ривался в лыжню, проложенную иду- 
щими впереди товарищами, п вдруг 
заметил, что она стала выпуклой — 
след от лыж стал на десяток сантимет- 
ров выше, чем поверхность снежного 
покрова. Тут же я перевел взгляд на 
кончики своих лыж. Нет, лыжи вда- 
вливались в снег. Но стоило отвести 
взор от лыж, как лыжня сразу же 
становилась выпуклой. Мне было яс- 
но, что это лишь оптический эффект, 


но отделаться от этого чнаваждения» 


было непросто. 


Объяснение подобным эффектам до- 
вольно несложное. Как известно, зри - 
тельное озцущение рельефа создается 
за счет тени. А п белой мгле в ус- 
ловиях сильного рассеянного света те- 
ней у предметов почти нет, и это вызы- 
вает зрительный эффект превращения 
зыпуклого участка в вогнутый и нао- 
борот. 


Нечто подобное каждый может ис-. 


пытать дома, не отправляясь в Арк- 
тику. Нарисуйте на листе бумати 
перспективное изображение куба — 
такое, как на рисунке 1, а. Попробуйте 
сосредоточить взгляд поочередно то на 
точке а. то на точке е. Вам будет 
казаться, что перспектива меняется: 
ближней будет то грань афбса, то грань 
ей. Но если з«затенить» грань 
Баввй, то все сомнения отпадут: ближ- 
няя грань — это фс4а (рисунок 1, 6). 
«Затените» грань са{е — и ближ- 
ней станет грань е{ай (рисунок 1,6). 

Но вернемся в белую мглу Аркти- 
ки, которая приготовила путешествен- 
никам еще один зрительный эффект. 

Окружающий снежный покров сли- 

‚ вается с туманом. Глядя вперед, вы 
видите какой-то предмет, парящий в. 
«молоке» белой мглы. Вам кажется, 
что он еще довольно далеко, но вдруг 
этот предмет неожиданно вырастает 
перед вами. Если это торос, вы просто 
натыкаетесь на него. 

Вот еще два случая из полярных 
экспедиций. Группа участников зим- 
него похода по Приполярному Уралу 
попала в белую мглу. Поднимались 
по снежному склону; впереди на пути 
чернел какой-то предмет. Стали спо- 
рить, как долго до него идти. Одни 
‘уверяли, что это камень, лежащий 
недалеко; другие — что это далекий 
утес. На самом же деле оказалось, что 


2 «Квант» № 1 


это был скальный выступ, до которого 
пришлось идти вверх по склону почти 
километр. А во время экспедиции по 
Северной земле произошел прямо про- 
тивоположный случай. За скалу, кото- 
рая виднелась, как казалось, в не- 
скольких километрах, приняли всего- 
навсего камень с куриное яйцо вели- 
чиной, лежащий в нескольких десят- 
ках шагов. 

Известный полярный путешествен- 
ник Фритьоф Нансен в своей книге 
«Во мраке льда и ночи» приводит 
интересный пример потери зрительно- 
го ощущения, реальных размеров 
предметов в туманную погоду в Арк- 
тике. В проливе Дробак в Норвегии 
перед носом его экспедиционного ко- 
рабля «Фрамь неожиданно выросла 
болыпая земля, и лоцман скомандо- 
вал: «Полный назад!» Когда «Фрам» 
осторожно подошел поближе, землею 
оказался кусок плывшего по воде чер- 
пака. . 


1 Рис. 2. Если {, — расстояние 
до человека. 1, — расстолние 
: до дерева. &, — рост человека. 
то высота дерева — В. = 


- 3, р 
| = 5 № г 


Эти обманы зрения объяснить не- 
трудно. О размерах предметов можно 
судить, если есть информация об их 
удаленности от нас и возможность 
зрительно сравнивать их величину с 
размерами известного эталона — на- 
пример, с фигурой человека. 

Если наблюдатель, находящийся в 
точке Н (рисунок 2), знает пример- 
ные расстояния до человека и до 
оцениваемого предмета и знает при- 
мерный рост человека, он может из 
сравнения этих данных найти прибли- 
зительную высоту предмета. 

Зная реальные размеры объекта, 
мы можем по его видимым размерам 
оценить расстояние до него. В этом 
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нам помогают окружающие предме- 
ты, ландшафт. 

При оценке удаленности и величи- 
ны предметов в Арктике наблюда- 
телю не с чем сравнивать. Зрительный 
образ тороса не является эталоном — 
ведь торос может иметь любые раз- 
меры: от сантиметров до метров. Ок- 
ружающий ландшафт, а в белой 
мгле — практически отсутствие хако- 
вого, не дает возможности оценить 
расстояние. Отсюда такая неопреде- 
ленность в оценке видимых размеров 
предметов в белой мгле. 

Вот какие коварные сюрпризы гото- 
вит Арктика путешественникам, иду- 
щим сквозь белую мглу. 


Математический кружок 


Пары чисел 


час заметим, что тем же методом по- 
лучается формула для всех целых ре- 
шений любого уравнения ах—Бу=с 
{(гдеаиф — взаимно простые числа): 


(:)=( =) + 8), (») 


и действия с ними "*° (хо; и‹) — какое-нибудь одно его 


Кандидат физико-математических наук 
Н. Б. ВАСИЛЬЕВ. 

кандидат физико-математических наук 
В. Л. ГУТЕНМА ХЕР 


Содержание этой статьи в основном до- 
ступно ученикам седьмого класса. Однако 
мы рекомендуем ее также и старшеклас- 
сникам. В статье речь идет о решениях 
уравнений с двумя переменными 6 целых 
числах. В связи с этим рассматриваются 
различные правила умножения пар чисел, 
в том числе ы умножение комплексных 
чисел. 


3. Уравнение ах—фбуы=с 

в целых числах 

Рассмотрим уравнение 

8х—5у—19. 

На примере этого уравнения мы 
продемонстрируем метод решения в 
целых числах линейных уравнений 
вида ах—фу—=с с целыми а, фи с. 


Поскольку 8-3—5.1—19, пара 
чисел х=3, у=1 является решением 
исходного уравнения. Это решение мы 
нашли простым подбором. 

Покажем теперь, как, имея одно 
решение, можно записать все осталь- 
ные решения (их бесконечно много). 
Вычитая из уравнения 8х—бу—19 
равенство 8 - 3—5 . 1—=19, получаем 
8(х—3)—5(у—1)=0, или х—3=5(у— 
—1)/8. Из последнего равенства вид- 
но, что число х—3 будет целым тогда 
и только тогда, когда у—1 делится 
на 8, то есть у—1=8л, где п — какое- 
нибудь целое число. Подставляя 
у—1—8л в числитель дроби 5(у—1)/8 
и сокращая ее на 8, получаем х—3= 
—=5л. 

Тем самым, все целые решения ис- 
ходного уравнения можно записать 
в таком виде: 


уфы или (5) =(1) +2 в): 


здесь п — любое целое число. 
Второй вид записи будет подробно 
объяснен в следующем пункте, а сей- 
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целое решение. 


Для решения предложенных ниже задач 
надо иметь ввиду следующие обстоятельства. 
Если целые числа а и 8 имеют общие делители 
(кроме 1 и —1), то надо разделить все члены 
уравнения на их нанбольший общий делитель. 
В случае, когда с не делится на иего, уравненне, 
очевидно, не имеет целых решений, а в случае, 
когда делится, такие решения существуют — 
надо только подобрать одно какое-иибудь реше- 
ние и записать по формуле (»} все остальные. 

Для любых чисела и Ё имеется общий метод 
иахождения одного решения уравнеиия: этот 
метод основан ия алгоритме Евклида (см. [1] 
и [5])- 

Задачи 

1. Имеют ли следующие уравнеиия решения 
в целых числах: а) 1х—5у=0; 6) Чх—5у=1; 
в) 15х— 9у—-6; г) 39х—63у—=41? 

Если уравнение имеет решения, то укажите 
одно из них и запишите по общей формуле 
все его решения. 

2. Сколько решений в натуральных (целых 
положительных) числах х. у имеют уравнения: 
а} 19х-+85у—1985; 6) Тх--5у--99? 

3*. Автомат делает на ленте длиной 2 м 
синие пометки от ее начала через каждые 71 см 
и красные пометки тоже от ее начала через 
каждые 5 см. Сколько раз синяя и красная 
пометки окажутся на расстоянии } см друг 
от друга? 


2. Пары чисел 


Если решения уравнения с одним 
переменным х представляют собой 
отдельные числа, то решения уравне- 
ния с двумя переменными хиу — это 
уже пары чисел. В предыдущем пунк- 
те мы показали, как из одного целого 
решения уравнения ах—Бу=е полу- 
чать все остальные решения: надо 
к одному его решению — паре чисел 
(х; и) — прибавить пару чисел 
(6; а), умноженную на какое-нибудь 
целое число. Сейчас мы придадим точ- 
ный смысл сложению пар чисел и 
умножению их на числа. 

. Для большей наглядности нам удоб- 
но пары чисел (х; у) записывать в виде 


х 
столбиков Е а сами числа хиумы 


будем называть соответственно первой 
и второй компонентами данной пары 
{столбика). (Не надо путать столбик 


(=) с дробью - 1) 
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Два столбика считаются равными 
тогда и только тогда, когда равны их 
компоненты: 


х, =.» 
52 

Сложить два столбика — это’значит 
сложить их компоненты: 


пусть и=(*), ь=(®), 


и. 
Ну ° 


и) =(=). только если { 


тогда ии =( 


Так как от перемены мест слагае- 
мых сумма чисел не меняется: а-- 
--Ь—6 а, то же самое можно сказать 
и про столбики: и-о=ь-Ри. Для 
столбиков верно также правило 
(ино ш=и-Нб Ки). 

Умножить столбик и на число # — 
это значит умножить на Ё обе его 
компоненты: 


если и=(*), то ви=( м ). 


Особую роль, подобную той, кото- 
рую для чисел играет число 0, для 
столбиков играет нулевой столбик 


о 
( В Если это не приводит к путанице, 


то его обозначают тоже через «0». 
Для всякого столбика и верно равен- 
ство и--О=—и- 

Казалось бы, столь же естественно 
ввести умножение столбиков: 


СЯ) =( +). 


Для такого умножения выполнены 
все те же свойства, что и для умноже- 
ния чисел: 1) ио=ьи, 2) ибоиш)= 
==(ии)ш, 3) (игш=иш-ош. Роль 


1 
«единицы» играет столбик е= 17. 


Но в отличие от чисел, здесь не всегда 
возможно деление на ненулевой стол- 


бик. Например, если и=(`), то не су- 


ествует столбика о такого, что ии==е. 

В конце статьи мы познакомимся 
с другим, как оказывается, тоже 
естественным и более содержатель- 
ным правилом умножения пар чисел: 


( ")( —) ге х:ха— 412). (1) 


жу-хоу 
Это правило замечательно тем, что 


для него обратная операция — деле- 
ние на ненулевой столбик — всегда 
возможна. 
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Пара чисел (х; у), записанная не 
в виде столбика, а в виде строчки, 
используется обычно для обозначения 
координат точки неа координатной 
плоскости Оху. Метод координат по- 
зволяет связать алгебру с геометрией. 
Так, например, уравнение ах— фу=с 
соответствует прямой на координат- 
ной плоскости, а целые решения этого 
уравнения — точкам с целыми коор- 
динатами (рис. 1). С помощью правил 
сложения пар чисел и умножения их 
на число можно записывать формулы 
для координат точек; например, если 
А=(х: у), В=(х.; у›} — две точки, 
то точка 


С 5 (хз уе уз) 


=( х:-Ех.. и +4) 
Е" 2 
— середина отрезка АВ. 
Задачи 
4. Даны столбики 


=(—1). (5). «= з). 


Найдите столбики: а) 2и; 6) 2и-: в) и 
+25 —3З. 

5. Найдите числа х и у, удовлетворяющие 
равенству 


#(—1) + (2) -(3). 


Сравните результат с 4 в). 

6. а) Пусть даны точкн А=(7Т; —П и В= 
—(—2; 5). Найдите координаты такой точки 
С=(х; у), что В — середииа отрезка АС. 6) Най- 
дите координаты точек О и ВБ, которые делят 
отрезок АВ на три равиые части. 

3. Уравненне х?— 4у’ =1 

в целых числах 


В первом пункте мы показали, как, 
исходя из одного решения уравнения 
ах— Бу—=с, получать и записывать бес- 
конечную серию его решений. Подоб- 
ный результат мы получим и для 
уравнения х’— 4у?=1, где 4 — на- 
туральное число, не являющееся пол- 
ным квадратом. Но для этого потребу- 
ется свой, более сложный метод. Мы 
продемонстрируем его на примере 
уравнения 

х— 2—1. 
Это уравнение имеет очевидные реше- 
ния (1; 0) и (—1; 0). Ясно, что если 
(х; у) — решение уравнения, то (—х; 
у), (х; —иу) и (—х; —у) — тоже реше- 
ния. Поэтому можно ограничиться по- 
иском только положительных (нату- 
ральных) решений. Вот два таких ре- 
шения: (3; 2), (17; 12) — дальше в их 


Рис. Г. 


поисках продвинуться трудно. 
Неожиданную помощь здесь оказы- 
вает иррациональное число \ 5. Поль- 
зуясь тождеством а*— 5? —=(а ев 
разложим левую часть уравнения 
-х ?—2 у? —=1 на множители 
(х{иу2) (:—9\2 )=1 
и подставим сюда наше первое реше- 
ние в натуральных числах х—$3, у=2: 
(3-22) (3—2у2) =1. (2) 
Оказывается, что второе решение мож- 
но получить, если, пользуясь тождест- 
вом (а--Ь)’=а’--2аь-Ь”, возвести в 
квадрат число 3--2\/2 (или 3—2-/2): 
(3--2/2)?=9-+12\,2-8= 
=17+12\.5. 
(3—24.2)—=9—12,9-4-8=17—12\.2. 
Пара (17; 12) является вторым реше- 
нием. Проверим это следующим обра- 
зом. Возведем обе части верного ра- 
венства (2) в квадрат: 
{3+2/2 (83—22 )?=1 
и получим | 
(17+112\/2) (17—12./5д —1, или 
1—2. 2 
Следующее новое решение можно 
получить, возведя число 3-2./2 
в куб: 

(32/2 —(3-22 )(3+2/2 )= 
—99-1710\/2). 
Совершенно аналогично получим 
(3—2./2 }\=99—70/2. Поскольку 

(3+2/2 )(3—24/5 )?—1, имеем 
(99--70\'2)(99—70`'2)= 

—=99?—70? - 2=1, 
то есть (99; 70) — тоже решения 
уравнения х’—2у?=1. 


Геперь, наверное, уже ясен способ 
получения новых решений надо 
и дальше возводить 3-2./2 в степень, 
то есть если 

(32/2 )"=х,„4+у,^/2, 
где х. и у, — натуральные числа, 
то пара (х,; у,) является ремением 
уравнения х’—2у’—=1. Можно дока- 
зать, что этот способ дает все его рее- 
ния в натуральных числах. 

Рассмотрим теперь более общее 
уравнение такого вида: 

х— ду? =1, 
где 4 — натуральное число, не являю- 
щееся полным квадратом. 
Оказывается, что все его решения 


‚в натуральных числах получаются та- 


ким же методом. Надо угадать самое 
меньшее его решение (х; И.) и возво- 
дить число х,-уо`/А в степень п: 
(хо у, а)"=х„-+у„уа. 

(Самым меньшим решением называет- 
ся такое решение (хо; ус), что для лю- 
бого другого решения (х: у) выполня- 
ется неравенство ви = <х+ 
+ууа .) 

Для любых чисел 4 имеется общий 
метод нахождения наименьшего на- 
турального решения, основанный на 
разложении чисел в цепные дроби 
(см. [Пи [2]. 

Задачи . 

7*. Найдите четыре решения в натуральных 
числах уравнения: а) х’—Зу?—1; 6) х?——Бу?—1; 
в) х’— 2у*= —1. 

8 * Докажите, что 


(342 8 }"4+ (3-22), 
((3--2у 2)" (3—2 5)") — 


летию вые уравнению 
п=1, 2, 3; 6) для любого 


Вик, 
ан 


у„— р» УЕ 
целые числа, 
х'— 21-1, а) для 
натурального л. 

9. Найдите все целые решения уравнения 
2-4 —13. 

10*. Докажите, что уравнение х?—Зу?== —1 
не имест рещенций в целых числах. 


4. Числа вида р-|-9`2 


Обратим внимание на то интересное об- 
стоятельство, что числу вида р--9\/2 с рацио- 
нальными р и 4 можно естественно сопоста- 
вить пару чисел (р: 4). При этом равенство 
двух чисел р,-+-а:\’2 ==р.-1 9,9 имеет место 


‹.) 


В самом деле, пусть р, +9 у2==р, ал 2 
и 4.329:: тогда получился, что 8 равняется 
рациональному числу (р,—р2)/(4.—9\). а это 
неверно. Следовательно, должно ныполняться ° 
равенство 9,=9.: но тогда из равенства р, + 
+92 =р»-+92у@ сразу получаем, что р.= 
==р.- 


в том ин только и том случае, когда С ') = 
н 1 
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Правило сложения чисел р; +91/2 и р. 
+9./2 такое же, как для столбиков: 


(ру) Н(рь-+9-У2)=(р, + р») (а, +9-}/3, 
„\ —{ Р-Р: 
(+) +( +) (ее). 

Теперь перемножим числа р,--9.^/ и р.-+ 
9.5 Е 
{р 9,“ (р. 42/2) = 

= (рир›-+24,9+)-Н(Р.92-+2:9,) 2: 

В результате мы приходим к числу такого же 
вида и получаем иовое правило умножения 
для столбиков с рациональными компонентами 
Р‚› Че. Р-. 92: 


()(..)- 


Если следовать такому правилу, 


м 


Р' 92-7 Р:-9+ (3) 


то можно 


записать решення уравнения х“ —2,° == так: 


( .) =( 5)" (возвести столбик в степень п — 


значит умножить столбик п раз на себя). 
Для правила (3) выполнены обычные свойст- 
ва умиожения; роль единицы здесь играет стол- 


1 
бик ( ой так как он соответствует числу 1=1-4 


+02. 

Оперировать п числами р--49-'2 очень по- 
могает интересная симметрия в множестве та- 
ких чисел: каждому числу а=р-- 49/5 соответ- 
ствует число а=р—49`/9 . которое называется 
сопряженным к а. {Для столбиков переход 
к сопряжениому означает просто измеиеиие 
знака у второй компоиенты.) 

Для операции сопряжения выполнены такие 
свойства: 


«+ В=а-ЕВ., ав-=аВ, ито. 

Но самое важное — это то, что произведение 
сопряженных чисел (р--9^/ 2. + (р—9^/2 )=р’— 
— 24? уже ие содержит 4/2 ; аа — рациональ- 
ное число. Это позволяет делить числа вида 
р--9-/8 друг на друга, получая при этом число 
такого же вида. Чтобы разделить В на а, 
достаточно умножить Й на @ и разделить ре- 
зультат иа а@. 


Мы уже пользовались парами сопряжеиных 
чисел при решеими уравнения х—2у7=1. 


Левую часть х’—2у? мы представили как про- 
изведение двух сопряженных чисел 


а==х-+у/2 , а-=х-—уу?2. 

Возьмем теперь два числа а=х,-Ниу, ^/2 м 
Вх» у» \/2`и сопряженные к ним @=х,— 
—у\ и В=х.-—у. ^/ 2. Рассмотрим произве- 
дение ааВВ. Производя вычисления в определен- 


ном порядке — сначала ий, потом РВ м затем 
{«@)(РВ) — получаем: 
ааВВ == (1 — 21) (2—2). (4) 


Если вычисление того же произведения чаВВ 
произвести и другом порядке, то мы получим 


ав х, +21) +5 уз Ех) ^/2, 
арх ху.) — (ку Ех) 2, 
ааВВ=(х, х, +2ун = у. + хуи). (5) 
Из равенств (4) и (5) получаем тождество 
(х1— 21): — 2) =(х, х.-+2уу.)* — (ху + 
ху). (6) 
Из этого тождества следует иитересная связь 
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между целыми решениями уравнений более 
общего вида х’'— 2у? =. 

Если для пары целых чисел (х,: и) выполие- 
но равенство х1—2у?:2е, а для пары целых 
чисел (х.; у.) выполнено равенство х2— 2у2—с., 
то пара целых чисел (хх. +2 у; хи хи) 
является решением уравнения х’—2у?=с,с.. 

Все сказанное про числа вида а--6 \/2 верио 
н для чисел вида а-+-Ь -/4, где 4 — простое 
число (или иатуральиое, не делящееся на квад- 
рат). В частности, правило умножения для лю- 
бого 4 будет таким: 

х, иг ауну:). (7) 


Е: ‚) -(=) ху-ху, 


Е (6) (и) выглядеть так: 
фаз) = 


==(х,х,-+ ау)’ —Ч (ху, хи). (8) 
Замечательио. что это тождество выполнено 
вообще для всех чисел х,, и. х.. у. 4 — это 


можно непосредственио проверить, раскрыв 
скобки. В частности, оно верно п при 4== —\; 
получающееся при этом тождество будет играть 
центральную роль в следующем пуикте. 


Задачи 
11. Перемножьте числа 


(2—^/3 ЖТ—4-/3 )(2+./3 4744/З). 


12. Разделите числа, избавившись от ирра- 
циональиости в знаменателе ть 


9-+4-/5`. Е р. +94 

9—4/7 р2-+9./4а 
13*. Докажите, что произведение чисел вида 
х+5у?, где хи у — целые числа, есть снова 


число того же вида. Найдите все такие числа 
меньшие 100. 


5. Замечательное тождество 
и композиция Виета 


Любые две пары чисел (а; В} и 
(а; >) связаны таким тождеством, 
известным еще Диофанту: 


(аа? ь:)= 

—=(аа-— 61 5.)? На, ь.азь,). (9) 
Оно получается из тождества (8) при 
4= — 1 и часто используется в алгебре 
и теории чисел. Мы расскажем здесь 
о другом его применении: интересном 
способе, позволяющем получать из 
двух прямоугольных треугольников 
новый прямоугольный треугольник с 
гипотенузой, равной произведению их 
гипотенуз. 

Возьмем один прямоугольный тре- 
угольник с катетами а, 6, и гипотену- 
зой С, и другой — с катетами а., 6. 
и гипотенузой с.. Поскольку по теоре- 
ме ФЕ ЕОРа 


а НЫ = н а>--52=с>, 
тождество (9) можно записать так: 
(Стб) (аа) — 5.6.) ь.-азЬ,)". 


Рие 2. 


Из этого равенства видно, что сущест- 
вует прямоугольный треугольник с ка- 
тетами |[а.а.— 6,6. |, а. 6. {а-6, и гипо- 
тенузой с,с,. По-видимому, это впер- 
вые заметил в ХУ[ веке французский 
математик Франсуа Виет (см. [1 ]), по- 
этому назовем такой способ получения 
из двух прямоугольных треугольни- 
ков нового прямоугольного треуголь- 
ника «композицией Виета». 

Рассмотрим два одинаковых прямо- 
угольных треугольника с катетами 
т, п и положим в тождестве (9) 
а,—=а.-=п, $, =6.=т. Получим 

(п-т? ==" — п? + (2п)". 

Мы видим, что композиция Виета дает 
новый прямоугольный треугольник с 
катетами | 11°—п* |, 2тп и гипотену- 
зой т? п”. Интересно, что все прямо- 
угольные треугольники с целыми 
(взаимно простыми) сторонами а. 0, 
с — так называемые «пифагоровы 
тройки» — могут быть получены по 
этим формулам 


се—=т?-+- п”, а=т?—п?, Б=Этаи, (10) 


где т ип — (взаимно простые) на- 
туральные числа разной четности, 
тп. 


Самос же неожиданное заключается 
в том, что при композиции Виета 
двух прямоугольных треугольников 
получается новый прямоугольный тре- 
угольник (рис. 2), у которого угол 
против катета а,6. +а.б, равен сумме 
<--ф углов ‹ и ф исходных треуголь- 
ников против катетов 6; и 6. (если 
ф+ф< 90”; если же ‹+т>90°, то 
этот угол равен 180°—(ф--$))- Таким 
образом, композицию Виета можно з8- 
дать чисто геометрически. Компози- 
цией Виета двух прямоугольных тре- 
угольников является прямоугольный 


треугольник с гипотенузой, равной 
произведению гипотенуз, и углом, рав- 
ным сумме соответствующих углов 
взятых треугольников. 


Задачи 

14. На клинописной табличке, изготовлен- 
ной ы древнем Вавилоне примерно 1500 лет 
до н. э., среди других пифагоровых треуголь- 
ников указан такой: 4961, 6480, 8161. Какнм 
т ит в формулах (10) он соответствует? 

15*. Найдите соз75°, используя компози- 
цию Виета для двух прямоугольных треуголь- 
ников с углами 30” и 45°. 

16. В пифагоровых треугольниках со сторо- 
нами 5, 12, 13 и 7, 24, 25 гипотенуза на 1 боль- 
ше одного из катетов. 

а) Найдите еще два таких пифагоровых 
треугольника. 

6) Найдите общую формулу для сторон та- 
ких треугольников. 

в)* Укажите среди них треугольники, у ко- 
торых гипотенуза есть полный квадрат (как 
у треугольника 7, 24, 25:25=5"}. 


6. Комплексные числа а--ы 


В предыдущих пунктах мы с по- 
мощью чисел вида а-+^/Я пришли 
к тождеству (8), которое оказалось 
верным при любом 4. Затем мы поло- 
жили в этом тождестве а= —1; при 
этом сами выражения а--Ь\/а=а- 
+5 /—Т потеряли смысл, так как сре- 
ди чисел нет ‹—1 — ведь квадрат 
любого числа является веотрицатель- 
ным числом. Тем не менее оказыва- 
ется целесообразным ввести в употреб- 
ление новое «мнимоеь число, квадрат 
которого равен —1. Его обозначают 
буквой {Е (от латинского слова ипа81- 
паг1и$ — мнимый, воображаемый). 

Выражение вида а-|- Е, ггеаиьВ — 
обычные числа, называют комплекс- 
ными числами. Цва комплексных чис- 
ла, по определению, равны тогда и 
только тогда, когда равны их компо- 
ненты: 
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а -Рь1=а2-Ьы, только если а, —а2 
и 6 =65.. 

Сложение и умножение комплекс- 
ных чисел а4{-Ы производится анало- 
гично тому, как они производились 
для чисел вида а-+-6^/2 с рациональ- 
ными о и 6. Однако здесь а и Ь могут 
быть любыми числами, в #—= — 1. 
В результате этих операций мы снова 
получаем выражение вида а--Ы: 

(а НБ а = (а, а.) + 
+, +5.) 

(а Ноа Но = (аа — 5.) + 
(а. 6. а>6,):- 

Мы видим теперь, откуда взялось 
умножение (1) столбиков, которое мы 
указали в пункте 2. Это умножение 
по существу уже обсуждалось в пре- 
дыдущем пункте — как композиция 
Виета двух прямоугольных треуголь- 
ников с катетами (а; 6) и (а; 6). 

Особую роль играют нулевое ком- 
плексное число 9—0 --0:, единица 1= 
—1-+0: и мнимая единица #=0--1. 
Заметим, что если какая-нибудь ком- 
понента а или В комплексного числа 
а-- равна нулю, то соответствую- 
щую часть комплексного числа при 
записи опускают. 

В мире комплексных чисел можно 
делить на любое число, отличное от 
нуля 0—=0-+0:. Вычисляя частное двух 
чисел, удобно умножить оба эти числа 
на сопряженное число с— 4: к дели- 
телю ==Ф аг: 
ан _ (а--ы)(е—9@) _ 
са  (с+49)(—а) — 

=(“ = ме) +=“): К 

с Е 4? 

Комплексные числа возникли впервые 
в алгебре, в задачах о решении алге- 
браических уравнений третьей и более 
высокой степени. Однако применения 
комплексных чисел охватывают едва 
ли не все основные области матема- 
тики и физики — геометрию, теорию 
чисел, математический анализ и тео- 
рию вероятностей, расчет электриче- 
ских цепей, гидродинамику и кванто- 


вую механику. 

Мы получили комплексные числа как пары 
действительных чисел, определив для них умно- 
жение правилом (1), удовлетворяющее естест- 
венным условиям — коммутативности, ассоциа- 
тивности, дистрибутивности. Для математики 
интереена задача классификации всех таких 
правил. Оказывается, все они укладываются 
в общую схему: нары (х,.у) записываются в 
виде «обобщенных комплексных чисель ху) 
и 7 в вычислениях заменяется на г-+- 8] (г, 8 — 
фиксированные числа, см. задачу 19); здесь. воз- 
можны три существенно различных случая 
(к которым можно свести остальные): (1) А=1 
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{к этому типу относится подробно изученное 
иами правило }-=2); (2) 7==0 (любопытно, что 
соответствующее правило умиожения, записан- 
ное для столбиков: 


Е. С; ")= Ее 


— это ее: правило сложения дробей 
у у2 уху ) 
Хх Хх Хх 


и, наконец, (3) =: —1 — настоящие комплекс- 
ные числа. ` 


Задачи 

17. Будем изображать комплекеное число 
х-Н1у точкой (х; у) на координатной плоскости. 
Пусть и—=1—&, и= —2-+-5:. Найдите а) й; 6) в; 
в) ии: г) иб; д) и/ь н изобразите все эти числа 
на координатной плоскости. 


1- а 12/3. 


18. Пусть #г=—— , Найдите 
/2 
а) 27, 2“. 21; 6) ш', и, и®, и? + ш-1. 
19*. Пусть ги 8 — два фиксированных 


числа. Зададим умножение на парах чисел 
(всех, а не только рациональных) формулой 


(: ‚) .(: "= ( жа иу 2. 
ху хи 8: 
(Это правило соответствует умножению +0606- 
щенных комплексных чисел» х-|-/и, где Д==г-- 
43}-) 
а) Проверьте, что для этого умножения вы- 
полнены основные свойства 1) — 3) из пункта 2. 
$) Какая пара е играет роль единицы? 
в) При каких ги 3 для любой пары ц, 


[9 
отличной от о= (5). существует такое и, что 


ир=г? 

г) При каких г и в существует такая пара 
и=0, что и? 07 

20. Зададнм умножение пар чисел (а; 6) так: 
каждой паре чисел (а; Ь) соответствует линей- 
ная фуикция в) =а- Ь, а произведению (а,; 
Ь,) на (а,; Ь.) соответствует композиция фуик- 
ции и(=а1-+6, и и (О =ай-6., то есть под- 
стаиовка первой во вторую и.(щ(!))=а.(ай-- 
+6,)-Н5.==а.-а-а>6,--5., или 


=) (= ") =( Е 


Какие из следующих законов выполнеиы для 
этого умножения: из-—и, (ии)ш—и(ии), шь-{ 
4 и) =ио-иш, (ифош=шь сы? 
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Физика 8,9,10 


Публикуемая ниже заметка «Какой из трех 
законов Ньютона важнее?» предназначена 
восьмиклассникам, «Правила Кирхгофа» — 
девятиклассникам и *«На что способен мик- 
роскоп?» — десягиклассникам. 

Материалы подготовил И. К. Белкин. 


Какой из трех законов 
Ньютона важнее? 


На этот вопрос многие, не заду- 
мываясь, отвечают: «Конечно, второй! 
В первом-то и формулы никакой нет, 
а третий просто очевиден». Однако в 
действительности это не совсем так. 

Открытие законов движения по- 
зволило за сравнительно неболь- 
шой промежуток времени достичь 
больших успехов в объяснении мно- 
гочисленных явлений окружающего 
мира — от описания движения бро- 
шенного камня до вычисления откло- 
нений в движении планет от зако- 
нов Кеплера под влиянием других 
планет. 

Первый шаг в понимании законов 
движения был сделан Галилео Гали- 
леем, сформулировавшим принцип 
инерции. Он провозглашает, что тело, 
предоставленное самому себе, то есть 
когда на него не действуют никакие 
другие тела или действия других тел 
компенсируются, сохраняет свое пря- 
молинейное движение с постоянной 
скоростью, если оно двигалось до это- 
го, или остается в покое, если оно до 
этого покоилось. Сейчас это утвержде- 
ние кажется нам очевидным. Однако 
со времен Аристотеля было принято 
считать, что при отсутствии внешних 
воздействий тело может только поко- 
иться, а для его движения даже с 
постоянной скоростью необходимо 
действие со стороны других тел. Ведь 
в повседневной жизни практически 
всегда при движении возникают те 
или иные силы трения, которые со 
временем это движение (если оно ни- 
чем не поддерживается) прекращают. 

Исаак Ньютон пошел дальше. Он 
дал ответ на вопрос о том, как именно 


изменяется скорость тела под влияни- 
ем других тел. Для этого он сфор- 
мулировал три закона динамики, по- 
лучившие название законов Ньютона. 
Первый из них фактически повто- 
ряет принцип инерции Галилея, од- 
нако в современной формулировке в 
него вкладывается несколько иной 
смысл: «Существуют такие системы 
отсчета, называемые инерциальными, 
относительно которых движущиеся 
тела сохраняют свою скорость по- 
стоянной, если на них не действуют 
другие тела или действия других тел 
компенсируются». Другими словами, 
первый закон Ньютона позволяет вы- 
бирать наиболее удобные системы от- 
счета, в которых будут справедливы 
второй и третий законы. Рецепт прост: 
скомленсируйте внешние воздействия 
на какое-либо тело и рассмотрите 
его движение в выбранной вами 
системе отсчета. Если оно будет по- 
коиться или двигаться равномерно и 
прямолинейно, — система отсчета 
инерциальна, если же тело будет дви- 
гаться ускоренно, — система неинер- 
циальна и для описания движения 
непосредственно с помощью второго 
закона Ньютона не подходит. 
Второй закон Ньютона связывает 
величину приложенной к телу силы с 


возникающим ускорением: Р=та. Он 
позволяет решать основную задачу *} 
механики — определять положение 
и скорость тела в любой момент 
времени по известным силам и на- 
чальным условиям («Физика 8», гла- 
ва 6). Сила при этом выступает как 
физическая величина, характеризую- 
щая взаимодействие тел. С помощью 
второго закона, в принципе, можно 
решить любую механическую задачу. 
Однако о явных выражениях для 
сил в законах динамики ничего не 
говорится, а просто указывается на 
необходимость исследования сил, ко- 
торые служат причиной изменения 
движения тел. Только в своем законе 
всемирного тяготения, который к трем 
основным законам динамики не отно- 


*) Обратная задача — нахождение скоростей, 
ускореннй н снл по известной зависимостн коорди- 
нат тела от времени — решается несравненно проще. 
Однако следует заметнть, что такнм образом можно 
определить только равнодействующую всех сил, 
приложенных к телу, а не каждую силу в отдель- 
ности. 
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сится, Ньютон дает непосредственное 
‘выражение для силы гравитационного 
притяжения между двумя телами. 

В качестве третьего закона Ньютон 
формулирует некоторое общее для 
всех типов взаимодействий свойство: 
действию всегда есть равное и проти- 
воположное противодействие. Так, ес- 
ли одно тело, действуя на второе, тол- 
кает его на север, то второе с такой 
же по модулю силой толкает первое 
на юг, и 0бе эти силы действуют 
строго вдоль одной и той же линии. 

Таким образом, мы приходим к вы- 
воду. что нельзя сказать, какой из 
трех законов Ньютона важнее. Все они 
необходимы для описания движения 
тел и все вместе дают принципиаль- 
ную возможность полного описания 
любого механического движения. Сло- 
во «принципиальная» здесь добавлено 
неспроста. Только в случае простей- 
ших типов сил уравнения Ньютона 
удается решить точно. Возникающие 
на практике реальные задачи из-за 
их математической сложности ири- 
ходится решать более сложными 
методами с помощью ЭВМ. Так, зада- 
ча о движении двух тел под дей- 
ствием их взаимного гравитационно- 
го притяжения решается сравнитель- 
но просто. Та же задача, но для 
трех тел, вообще не имеет точного 
решения, но может быть решена с 
любой степенью точности. С появле- 
нием ЭВМ получение заданной точ- 
ности решения требует значительно 
меньшего времени. 


Правила Кирхгофа 


Из учебника «Физика 9» ($ 65) 
мы узнали о законе Ома для замкну- 
той цели. который позтоляет находить 
ток, протекающий в простейшей не- 
разветвленной электрической цепи, 
состоящей из источника тока и рези- 
стора. Однако на практике чаще при- 
ходится иметь дело со сложными, раз- 
ветвленными цепями типа показанной 
на рисунке. Они могут содержать не- 
сколько источников тока и несколь- 
ко резисторов. Эти цепи, в свою оче- 
редь, могут служить элементами еще 
более сложной цепи. Для отыскания 
токов в различных участках таких 
цепей служат правила Кирхгофа, 
которые мы и рассмотрим. 
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Точки цепи, в которых сходятся три 
или больше проводов (точки А. В, С, 
р, Е), назовем точками разветвления, 
или узлами. Ради простоты внутрен- 
нее сопротивление каждого источни- 
ка тока включим в сопротивление ре- 
зистора в соответствующем участке 
цепи. 

Прежде всего расставим и пронуме- 
руем токи, текущие в каждом участке 
цепи, произвольно указав их направ- 
ления. Будем считать ток положитель- 
ным, если он ч«втекаеть в точку раз- 
ветвления, и отрицательным в против- 
ном случае (о правомерности такого 
выбора знаков будет сказано ниже). 
Понятно, что заряд не может ни на- 
капливаться в узле, ни исчезать из 
него иначе как по подводящим рло- 
водам. Следовательно, какой за- 
ряд в единицу времени в узел «втека- 
ет», такой же заряд должен и «вы- 
течь». Таким образом, мьи пришли к 
первому правилу Кирхгофа: алге- 
браическая сумма токов, сходящихся 
в любой точке разветвления цепи 
(в узле), равна нулю. 

Теперь выделим з нашей сложной 
схеме какой-либо простой замкнутый 
контур. например АВСРА, и произ- 
вольно выберем направление его обхо- 
да — скажем, по часовой стрелке, 
начиная от точки А. Рассмотрим уча- 
сток АВ этого контура. Пусть напря- 
жение на нем равно ( „„- В отсутствие 
источника тока эта величина была бы 
равна падению напряжения ГА, в ре- 
зисторе (работа по перемещению заря- 
да из точки Л в точку В равна выде- 
ляющемуся в резисторе количеству 
теплоты). Если же на участке есть ис- 
точник тока, то, в зависимости от его 
полярности, для переноса заряда из 
точки А в точку В придется совер- 


шить работу, большую или меньшую 
чем ГА,. На данном участке источ- 
ник тока с ЭДС 6, уменьшает раз- 
ность потенциалов (сторонние силы 
внутри источника совершают положи- 
тельную работу), и поэтому можно 
записать: 


Иль=Ф—Фв=И А, @. (1) 
На участке ВС все будет точно 
так же: 


О вс =фв— Фс=[.Н.—ф>- (2) 

В случае же участка СО источник 
тока имеет противоположную, по 
сравнению с предыдущими источни- 
ками, полярность, и поэтому он не 
уменьшает, а увеличивает разность 
потенциалов (сторонние силы внутри 
источника совершают отрицательную 
работу): 

Иер фе—Фь=ЬВ: -Н&- (3) 

На последнем участке рассматри- 
ваемого контура по нашему предполо- 
жению ток течет от точки А к точке О, 
и ситуация полностью соответствует 
участку АВ: 

и и ©, 
или, учитывая выбранное направле- 
ние обхода, 

Ч рА=фь— фа И др 14+ $.. 

(4) 

Складывая почленно равенства 
(1)—(4), получаем: 

ГВ +В... —ЦВ.—= 

—=$.+$6.—6:—6.- 
Это соотношение выражает второе 
правило Кирхгофа: для любого замк- 
нутого контура алгебраическая сумма 
падений напряжения равна алгебраи- 
ческой сумме ЭДС. 

Правила Кирхгофа не выражают 
никаких новых свойств электрическо- 
го поля и поэтому не могут рассма- 
триваться как физические законы. 
Первое из них, как мы уже говорили, 
есть следствие закона сохранения за- 
ряда, второе — следствие закона со- 
хранения энергии. Однако они оказы- 
ваются чрезвычайно полезными при 
отыскании токов в разветвленных це- 
пях. 

Вернемся к схеме, изображенной 
на рисунке, и запишем уравнения, 
выражающие правила Кирхгофа для 


узлов А, В, С, ЁР и контуров 
АВСРА, АРА, РЕСП: 

.—1-7 —=0, 

1 —1.=0, 

2—5 —1в=0, 


К-Е-Е=0, 

ГВ +В. +В. — П.В. = 
—=6,+ 5$. з— ф., 
—14В. В; ВБЕ,=— 6,, 
ГВ, — В.В =— 63. 


Еще раз обратим внимание на выбор 
знаков «плюс» или +минусь при со- 
ставлении уравнений. Перед падением 
напряжения на резисторе ставится 
знак «плюс», если выбранное нами на- 
правление тока на этом участке совпа- 
дает с выбранным направлением об- 
хода, и знак +*минус» — в против- 
ном случае. ЭДС источника берется со 
знаком «плюс», если направление то- 
ка, который он мог бы создать в кон- 
туре, совпадает с направлением обхо- 
да контура, и со знаком «минус» — в 
противоположном случае. 

Истинное же направление токов 
можно определить лишь после реше- 
ния системы уравнений: если полу- 
ченное значение какого-либо тока ока- 
жется положительным, то это значит, 
что направление этого тока было выб- 
рано верно; если же ток получится 
отрицательным, значит, его истинное 
направление противоположно выбран- 
ному. 

Нетрудно показать, что, применяя 
правила Кирхгофа, всегда можно 
получить ровно столько независимых 
уравнений, сколько неизвестных то- 
ков, то есть полностью и однознач- 
но решить поставленную задачу* ). 


На что способен 
микроскоп? 


При создании оптических приборов, 
«вооружающихь глаз, естественно 
возникает вопрос об их предельных 
возможностях. Для микроскопа, на- 
пример, такой характеристикой слу- 
жит его увеличение. С точки зрения 
геометрической оптики, подбирая со- 
ответствующие окуляр и объектив, 
увеличение микроскопа можно сде- 
лать сколь угодно большим. Одна- 
ко в действительности это не так, и 
причина тому — волновая природа 
света. Представление о лучах света 
как о геометрических линиях служит 


*) Подробное математнческое доказательство 
этого факта нмеетси в статье О. В. Ляшко в этом 
номере журнала. (Примеч. ред.) 
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лишь приближением, справедливым 
до тех пор, пока длина волны света 
много меньше размеров исследуемо- 
го предмета. 

Прежде чем говорить о +способ- 
ностяхе микроскопа, рассмотрим не- 
которую механическую задачу. Не бу- 
дучи буквальной аналогией, она все 
же поможет понять, где лежат пре- 
делы возможностей оптических при- 
боров. 

Представьте себе, что некий иссле- 
дователь решил изучать форму упру- 
гой холмистой поверхности. Для это- 
го, в частности, ему понадобилось 
уметь восстанавливать перпендику- 
ляр к поверхности в любой ее точке. 
К этой задаче исследователь подо- 
шел несколько необычным спосо- 
бом — он стал бросать на поверх- 
ность упругий шарик, измеряя каж- 
дый раз угол между направлениями 
падения и отражения шарика и строя 
биссектрису этого угла. Очевидно, 
что таким способом действительно 
можно получить необходимый набор 
перпендикуляров, но только в том 
случае, если диаметр шарика много 
меныше расстояний между ближай- 
шими «горбами» и радиусами их кри- 
визны (рис. 1, а). В противном слу- 
чае (рис. 1, 6) никакой информа- 
ции о форме поверхности получить не 
удастся. 

Нечто подобное происходит и при 
наблюдении за объектом в микроскоп, 
хотя между световыми лучами и ша- 


риками имеется существенное разли- 
чие. По мере того как мы хотим 


В 


| 
| 
| 
| 


— 


Рис. 2. 


рассматривать все более и более 
мелкие детали объекта, мы изменяем 
увеличение микроскопа. Оказывается, 
при увеличении примерно в 2000 раз 
можно различить две точки, если они 
находятся друг от друга на расстоя- 
нии порядка 0,2 мкм, что состав- 
ляет около половины длины волны 
для видимого света. Формально мож- 
но довести увеличение микроскопа и 
до 5000, им до 10000, однако при 
этом точки, находящиеся на расстоя- 
ниях, меньше 0,2 мкм, останутся не- 
различимыми. 

Попробуем разобраться, почему так 
происходит, обратившись к волновым 
свойствам света. Рассмотрим тонкую 
линзу (которая может служить объек- 
тивом нашего микроскопа). Пусть изо- 
бражение некоторой точки А находит- 
ся в точке В (рис. 2). Возьмем точ- 
ку А’, близкую к точке А. Из геомет- 
рической оптики следует, что ее изо- 
бражение будет находиться в неко- 
торой точке В’, заведомо не совпадаю- 
щей с точкой В. Однако всегда ли 
наблюдателю удается различить точ- 
‘ки Ви В’, то есть увидеть их имен- 
"но как две точки? 

С точки зрения волновой оптики 
изображение в линзе каждой точки 
формируется совокупностью всех лу- 
чей, проходящих через линзу. В на- 
шем примере это означает, что изо- 
бражение точки А’ не совпадет с 
точкой В в том случае, если време- 
на прохождения через лиизу крайних 
лучей А’МВ и А’МВ будут раз- 
личными. А что под этим подразу- 
мевается? Тут следует заметить, что 
времена можно считать различными, 
если они отличаются друг от друга 
хотя бы на период Т колебаний све- 
товой волны. В рассматриваемой зада- 
че это единственный имеющийся в на- 
шем распоряжении масштаб времени. 

Таким образом, необходимо, чтобы 
выполнялось условие 


ломв— Фл‘мв> Т= ^, 
где Х — длина волны, с — скорость 
света в вакууме. Поскольку времена 
прохождения света от точек М и № 
до В равны, полученное условие мож- 
но переписать в виде 


|оИИ х 
там бам —— ==. (=) 
Из прямоугольных треугольников на 
рисунке & находим: 

ВЕР а), 

и =Ё-(й —а), 
откуда, вычитая из первого равенства 
второе, получаем: 

в—в=а, па нь =ава. 
Приняв 1#-1—=—2 и #/1— яп а, нахо- 
дим: 
21а 


— = а —2а эт а. 


Тогда из условия (*) следует, что 


А 
2 т п 
— изображения двух точек окажутся 
различимыми, если расстояние между 
ними больше или хотя бы порядка 
длины световой волны. Для видимого 
света длина волны составляет пример- 
но 0,5 мкм. 

Чем меньше размеры предмета, еще 
различимого микроскопом, тем боль- 
ше так называемая разрешающая спо- 
собность микроскопа. 


а> 


Примечание. Кроме обычных 
оптических микроскопов существуют 
электронные микроскопы, у которых 
разрешающая способность много 
больше. При их помощи можно даже 
рассмотреть отдельные молекулы. 


Математика 8, 9,10 


Публикуемая ниже заметка предназначена 
девятиклассникам. Однако она может быть 
полезной и учащимся других классов. 


Отражение кривых 
и преобразования 
формул 


Сравнение математических фигур в величин 
служит материалом Эля игр и обучения 
мудрости. 


И. Песталоцдци 


Математик любит прежде всего симметрию. 
Дж. Максвелл 


При исследовании функций и пост- 
роении их графиков полезно учиты- 
вать симметрию получаемых кривых. 
Из школьного курса вам знакомы 
свойства графиков четных и нечетных 
функций. Напомним, что функция {с 
симметричной относительно нуля об- 
ластью определения называется чет- 
ной, если /(—х)=(Кх) для всех х Е 2({), 
и нечетной, если (—х)=— Их) для 
всех х Е Б(К. Легко показать, что гра- 
фик функции { симметричен относи- 
тельно оси Оу в том и только в том 
случае, когда функция { является чет- 


ной, и симметричен относительно на- 
чала координат в том и только в том 
случае, когда { — нечетная функция. 
Таким образом, отмеченные свойства 
графиков отражают простые особен- 
ности соответствующих формул. 

Более общим способом задания кри- 
вых на плоскости является задание 
их с помощью уравнений с двумя 
переменными. Например, окружность 
радиуса г с центром в начале ко- 
ординат задается уравнением х?-{ у? = 
=”. Прорешав упражнения, предла- 
гаемые в данной статье, вы узнаете, 
какие свойства уравнений, задающих 
кривые, отвечают тем или иным видам 
симметрии этих кривых. Весь новый 
материал вы «откроете» самостоятель- 
но, решая приводимые ниже упраж- 
нения. Мы же лишь напомним необ- 
ходимые сведения и рассмотрим один 
простой пример. 

1. Графиком уравнения с двумя 
переменными называется множест- 
во всех тех точек координатной плос- 
кости, координаты которых служат 
решениями этого уравнения. Други- 
ми словами, Г есть график уравне- 
ния /(х, у)=0, если М(х; )ЕГ> 
>Их, у)=0. Отметим, что график 
функции у=Их) можно рассматри- 
вать и как график уравнения у— /(х)= 

2. Пусть Мех; у) — произволь- 
ная точка координатной плоскости 
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Рис. 3. а. Рис. 3. 6. 
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хОу (рис. 1,а), тогда точки Му», 
Му, Мо получаемые отражениями точ- 
ки М относительно осей Ох. Оу и нача- 
ла координат О соответственно, будут 
иметь следующие координаты: 


Му(х; —и); М(—х; и); Мих; —и). 

Упражнение 1. Какие координаты будут 
иметь точки, симметричные точке М(х: и) от- 
носитёльно биссектрис углов, образованных 
осями координат? 

3. Использование функции |х| по- 
зволяет, исходя из уравнений произ- 
вольных кривых, получать уравнения 
кривых, обладающих определенными 
свойствами симметрии (относительно 
начала координат, осей Ох и Оу). 
Рассмотрим пример, иллюстрирую- 
ций сказанное, а обцие выводы вы 
сделаете сами, решая предлагаемые 
упражнения. 


Пример. Построить 
функции у=х*— |х|. 

Решение. При х>з0 график дан- 
ной функции совпадает с графиком 
функции иу=х?-—х (рис. 1, 6), но 
функция у—=х’—|х| четная, следова- 
тельно, ее график симметричен отно- 
сительно оси Оу и выглядит так, 
как это изображено на рисунке 1, в. 

Приступайте теперь к решению 
упражнений. Мы предлагаем следую- 
щие изменения в порядке работы в 
случае, если у вас возникнут затруд- 
нения при решении упражнений 2 и 
3: если вы не справились с тем или 
иным заданием, то загляните в от- 
вет и постарайтесь изобразить кри- 
вую, задаваемую приведенной в ответе 
формулой, отправляясь от новой ис- 
ходной кривой, изображенной на с. 59 
на рисунке 1 (текста ответов) для уп- 
ражнения 2 и на рисунке 2 для уп- 
ражнения 3. Если же и эти, допол- 
нительные упражнения вызовут у вас 
затруднения и оперированию с произ- 
вольными кривыми и уравнениями 
(что необходимо для осознания общих 
принципов) вы предпочитаете дейст- 
вия с конкретными зналитическими 
выражениями, то, полагая /(х)=х?—х 
(или же выбрав другую функцию по 
своему усмотрению}, постройте графи- 
ки функций, заданных формулами, 
соответствующими ответам к упраж- 
нению 2. То же самое вы можете, в 
случае надобности, проделать и для 
упражнения 3, взяв, например, в ка- 
честве исходного уравнение у{х— 
— х? =0. Затем вернитесь снова к вы- 
полнению упражнений 2 и 3. 


график 


Упражнения 
2. На рисунке 1, 2 
некоторой функции у=Их). Сравнивая каж- 


изображен график 


дый из рисунков 2, а — 2, и с исход- 


{Окончание см. на с. 34} 


(2) 


Если вы решили эту го- 
ловоломку, вам, наверное, 
немало пришлось покру- 
тить маленькие много- 
угольнички, прежде чем 
удалось сложить из них 
квадрат. А нельзя ли 
обойтись без вращений и 
сразу разрезать фигуру 
так, чтобы части совме- 
щались без поворотов, од- 
пими параллельными пе- 
реносами? Так, например, 
обстоит дело на рисунке }\; 
обратите внимание, много- 
угольнички одного цвета 
переводятся друг в друга 
параллельными переносяа- 
ми. 

В 1951 г. два швей- 
царских математика, Г. 
Хадвигер и П. Глюр, дока- 


`кажется 


залн, что из двух много- 
угольников равной пло- 
щади один всегда можно 
разрезать на меньшие мно- 
гоугольники, из которых 
можно сложить второй, ис- 
пользуя для псремещения 
частей лишь параллель- 
ный перенос и централь- 
ную симметрию. Этот факт 
неправдоподоб- 
ным. Повернем на не- 
болыной угол квадрат. Ка- 
жется. что здесь такое 
разбиение невозможно. Но 
взгляните на риёунок 2 и 


° вы убедитесь, сколь просто 


это можно осуществить. 
На рисунке 3 показан ме- 
тод соответствующего раз- 
биения двух прямоуголь- 
ников равной площади 
с параллельными сторо- 
нами, 


А можно ли обойтись 
лишь параллельным пере- 
носом? Оказывается, что 
не всегда. Верно следую- 
цее утверждение: для того 
‚чтобы выпуклый много- 
угольник можно было раз- 
бить на части, из которых 
параллельным переносом 
можно было бы сложить 


1. Расставьте числа от 1 
до 12 в пустые кружочки 
так, чтобы вдоль трех ок- 
рижностей и шести пря- 
мых сосчитывалась одина- 
ковая сумма. Как найти 
эту сумму, не расставляя 
чисел? 


2 
2. Решите числовой ре-' 


бус {разным буквам отве- 
чают разные цифры, оди- 
.-наковым — одинаковые). 

3. Четыре одинаковые 
игральные кости постав- 


лены так, как показано на 


рисунке. Сколько очков со- 
держит нижняя 
нижней кости? 
4. Разрежьте этот много- 
угольник на меньшие мно- 


гоугольники и соберите из 


них квадрат. 


грань 


квадрат, необходимо и до 
статочно, чтобы много 
угольник был центрально 
симметричным. 


А. П 
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пым рисунком 1, г, определите, каким об- 
разом получена изображенная на ием кривая 
из кривой рисунка 1, 2, и задайте эту кри- 
вую уравнением, используя исходную форму- 
лу и=Их). 

3. На рисунке 1, 0 изображен график 
некоторого уравнения /(х. у)—=0. Сравнивая 
каждый из рисунков 3, а — $3, и се исход- 
ным рисунком 1, д, определите, каким об- 
разом получена изображенная на нем кривая 
из кривой рисунка 1, д, и выразите уравне- 
ние, графиком которого является эта кривая, 
через исходное уравнение Х(х, и)=0. 

4. Для каждого из рисунков 4, а — 4, к 
«сконструируйте» уравнение, графиком которо- 
го является изображенная на этом рисунке ли- 
ния. 


5. Каким из свойств симметрии (относи- 
тельно осей координат, начала координат, 
прямых у=х. у=--х) обладают кривые, за- 


данные следующими уравнениями: 

а) у’ ==ах?; 

6) 1х1 +1] =1; 

в) [х| —х=|у|; 

г) хи’ —2ху— 1-0; 

д) х+у—2|х|=0; 

е) х?—ху— 1—0; 

жа»); 

3) х*--у’—Заху=0; 

и) х?— уз —Заху=0; 

к) (224-73 -=4а2х?у?? 

6. Постройте графики уравнений 5, а — 5, е. 

7. Сформулируйте условия на Их. и), вы- 
полнения которых достаточно для того, что- 
бы график уравнения /(х, у)-=0 был симмет- 
ричным: а) относительно оси Ох; 6} относи- 
тельио оси Оу; в) относительио иачала коор- 
динат; г) относительно прямой х-—у=0; 
д) относительно прямой х+{ у==0. 


Г. Г. Сатьянов 


Избранные 
школьные задачи 


Восьмой класс 

1. Сколькими`нулями оканчивается 
число, равное произведению всех на- 
туральных чисел от 1 до 1984 вклю- 
чительно? 

2. Докажите, что для.любых чисел 
а, 6, с выполнено неравенство 

а? + Ь? с’ заь-ье-[са. 

3. Некоторый простейший организм 
размножается делением на два орга- 
низма, которое происходит по истече- 
нии одной минуты. В пустую пробирку 
поместили один экземпляр только что 
возникшего организма и начали от- 
счет времени; через 1 час пробирка 
заполнилась организмами до краев. 
В какой момент времсни было запол- 
нено организмами полпробирки? 

4. На плоскости лежат прямая и 
две точки А, В, расположенные по 
одну сторону от этой прямой. Укажите 
на прямой точку М, такую, что сумма 
расстояний АМ--МВ является наи- 
меньшей из всех возможных. 

5. Через точку пересечения диаго- 
налей трапеции проведена прямая, 
параллельная основаниям трапеции. 
Вычислите длину отрезка этой пря- 
мой, заключенного между боковыми 
сторонами трапеции, если основания 
трапеции имеют длину аиф. 


Девятый класс 
6. Докажите, что число 10.18 явля- 
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ется иррациональным. 

9“. Нарисуйте график функции у= 
—{ех , сх. 

8. Решите уравнение эм х+ зп 2х-+ 
+... т пх==п, где пе М, п> 1. 

9. Обязательно ли равны между со- 
бой два плоских острых угла, распо- 
ложенные в пространстве так, что их 
стороны соответственно перпендику- 
лярны? 

10. Сколько может существовать в 
пространстве скрещивающихся пря- 
мых, любые две из которых взаимно 
перпендикулярны? 


Десятый класс 

11. Можно ли найти 1984 подряд 
идущих натуральных числа, таких, 
что среди них нет ни одного простого 
числа? 


12. Вычислите, чему равна разность 
108,5 — 5108:2. 

13. Решите неравенство ^/Зшх+ 
+ со х> 1. 

14. Четыре произвольные точки 
А. В, С, 0, расположенные в простран- 
стве, соединены между собой отрез- 
ками АВ, ВС, СО, РА; середины этих 
отрезков обозначим соответственно 
М, М, Р, 9. Какая получится фигура, 
если провести отрезки ММ, МР, `Р®@, 
@М? 

15. Какую форму имеет тень куба 
на плоскость, перпендикулярную его 
диагонали, от пучка лучей света, 
параллельных этой диагонали? 


Нубликацию подготовил 
Н. Х. Розов 


квант 
ДЛЯ младших школьников 


Задачи 


1. Девочка заменила в своем имени 
каждую букву ее номером в русском 
алфавите и получила число 2011533. 
Как ее звали? 

2.Три школьных товарища купили 
14 пирожков, причем Коля купил в 
2 раза меньше Вити, а Женя больше 
Коли, но меньше Вити. Сколько пи- 
рожков купил каждый из товарищей? 

3. Однажды я раскладывал на сто- 
ле косточки домино, пытаясь сложить 
какую-нибудь интересную фигуру. 
После того как получилась фигура, 
изображенная на рисунке, на руках 
`у меня оставался дупель пусто-пусто. 
Тут я обратил внимание, что в каж- 
‚ дом горизонтальном ряду и каждом 
вертикальном ряду сумма очков одна 
и та же. Я перерисовал картинку, 
поставив вместо очков условные знач- 
ки. Недавно я нашел эту картинку 
среди бумаг, но забыл. что означает 
каждый значок. Помогите мне восста- 
новить их значения. 

4. Найдите все числа, которые в 
13 раз больше суммы своих цифр. 

5. Известно, что убывающий месяц 
повернут выпуклостью влево, как бук- 
ва С — первая буква слова зста- 
рый». Прибывающий же месяц повер- 
нут выпуклостью вправо, как закруг- 
ление буквы Р — первой буквы сло- 
ва «растущий». Везде ли верно это 
правило? 


Эти задачи нам предложили: В. Кидряшов — 
ученик 10 кл., г. Пенза. В. Бялко — ученица 
7 кл., г. Москва. М. В. Варга, Н. К. Антонович. 
4. Л. Тоом. 


Зоа ал. 88 


[4 
| 


р ме лек, 
..На полянке рос высокий-пре- 


.. + 
:Не забыли, 
_‘` высокий дуб, а на самой верхушке 


‘как он звучит? №. 
этого дуба кто-то громко жужжал: ; -№:-.. 
жжж! Винни-Пух сел на траву В Давление, м. 

под деревом. обхватил голову дапа- ‹ производимое на жид- ем 

ми п ря думать. Сначала он под кость или газ, передается к 
мал так: «Это — жжжжж — неспроста! и ы 

Зря никто жужжать не станет. Само без изменения в каждую точ А 
дерево жужжать не может. Значит, Г ку жидкости или газа. Как ви- Е 


тут кто-то жужжит. А зачем : дите, главным действующим лицом 


м НЫ Не По- ‚ выступает давление. Вот и давай- .^\ 
моему. так:». Потом он еще подумал р й 
` -подумал и сказал про себя: «А за- : те прежде всего обсудим эту физи 


НЫ 


чем на свете пчелы? Для того. чтобы 
делать мед! По-моему, так!» 
Тут он поднялся и сказал: «А 
зачем на свете мед? Для то- 
20. чтобы я его ел! По- 
моему. так. а не иначе!» 


: ческую величину. 
: Помните, как в печальной сказке 
: «Серая шейка» хитрая лиса подполза-' 
‚ ла к полынье, в которой пла- 
‘вала Серая шей №, ка? Пони-. 
$ мая опасность пе редвиже- . 
1ния по тонкому льду, ли-‘ 
са распластыва К, лась по 
нему как только ДЖ ;Могла. Но сила, 
о давлении # которой она 2 /. давит на лед, 
и законе Паскаля, :не зависит от "/ её положения— 
или Почему у сыра [лиса ведь не становится лег- 
‘че от того, что она стоит. 
круглые дыры са не лежии Нет ли здесь 


п и 7 
Кандидат | ротиво речия? Нет. 
физико-математических наук 


место а бла бесы ой бло ла чо 4 фа" ЛИ чины 92 > ИЕ еек 
. «т е Г В 
=> 34” 


Али счел мы а улет 


5 

С. С. ЕРОТОВ & 
> Почему многиё`любят симпатичного“ * 
героя — медвежонка Винни-Пуха? 


Наверное, потому, что он нам напо- „Я 
минает нас самих, когда мы бы-в5 7 
ли маленькими, задавали всякие ® 
глупые (по мнению взрослых) 
вопросы и тут же хотели полу- 
чить на них ответы. Но задавать 
- вопросы очень полезно в любом 
г. возрасте. И конечно — при зна- 
` комстве с физикой. Давайте попро- 
буем — может быть мне удастся 
вас в этом убедить. 
Не приходилось ли вам в детстве 
читать сказку +«Два жадных мед- 
р, вежонка»? Це знаю как вам, но 
|. мне больше всего запомнилась сама была хитрая и знала об этом.) 
книжка, причем, незабываемое Точно так же и для описания мно- 
впечатление произвели гих других явлений мало знать 
красочные иллюстрации с общую силу давления — силу, с ко- 
исчезающей на глазах голов- торой давят друг на друга со- Е 
кой сыра в ярко-красном  прикзасающиеся тела, а важно Е 
«мундире» и ужасно +чдыря- знать, какая сила приходится 


вой» внутри. Дырки были на единицу площади по- 
абсолютно круглые и все почти 


. . ь = „г, 
иное р вм нете 


Оказы: - 
вается, все де--- 
ло в том, на какую пло- 
щадь поверхности приходится эта’ 
сила давления. Чем больше поверх- 
ность соприкосновения лисы ий льда, ‘|1 
„тем меньше сила, прогибающая ледв 2 
различных его участках, тем безопас- . 
нее по нему передвигаться. (Лиса 


Я 


верхности их соприкосновения: 


одинаковые — не так ли? Но сила давления, приходя- 
С тех пор. прошло много вре- щаяся на единицу площади 
ени, и лишь недавно я понял, поверхности’ — это и есть 


за устройство дырок в сыре давление. Не припомните еще. 
чает один из фундамен- какую-нибудь историю, в ко 

* тальных законов  торой все (с точки зрения 
` природы — физики) определя 
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ый 


ЧЕ 
=} 
Ну, ко- 
нечно, — 
это сказка 
РЕ Андерсена «Прин- 
цесса на горошине». 
 Еуему горошина, попав- 
“и шая в постель принцессы, 
могла вызвать у нее столь 
неприятные ощущения? Опять 
все. дело в давлении. Очевидно, 
„7 что как с горошиной, так и без 
‘нее общая сила, ‹удерживающая» .` 
принцессу на кровати, остается 
неизменной. Но если на кровати 
появится выступающая часть в ви- 
де горошины, то давление в этом 
месте резко возрастет, что тотчас 
испортит настроение принцессы, 
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станете возражать, что вовсе не-, 
нужно быть изнеженной принцессой, А, 
чтобы обнаружить в своей постели 
небольшую горошину? Я думаю, с этим 
справился бы и свинопас. А вот об- 
наружить горошину через толщу не- 
скольких пуховых перин (в сказке 

их было двенадцать — не так ли?} — 
это требует изысканной утонченности: 
чувств. Чуть дальше мы обсудим, по-. 
чему пуховая перина, положенная по- 
верх горошины, способна все запу- 
тать (а может быть и нет, если, ко- 
нечно, принцесса настоящая). 

Итак, давление — это величина, 
‘равная отношению силы, действующей 
з перпендикулярно к поверхности, к 
к площади этой поверхности. Но в за- 
го коне Паскаля неявно присутствует 
вроде бы еще одно давление — давле- 
ние внутри жидкости или газа. Полу- 
чается так, что жидкость внутри 
как-то «узнает» о том, что извне 
' на нее что-то давит. То есть дей- 
«ствующее на внешнюю поверхность 
< жидкости давление передается сз- 
”› мой жидкостью от точки к точке, 
Г‘о.причем, одинаково во всех напряа- 
‚ влениях. И это является неотъ- 
емлемым свойством именно жид- 
кости. Так она «устроена». 
Разберемся в этом попод- 
робнее. Нам понадобится 
`. мягкая пружина. Напри- 
``). мер, такая, как в пне- 
вматическом писто- 


Г 
П 


} 
1 
й] 


° 
4 
Я 


>Н” стол, то расстояние между 


Ъ 
ь 


и она может потерять сон. Вы не г 


кие- : 


НИ не лете. Если ее положить :. 


соседними витками будет одинаковым : 
по всей длине пружины. А вот если ; 
ту же пружину поставить вертикаль..; 
но, то под действием силы тяже-. 
сти витки начнут зпадать» ^^ ©. 
вниз, приближаясь друг к 
другу. В конце концов в ра- 
зных сечениях пружина 6у- 
дет сжата по-разному —: 
чем ниже. 
витки, 
тем менБ“._ 
\ ше будет. 
.х рассто- 
‚ \ яние между ни-/ 
Е ми. В чем здесь 
ело? В результате.. 
взаимных пе- : 
ремещений 
витков В 
пружине 


"... ава Й 


ВОВА р 


< ть. 


``, 
возникаю 


упругие сц- 
лы, причем 
чем ниже ‹ :р 
витки, тем; 
большую" 
часть * 
пружины ^ 
они несут 
на себе, 9 Ш г ++ п 
тем сильнее они’сжа* 

ты. Итак, в различных 
сечениях давление в пру- О. 
жине разное. Чтобы увидеть 
картину давлений Обь 
внутри тела, сожмите 
в руке поролоновую 
губку. Ка-.-^ 

кие-то „= 

участки 

пороло- 
на со- 
жмут- 
ся, - 
ка- 


бы 


зн Г 


"=. 
-. 1 


то, 
нао- 
борот, *. 
растя- ` 
нутся. 
Чем силь-`_ 
нее сжато 
какое-то мес- “ 

то, тем меньше и раз- `` оксраерий 


ме. 


МЕРЫ. СООТВЕТСТВИИ ТОПе: ны 


ео -- Как” видите, 6 впутреняих ‘давленихх.. . 

. мы могли судить яля. `пруеЙАЫ: = 389. 

изменению расстояний между сосед: 

ними витками, для поролона — по из- 

г менению размеров 
: %*пПор>. „ -х 


Е ^ 


Жидкость 
ли газ в отли- 
тие от твердых 
тел, как пра- 
вило, могут 
быть только 

Е „/ сжаты. Причем, 
й...” если в непрони- 
цаемую оболочку на- 
лить жидкость и сильно сжать 
: ее, то (если не учитывать си- 
7 лу тяжести) она будет сжата 
одинаково по во объему — 

Е : изнутри 

не- 
льзя 


отличить одну точку от 
другой. Важно, что незави- 
симо от формы внешней повер- 
хности давление из любой точки 
жидкости передается во все со- 
седние точки одинаково. 

Чтобы сделать свои слова более 
наглядными, я вынужден буду попро- 
сить у вас прощения и напомнить не 
‚самые лучшие минуты жизни. Всем нам 
когда-то делали уколы. Помните, как 
прежде, чем сделать укол, врач на- 
давливает на шириц, и из тоненькой 
иголки выпускает струйку целебной 
р жидкости? Представим теперь, что 
; нам удалось по всей поверхности 


“ 
у 
. 


в. прин наделать р отвер.. ” 


вставить: 5 


„” телом и жидкостью. Пружина пере- 


стий, 


-. 

` 
- и: 
о ба 


в НИХ: цРОЯКи, ° } 
— у нас иблучилось. я 
что-то вроде ежика.. 
Если теперь надаёить . 
на поршень ширица-ежи- 
ка, то из всех иголок, с 
находящихся на одной высо- 
те, будут бить абсолютно “.; 
одинаковые струйки. Это про;.. 
исходит потому, что жидкость, , 
подчиняется закону Паскаля и 
выдавливается из отверстий, на- - 
ходящихся на одной высоте, с одй- 
наковой силой. Для отверстий, на-*. 
ходящихся на разных высотах, необ- 
ходимо учитывать силу гидростатиче- . 
ского давления. .. 
Для сравнения упругих свойств . 
жидкости и твердого тела приведем ‹^ 
еце один пример. Представим себе, 3 
что в одну узкую мензурку мы опу- 
стили пружину (такую, что диаметр 
ее витков совпадает с внутренним 
. диаметром мензурки), я в другую 
-— налили воду. Вообразим те- 
иерь, что стенки сосудов внеза- 
ино исчезли. Как будут вести се- 
бя пружина и вода? Пружина оста- 
нется на месте, как ни в чем не 
бывало. Вода же разлетится во все 
стороны, как лопнувший пузырь. Как 
вы думаете, почему? Причина равли- 
Яного поведения — в различных спо- 
; собах передачи давления твердым 


мою мп а чел * > 
и соч 
нь ны: 


ето нень 


дает давление практически только 
но своей длине. В воде же давле- 
ние передается одинаково во все 
стороны — и вверх, и вниз, и в 
бок — в соответствии с законом 
Паскаля. Кстати сказать, ана- 
логичную картину наблюдал 
сам Паскаль. когда устана- 
вливал свой закон. Ёсли 

вы вспомните его клас- 39 
сический опыт, то но своей г - 
идее он напоминает только : 
что описанный мыслен- Е 
ный эксперимент м 
(именно р. 
мыслен- 
ный — 
мы : 
ведь р: 


1 о 
.. 


*-- 
'‘ъ. 


* 
О: 
.. 
#- 
. 
.. 
. 


`.. 


авда, у Пас- 
“Стенки сосуда 
ЧК — не исчеза- 
а трескались, и по 
_..Форме возникающего 
‘«фонтана» можно было 
судить о давлениях в 
разных частях жидкости. 
; Теперь легко понять «дей- 
е» пуховой перины. Взбитая 
` представляет собой как бы 
›у_ маленьких пружинок, случай- 
ым образом расположенных друг 
относительно друга. Каждая такая 
пружинка передает давление по 
своей длине, но из-за хаотично- 
сти расположения пружинок сила 
: давления со стороны горошины пе- 
редается... Но не будем лишать 
вас радости самостоятельного по- 
‚иска правильного решения. Скажем 
лишь, что несмотря на все ваши 
усилия и старания интуиция прин- 
цессы позволяла безошибочно 
установить любой подвох — пусть 
он даже исходил от величественных 
особ, разбиравшихся в физике. 
Теперь пришло время ответить 

на основной вопрос статьи. (Вы 

его еще не забыли?) В нескольких 
словах расскажем о том, как де- 
лают сыр, точнее — как делают 
дырки п сыре. Сначала готовят 
«Тесто» для 

сыра. Потом полученную массу 
. : уплотняют под большим давле- 
‹ием и заполняют ею специальные 
формы. Образовавшиеся в формах 
головки сыра вынимают и 
помещают в теплые камеры 
для созревания. В этот 
период сыр «бродит». 
Внутри сирессованного 
«теста» образуется 
углекислый газ, 
который, на- 
каплива- 

Ясь, 


ндс >. 
ВА 


хде уУзырько 
. больше углекис-.. 
‚лого газа, тем сильнее 
раздуваются: пузырьки. (Не забудьте, 
что на этой стадии внутренняя часть 
будущего сыра представляет собой 
сплошную мягкую массу.) 
Потом сыр 
затвердевает, и внутри него запе- 
чатлевается картина внутреннего 
*«дыхания» бродящего сыра в виде 
вкраплений пузырьков углекислого 
газа. Что касаетея формы образуемых 
полостей, то вследствие выполнения 
закона Паскаля давление в пузырь- 
ках одинаково передается во все 
стороны — это во-первых, а во-вто- 
рых, «тесто» в этот момент подобно 
жидкости по своим упругим свойст- 
вам. Поэтому пузырьки раздуваются 
строго сферической формы. Отступ- 
ление от этого правила будет озна- 
чать, что в каком-то месте внутри 
имеются уплотнения или, наоборот 
пустоты в «тесте». Чем тверже сыр, 
тем меньше раздувается внутренний 
пузырек, тем меньше размер дырки. 
Некоторые сорта сыра перед со- 
зреванием не подвергаются обрабо- 
тке высоким давлением (например, 
российский сыр), и в них выделение 
углекислого газа при брожении про- 
исходит в уже имеющиеся в «тесте» 
пустоты, которые, как правило, 
имеют неправильную форму — это про- 
межутки, оставшиеся между зернами 
полуфабриката после спекания «тес- 
та» в печке. Такие сыры в разрезе 
открывают не правильную картину за- 
стывших пузырей, а довольно за- 
тейливый узор, гармония которого 
откроется только опытному сыроделу. 
Вот видите, сколько 
нам пришлось задать 
разных маленьких 
вопросов, 
чтобы 
ответить на 
один большой 
— почему:. 
у сыра : 
круглые 
дыры. 


И р. 


Сказки 


Математические сказки — 
это хорошо! Любят их слу- 
шать школьники, любят сту- 
денты, любят и преподавате- 
ли. Жаль только, что мало 

4 их, математических сказок. 
в) А что если сами школьни- 
$ ки и будут их писать, поду- 
мали в Омске. Студенческое 
научно-педагогическое обще- 
*” ство математического факуль- 


тета Омского университета 
ЦЕ =) несколько лет проводит раз 
\ Я нообразные конкурсы школь- 
\ ного математического твор- 


чества. Сначала сказки лиса- 
лись для матбоев базовых 


р № школ факультета старшеклас- 
. сниками, а с прошлого года 
№ сказочииками стали комаиды 


ь >” 4—7 классов, участвующие 
} в традициониых апрельских 
олимпиадах. Тема сказки ука- 
зывалась в олимпиадном за- 
дании. Например, четвертым 
классам предлагалось обы- 
грать связь натуральных 
чисел и нуля, лятым — рас- 
сказать про свойства целых и 
дробиых чисел. Каждая сказ- 
ка создавалась и течеиие трех 
часов, отведенных на олим- 
пиаду. Жюри’ оценивало ма- 
тематические свойства, ис- 
пользуемые героями сказок, 
лаконичность, заниматель- 
ность и поучительность. 
Иитересно, что у учеников 
старших классов сказки, и 06- 
щем-то, ие получились. А вот 
какие сказки придумали ребя- 
та из четвертых классов. (Нам 
их прислали члены жюри 
олимпиады В. Н. Сергеев и 
М. В. Миркина}. 


й ГОВАИР УЛЬШВАРОЯ 


Ноль и Натуральные 
Числа 


В странё Математике жи- 
ли-были Натуральные Числа и 
Ноль. Их умножали, склады- 
вали, иногда отнимали и даже 
делили, но сосчитать их никто 
не мог. Жили Натуральные 
Числа дружно, ни одно не 
огорчалось, что оио меньше 
следующего, но зато каждое 
горднлось, что оно  кого- 
нибудь, да болыше. Одии 
только Ноль был меньше всех. 
Нечем ему было гордиться, да 
и никто из Натуральных Чи- 
сел его не признавал. И решил 
Ноль покинуть Математику. 

Но как только он ушел, 
его отсутствие сразу ощути- 
лось: иельзя было записать 
числа 10, 20, 30, 40, 100 ит. д. 

Решили Натуральные Чис- 
ла просить Ноль вернуться в 
Математику. Он согласился, 
но с одним условием: если 
будет производиться умно- 
жение на Ноль, то в резуль- 
тате всегда будет получаться 
Ноль. И теперь все Нату- 
ральмиые Числа в страие Ма- 
тематике дружат с Нолем- 
Команда 4 кл. 13 ж. д. школы 


Сказка про Ноль 

Поехал однажды Ноль к 
бабушке. Бабушка встретила 
его приветливо. 

— Ах, внучек! Позврос- 
лел-то как! А как пополнел! 

И в самом деле, Ноль за 
последнее время стал более 
круглым. 


— Ну, пойдем в дом, я те- 
бя блинами угощу,— пригла- 
сила внука бабушка. Ноль сел 
за стол, а бабушка начала 
хлопотать у плиты. Вдруг 
заскрийела дверь, и в другую 
комнату мимо Ноля и бабуш- 
ки проскользнуло высокое и 
худое существо. 

— Бабушка, кто это? — 
спросил Ноль, проглотив ку- 
сок блина. 

— Да, соседка это у меня 
поселилась,— сказала бабущ- 
ка, поднимая со сковородки 
аппетитный, румяный блин. 
Она на минуту замолчала и 
посмотрела на дверь, за кото- 
рой скрылась цифра. 

— Единицей ее зовут. Оди- 
нокая она, в обществе редко 
бывает. Женился бы ты ина 
ней, внучек. И она не была бы 
одннокой, да п тебе было бы 
веселее. Сейчас ведь ты как 
бы пустое место, да еще и не- 
натуральный какой-то. А она 
красавица: высокая, строй- 
ная. Нос, правда, у нее длин- 
ный, но ничего, для тебя 
сойдет. 

— А я-то к ней подой- 
ду? — расспрашивал Ноль, 

— А то как же! Полный, 
круглолицый... Ну прямо пи- 
фаный красавец! 

На том разговор и коничил- 
ся. На следующий день Ноль 
уже познакомился с Едини- 
цей м ходил около неё кру- 
гами. Вскоре они поженились 
н оба были счастливы. Ведь 
вместе они составили нату- 
ральное число 10. 

Команда `4 кл. с. ш. М№ 88 


тов. > Е = 


Новости науки 


\ 


Топ-кварк 
и тигренок Топ 


В июле прошлого года 
в Лейпцигском зоопарке 
родился тигренок. Ему да- 
ли имя Топ, и не случай- 
но. Как раз в это время 
ка конференции по физи- 
ке элементарных частиц, 
которая проходила в Лейп- 
циге, было сообщено об от- 
хрытии шестого кварка, 
представителя истинно 
элементарных частиц. 
Этот кварк еще до своего 
«рождения» был назван 
«верхним» (+тоП» — ПО- 
английски), и он, наконец, 
заполнил недостающее 
звено в таблице кварков — 
удивительных частиц, из 
которых построены нукло- 
ны, мезоны н многие дру- 
гие частицы. 

Удивительны кварки по- 
тому, что они имеют дроб- 
ный заряд, кратный 1/3 
(если считать заряд про- 
тона за единицу). Таких 
частиц никто никогда не 
регистрировал ни в одной 
лаборатории. Необъяснен- 
ный до сих пор закон 
запрещает частицам с 
дробным зарядом появ- 
ляться в свободном состоя- 


Твблица кварков 


ния; вылетать из ядер или 
из элементарных частиц 
могут только частицы с це- 
лым зарядом или же вовсе 
не имеющие заряда. 

Сейчас известны три па- 
ры кварков. Приведем таб- 
лицу всех шести кварков с 
их названиями (русскими 
ин международными) и ве- 
личиной заряда (если ум- 
ножить приведенное зна- 
чение заряда на заряд 
протона 1,6 - 10° Кл, мо- 
жно получить заряд квар- 
ка в Международной си- 
стеме единиц). 

Такую же таблицу мож- 
но составить н для аити- 
кварков — от кварков они 
отличаются лишь знаком 
заряда. 

Заметим, что в таблице 
нет столбца масс, м это 
иеслучайно. Так как квар- 
ки в свободном состоянии 
не живут, то, строго го- 
воря, нельзя не только ска- 
зать, какие у них массы 
покоя, но даже точно оп- 
ределить, что значит масса 
кварка. Однако хотя сво- 
бодных кварков, скорее 
всего, нет в природе, тем 
не менее о кварках из- 
вестно довольно много. 
Первая пара кварков — 
и-кварк и 4-кварк — вхо- 
дит в состав протонов и 
нейтронов. Протон состоит 
из двух и-кварков ин одно- 
го 4-кварка, а нейтрон — 
из одного и-кварка и двух 
4-кварков. Радиоактивный 
раслад нейтрона 


пьр+е 4% 


Название 


а ИН 
ПЕ 


странный 


очаровательный 
нижний или 
красивый 
верхний или 
правдивый 


пр 
до%п 
вёгапве 
сКагм 
Бобот или 
Ъеащу 
фр или 
тит 


{п — нейтрон. р — протон, 
е— — электрон, * — ан- 
тинейтрино) сейчас описы- 
вается как превращение 
4-кваркя в и-кварк: 


а4— ие %. 

Теперь расскажем © том, 
как же был открыт топ- 
кварк. 

Когда изучали  столк- 
новения протонов с энер- 
гией 270 ГэВ с антипро- 
тонами такой же знергии, 
в результате которых рож- 
даются `И/-бозоны®), то сре- 
ди последующих распадов 
И’-бозонов обнаружили со- 
бытие, которое отличалось 
от всех наблюдавшихся 
раньше. Следует, иавер- 
ное, объясниь, что значит 
«обнаружить событие» в 
мире элементарных час- 
тиц. Физик говорит, что 
обнаружил событие, если 
он из своих измерений мо- 
жет вычислить заряды, 
энергии и импульсы (а 
следовательно, и массы) 
всех частиц, которые поя- 
вились в результате столк- 
новения. 

Так вот, при наблюде- 
нии за взаимодействием 
протонов и антипротонов 
приборы” зарегистрирова- 
ли два узких пучка частиц 
(две струи), сопровождаю- 
щиеся мю-мезонами и ней- 
трино. Известно, что пуч- 
ки частиц образуются от 
кварков. Например, при 
распаде ипсилон-мезона 
с массой, соответствую- 


щей энергии 10,2 Гэв, 
были обнаружены две 
струи, отвечающие двум 
красивым  кваркам  — 


кварку 6 н антикварку Б. 

На этот раз струи со- 
провождались мю-мезона- 
ми и нейтрино. О суще- 
ствовании последнего 


{Окончание см. на с. 50) 


*) О И’-бозонах рассказы- 
валось в статье «Открытне новой 
частицы» («Кванть, 1988, № 5). 
Недавно авторам открытия этих 
частиц К. Руббна и С. Ван-дер- 
Мейеру была присуждена Нобе- 
левская премия. 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момевта 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи нестан- 
дартны, но для их решении 
не требуется знаний, выхо- 
дящих за рамкя школьной 
программы. Нанболее труд- 
ные задачи отмечаются звез- 
яочкон. После формулировки 
мы обычно указываем, кто 
нам ее предложил. Разумеется 
не все эти задачи публикуют- 
сн впервые. Решения задач 
из этого яомера можио от- 
правлять не позднее 15 марта 
1985 года по адресу: 103006 
Москва К-6, ул. Горького, 
32/1, «Кванте. В графе ‹Ко- 
му+ напишите: «Задачник 
«Кванта» № 1 85. и 
иомера задач, решення кото- 
рых вы посылаете, например 
«М901. 902. или «Ф913». 
Рещении задач из разных но- 
меров журнала илн по ризиым 
предметам (математике и фы- 
зике) присылайте в разных 
конвертах. В письмо вложите 
конверт с найисанным на ием 
нашим адресом (в этом кои- 
верте вы получите результаты 
проверки решений). Условие 
каждой оригинальной задачи, 
предлагаемой для публика- 
ини, присыланте в отдель- 
ном конверте ш двух экзем- 
плярах вместе с вашям реше- 
ннем этой задачи (на кон- 
нерте пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача по 
физике» или +... новая задача 
по математике»). В начале 
каждого письма просим ука- 
зывать номер школы и класс, 
в котором вы учитесь. 


задач из еЗалачника эоКвантаз. Итоги конкурса подводятся 


задачник 


аФанта 


Наш журнал ежегодно проподит конкурс ва лучшее решение 


п декабре. Победигели получают право участвовать в реслуб- 
ликанских турах Всесоюзиой физико-математической олнм- 
пнады школьникон. 


задачи 
№М901—М905; Ф913—Ф917 


№М901. Биссектрисы АК и ВМ треугольника АВС 
пересекаются в точке О. Докажите, что если 
ОК —=ОМ. то либо углы А и В треугольника 
равны, либо угол С равен 60°. 


№902. Натуральный ряд \1, 2, 3,.... разбит на 
несколько арифметических прогрессий. Докажите, 
что хотя бы у одной из этих прогрессий 
первый член делится на ее разность. 


А. В. Келарев 


№903. Существует ли выпуклый многогранник, 
любое сечение которого плоскостью, не проходя- 
щей через вершину, является многоугольником с 
а) четным, 6) нечетным числом сторон? 
А. А. Дороговцев 
М904. Для каждого натурального числа 
А=10”а,-+10—,_,-+... 10а, а, 

(с десятичной записью а,а,_.1...аа,) положим 
Р(А)=а,-+2а,_, +2?а,_а-+--. +2", +2”а- 
Например, О (1985)=1--2 . 9+2? . 8+2? . 5=91, 

р (91)=9--2 . 1=11, 2 (11)=3. 

а) Докажите, что для любого натурального 
А=А. в последовательности А, —1\А,), А, —= 
—О(А ),... встретится число А*-—А,<20, для кото- 
рого Р(А*)=А*. 

6) * Чему равно А* для А--19"? 

Е. Н. Гурвич, А. Л. Федоров 
№905. Докажите, что уравнение 4х” (х-- 1)? = 
—у? относительно натуральных чисел х иуа) не 
имеет решений при п=, 6) имеет по край- 
ней мере два решения при п—2, в)* имеет бес- 
конечно много решений при п=2, г) не име- 
ет решений для натуральных п>3. 

М. Гараев (уч. 10 класса) 
$913. С горизонтальной поверхности земли 
бросили под углом и=60° к горизонту со ско- 
ростью и,=12 м/с комок сырой глины. Одно- 
временно комок вдвое большей массы бросили 


Рие. 1. 


\е Бауе Беер роЫЬшя 
Куаюг8 соцезё рго5етз еуегу 
топ Ргот Ше уегу 18 155 це 
07 оце т&азжпе. Те ргоет$ 
аге поп5(апдаге опез, Бой Тех 
зоиНоп гедшгез по ифогта- 
оп обе 1Те 5соре оЁ 4\е 
0 $5К - зесопдагу зсНоо| 5уПа- 
Юи5. ТЬе пюге аси ргоБ- 
1еп1$ аге тагКе4 \ИВ а $4аг (*). 
АЁЙег (Те зёметеп оЁ Фе 
ргоМет, ме изиаНу ш1912е 
Во ргоро5е4 Ц 0 из. И коез 
\ИНоц звушЕ (Па пой аП 


навстречу первому под углом В=30° к горизонту, 
причем начальные скорости комков оказались 
лежащими в одной вертикальной плоскости. 
В результате столкновения КОоМКИ слиплись. 
Найти скорость (по модулю) упавшего на землю 
слипшегося комка. 

В. И. Чивилёв 


Ф914. В закрытом сосуде объема У=33,6 дм’ 
находится азот и "=1 моль воды. При температуре 
—=100 °С давление в сосуде равно р=2 . 10° Па. 
Определить количество азота в сосуде. 

С. М. Коршунов 


$815. Жидкость с диэлектрической проницае- 
мостью # протекает между пластинами изоли- 
рованного плоского конденсатора со скоростью г. 


Перпендикулярно скорости © и параллельно 
пластинам направлено магнитное поле с индук- 
цией В. Определить напряжение на пластинах 
конденсатора. Расстояние между пластинами а- 

А. И. Киркинский 


$916. В схеме, приведенной на рисунке 1 (Д — 
идеальный диод), ключ К замыкают на время т, 
а затем размыкают. В момент размыкания сила 
тока в катушке индуктивности равна Г.,. Через 
сколько времени после размыкания ключа ток Г, 
в катушке достигнет максимального значения, если 
оно равно 21.7 Построить график зависимости Г, 
от времени # (0<:< о). . 
А. И. Киркинский, Е. А. Ромишевский 
Ф917. Предмет находится между линзой и плоским 
зеркалом, перпендикулярным главной оптической 
оси линзы. Зеркало, линза и предмет заключены 
в кожух из светопроницаемой матовой пласт- 
массы (рис. 2). Такая система создает два изобра- 
жения предмета и изображение линзы. Оба изобра- 
жения предмета имеют одинаковые размеры 
независимо от расстояния между линзой и предме- 
том. С каким увеличением изображается линза? 
Е. П. Кузнецов 


Ргоетз 


№901 —М№М905; Р913—Р911 


№М901. Тве Ыззесвог$ АК апд ВМ о{ё блапе АВС 
п\егзесь а &}е ро!п% О. Ргоуе {Паф ОК =ОМ пирИез5 
{1аё ейрег апёез А ап В оЁ 1е флапе аге 
сопагцеп&, ог {Вай 41е апй]е С 13 60°. 
М902. ТЬе паига| пипЪегз 1, 2, 3,... аге рагИИопе4 
1140 зеуега] агиптейса! ргоятеззюлз. Ргоуе 41а 
аф ]еазё опе оё 1Иет Ваз ап па! фега @\5Ые 
Бу {те ргойгезз1юп'5 Аегепсе. 


А. И. Кеагег 


М903. Роез {Веге ех15% а сопуех ро]уБедгоп еуегу 
зесмоп оЁ Мен Бу а рапе по сомашше апу 


{Везе ргоМетз аге гв ри Б1- 
саНот5. ТВе зоиИопз оГ ргоЪ- 
1еть гот {5 133це (11 Виззаа 
ог из ЕЕ) шау Бе роз по 


‚ 1аег ап МагсЬ 15, 1985 


: © 


{Бе ТоПомши  а@гезв: 
0$$8,; Мозсом, 103006 Моск- 


` ва К-6, ул. Горького, 31/1, 
‹ «Кванть. 

- РИеазе вепб {Ще зом@олз ой 
` рЪузс5 апа та4фБета@ св ргоЪ- 
” 1етк, ав меЙ аз ргоеге гот 


А огег( 13зцез, подег верагафе 
соуег; оп 11е епуеюре мгИе 
{Ве хогаз: “КУАМТ”5 РКОВ- 
БЕМ$” ап@ \№е потЬег8 ой 


: а| ще во]уе4 ргоЫетЪ; ш уоцг 
; 1еМег‘епсозе ап илатре4 $е1- 
‚ Га@@гевзе@ епуе!оре — же зВаЙ 


ы5е :# № зеп@ уоц Фе соггес- 
Ноп гези!{з. АТ е еп@ о? е 
эсаетас уеаг ме ит пр Фе 
геи 5 0Ё 46е Куайё ргоШет 
сопе 86. И уоц Бауе ап очета| 
ргоБет 10 ргорозе Тог руБ!- 
сайбоп, рМеазе зеп@ # 0 ив ип- 
ег зерагайе соуег, т &%0 со- 
рез дл Казан ог 11 ЕпиНиЪ), 
заса е Ше зошНоп. Оп Фе 
епу@оре мгйе МЕМ’ РКОВ- 
СЕМ 1% РНУ$ЕС$ (ог МАТНЕ- 


| МАТ!С$). 


уещех 1$ а рухоп м“ 
аЁ 51ез? 
А. А. Боговошзео 
№М904. Ког еасй пабига1 питЪег 
А—10”а,-{+ 10" ‘а, ‚+... 10а, аь 
\Ир Ф1сита| побайоп аа, _,...@:а, ри 
ГГА)=а„-+ а +2?а,_„+ ... +2" ‘а, +2”ах- 
Еог ехатр!е, 2(1985)-1-2 . 9-2? . 8-{2° - 5=91, 
0(91)=9-2 + 1=11, р =3. 
а) Ргоуе {Та Гог апу пафига] А ==А., Ве зедцепсе 
А,=р(А,), А.=БКА,),... сопйайтз а питбег А*— 
—А,<20 зисй 41а* О(А*)—А%. 
Ъ)* У/ваф 13 Че уаше о# А* И А=198? 
Е. 1. Сигисй, А. Г. Еодогое 
№905. Ргоуе {Таф {Ме едиа оп 
4х" (5-1) = 
\ИЪ гезрес® {0 4Те пашга] питЪегз х ап@ у а) Баз 
по зо Нопз \Неп п-+1, Ь) Ваз а 1еаз% {хо зоаН отв 
\*пеп п=2, с)* Ваз шЯпИе!у тапу зо юопз мНеп 
п—=2, 4)* Ваз по зо]иМопз фог ицерегз п» 3. 
М. Сагаео (1038 вгаае ззи4еп} 
Р913. А штр оЁ Випи@ с1ау 1$ Тго\мп #гот а Вот!- 
хоп4а| з4гефсВЬ о? Те еагё\ зигРасе аб ап апё]е оЁ 60° 
фо 4е потоп УИ уеосКу и, =12 т/з. А& Те зате 
Ише а тр (0Ё се \№е тазз оЁ 41е Яги 
опе} 15 {Пго\ги аб а 30° апяе 40 {Те Бомгоп, 4 Пе & о 
10а у@осИу уес4огз Батя ш 4Ре зате р]апе 
ап ог1епёе бю\аг4$ еасБ о ег. ТБе %%о тр 
сое ап@ зисК фюоде\ег. Еп@ фе зреед о{ 1те 
автеяа\е штр лей 1 ВИз Фе егоцп4. 
У. Г. Сшошеи 


Р914. А с!озе@ гесерфае оЁ уоите У=33.6 дт? 
сопватз пИгореп ап@ ^ =1 по]6$ 0{ ужег. Аф 4етре- 
габите #=100 °С {Те ргеззцге 1щ Ве хесер4ае едца]5 
р==2 . 10° Ра. Беегите +1е атоцпе оЁ пиговеп 
т Фе гесервас!е. 
5. М. Когайипох 

Р915. А Наша хий Фаесв4с регтеа Шу = Йо\з 
\ИЬ уеосйу у Бебмееп 4Ре рез оё ап 1301а- 
{фе4 Паф сараецог. ТВеге 15 а тарпейс #1е14 оё тди- 
сйоп В, регреп4Ч сщшаг 40 {Те уеосЙу уесфог у апа 
рагаНе] {40 {Фе р!а4ез оё {Ме сарасцог. Беегпите 
фТе 4епзюп оп Те р!4ез Ш Фе 4з3апсе Ъеуееп 
Вет 13 а. 
А. Г. Киа 

Р916. 1п 11е сжсий зВомп оп Екиге 1 (уВеге Д 13 
ап :0еа]1 д104е), +пе зуйсЬ К 13 фитпей оп фог 41 е ре- 
г1о4 оЁ Итет, ап& &Теп змИсере@ ой. Аф Те тотепё 
ОЁ зуЦцеЬтЕ о{Ё фе сиггепё ш \Те шдисиуйу сой 
уаз Г. Ном тшасрЬ 1а4ег \Ш &1е сиггепе Г, ш 4е 
соЙ асашге Из тахипа] уа|ие, Ш те 1а Мег 1$ 21? 
Р1оё {пе дерепдепсе оё Г, оп Ише # (0<Е< о). 


А. Г. КиЕтзАЕ, Е. А. Вопизвеоз 


Р917. Ап оБ]есё #3 р1асед Бебхееп а 1еп5 ап4 а р!апе 
питтог, регреп@аси!аг!у ю Те 1епз* орИса! ах1с. ТБе 


ЕЕ —————==щ—а = 


а) ап еуеп Ъ) ап ода питЪег | 


| 


— што, ие 1епз апа ве оБуесь аге опс1о5е9 тп а сазе] 


таде о# 1тап1исеп% раз@с (Ее. 2). ТЬ!15 зубет ве. 
пега4ез &\о ппайе$ оЁ фе оЪ]ес& ап ап Итаде оЁ! 
{Ве ]епз. Вой ппайез оЁ Те оБ)ес\ рауе {Те зате, 
з1те, пдерепдеп у о{ {те 41з4апсе Бебуееп {Те 1еп5 
ап Ше обес. Уа% 13 Ме епагретеп% оЁ {№е 1еп5’ 
| паре? 

| Е. Р. Кигпе!зои 


Решения задач 


| №М884, М885; Ф894—Ф897 


№884. Непрерывная и монотоя- Решение основано на следуюдем соображении: 
| ная фи | и ты если А(а: {(а)) и В46; [(6)) — две точки 
‘ отрезке я и принимает р р чи = ‘ 
значения также на отрезке [0; Н& графике функции т 1), то прямоугольник 
1/. Докажите, что ее график И (А, В} с диагональю покрывает участок гра- 


можно покрыть п прямоуголь- фика от А до В, а его площадь 5 удовлетво- 
никами паощади 1/п? каждый. З 
' (Стороны прямоцгольников па- ряет неравенству 2-/5</-й, где /=6—а — длина 


ралледьяы оеяы координат.) его основания, а р (5) — (а) — высота; это 
неравенство есть по существу неравенство о сред- 
нем_ арифметическом и среднем геометрическом 


ци (+В /2. 


Это соображение можно использовать двумя 
способами. Предположим временно. что }(0) = 
— 0,101] =. 

1) Продолжим функцию { на всю положитель- 
ную полуось так, чтобы она осталась нспрерывиой 
н монотонной (например, можно положить / (х) = х 
при х > 1). Пусть Аз — начальная точка ее графи- 
ка (с координатами (0; 0)). Рассмотрим на графике 
| такие точки А}, ..., А„ что площадь прямоугольника 
ПА А). = 2. .. п, равна 1/п?; сущест- 
вованисе таких точек, очевидно, вытекает из нс- 
прерывиости и монотонности функции /- Для каж- 
дого из этих прямоугольников сумма длины основа- 


ния и высоты не меньше 2/11 — =2/п, поэтому 
сумма координат точки А, (равных, соответствен- 
но, сумме длин оснований всех прямоугольников 
и сумме их высот), не меньше 2. Следовательно, 
хотя бы одна из этих координат не меньше 1, а зна- 
чит, ностроснные п прямоугольников покрывают 
график. 

2) Выберем на графике функции / последо- 
вательно точки Во, Ви ... В» начиная с Ву 
(0; 0), так, чтобы сумма длины основания и высо- 
ты каждого из прямоугольников П(В;_,, В). 
г =1, ... И, равнялась 2/п. (Легко видеть, что 
В; — это точка пересечения прямой у = 2/п —х 
с графиком, в частности, В„ — это конец графика — 
точка (1; 1); см. рис. 2.) В силу сделанной выше 
оценки площадь каждого из прямоугольников не 
превосходит 1/л?. Увеличив их при необходимости 
так, чтобы их площади стали в точности равны 


= 
45 


Рис. 4. 


№855". Даля каждого натураль- 
ного числа п обозначим черсл 
р(") число разбиений п в 
суиму натуральных слагаемых 
{разбиенаял, отличающиеся 
линь порядком слагаемых, счи- 
таются одинаковыми}. Количе- 
сгво ризличных часел в данном 
ралбиении назовем его ризбро- 


сом. 


а) Чикажите, что сумми (п) 
разоровов всех разбиений чис- 
да п равна ГЕ РЕГ) -- р) + 


Р.Н Ри №). 


6) Докажите, что эта сумма не 


больше \/2и р(п). 


4— 

4—4 +1 > 
4-—2+2 —— 
92+ = 
1—1 -3 ==> 


3-1 :2+1 *—> 


ата р 


3—2. 
2=1+1+1 


ИЕ, получим требуемое покрытие. 

Если / (0) >0 или /(1) < 1, дополвим гра- 
фик вертикальными отрезками, соединяющими 
точку (0; 0) с его началом (0; [(0)) п (1:1) — 
с концом (1: [(1)) (рис. 3). Получится непрерыв- 
ная кривая, соединяющая точки (0; 0) и (1; |), к! 
которой оба приведенных рассуждения можно при- 
менить практически без изменений. 


Такой же прием позволяет доказать утверждение задачи 
для любой (возможно, разрывной) функцин {: в точках раз- 
рыва график дополчяется до непрерывной кривой отрезком! 
{красный отрезок на ‘рисунке 4). Однако строгсе обосно- 
нание в этом случае несколько выходнт за рамки школь- 
цой программы. 

Н. Б. Васильев, 
В. Н. Дубровский, 
С. Ю. Оревков 


Ф 


а) Разбиение числа п в сумму натуральных сла- 
гаемых будем называть отмеченным, если одно 
из слагаемых выделено среди остальных (под- 
черкнуто); отмеченные разбиения, отличающиеся 
только порядком слагаемых, мы будем считать 
одинаковыми. (На рисунке слева изображены все 
отмеченные разбиения числа 4: выделенные слагас- 
мые показаны красным цветом.} Заметим, что если 
& — разброс некоторого разбиения (неотмечен- 
ного), то из этого разбиевия можно получить 
ровно К отмеченных разбиений. Поэтому общее 
количество отмеченных разбиений числа п равно 
4(п}. С другой стороны, если из любого отмеченного 
разбиения, кроме разбиения, состоящего из единст- 
венного слагаемого, выкинуть подчеркнутый элеменг, 
получится разбиение нскоторого числа, меньшего 
чем п. И наоборот, еслн тп, то по любому 
разбнению чнсла т можно однозначно восстано- 
вить огмеченное разбиение числа л: надо к разбие- 
нию чнсла т добавить слагаемое п—т и подчерк- 
нуть его (на рисунке изображено взаимно-одно- 
значное соответствие между отмеченными раз- 
бнениями числа 4, кроме разбиения 4 =4 , и раз- 
бисниями чисел, меныших 4). Но количество раз- 
биений чисел, меньших п, равно р(1) + р) +... + 
- 2(" — 1). Следовательно, 9(п} — 1=р(!) + 
+ 22) +... +рт— И. 

Другими словами идею этого решения можно 
изложить так: если к каждому из р(1) + р(2) + 
- ... + р(п — №) разбиений чисел т == 1.2... п — 1 
добавить одно слагаемое п — т, то мы получим 
каждое разбнение числа п (кроме тривнаяьного 
п = п) столько раз, какое его разброс. 

6) Достаточно доказать, что разброс любого 
разбиения числа п в сумму нагуральных слагаемых 


не превосходит \/ 2п. Докажем это утверждение. 
Нусть а, .., а, — все различные слагаемые. 
входящие в некоторое разбиение (с разбросом #}, 
причем 0 < а! <... < а» Тогда, с одной стороны, 


$894. В одном из проектов для 
перелетов космических аппа- 
ратов в Солнечной системе 
предполигалось использовать 
солненный парисе площадью 
5=1 км’ Паруе раескрывает- 
ся. когда аппарат Эвижется 
вокруг Солнца по земной орби- 
те, радиусе которой равен К:= 
—=1.5-0[” км. При дальнейшем 
движении парус постоянно 
ориентирован перпендикулярно 
гилнечных лучам, давление ко- 
торых на земной орбите состав- 
анет р 10-5 На. 

#) При какой массе космиче- 
ского аппарата он может уле- 
теть из Солнечной системы? 

2) При какой максимальной 
массе аппарат может достичь 
орбиты Марса, радице ко- 


горой равне Ку 2.310 км? 


Гравитационное влияние Зем- 
ли п Эругих планет не учиты- 
сать. 

Произведение массы Солнца 
ни еравитаццонную постомн- 


ную — Ме9=1.3-10" км/с”. 


а баг +... 
а2 > 2,.., ав > Е (действительно, а: >> 1; а› > а, = 
> 1, следовательно, а 22; га 22. т 
тельно. а23, ит д.). 
а +... фаз 1+ 24+... +Е= 


—2#*/2, то есть в</2н. 


Ф 


Поэтому п 


а, < л.а, с другой стороны, а! 2 1. 


жа 
= В(Ё + 17/2 > 


С. Ю. Оревков 


При раскрытии солнечного паруса на аннарат дей- 
ствуют снла притяжения Солнца и сиза давления 
солнечных лучей. Результирующая этих сил — 


Мет 


„=б-“ =. 


А 
р5= Се к т __ 


бтКр$ 
епиюто З 


—С {Ме-Р5В/ Спит 
я Е 


Мы видим, что даваение солнечных лучей как бы 
уменьшает силу притяжения аппарата к Солнцу — 
эта сила оказывается такой, как еслн бы Солние 
имело не массу Мс, а искую меньшую эффективную 


массу, равную 


М 


Пользуясь введенной эффективной массой. 


==Ме — 


р5 


От ° 


мы Мо- 


жем дальше решать задачу без учета давления 


солнечных лу чей. 


Полная энергия космического эциарата в грави- 


тационном поле 


по? 


и 


тм = 
—5 в 


тела с массой М». — 


Согласно закону сохранения энергии эта эпергия 
п любой точке орбиты аппарата должна быть равиа 


п 


Е= 


А. 
—0 К. 


где и. — скорость, которую имел аппарат в момент 
раскрытия наруса на расстоянии ЕЮ. от Солица. 
Эту скорость найдем из урависния движения аппа- 
рата по земной орбите под действием силы притя- 


жения Солнца: 


Е 
туз 


Кз 


т Мс 
Ю 


зи 


Таким ‚образом, 


Е=Сь я (Мы) 


т 
=ст 


=> 0з = \/ С м ` 


р58\ Мс 
бт 5 


Аппарат может улететь из С олнечной системы, если 


Е20. то есть ирн условии 
р$К\ 


Ст 


Отсюда находим, 


М. 
6 


при какой массе 


аппарата это 


ыы: 


О ЧА 


У 


Е 


: 
& 
: Ф895. Одна из гипотгз о проис- 
| хождении пояса астероидов 
| восходит к древнегреческой ле- 
‹ генде о сыме бога солнца Ге- 
лиоса — Фаэтоне. пориженном 
`| Зевсом (Юпитером). Согласно 
‚ э70й гипотезе рой каменных 
з глыб, из которого должна была 
| сформироваться пленета Фаз- 
[| тон, слишком близко подошел 
; к Юпитеру. Под влиянием гра- 
' витационного поля Юпитера 
| рой распался на отдельные глы- 
' бы — астероиды. Радиус роя 
{ ло оценкам составлял пример- 
не 10* км; масса роя (суммар- 
| ная масса астероидов) в 10* раз 
: меньше массы Юпитера. 
„На каком расстоянии от центра 
Юпитера должен был пройти 
рой, чтобы он начал развали- 
| ваться? 


48 


возможно: 


2р5А% ка 3 
мо т 23,46-10° кг. 


При большей массе аппарат будет двигаться по замк- 
нутым орбитам. 

Пусть при некоторой массе т, орбита аппарата 
касается орбнты Марса. (Из всех возможных масс 271, 
нри которых аппарат достигает орбиты Марса (пе- 
ресекает ее). т, — максимальна.) В этом случае 
орбита аппарата — эллипс, большая ось которого 
равна Юз» (см. рисунок}. В точках касания ско- 
рость аппарата перпендикулярна радиусу-вектору 
аппарата. 

Согласно закону сохранения энергии 


ыы Шо" тем с М 
р Ю, р Кн 
= ие бМь( в, — =.) . (=) 
Согласно второму закону Кеплера 
озКз==омАм = омтозх. 


Подставляя это выражение для омв (*) и учитывая, 


М. В 
ти. после несложных преобразований 
3 


ЧТО из—= [# 
получим: 


2М ды Мс(Вы В). 
НЛИ 
р$Ю. 
2(м- 2—3) Вы= Ме(ВУН В). 
Отсюда найдем максимальную массу т, аппарата. 
прн которой аппарат может достичь орбиты Марса 
2р5е° Вы 


Ре 
т КГ. 


В. А. Данилин 


Ф 


Рассмотрим ближайшую к Юпитеру глыбу. Распад 
роя означает, что расстояние между этой глыбой н 
центром роя увеличивается. 

Рой как целое падает на Юнитер с ускорением, 
которое сему сообщшаст сила притяжения Юнитера: 


тм м 
таджщо — = а, = р: 


где 7; — масса роя. М — масса Юпитера, Ю — рас- 
стояние между центрами роя н Юпитера. Глыба дви- 
жется под действием снлы притяжения Юпитера н 
силы притяжения, действующей на нее со стороны 
роя как целого. Ускорение, с которым глыба движет- 
ся к Юпитеру, — 


м т 

а=0 тя [в а 
где г — радиус роя. Если а2>а;:, то расстояние 
между глыбой и центром роя увеличивается со вре- 


$896. В замкнутом сосуде на- 
ходятся насыщенный водяной 
пар при температуре 100°С и 
остатки воды. Масса пара М= 
== 1/00 г, масса воды т={ г. 
Сосуд нагревают, пока вся вода 
не испарится. До какой темпе- 
ратуры надо нагреть сосуд? Ка- 
кое количество тепла для этого 
потребуется? Давление насы- 
щенного водяного пара воз- 
растает на 3,7 кПа при повы- 
шении температуры на 1°С. 
Удельная теплота испарения 
воды г=2,25- 18 Дж/кг, идель- 
`ная теплоемкость водяного па- 
ра гу=!.38- Дж/(ке-К). 


$897. Находящаяся на беско- 
нечности в состоянии покоя 
заряженная частица притяги- 
вается однородно заряжен- 
ным полукольцом вдоль ли- 
нии АВ (см. рисунок). Отноше- 
ние скоростей частицы в точ- 
ках А и В равно вд/ов-п. 
Найти отношение ускорений 
частицы в этих точках. 


менем — рой распадается. Из этого условия полу- 
чаем: 


М т м 
(в п 
Полагая г, находим: 
22М т 3 м ре. 6 
8 > : — Юг -==21,26.10 км. 


В. Е. Белонучким 


Ф 
Определим сначала. до какой температуры надо на- 
греть сосуд, чтобы вся вода испарилась. 

Запишем уравнения состояния пара при началь- 
ных условиях (давление насыщенного пара при тем- 
пературе 1=100 °С равно, р,=10° Па): 


ри/= 4 ВТ. (1) 


Когда температура сосуда станет Г.=Т!-|- АГ и вся 
вода испарится, давление насыщенного пара в со- 
суде будет р2+Ар. По условию задачи Ар=а-АТ, 
где «—=3,7 кПа/К. Воспользовавшись этим, запишем 
уравнение состояния пара при температуре Т»: 


ргУ—= М рт, 
или и 


(ри-а-АТ)У= "+" К (Т,+АТ). 
Решая совместно (1) н (2), находим АТ: 


АТ= 20.29 К. 


(2) 


тТр 
МТа—Мр—тр 


Таким образом, для испарения всей воды сусуд необ- 
ходимо нагреть до температуры 100,2" °С. Количе- 
ство тепла, которое необходимо для этого, найдем 
из уравнения теплового баланса: 
О=гт-с,(М-+т)-АТ2-2290 Дж. 


А. И. Буздин 
® 


Запишем уравнения движения частицы в точках 
А и В: 


та.=9аЕ), таз—=9Ев- 
Отсюда следует, что 
“д _ Е 
Ге. 


то есть отношение ускорений частицы в точках 
А и В равно отношению напряженностей поля, 
создаваемого полукольцом, в этих точках. С другой 
стороны, из условия задачи нам фактически из- 
вестно отношение потенциалов поля в точках А иВ. 
Действительно, согласно закону сохранения энер- 
гии : 

тов 


р —9Ч Фа, 2 


—4Фв 


(поскольку на бесконечности энергия частицы рав- 
на нулю), и 


> 
> 


д —А—Аы—-—м— 


Топ-кварк 
и тигренок Топ 


(Начало см. на с. 41) 


можно было догадаться по 
результатам измерений 
импульсов всех заряжен- 
ных частиц. Поскольку 
зарегистрированное собы- 
тие связано с распадом 
практически покоящегося 
`И/-бозона, суммарный им- 
пульс всех частиц в рас- 
паде должен быть равен 
нулю. Одиако измеренный 
импульс заряженных ча- 
стиц оказался ненулевым, 
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Попытаемся выразить отношение Ё„/Е» через из- 
вестное отношение фа /ф»- 


Разобъем мысленно полукольцо на множество 
элементарных участков с зарядом А@ каждый 
{@ — заряд всего полукольца). Пусть А, и АЕ, — 
соответственно потенциал и напряженность поля, 
создаваемого в точке В участком, который на- 
ходится на расстоянии р) от этой точки (см. рису- 
нок). Тогда 


‚ АБАЯ р 9 


=. 
[о 47° 05° и 


АИ р 


о 2г с03 и 


— 
Проекция вектора АЕв на горизонтальную ось х 
равна 

В *) в Ав 


АЕ, —=АЕя с0$ @—= Ё ре Инт — Ри 


Из соображений симметрии ясно, что напряжен- 
ность поля Ёз в точке В направлена вдоль оси х. Сле- 
довательно, значение ЕЁ; равно сумме проекций 


АЕ», напряженностей полей, создаваемых всеми 
элементарными участками, то есть 


$ Ас $ 
Еы-АБь У Ма = 4. 


Что касается значений дли Е), то 
29 _ 2%. 


Плго г 

(получите эти соотношения самостоятельно). 
Итак, Е„/Е,‚—=4ф./лф;, и отношение ускорений 

частицы в точках А и В равно 


+.=®, Ед == 


бл 


В. ТГ. Карапетян 


откуда и был сделан вывод 
с присутствии нейтрино. 

Наиболее вероятиая рас- 
шифровка события, о кото- 
ром идет речь, состоит в 
том, что при столкнове- 
нии протона с антипрото- 
ном родилась частица, со- 
стоящая из двух квар- 
ков — топ-кварка Ги кра- 
сивого антикварка Б. Топ- 
кварк распался по схеме 


т А 


(здесь иг — положитель- 
ный мю-мезон), аи В 
дали два пучка частиц. Те- 
перь надо ждать результа- 


тов дальнейших опытов. 
Масса  топ-кварка по 
оценкам оказалась соот- 
ветствующей энергии око- 
ло 40 Гэв (масса ядра 
кальция!).*) Это, конечно, 
меньше массы тигренка, 
даже новорожденного, но в 
«зоопарке частиц» топ- 
кварк — рекордсмен. 


Я. С. 


*) Такая оценка массы топ- 
кварка получается, если считать, 
что масса ипсилон-мезона равна 
массе двух 6$-кварков (5 ГэВ- 
+5 ГэВ==10 ГэВ), в масса новой 
частицы (=50 ГэВ) равна сумме 
масс $-кварка и топ-кварка. 


Информация 


Братиславская 
летняя школа 


юных 
программистов 


СТ по 8 июля 1984 года в столице Словацкой 
сониалистической республики Братиславе прошла 
первая Летияя школа юных программистов Сло- 
вакин. Школа проходила в братислаювской гим- 
вазии им. Ю. Гропиа. где уже в тезвине 
двадиати лет ведется обучение программирова- 
иню старших школьников. Организаторы Летней 
школы — директор гнмназия М, Ганула. препо- 
лаватели программирования О. Демачек, Е. Гану- 
лова п дя.-- горячие энгузнасты школьной нн- 
форматики. Летом 1988 года делегация школь- 
ников из гимназии им. Ю. Гроина, возглав- 
ляемая О. Демачеком, внервые участвовала во 
Всесоюзной летией школе юных программистов. 
По результатам этой поездки и было принято ре- 
шенне о проведеини в Братиславе летней школы 
с приглашением юных программистов из Совет- 
ского Союза. 

В Братиславу съехались полсотин словацких 
старшеклассников. На нервой встрече все ребята 
рассказалн © ТОМ. как Ш их школах изучают 
программирование, с какими машинами они зна- 
комы, какие программы нишут. А те нз слованцкнх 
девочек ин мальчиков, которые привезли на Школу 
результаты своих программ. сделали краткие 
сообщения. Школьиики из Баиской Бистрицы 
р. Немен я И. Мелихерчик показали свою 
программу, работающую с большими числами. 
Ребятам удалось вычислить некоторые иррацно- 
нальные числа с высокой точностью (до 256 зна- 
ков} ма машинах вссьма ограниченных возмож- 
ностей. В сообщении Р. Ласицы из гимназив 
словацкого города Сенице предложены програм- 
мные средства для анализа взаимного распо- 
ложения прямых. И. Кудла из политехникума 
в г. Левице продемонстрировал выполненные на 
Бэйсике расчеты зубчатых сцеплений. 

С нитересом были заслушаны выстуиления 
советских школьников. П. Земцов* (Новосн- 
бирск. с. и. № 25) рассказал о системе програм- 
мирования на языке Рапира для советских 
персональных микро-ЭВМ. А. Петров (Новосн- 
бнрск. с. ш. № 66) — п применении ЭВМ 
на уроках по разным школьным предметам путем 
использования учебных пакетов прикладных про- 
грамм- 

Учебная нрограмма Школы была насыщениой. 
В первые дни были прочитаны лекции по языку 
Паскаль, Они оказались весьма актузльными, 
поскольку в большинстве чехословацких школ, где 
ведется обучение программированию, учебным 
языком яваяется Бэйсик — сравнительно 
простой, но спориый в методическом отношении 
язык программирования. В лекциях иа Летней 
школе были отражены многие важнейшие про- 
блемы современного нрограммирования — спера- 


ционные системы, параллельные алгоритмы, 
программные срелства отладки. машинная гра- 
фвка, программное обеспечение искусственного 
интеллекта. 

Обсуждались также вопросы теории н мегодо- 
логии программирования — доказвтельства 
правнльности прогрямм, основы взанмоотношенни 
математики п программирования. Эти лекция 
читали преподаватели гнмназия, студенты брати- 
славских вузов. научные сотрудники нсследова- 
тельских институтов Словацкой Академин наук, 
а гакже руководитель совегской делегации 
Ю. А. Первнин. 

Несомненно, нанболее увлекательной частью 
колы была работа учашихея за пультами 
вычислительных машин. Гимназия предоставила 
< этой целью свою вычислительную гехнику: 
две чехословацкие минн-ЭВМ — АДТ-3316 с 8 
термниалами и системой программнрования на 
Бэйсике н СМ-3-20 с 6 терминалами и языком 
Паскаль. и также две персональных микро-ЭВМ 
< графическими возможностями — зовую маишину 
чехосяовацкого пронзводства ПМД-85 п неболь- 
щой английский компьютер Синклер-7Х81. Участ- 
ники Школы быстро освоились с новой лля них 
техникой и с нервых же дней приступили 
к решению задач. предложенных на выбор в са- 
мом начале работы Школы. 

Диапазон задач по уровню сложности был 
достаточно широк м мог удовлетворить любой 
вкус. Достаточно назвать класснческие програм- 
мы из инструментарня машимной математики — 
пакст обработки матрни, арифмегика разрежеи- 
ных матрни, построение графикон фуикций. Гем. 
кто готовится стать снстемпым программистом. 
были более близки темы по сортировке, по- 
строению таблиц перекрестных ссылок. графя- 
чсскому редактору, автоматизации информа- 
нионного поиска. модели компилятора. Был пред- 
ложен целый ряд приклалных и нгровых задач — 
программные средства ведения домашнего бюд- 
жета. лабиринтные задачи. программирование 
шашек. решение шахматных задач, простые 
дналоговые программы, контролирующие знания 
по исторни. географии, литературе. @ боль- 
шинстве задач активно использовалась графика. 

Каждая из таких задач предлагалась комаи: 
де из 2—3 человек. которые в свободное от 
лекционных занятий время отлаживали врограм- 
му на одной из машин. Команда советских 
школьников составнла ма Бэйсике программную 
модель робота-муравья (описанную в журнале 
«Наука и жизнь», 1984. № 5), которая служит 
удобиым методическим средством при обучении 
основам программирования младших школьнн- 
ков. Весь дмалог с машиной авторы программы 
сделали иа словзиком языке (разумеется, не без 
помоши новых прузей, г которыми советские 
школьники нозизкомились в Братиславе). 

Нитересным был предпоследний день Школы. 
Большую его половяну заняла удивигельная 
экскурсия. По далекой лесной горной дороге 
все школьникн добрались до расположенного 
высоко в живопненых Малых Карнатах Госу- 
дарствеиного метсорологического центра Слова- 
кии. Для программистов представила интерес 
вычислительная техника, которой оснащен этот 
центр, например, цветные графические дисплея 
с растром 512Ж512 точек. На экране такого 
дисплея прекрасно видны люлучаемые со спутника 
я обрабатываемые на ЭВМ изображения как всего 


земного шара, так м ближайшего региона. 
После такой прогулки. казалось, можно было бы 
н отдохиуть. Но сразу же после возвращення 
в классы гимназии началось еще одио мероприя- 
тие — соревнование юных программистов, нн- 
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Участники Школы за пуль- 
тами ЭВМ в гимназии 
им. Ю. Гронца. 


тересное, серьезное. увлекательнос и 
много азартное. 

Каждый участник соревиований получил две 
задачи. В одной из них, которую следовало 
запрограммировать на .Бэйсике, нало было выдать 
на экран зазаниый стилизованный, составленный 
из символов рисунок. затратив на это минималь- 
ное количество предписаний. Вторая задача со- 
стояла в программированин на языке Паскаль 
вычисления факторнала так, чтобы на экран 
выводились все цифры результата. Крнтерий этой 
вадачи — быстродействие программы. Победилн 
школьники из Поважской Бистрицы В. Белл 
в новосибирский девятиклассник П. Земцов. 


А на другой день состоялась заключитель: 
нвя конференция, гле школьннки рассказали 


даже не- 


(н показалн на экранах машии!) то, что было 
сделано за эту необычную в их жизии неделю. 


Закрытие было торжественным. Никто из 
участников не остался без подарка — книг по 
программнрованию иа словацком и чешском язы- 
ках. а актнвным участинкам Школы были 
вручемы дипломы н намятные подарки. На этой же 
заключительной встрече прозвучали  соответ- 
ствующие торжеству момента прелюдии и фуги 
Баха. мелодии Моцарта в исиолненни... вычи- 
слительной машнны АДТ-4316. 

Советским юным программистам, впервые вы- 
езжавшим за рубеж, эта ата оставила много 
ярких впечатлений. Новых друзей «близнлк 

аскаль, Бэйсик, Рапира... 
Ю. А. Первин 
Братислава — Москва — Новосябирск 


Новый прием 
во Всесоюзную заочную 
математическую школу 


Во Всесоюзную заочную математическую школу Академии педагогических иаук СССР при 
МГУ им. М. В. Ломоносова (ВЗМШ)} принимаются учащиеся седьмых классов и ПТУ, за 
исключением прожнвающих п Москве и Ленинграде. 

Для поступления в школу нужно выполнить первое задание. 


Задание 1. Изучите статью «Пары чисел м действия п 


(см. с. 
отдельных пунктов задач). 


ними в этом номере журнала 


) и решите задачи 1—20 из этой статьи (не обязательно все; учитываются решения 


Решения задач должны быть выполнены ива русском языке в ученнческой тетради и клетку. 
Задачи должны идтн в том порядке, как они даны в статье, сначала условие. затем — решение. 
На обложку тетради мадо наклеить листок бумаги, разграфив н заполнив его по следующему 


образцу: 

Область 

Фамилия, имя 

Год рождения 

Класс н школа 

Фамилия, и. 0. учителя математики 
Место работы и должность родителей 


Полный почтовый адрес 


Московская 

Иванов Петр 

1971 

7 класс «Б» школы № 2 

Орлов Борис Петрович 

Отец — шофер автобазы № 3. 

мать — медсестра 

123456 г. Клин, ул. Строителей, д. 1, кв. Г. 


Срок отправки задания № 1 — не позднее Б апреля 1985 г. (по почтовому штемпелю)}. 
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Для того чтобы задание было зачтено, нужио решить большую часть задач. Если вы успешно 
выполните это задание, то начниая г ссеитября 1985 г. вы будете получать все дальнейшие 
задания. Предполагается, что часть заданий будет даваться в журнале «Квант», поэтому 
советуем вам на него подписаться (журнал распространяется только по подписке; подписка 
принимается во всех отделениях связи г любого месяца без ограничений). Первое задание 
надо выслать ио адресу: +119823 Москва ГСП, МГУ, ВЗМШ. На прием» или по вдресу 
соответствующего филиала. Филиалы ВЗМИГ при университетах имеются в городах: Воронеж, 
Гемель, Донецк, Душанбе, Иваново, Ижевск, Казань, Краснодар, Красноярск, Куйбышев, 
Махачкала, Одесса, Ростов-на-Дону, Свердловск, Чебоксары, Челябинск, Черновцы, Элиста, 
Ярославль; филиалы при педагогических институтах — в городах: Абакан, Бнрск, Благо- 
вещенск, Брянск, Витебск, Киров. Ленинабад, Луцк, Магадан, Орел, Павлодар, Славяиск, 
Смоленск, Тернополь, Ульяновск, Уральск, Целиноград, Череповец, Чита, Южно-Сахалинск; 
работают также филиалы в г. Дубна при Объединенном институте ядерных исследований, 
в г. Могилеве при областном дворце пионеров н школьников, в также отделенне ВЗМШ прин 
Московском институте стали и сплавов. 

Учащнеся, проживающие на северо-западе РСФСР (в Архангельской, Калининградской, 
Ленинградской, Мурманской, Новгородской и Псковской областях, Карельской и Коми АССР), 
в прибалтийских республиках н и Белоруссии (кроме Витебской, Гомельской и Могилевской 
областей), должны присылать работы по адресу: «193130 Ленинград, 8-я Советская ул., 3, 
С-3 ЗМШ. На прием». 

Школьники, ие успевшие или не сумевшие поступить в ВЗМШ, имеют возможность зани- 
маться в группах «Коллективный ученик ВЗМН!». Каждая такая группа — это школьный 
математический кружок, работающий под руководством своего учителя по программе ВЗМШ. 
Прием в эти групны проводится до 20 сентября 1985 г. на два потока: для тех, кто с сентября 
1985 г. начнет учиться в В классе, и для тех, кто начнет учиться и 9 классе. В группы +Коллек- 
тивный ученик ВЗМШь прнем без конкурса. Для зачисления достаточно заявления учитеяя 
математики, руководящего кружком, с указанием списка учащихся и класеа, в котором они 
будут учиться с сентября 1985 г. Заявление должно быть заверено директором школы ни 
печатью. Работа руководителя группы «Коллективный ученик ВЗМЦ» может оплачиваться 
школами по представлению ВЗМШ как факультативные занятия. Заявлення следует напрвв- 
лять в адрес ВЗМИ. 

Вне конкурса принимаются также участники Всесоюзиых олимпиад по математике для 
школьников и учащихся ПТУ. 


Новый прием 
на заочное отделение 
Малого мехмата 


Малый мехаинко-математический факультет — математическая 1икола при механико-мате- 
матическом факультете МГУ — объявляет прием на заочное отделение учащихся седьмых 
классов общеобразовательных школ. Зачисление на Малый механико-математический факультет 
(МММФ) производится по результатам решения задач вступительной работы, опубликован- 
иой ниже. 

Осиовной ‘задачей Малого мехмата является приобщение к математике, углубление зианий 
а рамках шКольной программы, а также расширение математического кругозора учащихся 
средних школ. 

Занятия иа заочном отделении начинаются в сентябре месяце. Обучеиие на Малом мехмьте 
бесплатное. Срок обучения три года. Учащиеся заочиого отделения, особо успешио окончившие 
8 или 9 классы, рекомендуются для поступления в физико-математическую школу — интер- 
нат № 18 при МГУ. Учвщиеся, успешно выполнившие все задания, получают удостоверение 
об окончании МММФ. 

Преподаваятелями на заочиом отделении МММФ работают аспираиты и студенты механико- 
математического факультета. Разработку тематических брошюр осуществляет методический 
Совет МММФ, состоящий из профессоров и преподавателей мехаиико-математического фа- 
культета. ы 

Желающие поступить на Малый мехмат должны не поздисе 1 апреля 1985 года выслать 
в адрее МММФ решения задач вступительной работы, при этом не обязательно должны 
быть решены все задачи. Работу необходимо выполнить в школьной тетради в клетку. Ца облож- 
ку тетради наклейте тетрадный лист бумаги со следующими данными: 

1) республика, край, область; 

2) фамилня, имя учащегося; 

3) школа и класс (полное название); 

4) полный домашний адрес (с указанием индекса почтового отделения); 

5) фамилия, имя и отчество родителей, место их работы и должность. 

В работу вложите листок бумагн 14 ж6 см, ва котором напишите полный домашний адрес 
(с указанием индекса почтового отделения) и свою фамилию и пришлите по адресу: 119899 
Москва, МГУ, Малый мехмат. 
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ИШИримечания: 


1. Для школьников 7Т—10 классов Москвы и ближнего Подмосковья работает вечернее 
отделение МММФ. Справки по телефону: 139-39-43. 

2. Для школьников Казахствие и Молдавии действуют филиалы МММФ МГУ: при математи- 
ческом факультете Казахского государственного ›университета и при факультете математики 
и кибернетики Кишиневского государственного университета. Их адреса: 


480012 
филиал МММФ МГУ. 


271003 г. Кишинев. ул. Садовая, 60, КГУ, 


МММФ МГУ. 


Задачн вступительной контрольной работы 
на Малый механико-математический 
факультет в 1985 году 

1. Разложить многочлен х*--2х* {-9 в произ- 
ведение двух квадратных трехчленов. 

2. Точка ДР находится виутри треугольника 
АВС. Цоказать, что АД-ЁВЬ меньше, чем 
АС-ВС. 

3. Из вершины прямого угла треугольника 
проведены медиана ‚ биссектриса и высота. До- 
казать, что угол между медианой и биссектри- 
сой равен углу между биссектрисой и высотой. 

4. Встретились 6 школьников. Доказать, что 
среди них есть либо трое, каждый из которых 
знаком с двумя другими, либо трое, каждый 
из которых не знаком г двумя другими (счи- 
тается, что для двух школьников есть только 
две возможности: или они знакомы, или не зна- 
комы друг г другом). 

5. Найти все пары чисел х, у, удовлетворяю- 
щих равенству 

ху? -+1=ху--х-Ку. 

6. Сколько чисел, не делящихся ни на 3, ни 
на 7. имеется среди первого миллиоив нату- 
ральных чисел? 


заочная 


г. Алма-Ата, ул. Кирова-Масанчи, 47/39, Каз. ГУ, математическйй факультет, 


факультет математики и кибернетики, филиал 


1. Доказать. что у квадрата любого нечет- 
ного числа, большего 3, предпоследняя цифра 
четная. 

8. При каких значениях х выражение 

‚Иер ыеяьеь— 
принимает наименьшее значение? 

9. Из пункта А высхал первый велосипе- 
дист. Одновременно из пункта В навстречу ему 
выехали второй и третий велосипедисты. Через 
час второй велосипедист находился между 
первым и третьим, на одинаковом расстоянии 
от каждого из них. Еще через полчаса уже 
первый велосипедист оказался на равном 
расстоянии от двух других. Через сколько вре- 
мени после начала движения третий велосипе- 
дист будет на одинаковом расстояиии от пер- 
вого и второго велосипедистов? 

10. Доказать, что число 


1 1 1 
о ые И 
УТ+у2 53+, — у5+ув 
И + 1 


774 у 78 194+ 780 
больше 4. 


физико-техническая 
школа при МИСиСе 


Филиал Всесоюзной заочной математиче- 
ской школы — Заочная физико-техническая 
школа при Московском ордена Октябрьской 
Революции и ордена Трудового Красного Зна- 
мени институте стали и сплавов — объявляет 
набор учащихся п восьмые и девятые классы 
на 1985/86 учебный год. 

Цель работы школы — оказание помощи 
учащимся в оуглубленном изучении про- 
граммного материала средней школы по физике 
и математике. 

Программа обучения по математике пол- 
ностью соответствует курсу ВЗМИЕ. Курс физи- 
ки разработан преподавателями кафедры о6б- 
щей физики и кафедры теоретической физики 
Московского института стали и силавов и соот- 
ветствует требованиям на вступительных экза- 
менах в вузы, прежде всего — в МИСнС. 

Работа школы организована следующим о6- 
разом. Четыре-пять раз в год учащимся рас- 
сылаются контролытые задания по физике и 
математике вместе с краткими сведениями по 
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теории и примерами решения задач. Прислан- 
ные учащимися контрольные работы проверя- 
ются и вместе = оцеиками и коммеитариями 
отправляются учащимся. В качестве годового 
задания учащимся десятых классов посылают- 
ся материалы вступительных экзаменов в 
МИСиС за прошлые годы. 


Занятия п ЗФТШ (МИСиСа) иачнутся с 
1 октября 1985 года. Для зачисления в школу 
необходимо прислать заявление с указанием 
фамилии, имени, отчества, полного домашнего 
адреса, профессии и занимаемой должности ро- 
дителей, а также приложить справку из школы 
п указанием класса и годовых оценок по физике 
и математике. Заявление и еправку вместе с ре- 
шением первого задания по математике, о кото- 
ром написано в статье «Новый прием во Все- 
союзную заочную математическую школу» 
в этом помере журнала, нужно выслать не 
позднее 5 мая по адресу: 117049 Москва, 
Ленинский пр., 4, МИСиС, ЗФТЩ. 


Варианты вступительных зкзаменов 


Московский 
физико-технический 
институт 


Математнка 
Письменный экзамен 


Варнант 1 
1. Решите неравенство 


х-+3>Ю53(26-+3``°). 
2. Решите уравненне 


= 0 
рые 
ы 6\/х +\/6х—3 


3. Через точку А (3; —4} проведеца каса- 


тельнан { в гинерболе И Найдите 
радиус окружности с цеитром на оси орди- 
нат. касающейся прямой { и оси абсцисс, 


Найдите все решения. 
4. Найднте все значения х и и. такие. что 
чнсла 


> сх, 250$ (х-Ну), 
являются последовательнымн члевами гсометри- 
ческой прогрессии. 

5. В основании прямой призмы 
АВСРА:В,С.), лежнт ромб АВСО, в котором 


45 2х. 165 (х-—-у) 


[АС|-=4, |180 [==2. Точки М и М лежат на 
ребрах АБ и В,С, соответственно. причем 
м |;мо |= 6.8, |=3:2 [ММ [== У5. 


Найлите объем призмы. 

Из всех плоскостей. проходяших через пря- 
мую (ММ). выбрана та плоскость Р, проек- 
цня на которую отрезка АД, имеет минималь- 
ную длину. В каком отношенин плоскость Р 
делит отрезок АС? 


Варнант 2 
1. Решите неравенство 


125. Е (=) — 4х 


йдите все решения уравнения 
с0$ Эхз= (р? х— 6057 х, 
удовлетворяющие неравенству $1 х2с0$ х. 

3. Бригада лесорубов лолжна была но плану 
заготовить за несколько дней 216 м? древе- 
снны. Первые трн дня бригада выполняла 
сжедневно установленную иланом норму, в затем 
каждый день заготавливала 8 м’ сверх плана. 
Поэтому за демь до срока было заготовлено 
232 м? древесины. Сколько кубических метров 
древесины в день должна была бригада заго- 
тавливать во плану? 

4. Вершина С прямоугольника АВСО лежит 
на стороне КМ равнобедренной  трапсцин 
явкм((ВК) || (АМ)), Р — точка пересечения 
отрезков АМ и СО. Найдите углы трапецин 
и отношение илошадей прямоугольника и тра- 
пеции. если |МВ|[=2|ВС|. [АР] =3|ВК |- 


2. На 


$. Сфера касается плоскости основания 
п всех боковых ребер правильной  шести- 
угольной пирамиды ЗАВСЬОЕР {$ — вершина). 
Найлите объем пирамиды, если радиус сферы 


равен А, а угол 5АВ равен а. 
Плоскость проходит через точку 5, каса- 
стся указанной сферы п инересекаст прямые 


(ВЕ) и (АР) соогветственно в точках М и № 
ЧЕМ Е ВМ|, АМЕ>ЫМр. 
Найдите 
м отношенне |ОМ№|:|АО]. если |ВМ|]-= 
ОМ 


6) отношение |0м|: [М 51, есан |8ВМ|:|ВЕ | == 
=-3:22. 


Варнзнт 3 
1. Решите неравенство 
5 3 
2--х ИЕ х+2 


2. Решите уравнение 
35а 2х =4 Ут хех. 


3. Решите систему уравнений 


5-Е, — —106;: 9. 


(1ю8зы)* 
и —-— 6 35:9— е 
1ор5х 5 ору 
4. Точка О — цемр окружиостн. впи- 
санной и равнобедрениый треугольник АВС 


(|^8В|=|8С[). Прямая (АО) пересекает огре- 

зок ВС п точке М. Найдите углы п плошадь 

треугольника АВС. если |АО|=3, |ОмМр= 
27 


и’ 

5. В правнльной треугольной  нирамиле 
$АВС ($ — вершнна, Е ке точка О ле- 
жит иа ребре $С. |СО]=3, в расстояние от 
точки А до прямой {85 о 2. Найдите 
0б15ем пирамиды. 

Дана сфера радиуса 1 с центром в точке 
А. Рассматривакися всевозможные правильные 
тетраэдмы ММРО. такие, что точки М и М 
лежат на прямой (ВО), п прямая (РО} касается 
сферы п одной из точек отрезка РО. Найдите 
ваименьшее зиачение длимы ребра рассматри- 
ваемых тетраэдров, 


Физика 


Письменный экзамен 


Варнант 1 

1. Составной стержень представляет собой два 
соосмых цилиндра, прнжатых друг к другу тор- 
цами (рис. 1). Оказалось. что центр массе С 
такого стержия находится в стыковочном сече- 
нии. Цианидры имеют одннаковые площади се- 
чения, но изготовлены из различных материалов 
с плотностями с п 20. Онределите отношенне 
масс инлиндров. 

2. На рысунке 2 изображена изотермз влаж- 
чого воздуха. Давление возлуха в точках {. 2 
и 3 равно рь. рз и рэ соответственно. Опре- 
делите относительную влажность воздуха в этих 
точках. 

3. В схеме. изображенной на рисупке 3 
{величины С. В. известны). при разомкнутом- 
ключе К заряд левой пластины плоского кон- 
денсатора равен нулю. Определите начальный 
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Рис. Г. 


Рис. 5. 


заряд праной пластины конденсатора. если после 
замыкания ключа ия резисгоре с сопротивленнем 
ЕЮ выделяется такое же количество теплоты, как 
н Е случае, кода конденсатор вначале ис 
заряжен. 


4. Тонкая лииза создает изображение неболь- 
того предмета. находящегося в ес фокальной 
плоскостн. Определите высогу предмета, сслн 
высота нзображения Н=0.7 см. 


Варнант 2 

1. Под каким углом к горнзонту нало бросить 
камень. чтобы его книетическая энергня п точке 
максимального подъема составляла 25 % от сго 
кинетической энергин в точке бросания? 

2. В сосуде длиной {.. разделенном на три 
части легкими поршинын, иахощятся язот, воло- 
род и гелий (рис. 4). Материал, из которого 
нзротовлен нраный норшюнь, оказался проин- 
наесмым для водорода и гелня. Левый поршень 
проницаем только для водорода. Найдите сме- 
щения нориинсй после установления равновесия 
в системе. Первоначальные давления м темос- 
ратуры газов одинаковы. объем. занимаемый 
водородом, больше объечов азота п гелия п два 
раза. 


3. Для подзарядки автомобнльного аккуму- 
лятора с ЭДС @& =1!2 В от сети с ностояниым 
панряженнем (/=5 В собрана схема (рис. 5), 
содержащая катушку с индуктивностью #= 
—0,1 Гн. ндеальный днод Д и прерыватель Л. 
который пернодически замыкается и размыка- 
стся на одниаковое время туз=тз==0,[ с. За сколь- 
ко времеми можно такнм образом осушествить 
подзарядку аккумулятора на 20 А-ч (ампер- 
часов}? Сонротивлением всех узлов схемы и дио- 
да и прямом направлении пренебречь. 

4. Оптическая система, показанная на рни- 
сунке 6, состонт на положнтельной линзы с фо- 
кусным расстояннем Р,=9 см и отрицательной 
анизы с фокусным расстоянием (по модудю\ 
Еоевб см. Ресстояине между линзами [.=22 см. 
Ирн каких расстояниях 4 от положительной лин- 
зы до предмета эта снстсма будет давать псре- 
вернутое мнимое увеличенное изображеине пред- 
мета? 


Публнкацию подготовили 
П. Б. Гусятников, А. В. Шелагин 
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Рис. 3. 


Рис. 6. 


Московский институт 


электронного 
машиностроения 


Математика 


Письменный экзамен 
Варнант } 


1. Решите уравмение 


\2 эм х=-——/3 1х. 

2. Сторона основания правилыюй треугольной 
пирамиды равна а; боковое ребро равно 6. 
Определите се объем п площадь сечения. прохо- 
дяшего через сторону основания нерненднкуляр- 
но к боковому ребру. проливолежазщему этой 
стороне. 

3. Что значит «265? Докажите, что если а>6 
п 62, то ас. 

3. Расположите п 
следукицие числа: 

65 61 


1 940 63: 55: (а 33°; ры }. 


порядке возрастания 


хх —1 
г я 


5. Докажите, что если [(х) = то 


2х2) НГе-х- = 4х- 4. 
Верно лн обратюс утверждение? 


Вариант 2 
г. Решите уравнение 
[5 х-Е эт 2х | (2х.—5) == нь хз 2х. 

2. В кубе АВСОА,В, С.Р, с ребром длины и 
последователыю  сосдинены середины ребер 
АА,. ЛВ, В, Су, С.С, СО. А и АЛ,. Докажите, 
что полученная фигура — правильный шести- 
угольник и вычислите его площадь. 

3. а) При а=Ь=2 раните уравненне 

шо | + ЕР 

х х-1 х—| 
6) Изобразнте на коордиватвой ихоскости мно- 
жество точек А (а; 6). для которых это уравнение 
имеет едниственное решенис- 

4. Расположите п порядке возрастания сле- 
дующие числа: Е 


0. 


Ч ———= | 
№ 
п 09--- 


Рис. 1. Рис. 2. 


Е: 
0.02; 1; 0,85; ьЕЕ 0,762; —с0$ 571°. 
5. Докажите, что при а= — 12 н 6 =17 ианболь- 
ее зиачение выражения [2х ах--6 | иа отрезке 
[2; 4] равно 1. Верно ли обратное утверждение? 


Физика 

Задачи устного экзамена 

1. Стержень, составленный из двух однородных 
кусков одинаковой длнны, является основанием 
равностороннего треугольинка (рнс. 1). Масса 
одного куска стержня вдвое больше массы дру- 
гого куска. Стержень подвешен за концы на двух 
невесомых нитях. которые служат боковыми сто- 
ронамн этого треугольника. Какой угол @ с го- 
ризонтом образует стержень а положении рав- 
новесия? 

2. Математический мантник состоит из шарнкз 
массой п==50 г, подвешенного на иити, длина 
которой [=1 м. Определите наименылую снлу 
натяжения нити, если шарик проходит через 
положение равновесия со скоростью из=1.4 м/с. 

3. Тело соскальзывает с наклониой плоскости, 
длина основания которой /=2 м. Коэффициеит 
трения тела ‘® плоскость д=0,2. Опрелелите, 
на сколько градусов повысится температура телз. 
ссли а==30 % выдезившегося количества теплоты 
пошло на нагревание тела. Удельиая тепяо- 
емкость материала, из которого сделано тело, 
г—=0,84 кДж/(кг-К}. 

4. И№и пормальном зтмосфериом давлении 
некоторую массу воды нагревают до темнературы 
кипения, пропуская через нее пар при темпера- 
туре {„= 100 °С. Во сколько раз увеличится мас- 
са воды, когда опа достигиет температуры 
кипения? Начальная температура волы (=20 °С, 
ее удельная теплота варообразовзния 
==2,3-10° Джу/кг. 

5- Два сосуда, в которых находятся олннако- 
вые массы воздуха ири одинаковой температуре. 
соединяют тонкой короткой трубкой. Какое дав- 
лсине воздуха будет в системе после соединения? 
Первоначальное давление в первом сосуде р-= 
—6.6.10* Па, объем первого сосуда в три раза 
больше объема второго сосуда. 

6. Дра пика. имеющих одинаковые заряды 
а=3.3.10® ‚ иодвешены на одной высоте 
на тонких невесомых нитях равной длнны (рис. 2}. 
На одннакойом расстоянии от этих шарикон и на 
#—=20 см киже них расположен заряд ©. Оире- 
делите величниу этого заряда, если известно, что 
нити висят вертикально, и расстояние между ни- 
мн (= 30 см. 

7. Дал конденсатора. рассчитанные нз мзк- 
снмальное напряжение И=300 В каждый. но 
имеюшне различные емкостн С,=500 нФ п 
Сз==300 пФ, соединены носледовательно. Какос 
нанбольшее напряжение можно приложить к та- 
кому составиому конденсатору? 

8. Рассчитайте велнчину добавочного сопро- 
тивлення, которое нужно нрисоединить н милли- 


г = 


Рис. 3. 


амнерметру с внутренним сопротивлением Юо== 
==! кОм и током полного отклонения =] мА, 
чтобы получить вольтметр с пределом измерения 
(—600 В. Вычнеслите также наибольшую мощ- 
ность, которая будет выделяться в этом сопротив- 
лении и в рамке ирибора. 

9. С помощью построення найдите нзобра- 
жение светящейся точки (рис. 3). 

10. Определнте расстояние наилучшего зрения 
для человека. которому нужны очки с оптической 
силой О—=--3 дптр. 

Публикацию подготовили 
Г. В. Ефошкин. В. А. Гонян 


Московский 
государственный 
педагогический институт 


им. В. И. Ленина 


Математика 

Письменный экзамен 

Вариаит | 

(математический факультет) 

1. Сумма цифр трехзначиого числа равна 12, 
сумма цифр его сотен п десятков кратна 9, 
Если от искомого числа отнять 99, то получится 
число, записанное теми же цифрами. но в обрат- 
иом порядке. Нанднте первоначальное чнсло. 
Зах РИ 9л-+ 2х 

з | 6 


2. Решите урзаяеиние; с05 


1 
+ - 
3- В правильном тетраэдре $АВС через его 
вериниу 5 проведена илоскость Л, перпендику- 
лярмая к плоскости (АВС) и параллельиая (АВ). 
Найднте площадь ссчения тетраздра плоскостью, 
еслн ребро тетраэдра имеет длину а. 

4. Решите урависние 4:—10-2'-'—24=0. 


4 1 29 
5. Вычислите 5 5 — 4 т8 +3 30 :(55.65:5.3—- 
—9.48} - 
Вариант 2 


(физический факультет) 


1. В основанни прямоугольного параллеле- 
нииеда лежит квадрат. Объем параллелепипела 
равеи г. Найдите длиму стороны основання, при 
которой полная поверхность впарзллелепипеда бу- 
дет наименьшей, п вычислите величину угла 
между диагональю параллелепипеда с наимень- 
шей нлощадью поверхиости и плоскостью его 
осиовання. 

2. Решите неравенство 1сл (х—4) {10р4 (х— 
—10)>2, 
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3. Найдите объем пирамиды, основанием 
которой служит прямоугольмый треугольник 
с гипотенузой длиной 6 см ин острым углом 
с величнной в 30°, если боковые ребра изкло- 
нены к плоскости основания под углом а==45°. 

4. Решить уравнение 


Зет (7 +6х) 


51 х--с05* х= 3 
Вариант 3 
{индустриально-педагогический факультет) 


1. Двое рабочих, работая вместе, выполняют 
некоторую работу за 6 дней. Если каждый из них 
выполнял бы эту работу один, то первый из них 
потратил бы на 5 дней больше второго. Опре- 
делнте за сколько дней каждый из них в отдель- 
мости может выполнить эту работу? 

2. Решнте уравнение 

эт 6х—$ м х=$ 2х. 


3. В цилиндрическом колодце, внутренний 
днаметр которого 2,5 м, прибыло воды на 30 см. 
Сколько кубометров воды прибавилось? 

4. Решите уравнение 


2= 3/52. 
5. Укажите промежутки возрастания н убы- 
вания функини у 


у —97х-415. 


Вариант 4 

{географический факультет) 

1. Населенне города за два года увеличилось 
< 20 000 до 22 050 человек. Найдите средний еже- 
-годный процент роста населения этого города. 

2. Решите уравнение 


{т 2х-4-со$ 2х)? = ем, 
3. На одной из параллельных сторои трапе- 
ции взята точка А, на другой — точка В. Дока- 
жнте, что отрезок АВ делится средней линией 
трапеции пополам. 
4. Постройте график функции у=х?— 6х? 
9—4. 


Физика 


Задачи устного экзамена 

1. Два бруска массой пи=0,4 кг и т2=з0,6 кг 
явнжутся без трения равноускоренно под дейст- 
вием силы (Р=2 Н), приложенной ко второму 
бруску. С каким ускорением движутся брускн? 
Какова сила натяжения связывающей их нити? 
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2. Шарик массой т==100 г подвешен к нити. 
В натяиутом положении нить расположили го- 
ризонтально, м отпустили шарик. Чему равна 
сила цатяжения нити, если она Е даикый момеит 
образует с горизонтальным направлением угол 
а—=30°? Какой прочностью на разрыв должна 
обладать нить, чтобы ома ие оборвалась Е дан- 
ном опыте? 

3. Тело весит в воздухе Р=З Н, в воде 
Рь=1.8 Пи и жилкости с неизвестной нлот- 
ностью — Р„-=2,04 Н. Какова плотность жид- 
кости? 

4. Горизонтально летящая пуля попадает в де- 


"ревянный брус, лежащий на гладкой горизон- 


тальиной плоскостн. н пробивает его. Определите. 
какая часть эиергии пули перешла в тепло. 
Масса пули т=!0 г, масса брус М=1 кг, 
начальная скорость пули »о=500 м/с, скорость 
пули после вылета о—=300 м/с. 

5. При изготовлении льда в бытовом холо- 
лильнике потребовалось 1, = 16 мии для охлаждсе- 
ния воды от 7,=7289 К до 7Т»=273 К н еще 
13=1 ч 20 мин, чтобы превратить ее в лед. На 
основании этих данных определите удельную теп- 
лоту отвердевания воды. Удельная теплоемкость 
воды с=4,2.10° Дж/(кг-К). 

6.. В комнате затопили печь, и температура 
подняяась с #{=216°С до #2=21°С. Давление 
воздуха в комнате прн этом ис изменилось. 
Какая часть воздуха мила на комнаты? 

7. Определите ЭДС. и внутреннее сопротивле- 
ние источиика тока, еслн при силе тока /=2 А 
во внешней цеин выделяется мощиость Р‚=3 Вт, 
а при силе тока 1:4 А — моиность Р»==4 Вт. 

8. Электрическая плитка имеет в нагревз- 
теле две секции. При включении одной секция 
вода в кастрюле закипает через т=8 мин. а при 
включении второй (без первой) — через 1›= 
—=20 мин. Через сколько мниут закнимт вода 
в кастрюле, если обе секции включить: а) парал- 
лельно? 6) последовательно? Условия нагревания 
во всех случаях одинаковы. 

9. На дне сосуда. наполнениого волой до 
высоты Н=? м, находится точечный источник све- 
та. На поверхности воды илаваст круглый диск 
так, что центр диска находится над источником 
света. При каком минималыюм раднусе диска 
ни один луч света не выйдет через поверхность 
воды? Коэффициент преломления воды п= 4/3. 

10. На каком расстоянин от линзы с фокусным 
расстоянием Р=20 см нало ноставить предмет, 
чтобы его действительное изображение было 
в Г=4 раза больше самого предмета? 


Публикацию подготовили 
А. В. Жмулева. 
О. Ю. Овчинников 


Огветы, указания, решения 


Отражение кривых и преобразования формул 
(см. с. 29} 

1. Мл им Си; —х). 

2. а) у-=/(—х); 6) у=—/(х); в) у); 
гии ([х|); дду= И (х)—2| +2; е их |); 
ж) у=7 (1— |х—1|); 3) у=! (1+ |х— 11); 

ни) у —Нр—х): 

см. также рис. 1. 

3. а) /(—х, у)==0; 6) /(— |х|, у)==0; 

в) А (х. —и)=0; г) /(хь у) =0; 

д) (хи =0; 9) РхЬ [и ==0; 

ж) (|х|. — |910) =0; з) (--2|х|, 21у|)=0; 

и) А— [хи 2х |, З1у|)=0; 

см. также рис. 2. 

4. а) у=||х|-—1[ 6) у=|||х|— 21—11; 

в) [и = х|-— 25 г) || =2— |х|—2|; 

д) |и|=2— |||х|—1|—2]|; 
е) [иу|[=38— ||] х1[—11!—2|; 

ж) 2]у|=1х|-—21-— 1х1 +4. 

Указание. Обратитесь к графику функции 
у=|х|—х п используйте его для получения 
изображенной фигуры пм зконструированиях 
подходящей формулы. . 


3) 2и|=х|-4|—|х|+2|. Указание. 


Воспользуйтесь указанием м предыдущей зэ- 
даче 4, ж. 

и)|у|=|х|— |х—2|—х--2. Указание. Рас- 
смотрите график функции у=/(х)—|х|, где 
{(х) — функция с эзигзагообразиым» графи- 
ком, часть которого, лежащая п верхней полу- 


Рис. 1. Рис. 2. 


й 


плоскости, совпадает с ломаной, изображенной 
на рис. 4, и (в статье). 

к) |[х|==|у—1|—1| —|и—3|—уУ+3. Указа- 
ние. Воспользуйтесь приемом, предложен- 
ным п указании к задаче 4, и. Рассмотрите 
в данном елучае х как функцию от у, графиком 
которой является часть ломаной, изображен- 
ной на рис. 4, к (в статье), лежащей п правой 
полуплоскости х> 0*). 

5. а) 1; 6) 1—5; в) 1; г) 3—5; д) 1-3; е) 3; 
ж) 1—3; з) 4; и) 5; к) 1—5. 

Здесь цифрами 1, 2, $3, 4, 5 обозначены сим- 
метрии относительно оси Ох, оси Оу, начала 
координат, прямой у=х и прямой у=-—х соот- 
ветствеяно. 

6. Графики изображены на рисунке 3. 

7. Достаточными (но не необходимыми) будут, 
например, следующие условия: а) [(х, у)= 
= (5х, — 5); 6) А (х, у)=/(—х, у); в) Ё(х, у)= 
=/(—х. —9); 9 Их. ужи. х); д) Их. у= 
=И(— и, —х). 


Избранные школьные задачи 

1. Ответ: 493 цуля. Указацие. Количество 
нулей, которым оканчивается чнсло №=1-2-3.... 
...-1983. равно количеству пар множителей 2 и 5. 
которые можно образовать после разложения 
чнела № на простые множителн. Поэтому нужно 
подсчитать. сколько раз множитель 5 входит в та- 


1984 
кое разложение (оказывается. что Пе = 


в: [=] [я | ЯР ] раз), н убе- 


диться. что множителей 2 булет больше. ({[х| — 
целая часгь числа х.) 
2. Указзние. Справедливо следующее полез- 
ное тождество: Е 
2а*-- 25-2 —2а6— ве —9са= 

= (а—6)24+- (6— с)? (с—а)?. 


*) Для решения подобных залач можно вос- 
пользоваться общим методом конструирования 
уравнений ломаных, содержашимся п решении за- 
лачи МЗ48 (см. «Квант», 1984, № 5, с. 41). 


[21+ [51 >17 


. 


2. у-2=0 


Рис. 3. 
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3. Ответ: нолпробирки было заполнено через 
59 мипут. 
4. Отвст: пусть В* — точка нлоскости, сим- 
метричная точке В относнтельно данной прямой; 
тогда точкой М являетси точка пересечения 
данной нрямой с прямой ЛВ*. Замечанне. 
Еслн Д* — точка, симметричная точке А отно- 
сительно данной примой, то данная прямая и пря- 
мая Л*В пересекаются п той же точке М. 
5. Ответ: 246/ (а--6). Указание. Пусть О — 
точка пересечення днагопалей АС п ВЛ тране- 
ции АВСО, а МХ — отрезок, о котором ндет речь 
в условии (нричем точка М лежит па боковой сто- 
ронсе АВ). Для вычисления длины МО можно 
воспользоваться тем, что 

ААВО -- АМВО, АВАС — АМЛО. 


6. Указание. От противного: еслн бы оказалось. 
что Юва 18== е ‚ то нмело бы место равенство 


22-932 п оно возможно (почему?) - 

7. Ответ: примая у=|. из которой выколоты 
все точки (18/2; И. ЕЕ. 

8. Ответ: уравнение пе имеет корней ни прн 
каком натуральном п>1. Указание. Необхо- 
димо воспользоваться иеравенством 51051. 
9. Ответ: ие обязательно. 

10. Ответ: три прямые. Указанис. Дая дока- 
зательства нужно привести пример трех прямых. 
удовлетворяющих условию задачи, и объяснить, 
почему большее чнело таких прямых существо- 
вать не может. 

11. Ответ: можно. Указание. Рассмотриге 
1984 натуральных числа, следующих нюдряд за 
числом 


1-2.3-...-1985- 1. 
12. Ответ: 0. Указанне. Снраведливо сле- 
дующее нолезног равенство: 


або с®им. а>>0, $>>0, с>0, 6-1. 

‚13. Ответ: 248<х<(л/2)428л, АЕЙ. Ука- 
зание. Докажнте предварительно следующий 
полезный факт: если значение х таково. что 
0 5т х<!. то для этого звачення х выполнено 
неравенство \/ 51 х>>511? х (аналогичное утверж- 
дение верно н для косинуса). 

14. Отает: параллелограмм. Указание. До- 
статочно убелиться, что 


[ММИЕМСИОР|. [МОИМ]. 


Таким образом: еслн последовательно соединить 
отрезками середины сторон произвольного прост- 
равственного четырехугольника, то получится 
плоская фнгура — параллелограмм. 

15. Ответ: правильный шестнугольшик. Ука- 
зание. Еслн АВСОА.В.С\.0, — данный куб 
(АВСР — нижнее оспованне. АД:, ВВ, ССа, 
Ор; — боковые ребра}. и пучок лучей света 
параллелеи днагонали куба ВПО:. то тень яв- 
ляется шестиугольником с вершинами в серединах 
тех ребер куба, которые ие примыкают к нер- 
иннам куба Вн 0. 


Московский физико-технический институт 


Математика 
Варнант 1 


1.10; о [. 


1 
2: 5. 


Указание. Данное уравнение равно. 


снльно уравнению бх—3--\Ух \6х—3=0. Ирин 


1 
Х= 5 левая часть этого уравнения равна нулю. 
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и ирн х> 1 положительна, 

3. г=3, г2=12. Решение. Касательная {, 
имеющая уравнение у= ы (х—6}. пересекая 
оси Ох и Оу п точках В (6; 0) иС (0; -8). 


На осн Оу существуют ровно две точки @ в 
О2 (рис. 4). являющиеся центрами окружностей. 
касающихся оси Ох п прямой {. Прямые (4,8) 
н (028) пернендикулярны и являются биссек- 
трисами внутреннего угла В н внешнего угла В 
треугольника ОВС соответственно. По свойству 
биссектрисы угла треугольника В Е 
[ОСТ 18С] 


=. Кроме того. |0О0:|-+|@:С|]=8. Поэтому 


= |ОО:|=3. Из подобия прямоугольных гре- 
угольннков ©0.0В п @.ОВ следует, что го== 
= |049, |= ОВ |2 

2 1091 у 

л л л 
4. { ( г 4 лл; ль) з (2 1": — 5 +ли) : 
({ —атс\ы Злл; @ аго ЗЕ лт)р (, т. п ЕЯ). 
Указанне. Числа т ср х, 2 со5(х-ри). 4 зт Эх, 


16 $1 (х—1/) образуют гсометрическую прогрессню 
тогда п только тогда, когда эти числа отличны 
от нуля: - 
сё х5Е0. соз(х-Ну) 320, < 2х0, зт(хЬ-ф у) 520, 
и выполнепы равенства 
ы ср х-4 эт 2х== (2 05 (х-у) )?, 

2 с0$ (ху) - 16 зн (х—и) = (4 чт 2х)". 
Решая полученную систему, получаем ответ. 
5. И=4; плоскость Р делнт отрезок АС п отно- 
шенин 3:13. Решение. Онустим из точкн № 
перпендикулир (№\№,) на плоскость АВСО. По- 
скольку (ВВ.С.С) 1 (АВСЬ). а МЕ (ВВ, С.С). 
основание А; нерненликуляра (№№;) лежит на 
прямой ВС (рнс. 5). При этом (ММ) ВВ)). 
№, 6 [ВС]. |8м№,|:|№,С]|=2:3. Высота призмы 
ранна длине отрезка №№, Следовательно. се 


Рис. 4- 


объем У = двер  |М№!| = 5 мС1.1805] - 


А |. Треугольник МАМ, прямоугольный: 
ВАА |= УРНЫ [А |. Учитывая, что по 
условию |АС|=4, |ВБ |=, | МА |=4/5, получим 
1 —— = и 
У - 4.2.5 мм =45— ММ. 


Остается найти длину отрезка МА. 

Пусть О — точка нересечения днагопалей ром- 
ба АВСО. Гочка. симметричная точке М отно- 
сительно О. лежнт на отрезке ВС. делат его в от- 
ношении 2:3. считан от точки В, и, значит, 
совнадает © точкой №. Таким образом. О — 
середина отрезка МА’,: | МА | =2|О№, |, В ром- 


бе двор |ВОо]=ь |ОС]=2, (ВО) 140С}. 
Следователыью, |ВС|=-/5. |ВМ№, |= бен о— 
. 5 


— 
= = где а=ОВС. Ио теореме косинусов для 
аи ОВА, имеем 
Ом |? == 180174 ВА |— 

--2 180 |+] ВА, [соз ==, 

Отсюда |ОМ, | == МО, ММ |2 ИА. 
Для ответа на второй вопрос задачн докажем 
лемму. 
Лечма. Пусть АЕ, п МАМ — точки прост- 
ранства. расположенные на ненараллельных 
прямых (АА, ) и (А1А'). Пусть нз всех нлоскостей, 
проходящих через прямую (М/^). выбрана га 
плоскость Р. проекция на которую отрезка АЛ: 
ямгет миинмальную длину. Тогла плоскость Р 
перненднкуляриза плоскостн МУМ;,, где М — 


такая точка пространства, чго АЙ, =, 
Доказательство. Пусть К — оснсваине нпер- 
неидикуляра, опущениого нз точки №, из (МА), 
л Р. — наоскость. прохолянан через прямую 
(МА) в нернендикулярния прямой (А.К) (нлос- 
кость Р, периепликулярна плоскостн МММ}. 
Докажем, что Р» и есть Р что завершит доказа- 
тельство утверждения. 

Возьмем произвольную плоскость О, проходящую 
через нрямую (41) и огличную от плоскости Р,. 
Обозначим через /. основание периснднкулира. 
опущенного из точки №, на плоскость Р_ (рис. 6}. 
Прозерим, что длина |2^№| проекций отрезка 
№№ на плоскость О больше данны 1^м| проек- 
нии этого отрезка на плюскость Р, (поскольку 
проекции отрезков АА; н №,\№ на любую нлос- 
кость одинаковы. это ни булет означать, что 
Р.=Р). По ностроенкю, (А.А) 1 (АХ). Применяя 
теорему о трех нерпендикулярах. получаем. что 
и (К) (КМ). Но это означает, что треуголь- 
ник /.КМ№ прямоугольный. а отрезок АУ — его 
гипотенуза. Следовательно, {|/\|>]|КМ|. Чго 
н требовалось доказать. 


Вернемся к решению задачн. По построению 
А, ^!-=АА,. Следоватегныю, в снлу доказанного 
утверждения. плоскость Р  нернендикулярна 
(МАМ,). Поскольку и (АВСО) Г (МА, янния 
пересечения (МЕ) плоскостей Ри (ЛВСЬ) пер- 
некдикулярна плоскости ММА. В частности, 
(МЕ) 1 (ММ). Обозначим через Е точку пере- 
сечения прямых (МР) н АС (Е — точка пере- 
сечения плоскости Ре нрямой (АС)). В треуголь- 
нике ОМБ |МО|=1=|00|. Ноэтому ОМО= 
=ОРА=0ОВС==а. Угол ЕМА — прямой, Сле- 
^х и. С 
довательно, д. ЕМА = 180°— ОМР-ЕМА, = 


—=90°—а=ЕАД. Таким образом,  треуголь- 
ннк АЕМ — равнобедренный и 
3 
бр сьсИИЕ 5 № 
МЕЕМ | ть в _ 2 м 
5 


Поэтому точка Ё делит отрезок АС в отношении 
: с 3 3 , 
[АЕТ: [ЕС |= а: (+ т ) == 3:13. 
Вариант 2 


09; —З] 0 че, 


2. х=в агсзт 


+ (@1+0я (62). 


3 
Г 24 м- - — 
4. МАВАтс 2: бл: Звери. 
3/2 Ге з 
$. = ВЕ Еее ; а баотг. 


4(1—2 с05 а) соза 
Варнант 3 
1. | 8: - 20] 0: 2 [. Е 
2. .=лА: дрезаго5т - НЯ (21-51) (Е. ТЕХ). 
р 


} Е у 
3. | (5. ".). ( (юз 6); (1орь 3) *}|- 


т а Е 
5 $=20\/5. 


вк а зн 
59 э-/ ВЕ ани 3 УЗ). 


р. 
4. ВАС—=агссо$ 


Рихг. 6. 
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Физнка 
Вариант 1 
1. Из того, что центр масс стержвя изходится 
в стыковочном сечении, п составляющие стержень 
цилинары имеют одинаковые сечения (5), но из- 
готовлены из различных матерналов. следует, что 
длины цилиндров различны. Обозначим их через 
1 и 1. Тогда массы цнлиндров равны соответ- 
ственно 
т! =0/$ м 112—045. 
Занншем условие равенства моментов сил тяже- 
сти атносительно центра масс системы: 
1 | 
пав — =т28 — .- 

18 р] 28 в 
Отсюда получаем 

т. {ти 2. 
2. Из данной изотермы ясно, что сначала водяной 
пар, содержашинйся в воздухе. неиасышенный. 
В точке 2 он становится изсыщенным п остается 
таким на всем участке 2—8. Таким образом, отно- 
снтельная влажность в точках 2 н 3 равна 160 %; 


поте чрате 100 Ж. 
Для точки / имеем 
Ра 00 %— Рой 100 %— и 100 %= 
| 


на 2 


фи 


р 
== — 100%. 
р % 


3. Если коидеисатор вначале не был заряжеи. 
после замыкания ключа по цени проходит заряд 
С&, источник тока совершает работу С®*, в кон- 
дснсатор приобретаст энергию С. Согласно 
закону сохранения энергии, количество теплоты, 
выделившесся на резисторе. равно разности ра- 
боты источника и энергнн кондеисатора: 
9=087—06/2= ©67/2. 

Теперь рассмотрим случай, когда вначале правая 
пластина копденсатора была заряжена. Обозиа- 
чим этот заряд через 9. В этом случае еще до за- 
мыкания ключа в конденсаторе есть электриче- 
ское поле с напряженностью Е=д/ (2е.$). и это 
поле обладает запасом электрической  энер- 
гин Ш ==5Е254/2=47/(8С) (здесь $ — площаль 
нластин конденсатора, & — расстоянне между 
пластннами, С= 55/4 — емкость конденсатора). 
Что пронзойдет после замыкания ключа, когда 
разность потенцналов между пластинами станет 
равиой @> Отметим два важных обстоятельства. 
Во-первых, имеющийся зарял 4 не изменнтся: 
включенне батареи приводит только к его пере- 
распределению. Следовательно. можно исполь: 
зовать закон сохранения заряда. Во-вторых, даже 
при замкнутом ключе две пластины не представ- 
ляют собой конденсатор в обычном смысле это- 
го слова, так как полный заряд не равен нулю 
н электрическое поле иместся ме только между 
пластинами, ио и снаружи. Однако в ‘данном 
случае энергня электрического поля вне пластии, 
в силу неизменностн общего заряда. остается 
одной н ТОЙ же. Меняется только энергня поля 
в пространстве между пластннамн: 


ев 


АЙ = о — ВС - 


Пусть на левой нластнне теперь булет зарял у, 
а на правой $2. Из закона сохранения заряда 

9: + 92==4. {1} 
Заряд 4: создает поле © напряженностью 
Е: =9:/ (2203). а заряд 4: — поле с напряжен- 
ностью Е?=92/ (265). Результирующая напря- 
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женность равна Ё-—Е1== (42—91}/ (22.5). С дру- 
гой стороны, (Ё:—Е')4= @ Поэтому 
92— Ч -=96е5]4=206, (2) 


Из равенстве (1) и (2) получаем 


41= и --06, += ы: +06, 


А4=492-—-9= с6- 9/2. 
Этот заряд Ад и мротек через источник, поэтому 
работа источника равна 
А= даб (С6—9/2)$. 
В соответствии © законом сохранения энергии, 
А-АШ-О. 


или 
ЗА Со сё? 
(8-0 в- (9-8) +58. 
Отсюдз получаем 
4=4С6. 
4. Из условия задачи вндио, что лниза — рас- 


сеявающая. Тогда из формулы линзы {запнсан- 
ной для данного случая) 


| | 1 


. ор 
найдем 
=Р/2. 
Увеляченне предмета 
Е 
А а 


откуда размер предмета 


вит 2н=2-07 ачы: 


Варизнт 1 


1. а==агссоз /0.25 =60°. 

2. АН =Е/4 (левый поршень расположится посе- 
редине сосуда). АБЬ=О (нри достаточно большой 
скорости диффузнн правый поршень ирзактически 
не, савинется г места). 

3. ТА22.4 ч. 


24-Е 


4. 4< Е, ее 2 см. 


Московсинй ннститут электронного 
машиностроения 

Математика 

Варнант 1 


|. ея, же 8 + 2т (2.162). Указанне. 


Уравнение равносильно снстемс 
уп х=3 102 х, 1 х=С0. 


оны 2 —_— 
2. У= т \/357—а?, $ а 5/35: а*. Указа- 
нне. При вычислении площади сечения $ вос- 
: | 
нользуйтесь равенством У== 5 55. 


3. Неравенство ху означает. что х— 20. 
Утверждение задачи следует низ очевидного 
равенства а— с== (ав) + (В -г). 

д ь 65 _ 61 аа 
4. 0.37 < [6 33 <1< 63 < 59 < 18 3145). 
Указание. 1ю(--314°) = 4 46°= те. но 
1-1 1? га 
1—1 1° 


ое аь 1 По 
о 50 > 186 > 65. Поэтому 


2 2 61 
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Е. 


5. Верно. Решение. Требуемое равенство легко 
нроверяется. Докажем обратное утзержденис. 
Нусть некоторая функция при любом х удовлет- 
воряст условкю 2(х--2) + (—-х— 1) =х 4 4х4 
Нодставляя в это равенство вместо х выраженне 
—х--3. нолучнм 27 (—х—1) + (х-2) = (х43)?— 
—4(х--3)-+4.. Вычитая из первого равенства, 
умноженного на 9. второе. получим 2/(х-42)= 
—=х?--6х-{7. Замсинв здесь х на х—2, получим 


з З —- 
научное оучету = А, 


“ 


Варнаит 2 
28: 

ао, хе л (2) 4%, ГЕЙ). Ука- 
заине. Ири 5 хз 2х>0 урависние пирннин- 
мает вид 2х—6=|, откуда х=З, но эт 3-Е 
5т 6<0. При зш х-4-;т 2х<0 получиы х=8. 
но эйр 7-1 4>>0. Остается случий эйр х-ЁЕзт 2х-= 
=0. 

а За?\3 


1. = 


. Указание. Отрезки. соеднияющие 


середниы неречисленных ребер с пентром куба, 
нерненанкулярны диагонали ВБ, и погому 


лежат п одной плоскости. Кроме того. длины. 


этих отрезков равны. Отсюда легко следует, что 


{ 
шестиугольник правильный с длиной стороны Е . 
1 
3. а) х=— 5: 6) см. рнсунок 7. 


Указание. Урависние равносильно системе 
„а-2)х?-+ (2. 26) х—а=0*. хэ=0. хэЕ, хе |. 
Квадратное уравнение (а5=— 2) нмеет сдинствен- 
ный корень пря о 


и: (1---5) "+ а" 2а=0. или. 


нначе, при ($ -1)?4 (а- 9 =1. При а=—2 ири- 
холим к уравнению (2—2В)х=--2, которое имеет 
елниственный корень прн 651. Уравнение (+) 
умеет корень х:1=0 лрн а=0. Лри этом х.=Ь |. 
Поэтому у исходного уравнения будет п этом 
случае едниственный корень, если 6522, 6-21, 
Ь 0. Аналогично рассматриваются случан х,=1. 
х:=— |. 


| т 
4. 0.02-=0.85< - с0${ -571°) < > < \0.762<1. 


Решение. Все неравенства. кроме 
со5(  571°1=с0$ 31°>>0,85, проверяются без 

труда. Докажем, что со$ 31°>0,85. 

с0$ 31°=<0$(30°- Р) = 


—=605$ 30°-с0$ |°  зт 30°- зн |”= 


== 5 (3/3 со» 1? зтЕ)= 
1 я 5 не Л 
—= 5 5-5 ==) > 


эн.) 


ой х 
а ео - 
\ к д? 


п 
5 9280 > 


^ дл 
>0:86-* — л 
во (1+) >0.86--0.01>0.85 


{мы воспольыювались неравенством эш хх пирн 


х>0 н вытскающим из него неравенством 

с9$ > > при х>>0, а также тем что л<3,2). 

5. шах Илх)=1. Обратное утверждение (ссли 
2х4 

пах |2 ах-+-8|=1. то а=--12 п 6=17) 

5х4 


снраведлнво. 
Указание. Функция {(х) = |2х2—12х-417| 
принимает наибольшее значение ш одной из точек 
Х=2, х=3 или х=4. 
Аля доказательства обратного утверждения 
следует заметить, что при выполнении условий 
задачи справедливы неравенства ] (2) = 1, #(3) 1 
п {(4)<1 иль 
[82245 |551. [18+ За- 6 | =Ти [32-Е 4а--ё |<! 
Из первых двух перавенств © использованнем 
неравенства |и— о |5 [и |-+ ||. получаем [а 
+10] 52, а из второго и третьего — |4+м т 
откуда а=-— 12. 
Физика Ч 
1. а==аге! ( 1/63) —6°. 
2. ти {1-07 (281) ) 0,44 И. 
3. АБ=аря!/ с 14-10 К. 
4. ие. ЦИ 5. 
$. р’=3/2р10? Иа. 

41-4? )3/2 
во Я — 38-1056 Ка, 
7. Ок (ГЕ С/ С?) =350 В. ы 
8. Ю.—=Ш/--Юо—=599 Ом; Ру=15В;=0,599 Вт: 
Ро Юо= 1 мВг. 
9. См. рисунок 8. 
10. Час] 1-0) =193 см (здесь 4о=95 см 
расстояние нанлучтего зрения для нормального 
глаза). 
Московский государственный педагогический 
институт нм. В. И. Ленина 
Математнка 


Варнант 1 
1. 453. 


Рас. 8. 
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Рис. 9. 
= +1 
2. х=={--1} г" + 


м 


лЕ2). 


22/6 
3—5. 
4. (3}. 
441 
5. 445 - 
Вариант 2 


1. З/ь: агсУйт 


х 
4. х= 16 (2+1 (ЕР. 


Вариант 3 


1. [5 дней; №Ю дней. 
7: 2 
2. хи 5: = +—— ЕР). 
15 
3. 32 ^ м3. 


4. {1}. 

5. Возрастает прин хЕе]}—о; —З! и 
ХЕ] 3; + <о |. Убывает нри хе |] -—3. 3]. 
Варнант 4 


при 


1.5%. 

ААС ИИ 
2. х=(—1) 12 + — 4 
4. См. рисунок. 
Физика 
1. а= РА (гит) = м/с?; Г-=лиа==0,8 Н. 
2. Т=Зти т а==1,5 Н; Т„„‹=Зтеа3 Н. 

р-р 

3. бж=ои рр. = 800 кг/м? (здесь „= 


=1000 кг/м? —- плотность воды). 
ве = я и. 0.64. 
5. ее, —Тчйи 3.36. 10° Дж/кг. 
6. а= 1 —-7,/Г:=0.02. 

п рй ФР, 
3. = Е зы И = 28: О 
о Е ' Г: 
—0.25 Ом. 
8. тужатьта/ (11-Е тр) 225,7 мии: Тат, --12=228 мин. 
9. г= Н/У и? 122.3 м. 
10. а=Е-ИГ) =25 см. 
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Шахматная страничка 


в 


Коисультирует — чемпион 
мира по шахматам, между- 
иародный гроссмейстер А. Е. 
Кароов. Ведет страничку мас- 
тер спорта СССР по шахма- 
там, капдидат технических 
наук Е, Я. Гик. 


ФАНТАСТИКА 
НА ШАХМАТНОЙ 
ДОСКЕ 


Мы уже познакомились 
< творчеством всех четырех 
советских гроссмейстеров по 
шахматной композиции. В 
нашей стране есть также 
несколько международных 
мастеров по композиции. Ста- 
рейший из них — Александр 
Казанцев. Возможно, кто-то 
нз читателей знает его сов- 
сем по другой линни, ведь ои 
известный писатель-фантаст, 
автор популярного романа 
«Пылающий остров». Фанта- 
стические сюжеты использует 
писатель и в своем этюдном 
творчестве. 


А. Казанцев, 1947—1948 гг. 
Н 


1. 96 КЬ5. В случае `1... 
Кс4 к нинчьей ведет 2. де Креб 
3. е8 К! СВВ 4. 17 аЗ3 5. Крё8 
Кр:е6 6. Кр:№8 Кр!7 7. Ка6-+- 
Кр!8 8. К:с4 а? 9. Ке5! а1 Л 
10. Ка7-. 2. де Кроб 3. е8 К! 
С18 4. ВТ а3 5. Кре8 Кр:е6! 
6. Кр:В8 КрЕ7 7. Ка6-- Кр(8 
8. К:Ь5 а2 9. К94! аЕЛ! 10. 
Кеб {+ Кр7 11. К98- Крёбв 
12. Крё8 Ла8 13. К 
Третье чудесное превращение. 
13... КрЁб 14. К{7. н белые 
спасаются. В процессе реше- 
ния на доске произошло не- 


вероятное событие — почти 
полностью сменился состав 
фигур! 


А. Казанцев, 1954 г. 
ичья. 

1. КрЕ2 Фа? -| 2. С{2 Крсбв 
3. а7 КрЬь7 4. а6-|- Кра8 5. 
Фа1 СЬ2 6. ЗИ ФаЕ 7. Ск1 
Фе2-- 8. КИ2! Удивительное, 
почти фантастическое поло- 
жение. З& восемь ходов не раз- 
менено ни одной пешки, а все 
белые фигуры оказались запа- 
тованными. У черных выбор 
между матом собственному 
королю {если фераь покинет 
вторую горизоиталь) и патом 
неприятельскому. Второй ва- 
риант предпочтительнее, и по- 
тому — ничья. Автор этюда 
признался, что это одно из 
любимых его произведений, 
в, нем впервые так ярко уда- 
лось воплотить невероятное. 


СХ ЗА 
ВАХ ЗЕ 


о 
К 


ры 
р 


© х хх 
. Казанцев, 1979 г. 
Выигрыт. 

1. Кев! Ф:84 (Матом закан- 
чивается дело после 1... 4е 
2. 96 еа 3. Ф:е6 -|- Се? 4. са 
КрЁ8 5. 4е-- К:е? 6. Ф:16-+ 
КрЕВ Т. К:В6Х) 2. С:е61 4е 3. 
96 Фа 4. К&Т-+ С:57 5. 
Ф{7-! Кр:{7. Белый король 
сражается один против целого 
черного воинства: короля, 
ферзя, ладьи, слона н двух 
коней! К счастью, пешки ока- 
зываются верными слугами 
своего предводителя. 6. ев -|- 
Кр!8 7. 97 Ь4 8. 24 Ъ31 9. сь 
КЬ5-- 10. аъ есь 11. 48Ф-+ 
Ф: 48 12. Кр:88 Ъ4! 13. Крс7! 
Черный король распатован п 
получает мат от белой пешки. 
Композитор очень гордится 
этим фантастическим замыс- 
лом,— ведь ему удалось ре- 
шить самую невероятную за- 
дачу, какую может поставить 
перед собой этюдист: пока- 
зать, что король, одии гордый 
король, опираясь лишь на 
свон пеаки, в состоянии 
одолеть вооруженную до зу- 
бов неприятельскую раты 


й 


у 


77 
ИЕ 
2 
ый 
2 


> 


А. Казанцев, 1935 г. 
Выигрыш. 

1. К!5-- (не годится 1. 
КЬ5 -|- ? из-за 1... Кр:В7 2. &6-- 
Крё8) 1... Кр:Ь7 2. 6+ Крё8 
3. Ксб @7 4. Крь5 Фа7 
(ввиду угрозы Ксе?-- ферзь 
должен все время связывать 
коня сб) 4... Фа? 5. Кр:Ъ6 
Феб 6. Крс7 ФсА 7. Краб Фаб 
8. Крс5 Фа3З-- 9. Кр45 Фа2 -|- 
10. Креб Ф:с2 11. Кое? | Кр! 
12. &Т+, и белые выигры- 
вают. 

Конкурсные задания 

Сегодпя мы начинаем оче- 
редной шахматный конкурс. 
Его победители будут награж- 
дены щахматной литературой 
с автографом А. Карпова и 
дипломом журнала «Кванте. 
Репившим 20 заданий из 
24 будет присвоен И разряд. 
15 заданий — Ш разряд. 


2. Выигрыш. 


Срок отправки решений — 
25 марта 1985 г. по адресу: 
103006 Москва К-6, ул. Горь- 
кого, д. 32/1, «Квант? г по- 
меткой на конверте «Шахмат- 
ный конкурс «Кванта», зада- 
ния Ё, 2. 


Здесь воспроизведен Диплом, которым с 1985 
года награждаются победители конкурсов, про- 
водимых нашим журналом (Задачник «Кванта», 
щахматный конкурс и др.). На нем изображены 


аллегорические фигуры Пифагора и Архимеда, 
заимствованные из первого русского учебника 
математики, написанного Леонтием Магницким 
и изданного в Москве в 1703 году. 


Цена 40 коп. 


Индекс 70465 


Многие наши читатели увлекаются модели- 
рованием и поиском новых форм звезд- 
чатых многогранников. Показанный на этом 
рисунке многогранник придумал наш читатель 
А. П. Трофименко, рабочий из г. Геленджик. 
Этот многогранник — объединение чегырех 
октаздров (их видимые части показаны раз- 
ными цветами), которые расположены в 


некотором смысле «максимально симметрич- 


но». При таком расположении у полученной 
фигуры много элементов самметрии. В част. 
ности, оси симметрии четвертого и третьего 
порядка, то есть такие прямые, что многогран- 
ник совмещается сам с собой при повороте 
вокруг этих прямых на углы, кратные 90° ц 
120®. Найдите эти оси. Попробуйте перечислить 
все элементы симметрии этого звездчатого мно- 
гогранника. 


Научно-популярный 

физико -математический журнал 
Академии наук СССР 

и Академии педагогических 


наук СССР 


бант 


> 385 


Основан 8 1970 году 
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Издательство „Наука“. Главная редакция физико-математической литературы 


В НОМЕРЕ: 


Памяти И. К. Кикоина 

А. В. Бушмелев. С. А. Лавренченко. Мно- 
гогранники-торы 

Л. С. Понтрягин. Обобщемие чисел 

А.А. Варламов, А. И. Маляровский. Перего- 
ворная трубка длиной в экватор? 


ОРГКОМИТЕТ 
москозской | 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ Е 
2 ОЛИМПИАДЫ 


{о 


ГХ ТН!$ 1$$0Е: 


т метогу оф 1. К. КЖощ 

А. У. Визвтеео. $. А. ГаигепсвепКо. 
Ро]уредга] юм 

Г. 5. Рошгуая!т. Сепега!таНоп ой питБегз 
А. А. Уайатои, А. Г. Мащагоиз. Ап 
едца\ох-1ол5 зреаЮпя 10Ъе? 


Новости иауки 


В. А. Бронштзн. Миллисекуидные пульсары 


Лаборатория +Квантаь 
А. А. Боровой. Пузырьки в жидкости 


Куап’5 ТаБ 


Заептсе пезуз 
У. А. Вгопзщеп. МИИзесоп ршвахз 


А. А. Вогороу. ВиуЪБЫез т Иди 


———ы—ы—ы— дд —— о ыы 
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Информация (18) 


Школа в »Кванте» 

Физика 8, 9, 10 

Математика 8, 9 

Избранные школьные задачи 


«Квант» для младших школьников 

Задачи 

Л. Кэрролл. Бег по кругу и длинный рас- 
сказ 


Задачник «Кванта» 
Задачи М906—М№М910; Ф918—Ф922 
Решения задач М886—М890; $Ф898—Ф902 


Куапё8 зсНоо] 

Рнуясз 8, 9, 10 
Майетайсз 8. 9 
Зе]есйе4 эсНоо| ргоелв 


Куап1 Гог уоцпиег зсНоо! сЬИагеп 
Ргоетв 
Т.. Саггой. А свмсиз-гасе ап4 а 10оп& {ще 


Куапг8 ргоШет8 
Ргоетв М906—М910; Р918—Р922 
ЗошИолз М886—М№М890; Р898—Р902 


Практикум абитуриеята 
А. И. Буздин, С. С. Кротов. Повторим гид- 
ростатику 


Варианты вступительных экзаменов 


Наша обложка (58) 
Ответы, указания, решения 


Шахматная страничка 
Парадоксы пешечного эндшпиля 
{3-я с. обложки) 


СоПеяе аррЁсалгв весбоп 
А. 1. Вигат, $. 5. Кгоюь. 


Веме\тЕ 
Кудгозас8 


ТиогтаНов (18) 


СоПейе етёгапсе ехап{пайоп ргоетв 


Оиг соуег рае (58) 
Апзмегз, Ви, за оп 


Те сЪез8 раре 
Ретадохез оЁ рамп епаватез {Зг4 сорег 
разе) 


С Издательство «Наука». Главная редакция физико. математической литературы, «Кьанть, 1985 


28 декабря 1984 г. на 77 году жизни скончался выдающийся советский 
ученый-физик, дважды Герой Социалистического Труда, лауреат Ленинской 
и Государственных премий СССР, академик Исаак Кушелевич Кикоин. 

Огромное внимание уделял И. К.`Кикоин воспитанию молодого поколения. 
По его инициативе был создан журнал «Квант», главным редактором кото- 
рого он был в течение 15 лет. Он возглавлял оргкомитет Всесоюзных школьных 
олимпиад, был автором ряда школьных учебников. 

И. К. Кикоин часто встречался со школьниками. Последний раз он выступил 
перед ними во время вручения Школе естественных наук при Институте 
атомной энергии им. И. В. Курчатова премии Ленинского комсомола. Его вы- 
ступление — своеобразное завещание молодежи. 

«Я хочу рассказать вам, о чем я думал, принимая эту награду, — обратился 
к собравшимся И. К. Кикоин. — Я думал с том, что вот я — академик, 
руководитель большого коллектива, у меня много наград, но без всяких 
сомнений все это —. положение, степени, звания — обменял бы я на вашу 
молодость, на ваши 15, пусть 11, лет. 

А поменяться мне надо потому, что за долгую жизнь я не успел насладиться 
любимой своей физикой, не хватило мне времени, ясно вижу теперь — не хва- 
тило. А ведь не было ни одного дня в жизни, ни выходного, ни праздника, 
ни отпуска, когда бы я ею не занимался. Часто и сны вижу о физике. И все 
равно времени не хватило. Вы сами узнаете, как это бывает, когда проживете 
жизнь. 

Поэтому сейчас не упускайте времени. Все равно его не хватит, но хоть 
будет не так обидно. Знаете, ученый — это не название должности и не место 
работы. Вот он вошел в лабораторию — и стал думать о науке, и стал уче- 
ным. Это не так. Ученый — это постоянное и часто мучительное, иногда 
прекрасное состояние. Вот примерно об этом я думал, когда мне передавали 
эту награду». 

Пусть это напутствие И. К. Кикоина навсегда останется с вами, как и светлая 
память о выдающемся ученом. 


Многогранники- 
торы 


А. В. БУШМЕЛЕВ, С. А. ЛАВРЕНЧЕНКО 


В этой заметке рассказывается 0 том, как 
найти многогранник с наименьшим числом 
вершин, имеющий форму гора (бублика). 
Картонные модели таких «рекордных» мно- 
гогранников-торов (с Ти 8 вершинами) по- 
казаны на фотографии выше. В заметке 
рассказывается не только о теории вопроса, 
но даются рецепты изготовления подобных 
моделей. 


Многогранником называют поверх- 
ность, ограничивающую некоторый 
объем и состоящую из конечного чис- 
ла плоских многоугольников — гра- 
ней многогранника. Стороны граней 
называются ребрами. К каждому реб- 
ру примыкают ровно 2 грани. От вся- 
кой грани можно перейти к другой, 
переходя через ребра. Грани могут 
пересекаться либо в одной вершине, 
либо по одному целому ребру- 

Предположим, что наши многогран- 
ники — резиновые, а потому, после 
*‹раздувания» их как воздушных ша- 
риков, одни из них будут походить на 
сферу, другие — на тор, третьи — на 
крендель и т. д. (рис. 1). В дальнейшем 
под многогранниками будут подразу- 
меваться исключительно многогран- 
ники с треугольными гранями. 


1* 


Треугольные сети на поверхностях 


При +раздувании» данного много- 
гранника ребра и грани искривляют- 
ся, и на «раздутом» многограннике 
образуется сеть из криволинейных 
треугольников. Таким образом, каж- 
дому многограннику соответствует 
треугольная сеть на сфере (если мно- 
гогранник типа сферы) или на торе 
(если многогранник типа тора). 

Такую треугольную сеть можно на- 
чертить непосредственно на поверх- 
ности сферы или тора. Для этого нуж- 
но отметить на поверхности опреде- 
ленное число точек (узлы), соединить 
их непересекающимися линиями без 
самопересечений (дуги) так, чтобы 
поверхность оказалась разбитой на 
части (области), каждая из которых 
ограничена тремя дугами и тремя 


. Узлами, в пересечение двух областей 


либо пусто, либо состоит из одного 
узла, либо состоит из одного ребра. 


Реализация ‹етей многогранниками 


Теперь естественно поставить такой 
вопрос: всякая ли треугольная сеть, 
начерченная указанным выше обра- 
зом на поверхности сферы или тора, 
получается из вершин, ребер и граней 
некоторого многогранника его *разду- 
ванием»? Другими словами, можно 
ли всякую треугольную сеть на сфере 
или на торе реализовать в виде настоя- 
щего многогранника так, чтобы узлы 


3 


и вершины, дуги и ребра, области и 
грани взаимно-однозначно соответст- 
вовали бы друг другу с сохранением 
примыкания (то есть так, чтобы узлы, 
соединенные дугой, отвечали бы вер- 


шинам, сосдиненным соответствую- 
щим ребром, и дуги, ограничиваю- 
щие область, отвечали бы ребрам, 
ограничивающим - соответствующую 
грань)? Е 

Для сферы положительный ответ 
был установлен еще давно немецким 
математиком Штейницем, который до- 
казал к тому же, что многогранник, 
реализующий сеть, всегда можно вы- 
брать выпуклым. В настоящее время 
доказано и обобщение теоремы Штей- 
ница на случай тора: всякая треуголь- 
ная сеть на торе реализуется много- 
гранником. ь 

Примеры треугольных сетей на торе 


Для того чтобы привести такие 
примеры, можно взять резиновую ка- 
меру в форме тора, отметить на ней 
узлы и нарисовать дуги сети. Однако, 
то, что при этом получится, затруд- 
нительно будет изобразить на листе 
бумаги, поэтому будем пользоваться 
следующей разверткой тора на плос- 
кости. Проведем на нашей камере две 
замкнутые линии — С, и С, (рис. 2а)). 
Затем разрежем камеру вдоль линии 
С, (рис. 26)), после чего камеру мож- 
но продеформировать в цилиндр 


(рис. 2в)). Разрезаем этот цилиндр 
по линии С., и то, что получилось 
(рис. 2г)), растягиваем на плоскости 
в виде квадрата (рис. 2д)). Итак, тор 
можно изображать на плоскости в ви- 
де квадрата с отождествленными про- 
тивоположными сторонами. 

Без доказательства сообщаем, что 
список треугольных сетей на торе с Т 
и 8 узлами исчерпывается рисунком 3. 


Задача. Докажите, что многогранников 
типа тора с числом вершин меньше 7 не суще- 
ствует. 

Указание. Воспользуйтесь формулой 
Эйлера Г _Р--В=0 и соотношением ЗГ=2Р 
(вытекающим из того, что для треугольных 
сетей к каждому ребру примыкают ровно 2 гра- 
ни, а каждая грань ограничена 3 ребрами), 
где Г, В, Р число граней, вершин и ребер, 
соответственно. 


Методика реализации сетей 
с малым числом узлов 


Начнем с реализации сети 6) 
(рис. 3) (модель изображена на с. З 
справа). Шесть вершин располагают- 
ся в некоторой плоскости а=(050:50;) 
(рис. 4). В этой же плоскости о лежат 
4 грани — 070203, 070308, 030405, 
0204.05. Расположим вершину и, где- 
нибудь над а, в и; — где-нибудь под 
ней. Для каждой грани, исходящей 
из и; (из 0), ребро, противолежащее 
вершине, (вершине 05), лежит в нплос- 
кости &; все такие ребра помечены 
синим (красным) цветом на рисунке 4. 

Переходим к реализации остальных сетей. 
Нам потребуется преобразованне перестройки 
многогранников {рис. 5), которое можно приме- 
нить к паре граней, дающих в объединеиии 
плоский выпуклый четырехугольник. В изло- 
женном выше построении расположим г, над 
ребром оги., а 0, — под ним. Перестройка. прни- 
мененная п граиям 0:00; И 0зир., приводит 


к реализации сети в). Если и получившемся 
при этом многограннике применить перестрой- 
КУ К ив; и иори., то получим реализацию 
сети д). После этого достаточно мало сместить 
вершину и, по плоскости (и103и.} в наиравлении 
от и,, применить перестройку к бор, ких 
и получить реализацию сети г}. 

Для ревлизации оставшихся сетей с рисун- 
ка 8 введем еще преобразование раскалывания 
по ребрам ии; и су, (рис. 6), при котором 
возникает иовая вершина 6х расположеиная 
достаточно близко к и.. Сети е), ж) и з} реали- 
зуются раскалыванием многограиника, реали- 
зующего сеть а) (его модель изображена на 


- ии: 


с. 8 слева), соответственно, по ребрам (указыва- 
ется по рисунку 3а)) ибо: и 650 и и 160 
аи и о,г.. 


О доказательстве обобщения 
теоремы Штейница для тора 


У иас нет возможности изложить здесь до- 
казательство детально. Основиая ндея состоит 
в том, что сети сперва упрощаются последова- 
тельным применением преобразования стяги- 
вания, которое определяется как обратное к 
раскалыванню. Например, стягиванне сетей 
е), ж), з) (рис. 3) по дуге р‚р, приводит к сети а). 
Затем остающиеся простейшие сети (их оказа- 
лось конечное число: 1 с 7 узлами, 4 с 8 узла- 
ми — это сетиа), 6), в), г) нд); 16с® узлами и, 
иаконец, Г о 10 узлами) реализуются в виде 
явно построенных многогранников при помо- 
щи методики, приведенной выше. Все простей- 
шие сетн находятся путем выполнения неко- 
торого перебора. Простейшие сети удается реа- 
лизовать в виде многогранников по методике, 
описанной выше. Более сложные сети полу- 
чаются из реализаций простейших сетей вы- 
полнением раскалываний (обратных к стяги- 
ванням, проделанным при упрощении соот- 
ветствующен сети) в тех случаях. когда эти 
раскалывания возможны. Остальные случаи мы 
здесь не обсуждаем. 


Построение моделей 
многогранников-торов 
с семью и восемью вершинами 


Модель многогранника-тора с семью 
вершинами можно изготовить, выре- 
зав из тонкого картона треугольные 
грани с размерами ребер, указанными 
ниже, а затем склеив эти грани по 
схеме рисунка За). Размеры ребер 
(в сантиметрах): |211 | = |020. | = 10,3; 

== |030. | == 1,8; [6403 |== 10,0; 
оо | [оу [528,15 [оно 
= 1,0; [бов ЕЕ озиь || 0ооь | = 
—=1,0; |102 | = 6,0; [вов | =4,1; [5.0 |= 
= |ооо; | = 3,4; Би? | = |иъи | == 4,9; 
[60| = 0305 | = 3,8. 

Размеры ребер многогранника-тора 
с восемью вершинами (рис. 3 6), пока- 
занного на фотографии в начал 
статьи (болыпий многогранник), сле- 


дующие: |ш0;|= 15,0 сем; |0хь|= 
=18,1 см; |6702|=] 0205 |=|050:| = 
—=18,5 см; |050. |= 04| =|0.08 |= 
— 6,3 см, 0108 | = {9203 | = 0:05 = 
217,0 см; из | =1020. | =|0508 | = 
=12,9 ем; (#=1,6; /=8, 4, 8; №=2, 5,7). 


= М 
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Обобщение 
чисел 


Академик Л. С. ПОНТРЯГИН 


В этой статье рассказано о развитии поня- 
тия числа — от счета предметов в глубо- 
кой древности до создания действительных 
чисел, комплексных чисел и кватернионов. 
Во вгарой части статьи (в следующем но- 
мере «Кеванта»), на основании совсем эле- 
ментарных свойств чисед, векторов и много- 
членов, будет объяснено, почему дальней- 
шее обобщение понятия числа невозможно. 


По мере того как проявлялись но- 
вые практические применения чисел 
и в результате развития теоретиче- 
ской математики понятие числа раз- 
вивалось, появлялись новые числа. 
Первым практическим применением 
чисел был счет предметов. Для этого 
использовались целые положитель- 
ные числа, которые принято называть 
натуральными. При измерении длин 
и при торговых расчетах приходилось 
делить целые числа друг на друга. 
При этом результат деления не всегда 
был целым числом. Поэтому возникла 
потребность в дробных или, что то же 
самое, рациональных числах. Для 
того чтобы вычитание рационального 
числа из другого рационального чис- 
ла всегда было возможно, пришлось 
ввести отрицательные рациональные 
числа. Так образовался запас, или 
множество, всех рациональных чисел. 

Еще в глубокой древности, задолго 
до появления отрицательных чисел, 
которые стали рассматриваться в се- 


‘редине нашего тысячелетия, было 


установлено, что отношение длины 
диагонали квадрата к длине его сторо- 
ны не является рациональным чис- 
лом. Стало необходимым ввести новые 
числа, которые назвали иррациональ- 
ными. Так возник запас, или множе- 
ство, всех действительных чисел. 


$1. Комплексные числа 


В процессе развития алгебры мате- 
матики стали рассматривать квадрат- 
ные корни из отрицательных чисел. 
Квадратные корни из отрицательных 
чисел встречались в промежуточных 
вычислениях, результаты которых 
оказывались обычными действитель- 
ными числами. Так возникла потреб- 
ность в присоединении новых чисел — 
квадратных корней из отрицательных 
чисел. В действительности, достаточ- 
но добавить только одно +новое» чис- 
ло, так называемую мнимую едини- 
цу г, которая определяется условием 


Р=—1. (1) 


Это новое число ги было присоединено 
к множеству всех действительных Чи- 
сел. С так возникшими числами при- 
ходилось производить всевозможные 
алгебраические вычисления, так что 
пришлось рассматривать многочлены 
относительно 2. При учете условия (1), 
многочлен любой степени относитель- 


но { превращался в многочлен первой 
степени, то есть записывался в виде 
2=х-Ну=х ув (2) 
где х и у были обычными действи- 
тельными числами. Числа вида (2) 
были названы комплексными числа- 
ми. Операции сложения и умножения 
комплексных чисел были определены 
как операции над многочленами отно- 
сительно Е с учетом условия (1) сле- 
дующим образом. Если 
2—2 у: 22==х, {ух (3) 
суть два комплексных числа, то сумма 
их определяется формулой 
2-2. =(х, Ну-с -Ньй= 
==(х, Нх.) +, Ну). (4) 
Особую роль среди всех комплексных 
чисел играет число нуль, определяе- 
мое формулой 
0—0 -{0+. 
Оно обладает тем 
свойством, что 
О-2=2--0=2. (6) 
Каждому комплексному числу соот- 
ветствует противоположное ему число 
—2, определяемое условием 


2--(—2)=0. (7) 
Существование противоположного 
числа обеспечивает возможность вы- 
читания. Именно 


2, —2==2, +(—2.)- (8) 
Произведение чисел 2, и #2. как много- 
членов относительно [с учетом соот- 


ношения (1) дает следующий ре- 
зультат: 


2122=(х Ни (Ну =х,х, ху 
уху =жх, фу + 
луз) г (9) 
Среди всех комплексных чисел для 
умножения играет особую роль еди- 
ница, определяемая формулой 


(5) 


замечательным 


1—1- 02. (10) 
Она обладает следующим свойством: 
1===21=—=2. (11) 


Для того чтобы осуществить деление 
комплексного числа 2, на комплекс- 
ное число 2», достаточно определить 
величину 1/2,=2>\. Число 2>' назы- 
вается обратным к числу 2.. Для ком- 
плексного числа 2=<х-иу: обратное 
число определяется формулой 

—&__ х __ у ; 

< = РИ. Нер #. (12) 
Из этой формулы видно, что число 
2-' всегда существует, когда 250. 


Легко проверяется, что если число 2`\ 


определено формулой (12), то мы 
имеем 

а па, (13) 
Теперь деление комплексного числа 2, 
на комплексное число 2.5=0 определя- 
ется формулой 


21/20==2, (2: *). (14) 
Таким образом возник запас или мно- 
жество всех комплексных чисел, сре- 
ди которых содержится множество 
всех действительных чисел. Именно, 
это комплексные числа вида 
2— х-- 0:. (15) 
В самом деле, при сложении и умно- 
жении двух комплексных чисел вида 
(15) 2. =х,-К0ОЬ 2.=х,-+0; по форму- 
лам (4) и (9), соответственно, мы полу- 
чаем (проверьте!) 2, +2. =(х, +х.) +0: 
и 2,2.=х,х.-Н0Ь то есть просто проис- 
ходит сложение и умножение действи- 
тельных чисел х, и х.. Таким обра- 
зом, нет нужды различать комплекс- 
ное число 2=х--0 и действительное 
число х, можно считать действитель- 
ные числа частью комплексных. По- 
этому множество комплексных чисел 
называется расширением множества 
действительных чисел, 


Упражнеиия 

1. Найдите о’, а-Ь, а6—\, если а=2-+4-3Зь 
Ь—5—. 

2. Решите уравнения ог +Ь=0, а2*==Ь, если 
а—8-, 6 =2— 31. 


$2. Основная теорема алгебры 


Для того чтобы получить все ком- 
плексные числа, мы начали с присое- 
динения к действительным числам 
только одного числа $, являющегося 
корнем алгебраического уравнения 

2'-+1=0. (16) 
Однако оказывается, что мы тем са- 
мым пришли к такому запасу чисел, 
для которого любое алгебраическое 
уравнение уже имеет хотя бы один ко- 
рень. Это есть основная теорема алгеб- 
ры, доказанная великим немецким 
математиком К. Ф. Гауссом на рубеже 
ХУШ и ХГХ веков. Сформулируем 
эту теорему точнее. 

Пусть 

# (2) =а,2"-+а,=” *+...а,—ле2-а» 

(17) 
где а,5=0, произвольный многочлен 
степени п>1 относительно 2 с дейст- 
вительными коэффициентами. Тогда 


е 


Каря Фридрих Гаусс (1777—1855). великий 
немецкий математик, а также астроном, фи- 
зик и геодезист. Выдающиеся математические 
способности Гаусса проявились еще в раннем 
детстве. К моменту защиты докторской дис- 


сертации, в 22 года. он был автором мно- 
гих ярких открытий, в том числе первого стро- 
гого доказительства основной теоремы алгебры. 
К этой теореме он относился © особым 
пристрастием, и впоследствии нашел не менее 
шести других ее доказательстве! Трудно наз- 
вать такию отрасль георетической ш приклад- 
ной математики, в которую Гаусс не внес су- 
щественного вклада. Ил вопросов, затронутых 
в этой статье, отметим еще придуманную им 
геометрическую интерпретацию комплексных 
чисел. в результате которой исчезли послед- 
ние возражения против использования ком- 
плексных чисел и математике. 


/ (2) имеет хотя бы один корень, то есть 
существует такое комплексное чис- 
ло а, что 
(и) =аоч"-На а" "++... а„ла-а,=0. 
(18) 
Эта теорема была доказана Гауссом 
для действительных коэффициентов 
а, а,, ...@,.. Позже эта теорема была 
доказана м для того случая, когда 
коэффициенты многочлена } (2) явля- 
ются комплексными числами. 
Заметим, что для комплексных чи- 
сел имеет место коммутативность ум- 
ножения, то есть множители можно 
менять местами: 


2122—2.21. (19) 
Цосле того как комплексные числа 


были построены и изучены, возник 
вопрос, нельзя ли пойти в обобщении 
дальше. Именно нельзя ли построить 
величины с несколькими мнимыми 
единицами, (,ф, ..., {» ТО есть совокуп- 
ность величин — зобобщенных чи- 
сел» — вида 


хо -Нх.Ь +... Вхмь (20) 
где х., х,,...х,‚ суть действительные 
числа, и для этих величин определить 
сложение и умножение, обладающие 
обычными свойствами сложения и 
умножения чисел. Оказывается, что 
такие величины можно построить с 
тремя единицами Й, Е, &.. Они назы- 
ваются кватернионами. Для них вы- 
полнены обычные свойства сложения 
и умножения чисел, кроме закона ком- 
мутативности умножения (см. (19)). 
В конце прошлого века выдающийся 
немецкий математик Ф. Г. Фробениус 
доказал, что дальше пойти по этому 
пути уже невозможно. Доказатель- 
ство этой теоремы Фробениуса, со- 
ставляющее главное содержание на- 
стоящей статьи, будет изложено в сле- 
дующем номере. 

Для доказательства теоремы Фробе- 
ниуса мне придется воспользоваться 
некоторыми результатами из алгебры, 
не входящими в ныне действующую 
программу средней школы, касаю- 
щимися деления и разложения много- 
членов на множители. 


$3. Деление многочленов 


При делении целого положительно- 
го числа а на целое положительное 
число д, мы приходим к равенству 


а=фв- К, (21) 
где #й и Е — целые неотрицательные 
числа, <. Число В называется част- 
ным, в Ё — остатком при делении 


числа а на число 6. 

Способ деления целых чисел хоро- 
шо известен из арифметики. Но так 
же, как и целые числа, можно делить 
друг на друга многочлены. Будем ис- 
ходить из двух многочленов: 

а (2)=а,2?-4+а,=”*+...+а р 

Ь (2) = 26,2“ 1+... Во. 
Будем предполагать здесь, что числа 
ан и 6, не равны нулю, так что много- 
члена (2) имеет степень р, а многочлен 
Ь (2) имеет степень 4. В результате 
деления многочлена а (2) на много- 
член 6 (2) мы придем к следующему 
тождеству, аналогичному равенст- 


(22) 


ву (21): 


а (2) =Е 6 (2) В (2)-® (2), | (23) 


где степень многочлена А (2) меньше 4. 
Многочлены Й (2) и Е (2) называются 
соответственно частным и остатком 
при делении многочлена а (2) на мно- 
гочлен ЁЬ (2). 

Если А (2) — тождественный нуль, 
то говорят, что многочлен а (2) делит- 
ся на многочлен В (2), а № (2} является 
частным от их деления. 

Равенство (21) доказано в арифме- 
тике, а тождество (23) должно дока- 
зываться в алгебре. Но деление много- 
членов не входит в ныне действующую 
школьную программу. Чтобы дока- 
зать (23), мы должны построить такие 
многочлены й (2) и Ё (2), которые удов- 
летворяют этому тождеству. Процесс 
этого построения представляет собой 
очень важный алгоритм. Этот алго- 
ритм очень похож на обычный алго- 
ритм деления чисел чуголком». По- 
этому, прежде чем разбирать его в об- 
щем виде, советую посмотреть практи- 
ческий пример деления двух много- 
членов, показанный на рисунке 1. 


Окишем теперь алгоритм деления многочле- 
на с (2) степени р на многочлен 6 (2) степени 4 
в общем случае. Если р< а, то тогда В (2) = 0, 
й (2) = &а(2} и тождество (23) выполнено. 

Теперь мы можем строить многочлены В (2) 
и #(2) в предположении, что р>а. Сперва 
построим тождество 


в (2) = В (2) №, (2)-[а, (2). (24) 
в котором степень многочлена а, (2) меньше р. 
Для этого положим 


В, (2)== 20 22-—@ 
о 
Тогда разность 
а (2)—6 (2) В, (2) = а, (2) 
имеет степень меньше, чем р, так как в этом 
многочлене кооффнциент при 2? равен нулю. 
Остальные степени 2, входящие в этот много- 
член, очевидно, меньше р. Таким образом, тож- 
дество (24) построено. 

Если многочлен а, (2) нмеет степень, мень- 
шую, чем 4, то тождество (24) уже является 
тождеством (23). В противном случае к много- 
члену а, (2) применим ту же процедуру, кото- 
‘рая применена к многочлену а (2) при построе- 
нии тождества (24). Тогда мы получим для 
него тождество 

в, (2) ЕЕ ЪЬ (2) В. (2) +в» (2), 

причем степень многочлена а. (2} уже меньше, 
чем степень многочлена а, (2). Еслн миогочлен 
а, (=) уже имеет степень, меньшую чем 9, то, 
подставляя а, (2) из последнего тождества в 
тождество (24), мы получны тождество 

а (2) == 6 (2)(В, (2) В» (2) а. (2), 
которое уже является тождеством (23). Если 
многочлен а. (2} тоже имеет степень, большую 
или равную, чем 9, то мы продолжим наше 


построение дальше и в конце концов докажем 
нужное тождество (23). 

Здесь мы описали процесс деления много- 
члена а (2) на многочлен В (2), то есть нахожде- 
ние многочленов }# (2) н К (2), входящих в тож- 
дество (23). Докажем теперь, что эти много- 
члены однозначно определены многочленами 
в (2) и 6(2). Допустим, что наряду с тожде- 
ством (23) имеет место тождество 


а (2)==6 (2) Во (2) Ко (2), (25) 
причем степень многочлена А, (=) }меньше а. 
Вычитая тождество (25} нз (23), получим 

Ь (2) (В (2)— Во (2) (2)--® (2). 

Так как степень многочлена $ (2) равна 4, а сте- 
пень многочлена А, (2}— (2) меньше д, послед- 
нее тождество может иметь место лишь при 
условин В (2)— Во (2) =0, так что и 
№ (2)— К (2) =0. 

Заметим в заключение, что в процессе деле- 
ния многочлена а (2} на многочлен 6(г) не 
могут появиться комплексные числа, так что 
если многочлены а (2) и 6(2) имеют действи- 
тельные коэффициенты, то многочлены р (2) и 
(2), входящие в тождество (23), также имеют 
действительные коэффициенты. 

Упражнение 3. Разделите многочлен 


х'-+2х°-42х4-4+х?--2х на многочлен 2-1. 
$4. Разложение многочленов 
на неприводимые множители 
Пусть 
Ю (2)=2"-а, =" *+...-Ра, (26) 


— миогочлен произвольной положи- 
тельной степени п с произвольными 
действительными или комплексными 
коэффициентами. Как было отмечено 
ранее, этот многочлен имеет хотя бы 
один комплексный корень а. Дока- 
жем теперь, что если р (2) имеет а 
своим корнем, то есть 


| | (а)=0, 
то многочлен /{‹ (2) делится на двучлен 
2—@ так что имеет место равенство 


№ (2) == (2—ч) |, 2), (27) 


где, очевидно, }{, (2) имеет степень 


п 1. 


х’+  3х342% 


х54х 


1 
частпнов 


— 2х? 
— эх? 2х уобтаток 
2х+ 1 


Рис. 1. 


Фердинанд Георг Фробениус (1849— 1917), вы- 
дающийся немецкий ахгебраист, работавший в 
Берлине п Цюрихе. Наряду с У. Гамильто- 
ном и А. Кейли он считается одним из твор- 
цов алгебры гиперкомплексных чисел {в част- 
ности, кватернионов }. Но он пошел и дальше — 
ему принадлежит важная теорема, обсуждае- 
мая в этой статье, утверждающая, по сущест- 
в/. что разумных обобщений понятия числа, 
лосле комплексных чисел и кватернионов, нв 
сиществует. 


Для доказательства формулы (27) 
разделим многочлен / (2) на много- 
член 2-—а. Тогда в силу формулы 
(23) мы получим 

Ю (2) == (2— а) [1 (2) Е {2), (28) 
где Ё (2) есть многочлен нулевой сте- 
пени, то есть число. Подставляя в 
это тождество вместо 2 число а, полу- 
чаем равенство О== (а)—{(а—а)х 
хЁ(а)-Е Е. Таким образом, Е =0 и фор- 
мула (27) доказана. Доказанное утвер- 
ждение называется теоремой Безу. 

Сосредоточим теперь свое внимание 
на том случае, когда многочлен р (2) 
имеет действительные коэффициенты. 
Если корень а является действитель- 
ным корнем, то многочлен р (2) так- 
же имеет действительные коэффици- 
енты, так как он получается в резуль- 
тате деления многочлена [, (=) с дейст- 
вительными коэффициентами на дву- 
член 2—и=г, (2) также с действитель- 
ными коэффициентами. Для рассмот- 
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рения случая, когда п есть комплекс- 
ное число, введем понятие комплекс- 
но-сопряженных чисел. 

Если 


2==хи {29) 
есть произвольное комплексное число, 
то комплексное число, определяемое 
формулой _ 

2=х— у, {30) 
называется комплексно-сопряженным 
2. Ясно, что равенство 2==2 имеет мес- 
то тогда и только тогда, когда число 2 
действительное, 

Из правила сложения и умножения 
комплексных чисел вытекают следую- 
щие формулы: 

2-г.==,-2., 
2.2.==2Ё.. 


(31) 
(32) 
Из последних трех формул вытекает, 
что если р (2) есть многочлен с дейст- 
вительными коэффициентами, то име- 
ет место тождество 


№(2) = К (2). (33) 
Таким образом, если а есть комплекс- 
ный корень многочлена [(2), то а 
также есть комплексный корень мно- 
гочлена { (2). Из формул (27) и (33) 
следует, что если и не есть действи- 
тельное число, то многочлен {, (2) 
имеет корень &, отличный от а,‚и пото- 
му разлагается в произведение: 
Ё (2) ЕЕ (2— а) р, (2). (34) 
Из формул (27) и (34) вытекает, что 
Ко (2) == (2—0) (2— а) |. (2). (35) 
Мы имеем, 
г. (2) == (2— а) (2—4) = 
== 2 — (и о) 2- ао, (36) 
где г) (2) есть многочлен с действи- 
тельными коэффициентами степени 2. 
Его коэффициенты действительны, 
так как действительны числа аа и 
аа. Многочлен г. (2) не разлагается 
на действительные множители, так 
как он не имеет действительных кор- 
ней. Многочлен с действительными 
коэффициентами, не разложимый на 
множители степени п>21 с действи- 
тельными коэффициентами, называет- 
ся неприводимым. Таким образом, в 
случае действительного корня о мы 
имеем разложение 


Ёо (2) =Е г, (2) Ё! (2). 
В случае комплексного корня мы име- 
ем разложение 


Ко (2) == г. (2) [, (2). 


Итак, в обоих случаях р[ (2) делит- 


Рис. 2. 


ся на неприводимый многочлен пер- 
вой или второй степени с действитель- 
ными коэффициентами, так что част- 
ное }. (2) от деления вновь есть много- 
член с действительными коэффициен- 
тами. Значит, многочлен й (2) разла- 
гается на действительные неприводи- 
мые мкожители степени 1 или 2. 
Из этого вытекает важный вывод: 

Произвольный корень и многочлена 
Ёо (2) является корнем неприводимого 
многочлена первой или второй сте- 
пени. 


Упражнение 4. Разложите многочлен 
2х‘— 3х3 2х'— 8х на неприводимые множите- 
ли степеии Ти 2. 


$ 5. Кватерииовы 


Как уже упоминалось, кватернионы 
имеют три мнимые единицы. Эти еди- 
ницы принято обозначать через 

ЛЕ. (37) 
Таким образом, каждый кватернион 
записывается в виде 
ххх. х., (38) 
где х,, Хх, х., Х. — действительные 
числа, называемые координатами ква- 
терниона х. 
Пусть 
ууу Ну Ну (39) 
— второй кватернион. Кватернионы 
х иу считаются равными тогда и 
только тогда, когда их координаты 
равны, то есть когда имеет место ра- 
венство 


Х=У» ХУ» Х.==у, Х.==У.. (40) 
Сложение кватернионов х и у происхо- 
дит по правилу 
ху=ж Ни (>, Ру) Е 

+ (х. Ки.) ННо. Ни.) к. (41) 


Можно сказать, что кватернионы 


складываются покоординатно, то есть 
так, как складываются векторы $-мер- 
ного векторного пространства при по- 
мощи сложения их координат. (Толь- 
ко координат у кватерниона не три, 
а четыре.) В этом смысле можно рас- 
сматривать кватернионы как векторы 
«четырехмерного пространства». 
Представить себе четырехмерное про- 
странство, конечно, трудно. Здесь вам 
может помочь аналогия с трехмерным 
пространством (рис. 2). 

При умножении кватернионов дей- 
ствительные числа можно перестав- 
лять с единицами {, } В. Поэтому для 
задания правила перемножения ква- 
тернионов следует задать правило 
перемножения единиц (37). Оно сле- 
дующее: 


рр =? = 1; (42) 
|= И==: #=— ВЕ ===}, 
(43) 


В общем виде формулы сложения и 
умножения кватернионов можно по- 
смотреть в «Кванте», 1983, № 9, с. 13. 
Для того чтобы задать кватернион, 
обратный к кватерниону х, введем по- 
нятие сопряженного кватерниона х. 
Мы определим его по формуле 


Хх. — 4—1. К. (44) 
Простые вычисления дают 
ХЕ нюх: =|х|?. (45) 


Кватернион х ``’, обратный к х, опре- 
деляется формулой 
1 х 
хо =—. 
[х |? 
Для него имеет место соотношение 
хоИх=хх 11. 


(46) 


{Ококчиние см. на с. 22) 
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Новости науки 


Миллисекунд- 
ные пульсары 


Кандидат 
физико-математических 
наук 

В. А. БРОНШТЭН 


Как уже сообщалось 
в «Кванте» (1983, № 12, 
с. 12), сравнительно недав- 
но ученые обнаружили два 
самых быстрых (на сегод- 
няшний день) пульсара. 
Один из них — он нахо- 
дится в созвездии Лисич- 
ки — имеет период при- 
близительно 1,6 милли- 
секунды, другой, видимый 
в направлении созвездия 
Лебедя, вращается с пе- 
риодом около 6,1 милли- 
секунды. 

Чем интересны эти пуль- 
сары, и почему они сразу 
же привлекли к себе вии- 
мание ученых? 

По современным пред- 
ставлениям пульсары — 
это нейтронные звезды, 
обладающие мощным маг- 
нитным полем. При враще- 
нии звезды наблюдатель, 


периодически попадаю- 
щий п область направлен- 
ного пучка радиоволн, 


фиксирует излучение в ви- 
де отдельных импульсов 
с периодом вращения 
звезды. 

Нейтронные звезды об- 
разуются в результате вы- 
горания термоядерного го- 
рючего (водорода, гелия, 
углерода и т. п.) в недрах 
звезд с массой, превьншаю- 
щей массу Солнца. Снача- 
ла выгорает водород, пре- 
вращаясь в гелий (этот 
процесс происходит в нед- 
рах Солнца и большинства 
звезд), затем начинает вы- 
горать гелий, затем угле- 
род и т. д. Лишившись 
источников энергии, под- 
держивающих  равновес- 
ное состояние, звезда испы- 
тывает катастрофическое 
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сжатие (до размеров по- 
рядка 10 км) и, соответ- 
ственно, резко увеличива- 
ется скорость ее вращения. 

Но так можно было объ- 
яснить существование 
пульсаров г периодами 
вращения около одной се- 
кунды. Факт образования 
миллисекундных пульса- 
ров требовал особого объ- 
яснения. 

Такое объяснение пред- 
ложили практически одно- 
временно две групны ис- 
следователей — четверо 
американских ученых во 
главе с М. Альпаром и, 
независимо от них, индий- 
ский астрофизик Дж. Сри- 
нивасан и голландский 
астрофизик Э. ван ден Хей- 
вель. Вот какой гипотезой 
они руководствовались. 

Допустим, что когда-то 
образовалась система двой- 
ной звезды, в которой од- 
на звезда (назовем ее 4) 
превосходила по массе 
другую (компонент В). Не- 
сколько миллионов лет на- 
зад звезда А, как более 
массивная, первой исчер- 
пала запасы водорода к 
начала сжиматься. При 
этом часть вещества стала 
перетекать на звезду В. 
Когда звезда А полностью 
лишилась источников тер- 
моядерной энергии, она 
взорвалась как сверхно- 
вая, а ее остаток образо- 
вал пульсар. 

Между тем подошли к 
концу запасы ядерного го- 
рючего и в звезде В. Те- 
перь вещество начинает 
перетекать с нее на пуль- 
сар (остаток звезды А), 
при этом вращение пуль- 
сара может заметно уско- 
риться. Возможно, что пос- 
ле этого звезду В постигнет 
та же судьба, что и звезду 
А, — она взорвется и обра- 
зует молодой пульсар. 

Разрабатывая свою ги- 
потезу, указанные ученые 
еще не знали о существо- 
вании миллисекундных 
пульсаров. Они хотели объ- 
яснить свойства других 
пульсаров, входящих в 
двойные системы и обла- 
давших довольно быстрым 


вращением — с периодом 
порядка десятков милли- 
секунд. Открытие же са- 
мых быстрых пульсаров 
надежно подтвердило эту 
гилотезу. 

Оказалось, что пульсар 
в созвездии Лебедя дей- 
ствительно входит в двой- 
ную систему. Установле- 
но, что период обраще- 
ния этого пульсара во- 
круг центра масс системы 
равен 120 суткам, а его 
орбита близка к круговой. 
Второй компонент систе- 
мы — это белый карлик 
с массой, примерно втрое 
меньшей солнечной. 

А как же объяснить су- 
ществование первого мил- 
лисекундного пульсара (в 
созвездии Лисички), кото- 
рый не входит в двойную 
систему? 

По мнению Сринивасана 
и ван ден Хейвеля такая 
система могла разрушить- 
ся при взрыве звезды В, 
так что оба пульсара — 
остатки звезд А и В — 
разлетелись в разные сто- 
роны. Есть и другие объ- 
яснения. Несомненно то, 
что дальнейшие исследо- 
вания принесут много ин- 
тересного в понимании 
природы этих замечатель- 
ных небесных тел. 

Наблюдения миллисе- 
кундных пульсаров могут 
дать неожиданные и очень 
важные результаты для 
изучения нашей планет- 
ной системы. Дело в том, 
что из-за движения Земли 
вокруг Солнца частоты из- 
лучения пульсаров изме- 
няются с годовым перио- 
дом. Исследования этих 
годовых флуктуаций поз- 
волят точнее, чем класси- 
ческие методы небесной 
механики, определять ма- 
лейшие отклонения в дви- 
жении Земли под дейст- 
вием притяжения других 
планет (планетные возму- 
щения), а значит, и массы 
возмущающих планет. 

И наконец, что не менее 
важно для науки, милли- 
секундные пульсары могут 
стать новым эталоном вре- 
мени. 


Переговорная 
трубка длиной 
в экватор? 


Кандидат физико-математических наук 
А. А. ВАРЛАМОВ, 

кандидат физико-математических наук 
А. И. МАЛЯРОВСКИИ 


Сидя на кухне за завтраком, часто 
можно услышать не слишком прият- 
ное дребезжание, которое какой-то 
шутник прозвал «пением водопровод- 
ных труб». Прекратить это «комму- 
-нальное музицирование» иногда уда- 
ется, открыв водопроводный кран 
в своей' квартире. Большинство людей 
после этого облегченно возвращается 
к прерванному завтраку, не особенно 
задумываясь над физической сущ- 
‚ ностью происшедшего явления. А за- 


; думаться стоит. Почему звук, возбуж-. 


- даемый струей воды в неисправном 
` кране в одной из квартир, не дает 
‚ покоя обитателям всего подъезда, свя- 


4 


` з занного одним водопроводным стоя- 


АА 
и | 


ком? Ведь если в той же квартире 
свистнуть вн свисток, то это услышат 
разве что соседи в ближайших квар- 
тирах, да и то, если дом новый. «Пе- 
ние» же водопроводной трубы слышно 
везде, с первого по последний этаж. 

Такое различие обусловлено двумя 
причинами. Первая — это звукоизо- 
лирующее действие стен и перекры- 
тий, которые отражают и поглощают 
звуки свистка. А звуковая волна, 
распространяющаяся по водопровод- 
ной трубе, с ними не взаимодействует 
и проходит с этажа на этаж беспре- 
пятственно. Теперь — о второй при- 
чине. При звучании свистка возни- 
кающая акустическая волна распрост- 
раняется в пространстве по всем 
направлениям, и ее волновая по- 
верхность (см. «Физика 10», $ 31), или 
волновой фронт, имеет форму сферы. 
Площадь этой сферы растет по мере 
удаления от источника звука, и ин- 
тенсивность звуковой волны — тб есть 
энергия, проходящая через единицу 
площади волнового фронта в единицу 
времени, — по мере удаления от ис- 
точника падает (найдите сами, по ка- 


.кому закону). 


А звуковая волна, возникающая 
внутри водопроводной трубы, «одно- 
мерна»: отражаясь от стенок трубы, 
она не расходится во все стороны 
в пространстве, а распространяется 
в одном направлении — вдоль самой 
трубы — без расширения волнового 
фронта, так что интенсивность звука 
по мере удаления от источника прак- 
тически не изменяется. В этом смысле 
водопроводная труба представляет со- 
бой акустический волновод — канал, 
в котором звуковые волны распростра- 
няются в определенном направлении 
практически без ослабления. 

Другим примером акустического 
волновода служат переговорные тру- 
бы, с помощью которых с давних вре- 
мен и по сей день на судах пере- 
даются команды с капитанского мос- 
тика в машинное отделение. Заметим, 
что затухание звука в воздухе при 
распространении по волноводу ока- 
зывается настолько малым, что если 
бы удалось сделать такую трубку 
длиной в 700 км, то она смогла бы 
служить своеобразным «телефоном» 
для передачи разговора из Москвы 
в Ленинград и обратно. Однако вести 
разговор по такому «телефону» было 
бы крайне затруднительно, поскольку 
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собеседник слышал бы сказанное вами 
примерно через полчаса. 

Подчеркнем, что отражение рас- 
пространяющейся в волноводе волны 
от его границ является определяю- 
щим свойством волновода — именно 
благодаря ему энергия волны распро- 
страняется не во все стороны в прост- 
ранстве, а передается в заданном 
направлении. 

Сравнительно недавно, около трид- 
цати лет назад, ученые СССР и США 
обнаружили, что природа сама созда- 
ла гигантские акустические волново- 
ды, которые по своим размерам зна- 
чительно превосходят даже выдуман- 
ную нами переговорную трубку меж- 
ду Москвой и Ленинградом. Такие 
волноводы при определенных усло- 
виях возникают в океанах. Ученые 
назвали их подводными звуковыми 
каналами, или, сокращенно, ПЗК. 


Распространяющиеся по таким кана- 
‚лам звуковые волны могут быть при- 
р ‚ няты за тысячи кидомегров от их ис 


; островов, на расстоянии 
‘Австралии (до сих пор это — рекорд 
дальности распространения импульс- 
ных звуковых сигналов. 

Каков же механизм образования 
такого волновода? Что в нем служит 
отражающими границами, заставляю- 
щими звуковые волны распростра- 
няться на столь огромные расстоя- 
ния? В качестве верхней границы сра- 
зу же напрашивается поверхность 
океана, которая достаточно хорошо 
отражает звук (см. Приложение). 
Однако она редко бывает ровной 
из-за постоянного волнения; а это при- 
водит к хаотическому рассеянию на 
ней звуковых волн. Дно же отражает 
звук слабо и служить нижишей отра- 
жающей границей волновода никак 
не может. Цоэтому границы волно- 
вода в океане следует искать где-то 
между дном и поверхностью. И они 
были найдены. Этими границами ока- 
зались слои воды на определенных 
глубинах океана. 

Как же происходит отражение зву- 
ковых волн от «стенок» ПЗК? Чтобы 
ответить на этот вопрос, нам при- 
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дется рассмотреть, как вообще проис- 
ходит распространение звука в океане. 

До сих пор мы говорили о волно- 
водах, молчаливо предполагая, что 
скорость распространения звука в них 
постоянна. Между тем хорошо извест- 
но; что скорость звука в океане 
колеблется от 1450 м/с до 1540 м/с. 
Она связана с температурой воды, ее 
соленостью, с величиной гидростати- 
ческого давления и с другими фак- 
торами. Рост гидростатического дав- 
ления приводит к тому, что при по- 
гружении на каждые 100 м скорость 
звука увеличивается на 1,6 м/с. С рос- 
том температуры скорость звука так- 
же возрастает. Однако в океане тем- 
пература воды, как правило, довольно 
резко убывает по мере удаления из 
верхних, хорошо прогретых, слоев во- 
ды в глубину, где она выходит прак- 
тически на постоянное значение. Дей- 
ствие этих двух механизмов приводит. 
к такой зависимости скорости ое 


глубине 2, влияние этих двух 
торов «уравновешиваетсяе — на этой 
глубине скорость звука минимальна; ` 
а дальше она начинает возрастать 
с увеличением глубины за счет роста 
гидростатического давления. 

Итак, скорость распространения 
звука в океане зависит от глубины. 
И это сказывается на характере рас- 
пространения звука. Для того чтобы 
понять, чем определяется ход звуко- 


с(2) 


Не 
вых лучей в океане, мы обратимся 


к оптической аналогии: посмотрим, 
как распространяются световые лучи 
в стопке из плоскопараллельных пла- 
‘стинок с различными показателями 
преломления, а затем обобщим наш 
‚ результат на случай среды с плавно 
` меняющимся показателем  прелом- 


таким углом он упадет на границу 

1—2; после преломления на этой 
границе луч, пройдя пластину 2, упа- 
дет на границу 2—3 под углом «., 
вновь преломится и т. д. Согласно 
закону преломления, 


1 д эт п 
Бы 
Эй ве, по’ та п 
па; __ Лз т ар: Ак 
эп аз п.’ па в 


Вспоминая, что отношение коэффи- 
циентов преломления двух сред об- 
ратно отношению скоростей распрост- 
ранения света в этих средах, пере- 
пишем все соотношения в виде 


Эпио < ЭПа © 


зп ©’ миа — ©: 

эта» С 
па 
(>> 6.> „.>Сь>...). Перемножив 
последовательно эти равенства друг 


ЗТ Ч_1 __ СА 
1 ах сх 


на друга, мы получим соотношение 
п 40 __ 5 
518 чл ск” 


Устремляя толщину каждой пластин- 
ки к нулю, а число пластинок к беско- 
нечности, мы придем к обобщенному 
закону преломления, который описы]| 
вает ход светового луча в среде с плав- 
но меняющимся показателем прелом- 
ления (этот закон называют обобщен- 
ным законом Снеллиуса): 


с (2) - пт о(0)==с(0) - зт а(г), — (*) 


где с(0) — скорость света в месте 
входа луча в среду, а с(2) — скорость 
света на расстоянии 2 от границы 
среды. При таком предельном: перехо- 
де ломаная линия, показывающая ход 
луча, превращается в плавную кри- 
вую. Явление искривления световых 
лучей при распространении света 
в среде с непрерывно меняющимся, 
показателем прел ния называют. 


рость & | | 
ный случай такой среды и представ-_ 
ляет собой океан. 

Теперь вернемся к вопросу о том, 
как распространяется звук в ИЗК. 
Представим себе, что источник звука 
находится на глубине 2„ (рисунок 3). 
Каков будет ход звуковых лучей, 
выходящих из источника? Луч, иду- 
щий вдоль горизонтали 2=2„. будет 
прямолинейным. А те лучи, которые 
выходят под некоторыми углами 
к этой горизонтали, будут искрив- 
ляться. По аналогии это явление на- 
зывают рефракцией звука. Поскольку 
и выше, и ниже уровня =„ скорость 
звука возрастает, звуковые лучи будут 
искривляться в направлении горизон- 
тали 2=2„; в какой-то момент луч 
станет «параллельным» этой горизон- 
тали и, зотразившись» , повернет к ней 
(см. рисунок 3). 

Итак, рефракция звука в океане 
приводит к тому, что часть звуковой 
энергии, излучаемой источником, мо- 
жет распространяться, не выходя на 
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Рис. 3. 


поверхность воды и не доходя до дна. 
А это и означает, что в такой среде 
реализуется волноводный механизм 
распространения звука — подводный 
звуковой канал. Роль «стенок» этого 
волновода выполняют слои воды на 
тех глубинах, где происходит «пово- 
рот» звукового луча. 

Уровень глубины 2„, на которой 
скорость звука минимальна, назы- 
вают осью ПЗК. Обычно величины 
2„ лежат н диапазоне 1000—1200 м; 
однако в тропических широтах, где 
вода прогревается на большие глуби- 
ны, ось НЗК может опускаться и до 
глубин в 2000 м. Наоборот, в высоких 
широтах влияние температуры на 
распределение скорости звука сказы- 
вается только в приповерхностном 
слое, и ось ПЗК поднимается до глу- 
бин 200—500 м, ва в полярных широ- 
тах — еще ближе к поверхности. 

В океане могут существовать два 
принципиально различных типа ПЗК. 
Канал первого типа образуется в том 
случае, когда скорость звука у по- 


верхности воды (со) меньше, чем у дна 


` то с =сы; 


(с.). Этот случай обычно имеет место 
в глубоководных районах, где давле- 
ние у дна достигает сотен атмосфер. 
Звук, идущий из воды в воздух, хоро- 
шо отражается от поверхности их раз- 
дела (см. Приложение), и если поверх- 
ность океана гладкая (штиль), то она 
служит резкой верхней границей вол- 
новода и канал занимает весь слой 
воды от поверхности до дна (рису- 
нок 4). 

Посмотрим, какая часть звуковых 
лучей «захватывается» в ПЗК. Для 
этого перепишем полученное нами ра- 
нее соотношение (*} в таком виде: 

с(2) * с03 фи==с, * с03 4{2), 

где Ф и $(2) — углы, образуемые 
звуковым лучом с горизонтальной 
плоскостью на глубинах 2, и г соот- 
ветственно. Эти углы называют угла- 
ми скольжения. (Понятно, что Фф,== 
—=п/2—, $(2)=п/2—а(2г).) Если ис- 
точник звука находится на оси ПЗЕ, 
канал захватывает лучи, 
для которых угол скольжения у дна 
равен $(2)=0. Так что все лучи, кото- 
рые выходят из источника под углами 
скольжения ф,, удовлетворяющими 
условию (см. рисунок 4) 


В. 
сов”, 
х 


попадают в ПЗК. 

При неровной поверхности воды 
звуковые лучи будут рассеиваться 
на ней; те лучи, которые уйдут от 
поверхности под достаточно больши- 
ми углами скольжения, дойдут до дна 
и там поглотятся. Однако и в этом 
случае канал может захватывать все 
те лучи, которые благодаря рефрак- 
ции чуть-чуть не доходят до волную- 
щейся поверхности (рисунок 5). Канал 


а АЕ 


Рис. 6. 


при этом простирается от поверх- 
ности до глубины 2,, которая опре- 
деляется из условия с(2,)=с. Понят- 
но, что такой канал захватывает все 
звуковые лучи с углами скольжения 
{, < агссо$ =- ь 


о 
Канал второго типа характерен для 
мелководных районов и образуется 
‚в случае, когда скорость звука вблизи 
` поверхности оказывается большей, 


чем у дна (рисунок 6). Он занимает 
‚слой воды от дна до глубины 2, та- 


’кой, что с(2,)=<с,. Это как бы пере-. 


_вернутый канал первого типа в случае 
‹волнующейся поверхности. 

. Если источник звука расположен 
‘вблизи оси ПЗК, то в точку приема 
‘сигнала приходит, как правило, мно- 
жество звуковых лучей, причем время 
прохождения звука по ним различно 
и оказывается максимальным для осе- 
вого луча (скорость распространения 
звука на этой глубине минимальна). 
Интенсивность короткого импульсно- 
го сигнала, регистрируемого в точке 
приема, растет от начала приема 
к концу, поскольку разность между 
временами прихода импульсов по раз- 
ным лучам к концу приема сигнала 
уменьшается, и они начинают накла- 
дываться один на другой, что и при- 
водит к увеличению интенсивности. 
Последним приходит звуковой луч, 
распространяющяйся вдоль оси ПЗК 
(с нулевым углом скольжения}, после 
чего сигнал резко обрывается. 

Для определенных типов зави- 
симости скорости звука от глубины 
ПЗК действует на звуковые лучи по- 
добно фокусирующей линзе: если из- 
лучатель расположен на оси ПЗЕ, 
то лучи, вышедшие под различными 
углами скольжения, будут периоди- 


2 Квант № 2 


= 


чески одновременно сходиться на оси 
канала в точках, называемых фоку- 
сами ПЗК. Так, для канала, в котором 
скорость звука меняется с глубиной 
по закону, близкому к параболи- 


— санеа+ ты, 


фокусы для лучей, вышедших под ма- 
лыми углами скольжения, будут на- 
ходиться в точках х,—х.+лп/б, где 
п=1, 2, ... (рисунок 7). Такой профиль 
кривой с(2) близок к реальному рас- 
пределению скорости звука в глубин- 
ных ПЗК. Отклонения от точной 
параболической зависимости в С(2) 
приводят к размытию ока на 
оси ПЗК. 

Ну, а можио ли заставить звук, 
распространяясь по ИЗК, совершить 
кругосветное путешествие — обогнуть 
под водой весь земной шар и вер- 
нуться к своему источнику? Нет, 
нельзя. Первой, и самой непреоло- 
лимой, преградой служат материки. 
и значительные перепады п глубинах - 
Мирового океана. Поэтому нельзя . 
выбрать такой путь, вдоль которого: 
существова бы единый _ПзК 


ческому 


чается от звуковых волн. в водо 
проводной трубе и переговорной труб : 
ке. Как уже говорилось, при распро- ` 
странении в этих волноводах звуковая _ 
волна одномерна, площадь ее волно-_ 
вого фронта постоянна на любом рас- 
стоянии от источника звука, и, сле- 
довательно, интенсивность звука (без 
учета тепловых потерь) также будет 
постоянна в любом сечении трубы. 
В подводном звуковом канале звуко- 
вая волна распространяется не вдоль 
прямой, а по всем направлениям 


с(2) 


Рис. 7. 
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че ный: подводный звуковой канал‘ 


в 


в плоскости 2=2„. Поэтому волновым 
фронтом является цилиндрическая 
поверхность, и уже из-за этого ин- 
тенсивность звука падает по мере уда- 
ления от источника пропорционально 
1/В, где Р — расстояние от источника 
звука до места наблюдения (сравните 
эту зависимость с полученным вами 
ранее законом убывания интенсив- 
ности для сферической звуковой вол- 
ны в трехмерном пространстве, в так - 
же со случаем одномерной звуковой 
волны, для которой интенсивность 
не меняется с расстоянием вообще). 

Другой причиной ослабления звука 
служит затухание звуковой волны при 
ее распространении в морской воде. 
Энергия волны переходит в тепло 
из-за трения в воде. Кроме того, зву- 
ковая волна рассеивается в океане 
на различных неоднородностях, ко- 
торыми могут служить взвешенные 
в воде частицы, пузырьки воздуха, 
планктон и даже газовые пузыри 


Е _ рыб. Это явление используют, в част-, 


- ности, для обнаружения [а помощью _ 


- июдь’ не’ единственный пример: Е. 


новода, существующего в’ природе. 
Так, дальнее радиовещание с назем- 
ных радиостанций возможно только 
благодаря распространению ‚радио- 
волн в атмосфере по гигантским вол- 
новодам. В определенных условиях 
в атмосфере могут образовываться 
волноводные каналы и для электро- 
магнитных волн с частотами светового 
диапазона. Тогда, в результате сверх- 
дальних миражей, в центре пустыни 
можно увидеть величаво плывущий 
морской корабль, а среди океана 
вдруг поднимется город. 


Приложение 


Рассмотрим вопрос об отражении и прохож- 
дении звуковой волны на границе раздела двух 
сред. 


Пусть плоская звуковая волна какой-либо 
определенной частоты и с амплнтудой зву- 
кового давлення р падает на границу раз- 
деля звода — воздух» с0 стороны воды 
(со стороны более плотной среды) перпенди- 
кулярно этой границе. Часть ее (волна с ампли- 
тудой р’) отразится от границы и пойдет в об- 
ратном направлении, другая часть (волна 
с амплитудой р,} проникает сквозь граинцу 
раздела и будет распространяться в воздухе 
в первоначальиом направлении. Чтобы опре- 
делить соотношение между амплитудами па- 
дающей, прошедшей н отраженной волн, вос- 
пользуемся условнем равновесия границы раз- 
дела и законом сохранения энергии. Условие 
равновесия границы раздела заключается в ра- 
веистве давлений по разные стороны от грани- 
цы раздела. Учитывая, что отражеиная волна 
распространяется в направлении, противопо- 
ложном падающей, равенство давлений на гра- 
нице можно записать в виде Е 

р Р’=р. 

Закои сохранения знергии, а данном случае, 
сводится к равенству интенсивности падающей 
волны сумме иитеисивностей прошедшей и от- 
раженной волн. Можно показать, что интеи- 
сивиость звуковой волны определяется выра- 
жеинем 1=р’/20ос, где и — плотность среды. 
Поэтому второе уравнеяне записываем в виде 


в к ОС. ра и 2 
-\& Зее. Зе. 2ос: ° т 


`и дли воздуха. - 

‚ Решая совместно эти урввиёния, находим 
коэффициент прохождения звука через границу 
раздела, который определяется отношением 
амплитуд звукового давления прошедщей и па- 
дающей волн: 

__ Ри! 201с1 


р вас‘ 


Плотиость воздуха составляет лишь 0,0013 
от плотности воды, а скорость звука в воздухе 
прнмерио в 4,5 раза меньше, чем в воде. Поэто- 
му для границы раздела «вода — воздух» коэф- 
фициент прохождения составляет Ё=р,/р— 
—4 . 10“. При наклонном падении волны на 
границу раздела это отношение оказывается 
еще меньшим. Таким образом, мы видим, что 
звук практнчески не выходит из воды в воздух. 

Иная картина наблюдается при отражении 
звуковой волиы от дна. Плотность верхнего 
слоя донных осадков обычио лежит в пределах 
1,24—2.0 г/см’, ш скорость распространения 
звука в них всего на 2—3% менвше, чем 
в воде. Поэтому значительная часть падающей 
из воды на дно звуковой волны переходит 
в грунт н поглощается в нем. 


Информация 


Вечерняя математическая 
школа при факультете вычисли- 
тельной математики и киберне- 
тики МГУ им. М. В. Ломоносовы 
объянляет весенний набор уча- 
щихся 7—9 классов. Огнонная 
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цель ВМНГ — угяубить я объеме 
звкольной программы Йй расши- 
рить знания по математике, 
научить основам программиро- 
нзния и работы на ЭВМ. Занятия 
в школе проводятся в виде лек- 
ций и семннарских занятий. 
Аля учашихся ВМШ органи: 
зуются встречи © учеными фа- 


культета. Успешно закончившие 
школу получают свидетельство 
об окончании ВМ. Прнем про- 
изводится по результатам собе- 
седования. которое состоится 
3 марта и 10 часов по адресу: 
119889. Москва, Лениискне горы, 
МГУ. факультет ВМК: телефон 
для справок 139-53-74. 


«Лаборатория «Кванта» 


Пузырьки 
в жидкости 


Доктор физико-математических наук 
А. А. БОРОВОИ 


Как устроена пузырьковая камера? 


В начале пятидесятых годов нынеш- 
него столетия молодой сотрудник Ми- 
чиганского университета (СПТА) До- 
нальд Глейзер придумал новый тип 
прибора, регистрирующего элементар- 
ные частицы. Он получил название 
пузырьковой камеры.*) 

На рисунке 1 изображена совре- 
менная пузырьковая камера. Это со- 
оружение, занимающее большой зал 
высотой п несколько этажей, осна- 
ценное сложной техникой и управ- 
ляемое быстродействующими элек- 
тронно-вычислительными машинами. 
Многие из установок имеют даже соб- 
ственные имена: «Людмила», «Мира- 
бель», «Гаргамель» и т. п. 


*) Об этом и других детекторах элементарных 
частиц можно прочитать, напрнмер. в книге 
А. А. Борового «Как регнстрируют частнцы» (М.: 
Наука, 1981. серия «Библиотечка +«Кваите). (При- 
меч. ред.) 


р ия 


Однако первые модели камер, изго- 
товленные Глейзером, никак нельзя 
было назвать впечатляющими (рис. 2). 
Их главная часть представляла со- 
бой стеклянную ампулу с эфиром объ- 
емом несколько кубических сантимет- 
ров. Жидкость была нагрета и находи- 
лась под давлением около 20 атмосфер 
(1 атм == 10° Па). Специальное устрой- 
ство (тоже несложное) позволяло бы- 
стро сбросить давление, но при этом 
эфир закипал не сразу. Если во время 
такого «ожидания» через жидкость 
пролетала заряженная частица, остав- 
ляя за собой след из ионов, то вдоль 
следа появлялись пузырьки пара. 
Сфотографировав след, можно было 
снова повысить давление, пузырьки 
исчезали (раздавливались), и прибор 
был опять готов и работе. 

Так пузырьки в жидкости оказались 
необыкновенно полезными для физи- 
ки элементарных частиц. На рисун- 
ке 3 представлен один из снимков, 
сделанных с помощью пузырьковой 
камеры. 

Почему же пузырьки появлялись 
именно на пути частицы? 


Сначала вспомним, 

что такое кипение 

Кипение — это образование по все- 
му объему жидкости пузырьков пара, 
которые растут и всплывают на по- 
верхность. Очевидно, что для этого 
давление пара в пузырьках должно 
быть больше, чем давление в жидко- 
сти (иначе последняя их раздавит). 
Все знают, что при нормальном ат- 


Рис. 1. Пузырьковая водородная камера «Мирабель». исполь- 


зуемая для исследований в Нистигуте физика высоких энергий. 


2% 


Рис. 3. Трек заряженной эле- 
ментарной частицы, получен- 
ный в первой пузырьковой ка- 
мере Глейзера. 
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мосферном давлении вода кипит при 
100 "С. Именно при такой температуре 
давление насыщенного пара становит- 
ся достаточным, и жидкость закипает. 
Но всегда ли закипает? 

Возьмем две пробирки. Одну из них 
вымоем особенно тщательно, просле- 
дим, чтобы на стенках не было цара- 
пин или посторонних частиц, и напол- 
ним ее дистиллированной водой (ири- 
близительно 10 см“). Во вторую про- 
бирку нальем такое же количество, 
но водопроводной воды и еще бросим 
кусочек мела. Будем подогревать про- 
бирки в одинаковых условиях и в от- 
сутствие прямого соприкосновения 
с огнем. Оказывается, вода в них бу- 
дет кипеть по-разному (рис. 4). 

В пробирке с водопроводной водой 
кипение начнется раньше, и процесс 
этот будет происходить достаточно 
спокойно и непрерывно. Пузырьки па- 
ра образуются, в основном, на кусочке 
мела. Что касается пробирки с дистил- 
лированной водой, то процесс кипе- 
ния в ней начнется позже (при боль- 
исй температуре) н будет происходить 
неравномерно. В жидкости образуют- 
ся большие пузыри, их появление и 
схлопывание сопровождаются гром- 
ким треском. 

В лаборатории удается очистить 
сосуд и воду (используется дважды 
дистиллированная вода) так хорошо, 
что кипение не наступает вплоть до 
температуры 140 °С. Если в такую во- 
ду, ее называют перегретой, бросить 
крупинку, произойдет взрыв — так 
быстро образуются пузыри с паром. 
Химики хорошо знают это свойство 
жидкости. Для того чтобы процесс 


Рис. 3. Фотография процессов взаимодейст- 
вия п превращения элементарных частиц в 
жидководородной пузырьковой камере. 
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кипения происходил равномерно, без 
взрыва, в сосуд помещают так назы- 
ваемые «кипелки» — обломки стек- 
лянных или фарфоровых трубок, ку- 
сочки мрамора ит. п. 

Объяснение описанных выше 
свойств связано с наличием у жид- 
кости поверхностного натяжения. По- 
верхность жидкости можно предста- 
вить себе как растянутую упругую 
пленку. Пленка стремится сжаться — 
силы поверхностного натяжения стре- 
мятся раздавить образовавнгийся пу- 
зырек. Дополнительное давление *), 
обусловленное этими силами, тем 
больше, чем меньше радиус нузырька, 
так что процесс кипения подавляется 
в самом зародыше. Именно поэтому 
однородную жидкость удается пере- 
гревать. В то же время, любые неод- 
нородности как в самой жидкости, 
так и связанные с посторонними вклю- 
чениями, облегчают кипение. Такие 
неоднородности образуются, в част- 
ности, на пути заряженной частицы, 
вот почему он становится местом обра- 
зования первых пузырьков. Теперь по- 
нятно, что важнейшее условие работы 
камеры Глейзера — это однородность 
эфира и чистота ампулы. 


Несколько любопытных наблюдении 
над пузырьками в жидкости 


Такие наблюдения можно провести, 
используя газированную воду. Ее по- 
ведение иногда аналогично поведению 
перегретой жидкости. Сразу же воз- 
никает вопрос: почему и когда гази- 
рованная вода может служить мо- 
делью перегретой жидкости? 

Для опытов понадобится бутылка 
лимонада, стакан, ложка, сахар и 
долька шоколада (перечисленные ма- 
териалы в любом случае гарантируют 
приятный результат экспериментов). 
Начнем с того, что быстро откроем 
бутылку с водой, тогда над горлыш- 
ком в первый момент появится дымок. 
С чем это связано? 

Теперь нальем воду в стакан и по- 
дождем, пока опадет пена и в воде 
будут подниматься только отдельные 
пузырьки. Закроем стакан плотно 


*) Дополнительное давленне на пузырек мож- 
но оценить по формуле р=2п/г, где пи — коэффи- 
циент поверхностного натяжения, г — радиус пу- 
зырька. Такое же давленне испытывает жидкость 
в каиилляре испосредственно под выпуклой (по- 
лусферической} поверхностью ({см. «Физика 9», 
с. 94). 


Рис. 4. Гак, по-разноми, проис- 
ходит процесс кипения воды 
в пробирке с дистиллирован- 
ной водой п в пробирке Е во- 
допроводной водой. 


прилегающей крышкой — через неко- 
торое время выделение газа совсем 
прекратится. Откроем стакан, и пу- 
зырьки появятся вновь. Почему? 

Бросим в стакан щепотку сахара. 
«Кипение» воды усилится, и на ее по- 
верхности снова поязится пена. Оче- 
видно, в воде еще содержалось доста- 
точно много углекислого газа. Что же 
мешало его выходу, ип какую роль 
сыграл здесь сахарный песок? Бурно- 
го выхода газа и появления пены мож- 
но добиться и другими путями, на- 
пример перемешиванием жидкости 
или переливанием ее из одного ста- 
кана в другой. 

Наконец, возьмем маленький кусо- 
чек шоколада (можно ягоду) и бро- 
сим его в стакан. Шоколад тяжелее 
воды и поэтому пойдет ко дну. Здесь 
он начнет обрастать пузырьками газа, 
и они, как поплавки, поднимут шоко- 
лад на поверхность. Пузырьки выйдут 
в воздух, кусочек шоколада вновь опу- 
стится на дно и т. д. Иногда такое 
всплытие и погружение может повто- 
ряться до десяти раз. 


Как ответить 
на поставленные вопросы? 


По существу, все объяснение сво- 
дится к ответу на первый вопрос — 
почему газированная вода напомина- 
ет перегретую жидкость. 

Наверное, многие из вас знают, как 
можно приготовить газированную 
воду. Нет, не промышленным спосо- 
бом, а обычным домашним — с по- 
мощью сифона и баллончиков с угле- 
кислым газом (СО.). Газ из баллончи- 
ка под давлением поступает в про- 
странство над жидкостью. Для того 
чтобы ан быстрее растворялся в водс, 
еифон встряхивают. Растворение газа 
происходит до наступления равнове- 


сия. Если он химически не реагирует 


с жидкостью, то равновесное содер- 
жание (плотность, концентрация) газа 
в жидкости пропорционально его дав- 
лению над поверхностью.*) 

(Известны ин другие домашние спо- 
собы приготовления «‹шипучки» — 
добавлением п воду лимонного сока, 
питьевой соды и т. п.) Е 

Когда мы быстро открываем бутыл- 
ку в газированной водой, газ, нахо- 
дящийся над поверхностью под давле- 
нием, быстро расширяется и одно- 
временно охлаждается. Нары воды, 
выходящие вместе с ним, конденси- 
руются, образуя туманное облачко 
(дымок). После того как давление над 
поверхностью жидкости значительно 
уменьшится, растворенный в воде 
улекислый газ начнет выходить из 
нее, причем как через поверхность 
газ — жидкость, так и путем образо- 
вания пузырьков в объеме жидкости. 
Сначала, после открытия бутылки, 
когда равновесие нарушено особенно 
сильно и в воде имеется большой из- 
быток углекислого газа, пузырьки 
образуются легко и их много. Поэтому 
жидкость начинает пениться. Посте- 
пенно пена спадает, хотя в воде все 
еще остается «лишний» газ. Но теперь 
образование пузырьков затруднено — 
концентрация газовых молекул стала 
меньше и случайным образом со- 
браться им вместе и образовать сразу 
большой пузырек, который бы не раз- 
давили силы поверхностного натяже- 
ния, трудно. Пузырьки начинают ра- 
сти только на нсоднородностях и воде, 
и это действительно похоже на пове- 
дение перегретой жидкости. 


*)В случае г углекислым газом ш водой поло- 
1нение иссколько сложнее, так как они реагируют 
друг с другом. Но получающаяся кислота — ‹0е- 
динение нестойкое п легко рдсиздается. 
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Объяснить все последующие опыты, 
наверное, не составит для читателей 
большого труда. 


Совершенно неожиданное 
применение газированной воды 


Эту заметку мы начали с расска- 
за о пузырьковой камере. Кончить ее 
нам хочется рассказом еще об одном 
применении пузырьков, причем тоже 
в физике элементарных частиц. 

Несколько лет тому назад перед со- 
ветскими физиками, исследующими 
свойства нейтрино, встала следующая 
задача. Необходимо было из большого 
объема жидкости (сотни литров) из- 
влечь несколько атомов газа, которые 
образовались в этом объеме под дей- 
ствием нейтринного излучения. Газ 
был радиоактивный (неон-19), и его 
атомы распадались за время, меньшее 


Обобщение чисел 


(Начало см. на с. 6} 


Так как для кватернионов не имеет 
места коммутативность, то есть не 
всегда имеет место равенство ху==ух, 
деление кватерниона х на кватернион 
у может происходить чслева» или 
«справа». Частное 2 от деления ква- 
терниона х на кватернион у слева 
задается формулой 


2=у 'х. (47) 
Частное от деления кватерниона х 


на кватернион у справа задается фор- 
мулой 


(48) 
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одной минуты. Поэтому буквально за 
секунды надо было среди 10° атомов 
жидкости разыскать 5— 10 атомов га- 
за, извлечь их, транспортировать 
в счетчик и сосчитать! На первый 
взгляд, задача казалась нерешаемой. 

На помощь пришла идея газирован- 
ной воды. Жидкость перед облучением 
насыщалась углекислым газом. Сразу 
после облучения объем открывался, 
и жидкость энергично перемешива- 
лась специальными лопастями. Про- 
исходило бурное кипение, тем самым 
поверхность, через которую могли 
выйти атомы неона, увеличивалась 
в десятки тысяч раз. Выходящий 
углекислый газ выносил их, а сам 
поглощался в другом сосуде (в раство- 
ре щелочи). Неон собирался в специ- 
альной пробирке и в ней быстро пере- 
мещался в счетчик. Вся процедура 
занимала меньше двадцати секунд. 


Для этих частных мы имеем формулы 
уг=х; 2у=х. (49) 

Заметим, что среди всех кватернио- 
нов выделяется множество действи- 
тельных чисел. Это все кватернионы х, 
для которых х, — произвольное дей- 
ствительное число, а остальные коор- 
динаты равны нулю. Таким образом, 
множество всех кватернионов являет- 
ся расширением множества действи- 
тельных чисел. 

Как уже было сказано, при перемно- 
жении кватернионов не имеет место 
коммутативность. Все остальные есте- 
ственные правила, имеющие место для 
действительных и комплексных чи- 
сел, сохраняются. 


Упражнение 5. Для кватернионов 
‚=2-:-Ни 9.=1+2:—Ё выполните действия 
9, +9» 9,92, 9; ‘4; и решите уравнение 4,2==9.- 


Школа в «Кванте» 


4 


Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Когда к телу 
приложены параллельные силы» предназна- 
чена восьмиклассникам, «О числе Фарадея 
ы удельном заряде заряженной частицы» — 
девятиклассникам, «Абсолютно черное те- 
ло» — десятиклассникам. 

„Материалы подгоговил И. К. Белкин. 


Когда к телу 
приложены 
параллельные силы 


Хорошо известно, как найти равно- 
действующую двух сил, приложенных 
к материальной точке (рис. 1). На век- 
торах, изображающих эти силы, как 
на сторонах строят параллелограмм; 
диагональ со стрелкой на конце, про- 
веденная из точки, к которой при- 
ложены силы, и есть вектор равно- 
действующей. 

Когда две силы приложены не к ма- 
териальной точке, а к телу. но так, 
как показано на рисунке 2, то равно- 
действующая определяется таким же 
образом. Пользуясь тем, что точку 
приложения силы можно переносить 
вдоль линии ее действия («Физика 8», 
$ 46), находят точку С, в которой пе- 
ресекаются линии действия обеих сил. 


— -> 
Полагая, что силы Р,; и РЁ, приложены 
именно к этой точке, строят парал- 
лслограмм и проводят диагональ. 
Правда, точка С может оказаться 
и вне тела, но тогда точку приложе- 


ния равнодеиствующей можно вы- 
брать в любом месте на линии се 
действия. Действительно, какую бы 
точку мы не выбрали, равнодействую- 


щая сила РГ сообщит телу такое же 
ускорение или вызовет такой же вра- 


щающий момент, как й силы Ё, 


--> 
ни #,, вместе взятые. 

Если силы параллельны и направ- 
лены в одну сторону. Пусть к телу 
прнложены две параллельные со- 
направленные силы (рис. 3). Линии 
действия таких сил нигде не пере- 
секаются, и параллелограмм на них 
построить нельзя. Тем не менее сло- 
жить эти силы и найти их равно- 
действующую можно. 

Нетрудно понять, что равнодейст- 
вующая направлена параллельно обе- 
им силам и ес модуль равен ариф- 
метической сумме модулей склады- 
васмых сил. А в какой точке она 
приложена? Или, другими словами, 
к какой точке тела надо приложить 
силу, равную по модулю, но противо- 
положную по направлению равно- 
действующей, чтобы тело находилось 
в равновесии? 

Чтобы найти точку приложения 
равнодействующей двух параллель- 
ных и одинаково направленных сил, 
можно воспользоваться правилом мо- 
ментов («Физика 8», $ 48). Проведем 
прямую, соединяющую точки А и В 
(см. рис. 3). Где-то на этой прямой 
должна, очевидно, находиться и точ- 
ка приложения равнодействующей. 
Пусть это будет точка О. Допустим, 
что через эту точку проходит закреп- 
ленная ось, перпендикулярная плос- 
кости, содержащей обе складываемые 
силы (то есть перпендикулярная плос- 
кости рисунка). Если О действитель- 
но есть точка приложения равнодейст- 


ие 1. 


Рис. 3- Рис. $. 
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Рис. 5. 


вующей, то тело будет находиться 
в равновесии — равнодействующая 
уравновешивается силой реакции со 
стороны оси. С другой стороны, если 
тело с закрепленной осью находится 
в равновесии, то алгебраическая сум- 
ма моментов сил относительно этой 
оси должна быть равна нулю. Из ри- 


сунка 3 видно, что сила Ё,›, будь она 
единственной, поворачивала бы тело 
вокруг О по часовой стрелке, то есть 
ее момент Р.4. положительный, а сила 


>> 
Е,, если бы она была единственной, 
поворачивала бы тело против часовой 
стрелки — ее моменту Ё,4, надо при- 
писать отрицательный знак (здесь 


а; и 4; — плечи сил Е, и Е,). 
Следовательно, 
Р а 
Е.а.—Е,4,=0, или в. = 3 


Из подобия треугольников АОС и ВОР 
находим, что 4,/4.=и,/г». Поэтому 
окончательно получаем 


Это значит, что равнодействующая 
двух параллельных, одинаково на- 
правленных сил приложена к точке, 
делящей отрезок, соединяющий точки 
приложения складываемых сил, в от- 
ношенци, обратном отношению моду- 
лей сил. Ясно, что эта точка лежит 
ближе к большей из сил. 

Если направления параллельных 
сил противоположны. Приложенные 
к телу параллельные силы могут быть 
направлены и в противоположные 
стороны (рис. 4). Теперь точка при- 


ложения равнодействующей РЁ не мо- 
жет находиться где-то между точками 
— 


— 
приложения сил ЁЙ, и Р.. Ведь вокруг 
любой точки, лежащей между ними, 
каждая сила поворачивает тело про- 
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тив часовой стрелки, знаки моментов 
этих сил одинаковы, и их сумма 
не может быть равна нулю, как это 
требуется для равновесия. 

Легко догадаться, что точка прило- 
жения равнодействующей лежит за 
точкой приложения большей силы, 
как это и показано на рисунке 4. 
Модуль же равнодействующей равен 


— — 
модулю разности модулей сил Ё, иР.. 
В какой же именно точке при- 
ложена равнодействующая? На каком 
расстоянии г› от точки приложения 
большей силы? Воспользуемся опять 
правилом моментов: 
Е —Е, "! 
р или Р. В... 
Вычтем из правой и левой частей 
последнего равенства величину Р,: 


РРР, = 


= (7—1) =Ё, Е з 


г 


откуда 
Си 27 г (+) 


Таким образом, точка приложения 
равнодействующей двух противопо- 
ложно направленных параллельных 
сил расположена тем дальше от точки 
приложения большей из них, чем 
меньше разность модулей этих сил. 

Нара сил. Мы видели, что если 
к телу приложены параллельные си- 
лы, одинаково или противоположно 
направленные, то всегда можно найти 
модуль и направление равнодействую- 
щей этих сил и определить точку 
ее приложения. Если к этой точке 
приложить силу, равную равнодейст- 
вующей по модулю, но противопо- 
ложную ей по направлению, то тело 
будет находиться в равновесии — оно 
не будет двигаться поступательно 
и не будет вращаться. 

Но, оказывается, есть один случай,' 
когда равнодействующую найти нель- 
зя. Так бывает, если к телу приложены 
две параллельные, противоположно 
направленные силы, по модулю рав- 
ные друг другу. Про такие силы гово- 
рят, что они образуют пару сил. Мо- 
дуль их равнодействующей равен, 
конечно, нулю, а из формулы (%) вид- 
но, что при Р.—Ё,=0 расстояние го 
до точки приложения равнодействую- 
щей равно бесконечности, то есть что 


такой точки попросту не существует. 
И в самом деле, какая же может 
быть точка приложения равнодейст- 
вующей, которой нет? 

Достаточно, однако, взглянуть на 
рисунок 5, чтобы понять, что под 
действием пары сил тело не будет 
находиться в равновесии — оно бу- 
дет вращаться. Значит, у пары сил 
есть некоторый вращающий момент. 
Но относительно какой оси? Нетрудно 
показать, что суммарный момент сил, 
составляющих пару, одинаков для лю- 
бой оси, перпендикулярной плоскости, 
в которой лежат обе эти силы 
(перпендикулярной плоскости ри- 
сунка). Действительно, возьмем лю- 
бую точку О и проведем через нее 


ось вращения. Момент М, силы Р, от- 
носительно этой оси равен ЁР,4|, 


момент М. силы РЁ, относительно этой 
же оси равен #.4>. Суммарный момент 
М обеих сил равен М, -+М.: 


М=Е а, Е.а.. 
Так как Е, —=Р.=Р, то 
М—=Р(а, +а.)=Еа, 


где 4 — расстояние между линиями 
действия сил, составляющих пару, 
называемое плечом пары сил. Значит, 
момент пары сил равен произведению 
модуля одной из сил на плечо пары. 
Так и говорят — момент пары сил — 
и не указывают относительно какой 
оси. 

Как же все-таки «ведет» себя тело, 
к которому приложена пара сил? Что- 
бы ответить на этот вопрос, вспом- 
ним, что центр массе тела (о нем гово- 
рится в 8 44 «Физики 8») движется 
так, как будто в нем сосредоточена 
вся масса тела и к нему приложены 
все действующие на тело силы (это 
утверждение называется и физике 
теоремой о движении центра масс). 
Но если сумма сил равна нулю, то 
центр масс не может тронуться с места 
(если, конечно, он покоился до при- 
ложения сил). Когда на тело действует 
пара сил, сумма сил как раз и равна 
нулю, и она не может привести 
в движение центр масс. Тело, однако, 
вращается. Значит, вращается оно во- 
круг оси, проходящей через центр 
масс (ведь все точки на оси вращения 
находятся в покое). Оси вращения, 
проходящие через центры масс тел, 
тем и замечательны, что на них 
не действуют никакие силы. 


О числе Фарадея 
и удельном заряде 
заряженной частицы 


Явление электролиза, известное 
с конца ХУИПТ — начала ХХ веков, 
особенно подробно было изучено вы- 
дающимся английским физиком 
М. Фарадеем. В 1884 году была опуб- 
ликована статья Фарадея, в которой 
рассказывалось о результатах опытов, 
приведших к установлению закона 
электролиза. В этой же статье впервые 
появились термины, предложенные 
ЧФарадеем и ставшие теперь общепри- 
нятыми. Это — электрод (а также 
катод и анод), ион (катион и анион), 
электролит и название самого процес- 
са — электролиз. 

Закон электролиза теперь (но не во 
времена Фарадея) записывается так 
(«Физика 9», $ 69): 


Ш м 
Тр 14+. 


Здесь т — масса выделившегося 
на электроде вещества, РГ — число 
(постоянная) Фарадея, М — молярная 
(или атомная) масса вещества, п — 
его валентность, ГЛ — заряд, про- 
шедший через электролит. 

Заметим, что величина, численно 
равная отношению М/п, в химии 
назывется химическим эквивалентом 
(так она называлась и при Фарадее, 
хотя понятия валентности тогда еще 
не было). Величина эта показывает, 
какая масса данного вещества всту- 
пает в соединение с массой водо- 
рода, равной его атомной массе (или 
замещает эту массу в химических 
реакциях). Например, для атомарного 
кислорода относительная атомная 
масса равна 16, а валентность — 2, 
так что его химический эквивалент 
равен 8. Чтобы из кислорода и водо- 
рода получилась вода, на каждую еди- 
ницу массы водорода должно при- 
ходиться восемь единиц массы кисло- 
рода: 1 кг водорода соединяется 
с 8 кг кислорода, и в результате 
получается 9 кг воды. 

Физический смысл числа Фарадея. 
Допустим, что электролиз проводится 
так, что на электроде выделяется 
масса ведества, численно равная его 
химическому эквиваленту. Тогда из 
закона электролиза следует, что число 
Фарадея РГ численно равно электри- 
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ческому заряду, переносимому иона- 
ми, суммарная масса которых числен- 
но равна химическому эквиваленту. 
Из опытов Р—=96500 Кл/моль. 

Если выделившееся вещество одно- 
валентное, его химический эквивалент 
численно равен массе одного моля, 
а число ионов, перенесших эту массу, 
равно числу Авогадро М,. Если же 
на электроде выделилось двухвалент- 
ное вещество, 96 500 кулонов пере- 
носится числом ионов, вдвое меньшим 
числа Авогадро, и т. д. 

Удельный заряд протона и других 
заряженных частиц. Представим себе, 
что опыт с прохождением тока через 
электролит проводитея так, что на ка- 
тоде выделяется водород, причем его 
масса численно равна химическому 
эквиваленту. Поскольку водород одно- 
валентен, через электролит пройдет 
один моль ионов водорода. Число этих 
ионов равно, конечно, числу Авогадро, 
а перенесенный ими заряд числен- 
но равен постоянной Фарадея. Таким 
образом, мы можем сказать, что 
масса иона водорода численно равна 
отношению химического эквивалента 
к числу Авогадро, а заряд этого 
иона численно равен отношению по- 
стоянной Фарадея к числу Авогадро. 
Отсюда, согласно закону электролиза, 
получаем, что отношение заряда иона 
водорода к его массе, называемое 
удельным зарядом иона, численно 
равно числу Фарадея, деленному 
на атомную массу. 

Но ион водорода — это ядро атома 
водорода. Оно имеет особое назва- 
ние — протон (ядра водорода входят 
в состав атомных ядер всех остальных 
химических элементов). В едини- 
цах СИ удельный заряд протона равен 


92 _ _Р/№М^ _ 9,65 - 10* Клумоль __ 
тр Е М/ИМА К 


—9,65 . 107 Кл/кг. 


Почему мы здесь обращаем спе- 
циальное внимание на удельный за- 
ряд протона? Дело в том, что удель- 
ный заряд всякой электрически за- 
ряженной частицы — одна из ее важ- 
нейших характеристик. От нее за- 
висит, например, скорость и ускорение 
частицы, движуЩейся в электри- 
ческом поле. Приведем два примера. 

Пусть некоторая частица с заря- 
дом 4 и массой т движется в электри- 


ческом поле с напряженностью Ё, 
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так что на нее действует сила СЕ. 
Напишем уравнение, выражающее 
второй Закон Ньютона: 


та-—аЕ, 


откуда для ускорения а частицы 
получаем 


о 


а— ЧЕ. 
т 
Мы видим, что ускорение частицы 
определяется не ее зарядом и не ее 
массой по отдельности, а отношением 
4/т, то есть удельным зарядом ча- 
стицы. 

Предположим, что частица, имею- 
щая заряд 4 и массу т, перемести- 
лась в электрическом поле от одной 
точки к другой, напряжение между 
которыми равно {/. Тогда работа, 
совершенная полем над частицей, 
будет равна 9. Если вначале частица 
покоилась, то за счет этой работы 
она приобретет кинетическую энергию 
то"/2: 


2 


Отсюда для скорости частицы полу- 


чаем 
М 2 ти 


— скорость частицы определяется 
опять-таки ее удельным зарядом. 


Абсолютно 
черное тело 


Свет и цвет. Когда мы при дневном 
(солнечном) свете смотрим на различ- 
ные тела, окружающие нас, мы видим 
их окрашенными в различные цвета. 
Так, трава и листья деревьев — зеле- 
ные, цветы — красные или синие, 
желтые или фиолетовые. Есть также 
черные, белые, серые тела. Все это не 
может не вызвать удивления. Каза- 
лось бы, все тела освещены одним 
и тем же светом — светом Солнца. 
Почему же различны их цвета? Поста- 
раемся ответить на этот вопрос. 

Будем исходить из того, что свет — 
это электромагнитная волна, то есть 
распространяющееся переменное элек- 
тромагнитное поле. В солнечном свете 


содержатся волны, в которых электри- 
ческое и магнитное поля колеблются 
с различными частотами. 

Всякое же вещество состоит из ато- 
мов и молекул, содержащих заряжен- 
ные частицы, которые взаимодейству- 
ют друг с другом. Поскольку частицы 
заряжены, под действием электриче- 
ского поля они могут двигаться, а если 
поле переменное — то они могут совер- 
шать колебания, причем каждая ча- 
стица в теле имеет определенную соб- 
ственную частоту колебаний. 

Эта простая, хотя и не слишком точ- 
ная, картина позволит нам понять, 
что происходит при взаимодействии 
света с веществом. 

Когда на тело падает свет, электри- 
ческое поле, «принесенное» им, застав- 
ляет заряженные частицы в теле со- 
вершать вынужденные колебания (по- 
ле световой волны переменное!). При 
этом у некоторых частиц их собетвен- 
ная частота колебаний может сов- 
пасть с какой-то частотой колебаний 
поля световой волны. Тогда, как из- 
вестно, произойдет явление резонан- 
са — резкого увеличения амплитуды 
колебаний (о нем говорится в $ Эи 20 
«Физики 10»). При резонансе энергия, 
принесенная волной, передается ато- 
мам тела, что в конечном счете, вызы- 
вает его нагревание. О свете, частота 
которого попала в резонанс, говорят, 
что он поглотился телом. 


Но какие-то волны Из падающего 
света не попадают в резонанс. Однако 
они тоже заставляют колебаться ча- 
стицы в теле, но колебаться с малой 
амплитудой. Эти частицы сами стано- 
вятся источниками так называемых 
вторичных электромагнитных волн 
той же частоты. Вторичные волны, 
складываясь с падающей волной, со- 
ставляют отраженный или проходя- 
щий свет. 


Если тело непрозрачное, то погло- 
щение и отражение — вот все, что мо- 
жет произойти с падающим на тело 
светом: не попавший в резонанс свет 
отражается, попавший — поглощает- 
ся. В этом и СОСТОИТ «секрет» цветно- 
сти тел. Если, например, из состава 
падающего солнечного света в резо- 
нанс попали колебания, соответству- 
ющие красному цвету, то в отражен- 
ном свете их не будет. А наш глаз 
устроен так, что солнечный свет, ли- 
шенный своей красной части, вызы- 
вает ощущение зеленого цвета. Окрас- 


ка непрозрачных тел зависит, таким 
образом, от того, какие частоты пада- 
ющего света отсутствуют в свете, отра- 
женном телом. 

Существуют тела, в которых заря- 
женные частицы имеют так много 
различных собственных частот коле- 
баний, что каждая или почти каждая 
частота в падающем свете попадает 
в резонанс. Тогда весь падающий свет 
поглощается, и отражаться просто не- 
чему. Такие тела называют черными, 
то есть телами черного цвета. В дей- 
ствительности черный цвет — это не 
цвет, а отсутствие всякого цвета. 

Есть и такие тела, в которых ни одна 
частота в падающем свете не попа- 
дает в резонанс, тогда поглощения 
нет вовсе, а весь падающий свет отра- 
жается. Такие тела называют белыми. 
Белый цвет — тоже не цвет, это 
смесь всех цветов. 

Излучение света. Известно, что вся- 
кое тело может само стать источником 
света. Это и понятно — ведь во всяком 
теле есть колеблющиеся заряженные 
частицы, способные стать источника- 
ми испускаемых волн. Но при обыч- 
ных условиях — при небольших тем- 
пературах — частоты этих колебаний 
сравнительно малы, и испускаемые 
длины волн существенно превосходят 
длины волн видимого света (инфра- 
красный свет). При высокой же темпе- 
ратуре в теле «включаются» колеба- 
ния и более высоких частот, и оно 
начинает испускать световые волны, 
видимые глазом. 

Какой же свет излучает тело, коле- 
бания каких частот могут быть «вклю- 
чены» при нагревании? Очевидно, 
что возникнуть могут только колеба- 
ния с собственными частотами. При 
низких температурах число заряжен- 
ных частиц, имеющих высокие собст- 
венные частоты колебаний, мало, и их 
излучение незаметно. С повышением 
температуры число таких частиц воз- 
растает, и становится возможным из- 
лучение видимого света. 

Связь между излучением и погло- 
щением света. Поглощение и излуче- 
ние — это противоположные друг 
другу явления. Однако между ними 
есть нечто общее. 

Поглощать — это значит «брать», 
излучать — значит «давать». А что 
«берет» тело, поглощая свет? Очевид- 
но, то, что может взять, то есть свет тех 
чаззет, которые равны собственным 
частотам колебаний его частиц. Что 
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«дает» тело, излучая свет? То, что оно 
имеет, то есть свет, соответствующий 
собственным частотам колебаний. По- 
этому между способностью тела излу- 
чать свет и способностью его погло- 
щать должна существовать тесная 
связь. И связь эта простая: тело излу- 
чает тем больше, чем сильнее оно по- 
глощает. При этом, естественно, са- 
мым ярким излучателем должно быть 
черное тело, которое поглощает коле- 
бания всех частот. Математически эта 
связь была установлена в 1859 году 
немецким физиком Густавом Кирхго- 
фом. 

Назовем испускательной способно- 
стью тела энергию, излучаемую еди- 
ницей площади его поверхности в еди- 
ницу времени, и обозначим ее через 
Е, т. Она различна для разных длин 
волн (Л) и разных температур (Т), 
отсюда индексы ). и Т. Поглощатель- 
ной способностью тела назовем отно- 
шение поглощенной телом световой 
энергии в единицу времени к падаю- 
щей. Обозначим ее через А; г — она 
тоже различна для разных ^ и Т. 

Закон Кирхгофа гласит, что отноше- 
ние испускательной и поглощатель- 
ной способностей одинаково для всех 
тел: 

Вы 

А; т 
Величина С не зависит от природы 
тел, но зависит от длины волны света 
и от температуры: С =#()., Г). Согласно 
закону Кирхгофа, тело, которое при 
данной температуре лучше погло- 
щает, должно интенсивнее излучать. 

Абсолютио чериое тело. Закон 
Кирхгофа справедлив для всех тел. 
Это значит, чго его можно применить 
и к такому телу, которое поглощает 
все без исключения длины волн. Такое 
тело называют абсолютно черным. 
Для него поглощательная способность 
равна единице, так что закон Кирхго- 
фа принимает вид 
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Е ‚.т= С=/(),Т). 
Таким образом, становится ясным 
смысл функции /[(^, Г): она равна ис- 
пускательной способности абсолютно 
черного тела. Задача нахождения 
функции С—=1(), Г) превратилась в за- 
дачу найти зависимость энергии излу- 
чения абсолютно черного тела от тем- 
пературы и длины волны. В конце 
концов, после двух десятилетий тщет- 
ных попыток она была решена. Ее 
решение, данное немецким физиком- 
теоретиком Максом Планком, стало 


началом новой физики — квантовой 
физики. 
Заметим, что абсолютно черных 


тел в природе не существует. Даже 
самое черное из всех известных ве- 
ществ — сажа — поглощает не 100, 
а 98 % падающего на него света. По- 
этому для экспериментального иссле- 
дования излучения абсолютно черно- 
го тела использовалось искусственное 
устройство. 

Оказалось, что свойствами абсолют- 
но черного тела обладает... замкнутая 
полость с малым отверстием (см. рису- 
нок). В самом деле, когда в отверстие 
попадает луч света, внутри полости 
он испытывает множество последо- 
вательных отражений, так что шансов 
выйти из отверстия наружу у него 
очень мало. (По этой же причине от- 
крытое окно в доме кажется темным 
даже в яркий солнечный день.) Если 
такое тело нагреть, то излучение, исхо- 
дящее из отверстия, практически ни- 
чем не отличается от излучения аб- 
солютно черного тела. 

Хорошей имитацией абсолютно чер- 
ного тела может служить и труба, 
один конец которой закрыт. Если тру- 
бу нагреть, ее открытый конец светит 
как абсолютно черное тело. При обыч- 
ной же температуре он выглядит со- 
вершенно черным, как и отверстие 
в полости. 


Математика 8, 9 


Публикуемая ниже заметка «Еще 13 дока- 
зательств теоремы о биссектрисе» адресова- 
на восьмиклассникам. Заметка гО теореме 
Лагранжа» предназначена для девятикласс- 
ников. Естественно, каждая из этих заметок 
может быть полезной и интересной не голько 
учащимся указанных классов. 


Еще 13 доказательств 
теоремы о биссектрисе 


В журнале «Квант» № В за 1983 год 
была помещена заметка С. Р. Сефи- 
бекова «Четыре доказательства тео- 
ремы о биссектрисе». Редакция полу- 
чила ряд писем от читателей, в кото- 
рых приводятся новые доказательства 
этой теоремы. Основой настоящей 
заметки послужили материалы, кото- 
рые прислал С. Г. Губа. Кроме того, 
были использованы доказательства, 
указанные А. В. Аляевым, А. Г. Гольд- 
бергом, В. Н. Дубовым, А. И. Мосто- 
вым. 

Напомним условие теоремы. 

Во всяком треугольнике биссектри- 
са внутреннего угла делит противопо- 
ложную сторону на отрезки, пропор- 
циональные прилежащим сторонам. 
Иными словами, если в треугольни- 
ке АВС проведена биссектриса СО, то 
АР:ВР=АС:ВС. 

Приведем еще семь доказа- 
тельств этой теоремы, шесть из кото- 
рых вполне доступны семиклассни- 
кам после прохождения темы +Пре- 
образования фигур». 

Очевидно, если АС=ВС, то теорема 
верна. Поэтому будем считать, что 
АС-=ВС. Пусть, например, АС>ВС. 
Тогда биссектриса СО не может быть 
перпендикулярна к стороне АВ, так 
как в противном случае прямоуголь- 
ные треугольники САП и СВО. были 
бы равны по катету и прилежащему 


Рис. 1. 


Рис. 7 


острому углу, откуда следовало бы, 
что АС=-ВС. 

Первое доказательство. По- 
строим на луче СО точку Е, такую, 
что АЕ=АД (рис. 1). Тогда Х АЕС= 
—=/ АРЕ= { СРВ. Следовательно, тре- 
угольники АСЕ и ВСШ подобны (по 
двум углам). Это значит, что АЁ:ВО= 
—2АС:ВС. Приняв во внимание, что 
АЕ=АДО, получим АР:ВО=—АС:ВС. 


Второе доказательство. По- 
строим на луче СО точку Е, такую, 
что АЕ—АС (рис. 2). Тогда { АЕР= 
— АСР, то есть треугольники АЕБ 
и ВСО подобны. Из их подобия имеем 
АО:ВО=АЕ:ВС. Поскольку АЁЕ=АС, 
то теорема доказана. Вариант построе- 
ния — провести через точку А пря- 
мую, параллельную СВ, до пересече- 
ния с прямой СЛ в точке Е. 

Третье доказательство. Из 
вершин А и В опустим перпендикуля- 
ры АЕ н ВЕ на прямую СЛР (рис. 3). 
Из подобия прямоугольных треуголь- 
ников АДЁ и ВОР получим АР:ВО= 
—АЕ:ВР. В то же время из подобия 
прямоугольных треугольников АСЕ 
и ВСЕ будем иметь АС:ВС=АЕ; ВЕ. 
В ивлученных пропорциях правые от- 
ношения равны, поэтому равны и ле- 
вые, то есть АД:ВР=АС:ВС. 

Четвертое доказательство. 


‚ Проведем через точку ДР прямую, пяа- 


раллельную стороне АС (рис. 4). Тог- 
да по обобщенной теореме Фалеса 
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АР:ВО=СЕ:ЕВ. Из подобия треуголь- 
ников АВС и ОВЕ имеем АС:СВ= 
—=РО:ЕВ, и так как СЁЕ=РО, то 
АС:ВС=СР:РВ. Следовательно, 
А0:ВО=АС:ВС (оба отношения рав- 
ны СР:ЕВ). 

Пятое доказательство. Пло- 
щади треугольников, имеющих рав- 
ные высоты, относятся как соответст- 
вующие им основания. Поэтому 
5срл: сов =АДО:ОВ (рис. 5). С другой 
стороны, по свойству биссектрисы, 
высбты в треугольниках СОА и СЛОВ, 
опущенные из вершины Д, равны. Сле- 
довательно, Зерл:Эсрр=АС:ВС. Итак, 
АР:ВО—АС:ВС=$ од: Усрв. 

Шестое доказательство. 
Опишем вокруг треугольника АВС 
окружность и продолжим СО до пе- 
ресечения с окружностью в точке Ё 
(рис. 6}. Из подобия треугольни- 
ков АСЕ и ОСВ получаем АС: АЕ== 
=—=<СО:ЛВ, то есть АС . ДВ-==АЕ - СРО. 
Из подобия треугольников ВСЁ и ОСА 
имеем ВС:ВЕ=СЛ: АЛ, то есть ВСХ 
ХАД—ВЕ + СЛ. Заметив, что АЕ-—=ВЕ, 
получим АС - ДВ=ВС ‹ АД, откуда 
АЛ:ВР=АС:ВС. 

Седьмое доказательство. 
Проведем через точку ДР две прямые, 
одна из которых параллельна сто- 
роне АС и пересекает сторону ВС в точ- 
ке М, а другая — параллельна сто- 
роне ВС и пересекает сторону АС 
в точке К (рис. 7). Легко доказать, 
что четырехугольник КСМР — ромб. 
Из подобия треугольников АКО 
и ОМВ имеем АР:ВО=рК:ВМ. Так 
как ДК =РМ, то АД:ВР—=рМ: ВМ. За- 
менив в полученной пропорции отно- 
шение ОМ:ВМ равным ему отноше- 
нием АС:ВС (на основании подобия 
треугольников АВС и ОВМ), получим 
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требуемую пропорцию. 

С помощью построений, изображен- 
ных на рисунках 8—11, читателю 
предоставляется возможность полу- 
чить еще четыре доказательства этой 
теоремы. | 

В заключение иаметим еце два доказа- 
тельства теоремы, предназиаченные для чита- 
телей, знакомых п векторами и геометрн- 
ческими преобразованиями. 

1. Для любой точки О отрезка АВ СБ = 


= +(1—7 08, где ).—ОВ: АВ; 1—^=АП:АВ. 
Действительно, Сс5=СВ-+ ВВ. СВ АВА —СВ. + 
4+46А—СВ-—СА-+а—Н. 

В нашем случае вектор сб параллелен век- 
тору (1/СА) - СА-+-(1/СВЕ (см. рис. Т) и по- 
этому (1/СА):(1/СВ) =2: (1—^), откуда 
АО:ОВ=СА:СВ 


2. Выполним последовательно симметрию 


относительно точки Ш, гомотетии 580240 
и Н^С'8С, а затем симметрию относнтельно 


биссектрисы СД (через 5 *, обозначена гомотетия 
с центром О и коэффициентом К). В резуль- 
тате точка А останется на месте, а прямая СР 
перейдет в себя, в частности, расстояние между 
ними сохранится. Следовательно, коэффициент 
итогового преобразовання подобия равен 1, 
то есть АС/ВС - ВО/АР=-1. 

Б. И. 


О теореме Лагранжа 


. Прежде всего напомним формули- 
ровку теоремы Лагранжа. 

Пусть функция [ дифференцируема 
в каждой точке некоторого промежит- 
ка. Тогда между любыми двумя точ- 
ками а и БВ этого промежутка най- 
дется такая точка с, что 


КЬ)— Ка) =Р (с) (— а). (1) 

Эта теорема допускает простую гео- 
метрическую интерпретацию. Возь- 
мем на графике функции {[ две точки 
А—М(а; Ка)) и В==М(6; КЬ)) (см. ри- 
сунок). Угловой коэффициент прямой 
АВ равен (7(5)—/(а))/(6—а), угловой 
коэффициент касательной к графику 
функции { в точке с абециссой 
х=©с равен [Ё\(с). Поэтому, записав 


(Окончание см. на с. 36) 


инт 
длЯ младших школьников 


Задачи 


1. «Николай Иванович,— спросил 
Вадик у знакомого продавца магази- 
на, — сколько стоит блокнот?» «16 
блокнотов стоят столько же рублей, 
сколько блокнотов можно купить на 
1 рубль», — с улыбкой ответил прода- 
вец. Сколько же стоит один блокнот? 


2. В последнее время я много хожу 
на лыжах. Правда, позавчера я про- 
шел на 3 км больше, чем вчера, а вче- 
ра на 40 км меньше, чем позавчера 
и сегодня вместе. Сколько километров 
я прошел на лыжах сегодня? 


3. «Нарисуйте в тетрадях какой- 
нибудь многоугольник, стороны ко- 
торого проходят по линиям сетки,— 
сказал учитель.— Так. Теперь найди- 
те число его сторон». «12» — сказал 
Вова. «4» — сказал Петя. «10» — ска- 
зал Андрей. У них были нарисованы 
многоугольники, изображенные на 
рисунке. Интересно, что у остальных 
школьников тоже оказались много- 
угольники с четным числом сторон. 
Почему? 


4. Какая физическая ошибка допу- 
щена в следующем стихотворении: 
«Она жила и по стеклу текла, 
Но вдругее морозом оковало, 
И неподвижной льдинкой капля 
стала, 
А в мире поубавилось тепла.» ? 


Эти задачи нам предложили С. Р. Сефибе- 
ков. А. А. Панов, Н. К. Антонович. 
А. П. Савин. 


Бег по кругу 
и длииный рассказ 


я. КЭРРОЙЯ 


'В 7м и 8-м номерах «Кванта» прошлого 
года были опубликованы первые две главы 
книги Льюцса Еэрролла «Алиса в стране 
цудесь. снабженные вопросами и задачами, 
придуманными в редакции. Судя по много- 
численным письмам читателей, этот мате- 
риал покравился. Поэтому мы продолжаем 
публикацию этой замечательной книги в но: 
выми вопросами и задачами (см. следующий 
разворот журнала). Читателей, у когорых 
есть эта книга, мы просим присылать зада- 
чи и вопросы к последующим главам, начи 
кая с шестаи. 
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О теореме Лагранжа 


{Начало см. на с. 80} 


равенство (1) в виде (ЖЬ) — 
—Ка))/(Ь—а)=[Р (<), мы получим гео- 
метрическую интерпретацию теоремы 
Лагранжа: существует такая точка с 
промежутка ]а; Б[, что касательная 
к графику функции [ в точке с абсцис- 
сой х=е параллельна прямой АВ. 

Точек х=с, для которых выполнено 
равенство (1}, может быть и более 
одной. В этом вы можете убедиться, 
выполнив следующее упражнение. 

1. Найдите все значения хегс, при которых 
для функции /(х)=(х— 1), а=0, 5—2, выпол- 
няется равенство (1). (Ответ: с=1—1/\3 
и с==1-4 1/3.) 

Мы хотим познакомить вас с ме- 
ханической интерпретацией теоре- 
мы Лагранжа. Пусть материальная 
точка движется по прямой и в мо- 
мент { имеет координату $({). Тогда 
ее средняя скорость на промежутке 
времени от & до $, будет равна 
(3(1>)—3(#,))/(1.—1.). Хорошо извест- 
но, что мгновенная скорость в мо- 
мент времени Ё равна 5’({!). Вполне 
понятно, что в некоторые моменты 


— 


Избранные 
школьные задачи 


Восьмой класс 

1. В драмкружке число мальчиков состав- 
ляет 80 % от числа девочек. Сколько процен- 
тов составляет число девочек п этом кружке 
от числа мальчиков? 

2. Какое из чисел больше: ^/1986-\/1984 
или 2 1985? 

3. Разложите х’-+-х--1 на множители. 

4. Длина боковой стороны трапеции равна а, 
а расстояние до нее от середины противополож- 
ной стороиы равно 6. Найдите площадь тра- 
пеции. 

5. Докажите, что в любом треугольнике 
В>2г, где Е иг — радиусы соответственно 
описанной и внисанной окружностей. 


Девятый класс 

6. Какое из чисел больше: \/1986+\/1981 
или 24/1985? 

7. Каким является треугольник (остроуголь- 
ным, прямоугольным илн тупоугольным)}, если: 

а) его высоты равны 3, 4 н5; 

6) его медианы равны 3, 4 и 5? 

8. Найдите множество значений функции 
{без использования математического анализа): 


а) /(х)-=2х4 2. 5) пи. 
9. Найдите /’ (2), еели 
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времени мгновенная скорость будет 
больше средней скорости, в другие — 
меньше. Однако обязательно найдется 
такой момент времени (и может быть 
не один!), что средняя скорость будет 
равна мгновенной. Следовательно, для 
некоторого &% <] 1; &. [ 
(3(#.)—3(#,))/(15—#)=5” (5), 
то есть 5(1,)—5(1)=3'(#,)(1.—&#,). (Срав- 
ните эту формулу с формулой (1).) 
Отметим также, что в случае, когда 
[| не имеет производной в какой-либо 
точке, лежащей между а и Ь, при- 
менять теорему Лагранжа нельзя: 
рассмотрите в качестве примера функ- 
цию К(х)=|х’—1|, а=1/2, 6=4/7/2. 


Упражнения 

2. Для каких промежутков можно приме- 
нять теорему Лаграижа к функции }{, если: 
а} /(х)==х; 6) Кх)=[х]; в) /(х)-= [х|? 

3. Материальная точка двнжется по прямой 
по закону 3(#)=#, где з — путь в метрах, 
{ — время в секундах. В какой момент времени 
ее мгновенная скорость равна средней скорости 
на промежутке от {,=13 с до #,—46 с? 

4. В каких точках для функций /(х) кал? 
и &(х)=рх"ах4г для промежутка (а; 5] 
выполнено равенство (1)? 

Как объяснить геометрически совиадение 
результатов для обеих функций? 

Л. Н. Смоляков 


а) / (х)={(х— 2)? & (х). где я(х) — произ- 
вольная дифференцируемая при х==2 функция; 

6} / (х)}=(х—2)? & (х), где я (х) — произволь- 
ная иепрерывная при х==2 функция; 

в) Г (х)=(х—2) (И хуя -2+ их 
хА/ = +=). 

10. Докажнте, что любой треугольник мож- 
но слроектировать в правильный при помощи: 
а) параллельной проекции; 6)* ортогональной 
проекции. 

Десятый класс 

11. Площадь основания пирамиды равна 1. 
Проведена плоскость, параллельная основанию 
пирамиды и делящая ее на две части равного 
объема. Найдите площадь сечения. | 

12. Сравните числа: 2156: Ри хуй»? (х > 1). 

13. Докажите, что любая плоскость, прохо- 
дящая через середины двух скрещивающихся 
ребер тетраэдра, делит его объем пополам. 

14. Докажите, что для любых действитель- 
ных чисел а, 6, с выполняется неравенство 
а“ -- с‘ >абс (а + Ь++с). 

15. а) В тетраэдре проведены 4 отрезка, каж- 
дый из которых соединяет вершину о точкой 
пересечения медиан противолежащей грани. 
Докажите, что все 4 отрезка пересекаются в 
одной точке и делятся в ней в отношении 3:1, 
считая от вершины. 

6} Докажите, что в любом тетраэдре А? 3г, 
где В иг — радиусы соответственно описанной 
и вписанной сфер 

Публикацию подготовил Б. М. Ивлев 


Этот раздел ведется у нас яз 
номера в номер < момента 
осиования журнала. Публику- 
емые в нем задачи иестан- 
дартны, но для нх решения 
не требуется знаний, выходя- 
щых за рамкы школьной про- 
граммы. Наиболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки за- 
дачи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Разу- 
меется, не все эти задачи 
публикуются впервые. Реше- 
ння задач из этого номера 
можно отправлять не поэднее 
15 апреля 1985 года по адре- 
су: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Квант». 
В графе «Кому» напишите: 
«Задачник «Кванта» № 2— 
85. н номера задач, решения 
которых вы посылаете, напрн- 
мер *+М906, М907ь мли 
*«@918›. Решения задач из 
разных номеров журнала или 
по разным предметам (мате- 
матике и физике) присылай- 
те в разных конвертах. В 
письмо вложите конверт с иа- 
писанным на нем вашим адре- 
сом (в этом конверте вы по- 
лучите результаты проверки 
решений). Условне каждой 
оригинальной задачи, предла- 
гаемой для публикации, при- 
сылайте в отдельном конверте 
в двух экземплярах вместе 
с вашим решением этой зада- 
чя (на конверте пометьте: 
«Задачник *Кванта», новая 
задача по физике» или ‹...но- 
вая задача по математике»). 
В начале каждого письма про- 
сым указывать номер школы 
н класс, в котором вы учи- 
тесь. 


задачник 


пбанта 


Задачи 
М906—М910; Ф918—Ф922 


МЭ06. а) Докажите, что при любом натуральном а 
уравнение 


— 
| 
| 


1 1 1 

АР 

имеет по крайней мере три решения в натуральных 
числах х и и. 

6) Найдите число натуральных решений этого 
уравнения при а=1985. 


М. В. Славинский 
М907. Про треугольник АВС с длинами сторон 


а—ВС, Ь—АС, с=АВ известно, что ЗА-+-2В=180°. 
Докажите, что а? Ве—с?—0. 


Т. А. Джортменадзе 


М М908. На стороне АВ треугольника АВС выбирает- 
ся точка Р, и через нее проводятся прямые, парал- 
лельные ВС и АС, до пересечения со сторонами АСи 
ВС соответственно в точках М и М. При каком вы- 
Ее точки Р отрезок ММ имеет наименьшую дли- 
ну? 
Рещите эту задачу а) для треугольника с прямым 
углом С; 6)* для произвольного треугольника АВС. 
Э. Г. Готман 


1 
№М909. а) Докажите, что существует арифметиче- | 
ская прогрессия из 4`различных членов, содержа- 
щая только степени натуральных чисел п”(й>2). | 
Существует ли такая прогрессия из | 
6) любого конечного числа, 
в) бесконечного числа членов? | 
Существует ли бесконечная (не постоянная) ариф- ! 
метическая прогрессия, не содержащая 
г) ни одной степени натурального числа, 
д) ни одного числа, составленного из одинаковых 
цифр? 

Р. Н. Азизян. В. Толстых. А. В. Аляев 
М910. На сторонах правильного шестиугольника 
взяты точки А,,А., ..., А; (рис. 1). Известно, что три 
попарно не смежные стороны шестиугольника А... 
...А, (А. А,, А.А,, А.А,) определяют треугольник ; 
КТМ. вершины которого лежат на продолжениях 
диагоналей правильного шестиугольника. Дока- 
жите, что это верно и для трех других сторон ше- 
стиугольника А....А- 


С. Ю. Оревков 


ФЭ18. Пара одинаковых грузиков А и В, связанных 
невесомой нитью длины р начинает соскальзывать 
с гладкого стола высоты [, причем в начальный 
момент грузик В находится на высоте #=21/3 = 
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м 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


М\е Мауе Ъесп ри Бнте 
Куапез сопве5ё ргоШетз еуегу 
той {гот Ве уегу #3 
35ие оЁ ошг тарахте. ТЬе 
рго/етз аге попеёапдаг@ олез, 
Ъиё Шехг зойииюп гедштез по 
пбогтайоп ои($!4е {1е зсоре 
ой {те 0558 зесопфагу зсвоо! 
5УПаЪиз. Тве шоге айЙйсий 
ргоЫеиз аге тагкед мИН а 
збаг (*). АМег (\е 5абетеш 
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пола (рис. 2). Достигнув пола, грузик В ВЕ 
к нему; грузик А в этот момент слетает со стола. ! 
На какой высоте над уровнем пола будет грузик А, 
когда нить вновь окажется натянутой? 

т 9/4 Кота 


Ф919. На рисунке 3 показано долевое сечение при- 
бора, используемого в качестве эталона длины. 
Центральный стержень С и внешняя оболочка А. 
прибора сделаны из материала с коэффициентом. 
теплового расширения «,; их длины при #,==20 °С' 
одинаковы и равны [. Внутренняя труба В сделана. 
из материала с коэффициентом теплового расши- 
рения и.. Какой должна быть длина внутренней. 
трубы при {,=20 ^С, чтобы при изменении темпе- 
ратуры полная длина эталона |СО| не менялась? 

А. 11. Ершов. 
Ф920. Через трубку переменного сечения продува- 
ют воздух. Входное отверстие трубки имеет пло- 
щадь $, выходное — 5.. На входе скорость воздуха. 
5, температура — ТГ, давление — р,; на выходе: 
температура воздуха Т,, давление — р.. Какова 


скорость воздуха на выходе? 
Г. Л. Коткин | 


4921. Плоский конденсатор подключен к источни-, 
ку напряжения О. Пластины конденсатора имеют. 
площаль $ каждая, расстояние между пластинами 

равно 4,. К одной пластине прижата металличе- 

ская пластинка площади 5 и толщины 4. (рис. 4), 
имеющая массу т. Пластинку отпускают. С какой 

скоростью она ударится о другую пластину конден- 

сатора? Влиянием силы тяжести пренебречь. 


$ 


Ф922. Фотографируя муравья с близкого расстоя- | 
ния, экспериментатор использовал удлинительное ' 
кольцо, которое увеличило расстояние от пленки’, 
до объектива на А1=7,5 мм. Резкое изображение 
муравья получилось в том случае, когда на шкале 
объектива было установлено расстояние Б==1,05 м! 
(на шкале указываются значения расстояний от. 
предмета до объектива без использования удлини-. 
тельных колец). Фокусное расстояние объектива 
Е=50 мм. На каком расстоянни от объектива на- 
ходился муравей? Считать объектив тонкой линзой. 

А. П. Ершов ' 


| 
РгоШет5$ 
_мМ906—мМ910; Р918—Р922 
№М906. а) Ргоуе Та! Гог апу розвуе пцезег а \е 
едчайоп | 
т В 
= + те — 
Ваз аф 1еа5% {Игее розиуе и\февег зоопз (х, и). 
Ъ) Езл8 «Ме похоъег ой розмдуе ицерехг зом ®юотз Фот. 


а—1985. ' 
М. И. Залтзв | 


а 


ог Ше ВН: уе и 
пакае чПо ргоровей И {о из. 
Ц воез “ИВО вауще ай 
по а Безе ргоШетз аге 
Иез руБйсаНопз. ТЬе вощ- 
Нопв ог ргоШетз Ггошт Из 
185ще (ш Кизаап ог зп ЕпийвЬ) 
пау 6е роз! по |щег ап 
АргИ 151%, 1985 10 \е ГоПо- 
улая аддгезз: 0558, Мозсо\, 
103006, Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1, «Квант». Р]еабе 
зеп@ Ще зомНоп8 оЁ рНуз!ез 
ап таета ся ргоШелл$, аз 
уе аз ргоБМетз Фгок ЗИТе- 
ге 5зиез, ипдег зерагае со- 
} уег; оп Ве епуеЮре утИе Не 
{ мот: «КУАМТ5 РКОВ- 
] ТЕМ5» ава Фе потЪегз о аП 
{ Бе зо!уе ргоеп1$; т уоцг 
‚: Мег епеюзе ап ипзёатрей 
зе ГаЯЧгеззеё епуеоре — ме 
зраН цве М №0 зеп@ уон Ше 
соггесИоп гезиЙз. Аё Ше еп@ 
| 9# {Не асадепис уеаг ме вит ир 
{фе гезиИз о 4е Куап 
ргоМет сощезЁ. М уои Зауе 
ап огра! ргоЫею {о ргорозе 
Рог ри кайоп, реазе 5еп@ Ё& 
у и; цифег зерагае соуег, 
31 мо сорез @п Возчап ог 
31 ЕарНЗЬ), аси ла Ве вои- 
‹ Вот. Од \Ше епуеюре мтие 
МЕ\М’ РКОВЕЕМ 1% РНУ51С8 
(ог МАТНЕМАТС$). 


ЕО ЕВЕ ВЖЕ 
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М907. п Е, АВС уе Кпом фе з1ез а—ВС, 
ь=АС, с==АВ ап4 1е ге]ацол ЗА+2В—=180°. Ргоуе 
фНаё а?-{ Ве —с?=0. 
Т. А. рюттена42е 
М908. Тлпез рагаЙе! № {те 314ез ВС ап АС о 
ф папе АВС раззта &ВгоирВ Те ро! Р оп 514е АВ 
1т4егзеев {Те з14ез АС апа ВС тезресиуеу аф роз 
М апа М. Рог мваё свосе ой Р мШ ММ Ъе о 1еа5% 
1еп&Ъ? 
Зауе 13 ргоШет а) ог {71ап вез “ИВ иен ап е С; 
Ъ)* Гог агЬЦтгагу ылап]ез АВС. 
Е. С. Сотап 


№М909. а) Ргоуе \а$ф {Неге ах1345 а (поп-сопзфапф) 

Рог 1егт агИбтейса! ргойгезз1оп сопззЫпя © 

ро\гегз оЁ роз1Шуе ифевегз п”(Ё > 2). 

Роез зисВ а ргоргезз1оп ЪЬ) оЁ агЬигагу пце 1епеТЪ, 

с) о шЯмИе ]1еп М ех1з{? 

ЛРоез еге ех15% ап шЁ_пце агЦитейса! ргоятезз1оп 

по& соашии 4} апу ро\ег оЁ а розИуе ицерег, 

е) апу питЪег а!] ой \чВозе 413 аге {Те заме? 
В. №. Азат, У. Томуйв. А. У. АНаев 


М910. Те рой А,, А., ..., А; аге спозеп оп фНе з1х 
$14 е3 0# а гевщаг Вехарвоп (Е\р. 1). К 13 Кпомп Та 
№ гее поп-аа)асепе в14ез А.А, А.А, АА; 9 Ще 
Вехароп А,А,...А; деегтите фе илапяе КЕМ, 
\Зове уегИсез Пе оп пе ех\епз10пз ой Фе Ф1авопа?з 
ОХ {те герщаг Мехароп. Ргоуе 41 аф {Ве зате 13 фгие 
ой ф1е {1 гее офТег з14ез оё \1е Вехакоп А, А....А.. 
$. Уи. Огезког 
Р918. А раш оё 14еписа! мех\{з А апд В, иед 
фоветег Бу а меакйЫевз зёгтя оЁ Пепя4В [, Берт 
зЗПатре оЁЁ а этос&В фаЫе ог Ваз [; а {1е ша 
потепф {Ве а&Циде оЁё Фе меавЪь В аЪБоуе Яоог 
1еуе! 13 #—=21/3. (Е1:. 2). Науше геасьед \Те ЯЙюоог, 
Фе мазь В вфауз зфасК 40 Ц; аф Фа шотеп {Ве 
мерь А {Шез оё# 41е 4аЫе. Аф упаф аНЦиде оё Ве 
уче! А ароуе #Й1оог 1еуе] “Ш \Ъе эта Ъесоте 
зфгекпе ара1п? 
С. Г. Койт 


Р919. Е1риге 3 зВо\з а 1епрНудзе зесНоп о# а Чеу1се 
изеё аз ап еа]ой оЁ 1епеёЪ. ТЬе селёга1 гоа С 
ап4 {Ве ощег епуеоре А ой \1е Деуйсе аге таде 
0$ оР шщена] у’Бозе Веаф ехрапз1оп ш4ех 13 а; 
{Ъех 1еп8\1з аё +4, =20 °С аге {Те зате, едцаШ та [. 
ТЬе шпег рре В 13 тша4е оцё о тайеша] мВозе 
Веа& ехрапз!оп т4ех 13 а,. У/Ваё пизё Ше 1еп 1 о? 
{Те тиег рёре ай 20 °С Ъе т ог4ег Ва Фе ефяа]оп’з 
фота] 1еп № геташт {Ве зате мНВеп {Ве фетрегафиге 
сВапяе5? 

А.Р. ЕгзВои 
Р920. Аг 13 Ыомп ФгоцяВ а р:ре оЁ уамаЫе 


ъ‘зесиоп #гот. 1еЁ4 40 п=Ъ\. ТЬе зесйоп агеа а Фе 


1е% ех4хешИ у 13 5,, аё 4Те мВ И 13 5., А1 {те 1еЁ+ 
ежгетЦу {Ве ах у@осЦу 13 0, Из 4етрегафиге 15 
Т, апа Из ргеззиге 13 р;; аф Те пя} ежгетйу Те 
а1г фетрегамге 15 Т», 4\е ргеззиге 13 р.. УВак 13 
{Те а1г уеосфу аф Ме пе ежхгетнцу? 

С. Г. Кат 
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`Мм886. Можно ли в 4п—4 кле- 
‚7о’, расположенных по пери- 
'метру квадрата пЖп клеток. 
‚расставить 4п—4 последова- 
тельных целых чисел (не обл- 
‘зательно положительных) так, 
‘чтобы суммы чисел в верши- 
нах каждого прямоугольника, 
стороны которого паралдель- 
‘ны диагоналям квадрата, а 
также суммы чисел в концах 
каждой диагонали. равнялись 
одному и тому же числу 3? 
`Решите задачу для п, равного 
а) 3. 6) 4, в) 5. г} 1985. Если 
можно. найдите допустимые 
значения 3. 
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Р921. А Нат сарсЁог 15$ соппесёе4 +0 а воигсе оЁ 
фепз1оп О. ТЬе сарасцог’з р]а{ез аге оё агеа $ еасв, 
{Те 41зфапсе Бебуееп ет 15 4,. А шея рае ой. 
агеа 5, пазз т ап@ &Р1сКпезз 4. 13 ргеззед ава! 
опе ой {йе сарасйог`з р]ацез (Е1х. 4). ТВеп Те тейа1 
р1афе 13 гееазед. УУШН ма у@осйу Ш и В те 
сарас йог” обтег р!аёе? 


Р922. п ог4ег {0 дефас1осе ир ой ап ап, а рАофю2га- 
рВег аа4е а суйп9тса! ех{епз1опт 10 №13 сатета, 
:истеазия Ше а4134апсе Бефууееп Ве Р1т апа Ще 1еп5$ 
Бу \/=7.5 шт. А чей {осизе рюфиге оЁ 41е ап 
уаз обате4 мВеп Ве 413{апсе геадтя оп {Ве сате- 
га \уаз 6 —=1.05 т (Те а1${апсе геад1п8 9ое$ по\ фаКе 
{Те ехфепзоп Ш ассоцп). ТЬе оса] 41з3бапсе о? 
{Ве 1епз 13 Р—=50 тт. УВаф маз {Ве асёиа] 91з$апсе 
Бебжееп 1Ве 1еп5$ ап \е апё? ТЬе 1епз тау Бе 
аззитей п. А.Р. Егайов 


Решения задач 
М886 — М890; Ф898 — 4902 


Ответ: а) можно (рис. 1); $ может равняться 
241, 12; 6} нельзя; в} можно (рис. 2); $5==8, 
24; г) можно; з=53968, 11904. 

Задача сводится к тому, чтобы разбить некото- 
рый набор из 4п—4 последовательных целых 
чисел на п—2 четверки и еще 2 пары чисел так, 
чтобы суммы чисел во всех четверках и парах 
были одинаковы и равны $. Обозначим через с 
сумму двух крайних из 4п-—4 таких чисел — 
наименьшего т и наибольшего М. (Для даль- 
нейишего заметим, что М=т-4п—5, то есть 
с—=2т--4п—5 и т={(с-+-5)/2—2п, М==(с—5)/2- 
--2п.) Разумеется, с всегда нечетно. Сумма всех 
4п— 4 чисел равна (2п—2)с, поэтому, если требуе- 
мое разбиение возможно, должно выполняться 
равенство 


п8=2(п—1)с. (1) 


Это необходимое условие позволяет сразу исклю- 
чить случай, когда п делится на 4, в частности, 
п—=4 (пункт 6) задачи): при таких п разбиения 
не существует, поскольку правая часть (1) не 
делится на 4, а левая — делится. 

Для нечетного п, к которому относится все 
дальнейшее, условие (1) также дает сильные 
ограничения: поскольку пи п 1 взаимно просты, 
али с нечетны, с делится на л, так что при некото- 
ром нечетном г должны выполняться равенства 


=2("— г. {2) 


На рисунке 3 показано, как можно построить 
нужные разбиения для г—=1 и г=3. Две пары 
чисел — «красная» и «желтая» — имеют одина- 
ковые суммы $ (то есть общий центр симметрии 
в точке $/2), а остальные 4л—8 чисел образуют 
четыре +чголубые» последовательности по п—2 


е—иг, 


т-й 
М-15 


$21 


#) 


Рис. 2. 


а) М-пт 1] \ 


щи 


—— 
ЕР п: н- = 


5=2М-п-1-с+3п1-56, 


фе о { оъъожьоео 


ЧЕ Ио п Па 
$5=с+т-?2 
г-[. с-п. 5-21-22, 
= Г и 
т т+5. м-27-5 
Рис. 3. 


№М887. Две касательные к ок- 
ружности. СА вы СВ, пересе- 
каются в гочке С (Аш В — 
точки касания). Вторая ок- 
рижность проходит через точ- 
ку С. касается прямой АВа 
точке В и пересекает первую 
окружность а точке М. Дока- 
жите, что прямая АМ делит 
отрезок ВС пополам. 


И 
Е ле. ь зо › 


г-3. с-3п. $-бп-6, 

_-п+5 _7т-5 
в “> 

5) м —- м 


ъ 


Е + 
числа (идущих подряд), две из которых мы т 


ем восходящими, а две другие — нисходящими. 
Тогда сумма первых чисел этих последователь-, 
ностей равна сумме вторых, сумме третьих и т. д. | 
так что мы получаем п—2 четверки с одинако- 
выми суммами; если при этом выполнено! 
соотношение (1) между $ и с, то все эти суммы | 
также равны $. Показанные на рисунке 3, а и б при- | 
меры соответствуют г=3 и г=1 в формулах (2), ' 
для любого нечетного пл. (На рисунках 1 и 2 приве-` 
дены соответствующие заполнения границы квад-| 
ратов для п==3 и п=5.) Заменой знаков у всех! 
4п—4 чисел (что приведет к изменению знаков, 
у 5и с) получим примеры с г=— 3 и г=—1. 
Итак, мы указали расстановки чисел со зна-, 
чениями $ а) +4, +12 для п=3; в) 8, 24 
для п=5; г) 3968, —=11904 для п-=1985 (и вооб-! 
ще, —=2(п—1), +6(л—1) для нечетного п). Дока-. 
жем, что этими значениями исчерпывается ответ, 
к задачам а), в) и г). Сумма 2$ двух пар красных. 
и желтых чисел вместе не меньше чем сумма! 
4т--6 четырех наименьших т, т+1, т-2, т-ЕЗ. 
и не больше чем сумма 4М—6 четырех наиболь-' 
ших М, М 1, М2, М—3 из целых чисел от, 
т до М. Выражая т и М через сити поль- 
зуясь формулами (2), получим 
2(с+8—4п)=4т +6 <25<4АМ—6—2(с—8--4п), | 
пг—4п-+8<2"(п— < пг-4п— 8, 


—=- == 


откуда 
—4(п 2) < (п—2)"<4(п— 2), 

то есть || <4. Осталось вспомнить, что г нечетно. 
Если кому-либо из читателей удастся разоб- 
раться в этой задаче также для п=6 и, вообще, 
для п=4к--2, мы будем рады познакомиться. 
с решением и сообщить о нем в журнале. 
В. Г. Болтянский. Н. Б. Вас 


Ф 
Пусть прямая АМ пересекается со второй окруж-. 
ностью в точке Д (см. рисунок). Очевидно, доста- 
точно доказать, что четырехугольник АВСО — 
параллелограмм. 

Пользуясь тем, что величина угла с верши-. 
ной на окружности, образованного двумя хорда- 
ми или хордой и касательной, равна половине 
величины дуги, заключенной внутри угла, можно 
записать две цепочки равенств: 


А — ВМ АВМ-= 3АМ= САБ, 


дАБС= о мс=иМВС= УМ = ВАМ | 

о Е 
(-,ВУМ и ‹/В$М — это величины дуг ВМ для первой! 
и второй окружностей). Равенство углов АДВ, 
и САР означает, что параллельны прямые 
АС и Вр, равенство углов АОС и ВАМ — что 
параллельны прямые АВ и СП; это и требовалось! 
доказать. 


И. Ф. Шерыгик 
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№888. Натуральные числа а. 
Ь. си 4 идовлетворяют равен- 
ству 6—4. Докажите, что 
число аа -ы Ес а 
составное. 


№889. Существуют зи на плос- 
кости такие три точки А. В. С, 
что для лнбой точки плоско- 
сти Р хотя бы один из отрез- 
ков РА. РВ ы РС имеет ирра- 
циональную длину? 


М890. Па территории страны. 
имеющей форму квадрата 
со стороной 1000 км, находит- 
ся 51 город. Страна распола- 
гает средствами для проклао- 
ки 11000 км шоссейных 
дорог. Сможет ли она со- 
единить сетью шоссейных д9- 
рог все свои города? 
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" и нение 
Докажем, что если аБ=4. то а=иь, ия. | 
—и0” =, где и, и, ш, { — некоторые натураль- 
ные числа. 

Поскольку аб делится на с, число с можно за- 
писать в виде с=иш, где и — делитель а, аш — 
делитель $ (например, можно взять в качестве. 
и наибольший общий делитель а и с). Тогда 
а—иь, 6—1 и потому @=. Остальное просто: 


а неба — | 
= (ик! (рев * ао 4 (об ч 
ет 
а число в правой части, очевидно, составное. 
А. В. Анджанс 


хФ 


Ответ: такие точки существуют. 

Пуеть А и В — две точки плоскости, расетоя- 
ние между которыми равно 4/2, С — середина 
отрезка АВ, Р — произвольная точка плоскости. 
Тогда 2РС=РА РВ, АВ=РВ— РА, то ссть 

4РС?=РА?4{РВ?4-2РА . РВ. 
АВ?—=РА? {-РВ°—2РА -РВ. 
Складывая эти равенства, получим 
АРС?+ АВ`=2РА?-2РВ?, 
и. поскольку число ДВ*—=\2 иррационально, 
числа РА, РВ и РС одновременно не могут быть 


рациональными. 
А. М. Слинько 


Ф | 
Ответ: дз, сможет. Укажем один из возможных 
способов прокладки дорог. Проложим шоссе дли- 
ной 1000 км через один из городов страны парал- 
лельно стороне квадрата от границы до границы 
(рис. 1). Отступив от концов этого шоссе на 100 км, 
отметим на шоссе две точки. Между ними на рав- 
ном расстоянии 200 км друг от друга расположим 
еще 3 точки. Через эти 5 точек проложим 5 дорог, | 
перпендикулярных ранее построенному шоссе 
и простирающихся от одной границы до другой. 
Тенерь из каждого города проложим шоссе, 
соединяющее по кратчайшему пути этот город 
с одной из уже проложенных дорог. Длина каж-. 
дого такого дополнительного шоссе не более, 
300 км, а всего таких шоссе не более 50. Следо-_ 
вательно, общая длина всех шоссейных дорог не. 
превосходит 6 : 1000-50 . 100==11 000 км. 
Указанная сеть шоссейных дорог не является 
кратчайшей. На рисунке 2 приведен пример 
более рационального расположения шоссейных 
дорог. Ломаная общей протяженностью 5 . 800-- 
--4 . 200—4800 км дополняется 12 «усиками» 
длиной (1005—1000) км каждый. Получающаяся 
при этом сеть шоссейных дорог длиной 4800 
+12 - (100\/5—100)=3600--1200.;2 км такова, 
что, как легко убедиться, расстояние от любой 
точки квадрата до ближайшего шоссе не превос- 
ходит 100 км. Поэтому для того, чтобы соединить 
5] город с уже построенной сетью шоссейных 


"ии пи ———.—— 


| 

1 

'Ф89В. Однородная палочка 
длины | связана невесомой 
нитью длины { г неподвижной 
точкой А (рис. 1). Нижний 
конец полочки может сколь- 
Зыть без трения по горизон- 
тальному столу. Расстояние ог 
точки А 00 стола равно 
< Н< 21. Палочка качина- 
р Овигаться без начальной 


корости из положения, изо- 
раженного на рисунке 1. Ной 
ти максимальную скорость 
центра палочки при последу- 
ющем движении. 


ЗОЗНИНИИИ. 


дорог, потребуется продолжить большее 51. 100—1 
—5100 км дорог. Следовательно, действуя указан- 
ным образом, мы должны будем проложить не 
более 8700-{1200-/2<8700-1800—10 500 км до- 
рог. 

7. Д. Курляндчик, С. В. Резниченко 


ы | 
Для решения задачи воспользуемся законом сохра- 
нения энергии. В начальный момент палочка обра- 
зует с горизонтом угол а такой, что вта=Я/ 24. 


Полная энергия палочки в начальный момент рав- 
на ее потенциальной энергии и равна 


——- 


Н 
Ио—тЕ -— - 


При движении палочки ее полная энергия в любой 
момент времени складывается из потенциальной | 
энергии 


та "В 


{В — угол, который палочка образует с горизон- | 
том в данный момент (рис. 2)), кинетической | 
энергии поступательного движения : 


2 } 
Ей —т > : 
($. — скорость центра масс палочки) и энергии 
Е. вращательного движения. Согласно закону 
сохранения энергии 
О.Е Е 2=Чь, 


в : 


=@,—И,—Е„, и 


откуда Е = 


и — 


и 
Очевидно, скорость и, центра масс палочки будет | 
максимальной, когда значения , и Е,. будут мини- ' 
мальны. 

Потенциальная энергия минимальна в тот мо- 
мент, когда верхний конец палочки занимает наи- | 
низшее возможное положение, то есть когда нить 
вертикальна. При этом 

— | 

О та М. | 

Нетрудно понять, что в этот момент времени па- | 

лочка движется только поступательно. Действи- | 
тельно, поскольку палочка нерастяжима, проекции 
скоростей любых ее точек на направление самой 

палочки должны быть одинаковы. Скорость ниж- 
ней точки (точка С на рисунке 2) всегда направле- 
на горизонтально, а в тот момент, когда нить вер- 
тикальна, скорость верхней точки (точка В на ри- 
сунке 2) также горизонтальна (так как нить не- 
растяжима). Из условия нерастяжимости палочки 
следует, что эти скорости должны быть одинаковы 
и все точки палочки должны в этот момент двигать- 
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Ф899. На дне большого за- 
крытого сосуда, заполненного 
водой, лежит перевернутая 
чашка массы т. Чашка име- 
ет форму цилиндра радиуса 
Я п высоты В с полусфери- 
ческой полостью. радиус ко- 
торой также равен К (рис. 1). 
Полость заполнена ртутью. 
Воду из сосуда начинаки 
медленно откачивать. 

1) Определите, при какой вы- 
соте № столба воды в соецде 
чашка оторвется от его дна и 
ртуть начнет вытекать из-под 
ее краев. 

2) Найдите высоту ртути в по- 
лости. когда из сосуда отка- 
чают всю воду. 

Давлением паров воды пре- 
небречь.. Плотность воды о ци 
плотность ртути о, считать из- 
вестными. 

Примечание: объем ша- 
рового сегмента высоты Н пи 
радиуса В (рис. 2} равен лЫ?Х 


х(»- =). 


Рис. 1 
Н 
й 
/ 
[| 
} 
Рис. 2 


ся с такими же скоростями. Это означает, что вра- 
щательное движение отсутствует, то есть ЁЕ,.=0. 


Итак, в тот момент, когда нить вертикальна, 
скорость центра масс палочки имеет максимальное 
звачение 


рьктл/ (та. та НЫ) (2) 


и направлена горизонтально. 
С. С. Кротов 


Ф 
Запишем условие равновесия чашки. На нее дейст- 


— 
вуют сила тяжести тя, сила реакции дна сосуда м. 


— 
а также силы давления воды В. и ртути Р, (рис. 3). 
Чашка находится в равновесии при условии 
Ро +№М=тв8 + Е. (1) 
Сила Р, есть сила давления столба воды на верхнее 
основание чашки, то есть 


в.—{ 08(#—ЕВ)лВ” при В» В; 


при #< В. (2) 


Из условия равновесия (1) с учетом (2) следует, что 
с понижением уровня воды в сосуде модуль силы 
реакции № убывает. При некоторой высоте # столба 
воды М обратится в нуль. Условие М —=0 и определя- 
ет момент отрыва чашки. Сразу после отрыва дав- 
ление ртути в верхней точке чашки также обратит- 
ся в нуль. Для расчета силы Р, в момент отрыва 
чашки представим себе полусферическую поверх- 
ность в слое ртути толщины В. В силу гидростати- 
ческого равновесия, силы, действующие на эту по- 
верхность снизу и сверху, одинаковы, то есть Ё, 


равна весу «ртутной» чашки: 


2 : : 
Рот" — ул) 3 вл". = (3) 
Решая уравнение (1) с учетом (2), (3) и условия 
отрыва чашки М№М=0, получим ответ на первый 
вопрос задачи: 


од? 


Начиная с момента отрыва чашки во всем по- 
следующем процессе откачки воды квазиравнове- 
сие чашки обеспечивается уменьшением силы дав- 
ления ртути Р,. Эта сила уменьшается за счет 


вытекания ртути из- под краев чацгки. Рлуть пере- 
станет вытекать, когда уровень воды достигнет 
верхнего основания чашки (#—=А). Дальнейшая 
откачка воды не приведет к изменению количе- 
ства ртути в чашке. Условие равновесия чашки 
при этом примет вид (давлением насыщенных 
паров воды и ртути пренебрегаем) 


тЯ=Ё ра, (4) 


где Г» — сила, с которой давит на чашку остав- 


Вой 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


$900. Чвсть графика. изобра- 
жающего процесс. происхо- 
дивший с идеальным одно- 
атомным газом. утеряна 
{Грис. №). Масштабы по обеим 
осям известны (они указаны 
нс рисунке 1). В течение всего 
процесса перехода из состоя- 
ния 1 в состояние @ газ отдал 
столько же тепла. сколько по- 
лучил. Майти работу. совер- 
шенниую газом в этом процессе, 


1% 


РА 


—< 


П.М 


| ИНИа 


< 


Рис. 1. 


шийся в ней слой ртути высоты й, (рис. 4). Эта 
сила численно равна весу ртути в объеме той части | 
чашки, которая заштрихована на рисунке 4: 


Рио, (л ВН, —У,), {5) 

где У, — объем оставшейся в чашке ртути, равный 
ВВ 

У, = - лЕЗ— (ВВ) В). (6) 


Подставляя (5) с учетом (6) в условие равновесия 
(4) и решая получающееся уравнение относительно 
й,, получим ответ на второй вопрос задачи: 

3/ Зт 


Пе 


аж жк 


М. Г. Абрамян | 
х< 
Если бы график процесса был задан полностью 
(рис. 2), то для определения работы, совершенной 
газом, нужно было бы просто определить площадь 
$, фигуры С12О. Покажем, что площадь 5, можно 
выразить через площадь 5, фигуры М12М№, кото-. 
рую можно определить из заданного «неполного» ` 
графика. 

Как видно из рисунка 2, 
| ру: +5 =| 2221-48. > 8.=8, + | У, | — РУ: | 
(рии, |, |Р2"2| — соответственно площади прямо- 
угольников М1СО и №200). Так как в течение | 
всего процесса газ отдал столько же тепла, сколько | 
получил, из первого начала термодинамики можно | 
заключить, что | 


А——А(, 
где ^О — изменение внутренней энергии газа за 
время процесса. ^ | 
| 
| 
} 
] 
[ 
1 
| 


З то 
Для идеального одноатомного газа (= 5-хАТ, 
так что ы 


А= 3 УЕ, —Т,), 


где Т, иТ. — температуры газа в точках [ и 2 соот- 
ветственно- 

Из уравнения Менделеева — Клапейрона сле- 
дует, что 


3 
*. 


РУ, — р. = (Г, —Т)= А, 


2 
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так что [р И, |— [р.У. |= - 5, и 


з 
2 
$425, =. 
откуда 
з 
о 5 5.- 


Значение площади 5. можно определить по гра- | 
фику, заданному в условии задачи; используя | 
заданные на графике масштабы, находим 
$. =3 кДж; следовательно, 


А-1,8 кДж. 
В. Г. Карапетян 


'Ф901- Три одинаковых кон- 
'денсатора, каждый емкости С, 
‘соединили последовательно и 
‘подключили к батарее с ЭДС 

. После того как они пол- 
ностью зарядились, их отклю- 
чили от батареи. Затем к ним 
‘одновременно *“ подключили 
.два резистора к `сопротивле- 
нием К каждый так. как по- 
казано на рисунке. Какое ко- 
‚личество тепла выделится на 
‚каждом из резисторов? Чему 
равны токи через резисторы в 
момент. времени, когда напря- 
‘жение на среднем конденсато- 
ре в 10 раз меньше ЭДС ба- 
тареи? 
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Самое главное — `конденсаторы в этой схеме не 
разряжаются полностью. После того как тони в це- 
ни прекратятся, конденсаторы окажутся соединен- | 
ными параллельно, то есть напряжения на них 
окажутся одинаковыми. 

Ток, разряжающий средний конденсатор, равен 
сумме токов крайних конденсаторов, а так как в 
силу симметрии те равны между собой (см. рису- 
нок), 


РГ 
Обозначим напряжение на конденсаторах в конце 
разряда И,. Поскольку начальное напряжение на 
каждом из них было © /3, за время разряда через 
крайние конденсаторы протекут заряды @4,=— | 


=с ($ —и,), а через средний — заряд 


42=6С ($ о. ) (средний конденсатор перезаря- ' 


дится до противоположной полярности). Ясно, что! 
42=24,, то есть ! 


2с ($—0.)с (8 +и,). 


откуда 
Ве 
И, = — @ ы 


Тепло, которое выделится на каждом из рези- 
сторов, т" из закона сохранения энергии: 


1 
| 
| 
9 =@,=- О —\И,„)= 
уе 1 С(@\? 2 .‘ 

ва (5) 58 (5) = ис&*. | 
Носкольку средний конденсатор перезарядится ! 
до противоположной полярности, напряжение | 
$©/10 будет на нем дважды — во время разряда | 
| 


от $/3 до 0 и во время зарядки от 0 до 4/9. 
Для первого случая, согласно закону Ома, 


0+8 = Ва о) | 


1 
(С, — напряжение на крайних конденсаторах ! 
в этот момент); заряды, которые протекут к этому 
моменту через крайние конденсаторы и через сред- 
ний, связаны соотношением 
1с(2_= 
с(—0.)=5С($ 107. (2) 
Решая совместно (1) н (2), находим ток Г.., теку- | 
щий в первом случае через резисторы: 
19 
Та= 60 у? ы 
Составляя аналогичные уравнения для второго 
случая — 


| 
| 
И @ = Га, с(б-ид=тс(в+ 6). 
— находим: | 
| 


1 © 
В: 


60 ы 
А.Р. Зильберман 


Т2= 


[9902. Дева плоских слоя тол- 
щины 4 каждый равномерно 


заряжены по объему с плот- 
ностями зарядов —с и -о. 
Частица с отрицательным за- 
рядом —е и массой т подле- 
тает к положительно заряжен- 
ному слою со скоростью о. на- 
правленной под углом и к по- 
верхности слоя (см. рисунок). 
1) При коком значении ско- 
рости частица не сможет про- 
никнуть в отрицательно заря- 
женный слой? 

2) Через сколько времени и на 
каком расстоянии от точки А 
частица в этом случае поки- 
нет положительно заряжен- 
ный слой? 


ААА КАЗАХ 


Выберем систему координат ХТ, как показано на 
рисунке. Сразу же можно отметить, что движение 
частицы вдоль оси У будет равномерным со ско- 
ростью в соз а (действием силы тяжести мы прене- 
брегаем). Сила, действующая на частицу со сторо- 
ны заряженных слоев, направлена вдоль оси Х 
и в точке с координатой х определяется зарядами, | 
находящимися в заштрихованных на рисунке об- 
ластях (симметричных относительно плоскости 
раздела слоев). Действительно, действие незаштри- 
хованных областей с разноименными зарядами 
компенсируется, поскольку область объемного за- 
ряда можно представить себе как набор плоскостей 
с поверхностным зарядом, а поле, создаваемое за- 
ряженной плоскостью, не зависит от расстояния 
до нее. По той же причине можно считать, что 
поле в точке с координатой х определяется не. 
женными плоскостями с поверхностной плот- 
ностью заряда —ох и {ох, расположенными те 
ва и справа от этой точки. Напряженность такого 
поля равна 


20 во 
Значит сила, действующая на частицу в тот мо- 


мент, когда она находится в точке с координа- 
той х, равна 


и уравнение движения частицы в направлении 
оси Х — 

х=— = 

ть 

— это уравнение гармонических колебаний с час- 
тотой ‚= уео/тео. Понятно, что частица не про- 
никнет в область отрицательного заряда, если ам-! 
плитуда этих колебаний будет меньше 4. Предель-! 
ная скорость и.› частицы, при которой выполня- 
ется это условие, определяется равенством 


| 
| 


Опр (= = 4 ^/ > 


отсюда 

тго д 
о а ес 
5? мпа тер 


При скоростях и<о,„› частица проникает в поло- 
жительно заряженный слой на некоторую глу- 
бину, а затем ‹выталкивается» из него. Время Г, 
которое частица проводит внутри слоя, — это по- 
ловина периода колебаний с частотой ®‹, то есть 


| 
| 


А ЕН. ЕО. 

: 2—1 ео; 
За это время частица смещается по вертикали 
на расстояние 


ть 
у = #0 сова = ли ^/ 2 
ео 


На таком расстоянии от точки 4 частица вылетит 
из положительно заряженного слоя. 


1 
с0$ а. | 


ди. 


Практикум абитуриента 


$ 
Повторим 
гидростатику 


Кандидат физико-мотематических наук 
А. И. БУЗДИН. 

кандидат физико-математических наук 
С. С. КРОТОВ 


Школьная программа по физике 
построена так, что, познакомившись 
с темой «‹Гидростатика» в шестом 
классе, учащиеся больше к ней не 
возвращаются. По-видимому, принято 
считать, что эта тема нетрудная. 
Но, как показывает опыт вступи- 
тельных экзаменов, задачи и вопросы 
по гидростатике часто ставят абиту- 
риентов в тупик. 

В чем здесь дело? С нашей точки 
зрения это связано с тем, что в ше- 
стом классе школьники еще не готовы 
к восприятию всех тонкостей физики, 
они лишь знакомятся с ней. Однако 
при составлении вопросов и задач для 
вступительных экзаменов подразуме- 
вается, что абитуриент переосмыслил 
многие темы, в том числе и гидроста- 
тику, с более общих позиций, с уче- 
том знания всего курса физики. 

В данной статье нам хотелось на- 
помнить основные законы гидростати- 
ки и рассмотреть несколько конкрет- 
ных задач и вопросов, которые в раз- 
ные годы включались в экзаменацион- 
ные билеты или задавались абитури- 
ентам в процессе устного экзамена. 

Жидкости и газы при движении 
как целое представляют собой меха- 
ническую систему, части которой вза- 
имодействуют друг с другом посред- 
ством только сил давления. Действи- 
тельно, когда жидкость (здесь и далее, 
говоря о жидкости, мы подразумеваем 
н газ тоже) находится в покое, вяз- 
кость не проявляется — жидкое тре- 
ние возникает лишь при движении 
слоев жидкости друг относительно 
друга или относительно твердого тела. 

Для жидкости, как известно, выпол- 
няется закон Паскаля: давление, про- 
изводимое на жидкость, передается 
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без изменения в каждую точку жид- 
кости. Если жидкость находится под 
действием только силы тяжести, дав- 
ление р увеличивается с глубиной 
погружения Ё по закону р=о&й, где 
‹ — плотность жидкости. Поэтому 
различные участки тела, погруженно- 
го в жидкость, испытывают разные 
силы давления. В результате их сум- 
марного действия возникает вытаяки- 
вающая сила (архимедова сила). 
Согласно закону Архимеда, тело, це- 
ликом погруженное в жидкость, вы- 
талкивается кверху с силой. равной 
весу вытесненной им жидкости (то 
есть весу жидкости в объеме этого 
тела). 

Сразу же обратим внимание на тот 
факт, что закон Архимеда неприме- 
ним, когда погруженное тело плотно 
прижато к стенкам или дну сосуда. 
Например, известно, что подводная 
лодка, опустившаяся на илистое дно, 
под действием силы гидростатическо- 
го давления прижимается ко дну, а 
вовсе не выталкивается кверху. 

Перейдем теперь к рассмотрению 
конкретных задач и вопросов. 

Вопрос 1. На одной из чашек 
уравновешенных весов находится ста- 
кан с водой и штатив с подвешенным 
к нему грузом (рис. 1). Что произой- 
дет с равновесием весов, если нить 
удлинить настолько, чтобы груз ока-- 
зался в воде? 


Многие абитуриенты считают, что 
равновесие нарушится. В качестве 
причины одни называют выталкива- 
ющую силу, действующую на груз 
по закону Архимеда и уменьыпающую 
натяжение нити, а значит, и силу дав- 
ления штатива на чашку весов. Дру- 
гие считают, что после погружения 
в воду груз будет давить на нее с доба- 
вочной силой или, что эквивалентно, 
повысит уровень воды в стакане и тем 
самым увеличит давление на дно ста- 
кана, в результате чего левая чашка 
перевесит. 

Чтобы получить правильный ответ, 
достаточно понять, что содержимое 
чашки не меняется в зависимости от 
положения груза — вне воды или в 
воде, и поэтому равновесие весов со- 
храняется. Но что же было неверного 
в предыдущих рассуждениях? 

При опускании груза в воду натя- 
жение нити действительно уменылит- 


Рис. 1. Рис. 2. 


ся на величину выталкивающей силы, 
действующей на груз, и поэтому 
уменышится сила давления штатива 
на чашку. Однако, согласно третьему 
закону Ньютона, на келичину вытал- 
кивающей силы возрастет сила, дей- 
ствующая со стороны груза на воду 
и на дно сосуда. Таким образом, дав- 
ление стакана на чашку увеличится. 
Причем уменьшение силы давления 
штатива будет в точности скомненси- 
ровано увеличением силы давления 
стакана на чашку весов. Ответ, как 
видим, остается единственным — рав- 
‚новесие не нарушится. 

Подумайте, что произошло бы с ве- 
сами, если бы в чашку с водой опусти- 
ли палец, не касаясь стенок и дна ста- 
кана, или если бы штатив находился 
на другой чашке уравновешенных 
весов? 


Вопрос 2. В сосуде с водой вла- 
вает стакан, е котором находится не- 
большой шарик (рис. 2). Как изменит- 
ся уровень воды. если шарик — один 
раз деревянный, а другой стальной — 
переложить из стакана в сосуд? 

Сила давления на дно. сосуда равна, 
очевидно, весу воды, стакана и шари- 
ка. Если поставить сосуд (который 
для простоты можно считать невесо- 
мым) на весы, то они покажут вес 
содержимого, причем их показания 
не изменятся от того, будет ли шарик 
находиться в стакане или в сосуде 
с водой. С другой стороны, весы долж-. 
ны показывать силу, действующую 
на дно сосуда, которая в начальной 
ситуации определяется только уров- 
нем воды в сосуде. 

В случае, когда из стакана пере- 
кладывают деревянный шарик, он 
будет плавать на поверхности воды, 
и действующая на дно сосуда сила 
будет, по-прежнему, определяться 
лишь уровнем воды. А поскольку эта 
снла че меняется, уровень воды тоже 
должен остаться прежним. 


Рис. 3. 


Иным будет результат в случае, 
когда шарик стальной. Такой шарик 
опустится на дно сосуда, и полная 
сила давления на дно будет склады- 
ваться из силы давления воды и силы 


давления шарика. Полная сила опять- 
таки не должна измениться, значит, 


должна уменьшиться сила давления 
воды. Следовательно, уровень воды 
в этом случае понизится. 

Попробуйте ответить на вопрос: как 
изменится уровень воды в стакане, 
где плавает кусок льда с вморожен- 
ными в него а) пробкой, 6) дробин- 
кой, в) пузырьком воздуха, после того 
как лед растает? 

Вопрос 3. Стальной шарик пла- 
вает в ртути. Поверх ртути наливают 
слой воды, покрывающий шарик 
(рис. 3). Как изменится глубина по- 
гружения шарика в ртуть? 

Очевидно, возникает желание вос- 
пользоваться непосредственно зако- 
ном Архимеда. Однако трудность со- 
стоит в том, что разные части шарика 
находятся в разных жидкостях, по- 
этому шарик в целом рассматривать 
нельзя. 

Выберем произвольно малый уча- 
сток поверхности шарика, находя- 
щийся в ргути, и найдем действую- 
щую на него силу давления. Ясно, 
что она будет равна 

ое, +0182) 4$, 

где о, — плотность воды, о› — плот- 
ность ртути, ^$ — площадь выбран- 
ного участка. Представим эту силу 
в виде 
(о, &(й, --й,)-Н(о,—0,)88.)А$ = 

= | Е. 
Теперь просуммируем силы давления, 
действующие на все участки ‘поверх- 
ности шарика, соприкасающиеся как 
со ртутью, так и с водой, п получим 
две силы: Р, и Р.. Сила Р, =, &(У,-- 
-- У.) есть выталкивающая сила, дей- 
ствующая на шарик при условии, что 
он погружен только в воду. Вторая 
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сила Р.—=(02—0,)5У. представляет со- 
бой силу выталкивания шарика, как 
если бы он был погружен до уровня 
ртути в жидкость плотности (0.—0,). 

Таким образом, равнодействующая 

выталкивающая сила равна 

РР, +Р.=© 8 И, Нов И.. 

Мы видим, что она складывается из 
двух частей: вода выталкивает часть 
шарика, плавающую в ней, а ртуть, 
сама по себе, выталкивает часть ша- 
рика, погруженную в нее. Имеет место 
как бы принцип независимости сил 
выталкивания — каждая жидкость 
вносит в общую силу свой независи- 
мый вклад. Хотя интуитивно (и такие 
ответы действительно встречаются!) 
могло бы показаться, что ртуть вы- 
талкивает шарик, в вода наоборот 
прижимает его к ртути. 

Итак, вода как бы помогает ртути 
удерживать шарик, он несколько «вы- 
лезает» из ртути, и глубина погруже- 
ния шарика в ртуть уменьшается. 

Задача 1. В стакане с водой пла- 
вает цилиндрическая деревянная 
шайба с цилиндрической дыркой. Оси 
шайбы и дырки параллельны. Пло- 
щадь дна стакана $5, площадь сечения 
дырки 3. Удерживая шайбу на месте, 
дырку осторожно заполняют маслом, 
после чего шайбу отпускают. На ка- 
кую высоту поднимется шайба, если 
вначале она выступала из воды на 
величину Н? Плотность масла о, плот- 
ность воды ох. 

Прежде всего найдем, на какую 
высоту поднимется уровень воды в 
стакане после того как шайбу отпу- 
стят. Для этого определим изменение 
силы давления АР, на дно сосуда. 
С одной стороны, 

АР, —=6 8 АЙЗ, 
если АЙ — изменение уровня воды; 
с другой стороны, изменение силы 


давления равно силе тяжести нали- 
того масла: 


АР,—=0о&Н$. 
Отсюда получаем 
3 
АЙ= и . 
65 


Выталкивающая сила, действую- 
щая на шайбу и уравновешиваюлая 
ее силу тяжести, определяется давле- 
нием воды на ее нижнее основание. 
Поскольку шайба продолжает пла- 
вать, положение ее относительно но- 
вого уровня воды в стакане должно 
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остаться неизменным. Следовательно, 
шайба всплывет как раз на величину 
АЛ. 

Подумайте, на сколько поднялась 
бы шайба, если масло налить вне шай- 
бы, ничего не наливая в дырку? 

Задача 2. На камень, выступаю- 
щий над поверхностью воды на высоту 
Н, опирается верхним концом тонкая 
доска длиной [, частично погружен- 
ная в воду (рис. 4). При каком мини- 
мальном коэффициенте трения между 
камнем и доской доска будет нахо- 
диться в равновесии? Плотность воды 
©, дерева о. 

На доску действуют четыре силы. 
Это сила тяжести МЯ’, приложенная 
к центру доски, сила реакции опоры 

‚ приложенная к точке касания с 
камнем и перцендикулярная к доске, 
сила трения Р „›, действующая в той 
же точке, но направленная по каса- 
тельной к доске, и выталкивающая 
сила Ё ‚. 

До сих пор нам было достаточно 
знать лишь модуль архимедовой си- 
лы. Теперь же оказывается необхо- 
димым знать, где приложена эта сила. 
Выделим мысленно в жидкости объем 
произвольной формы. В равновесии 
действующая на жидкость в этом объ- 
еме сила тяжести уравновешивается 
силами гидростатического давления, 
то есть выталкивающей силой. Мо- 
мент силы тяжести относительно цент- 
ра масс выделенного участка жидко- 
сти равен, очевидно, нулю. Значит, 
должна быть равна нулю и сумма мо- 
ментов сил давления. Заменяя выде- 
ленный объем жидкости твердым те- 
лом такой же формы, убеждаемся, 
что действующие на него со стороны 
окружающей жидкости силы не из- 
менятся. Отсюда можно заключить, 
что суммарное действие сил давления 
эквивалентно действию силы, направ- 
ленной по вертикали и проходящей 
через центр масс вытесненного объема 
жидкости. Подчеркнем, что таким об- 
разом мы находим лишь линию дей- 
ствия выталкивающей силы, но ниче- 
го не можем сказать с конкретной 
точке ее приложения. 

Итак, в данном случае выталкива- 
ющая сила направлена вертикально 
вверх и проходит через середину по- 
груженной части доски (через центр 
масс вытесненного объема воды). 

Пусть площадь сечения доски 5, 
длина погруженной части доски 2х, 


Рис. 4. 


а угол, который доска составляет с го- 
ризонтом (с поверхностью воды), и. 
Тогда Р,=2хозн и Мая=о$я. По- 
скольку нас интересует минимальное 
значение коэффициента трения доски 
с камень, можно считать, что Р.„—= 
=. к 

Так как доска находится в равно- 
весии, сумма всех действующих на 
доску сил равна нулю. Запишем это 
условие, спроектировав все силы на 
направления касательной к доске и 
нормали к ней: 

2хо5Е 31 «— 0158 зт п + и М==0, 

2хо 3 с0$ и— 0158 со «+ М=0. 


Ноделив почленно эти уравнения друг 
на друга, найдем, что 
и а. 
С другой стороны, как это видно из 
рисунка 4, 


а ч=Н/^;(1--2х)—Н°. 


Величину х можно найти из условия 
равенства нулю суммы моментов всех 
сил, действующих на доску. Удобнее 
всего рассмотреть моменты сил отно- 
сительно точки касания доски и камня 
(точки О), поскольку при этом момен- 
ты сил трения и реакции опоры будут 
равны нулю. 

Линия действия архимедовой силы 
проходит через центр масс погружен- 
ной части доски, значит, ее плечо 
относительно точки О равно ([—х)Ж 
Жсо5 и. Цлечо силы тяжести равно 
(1/2)соз а. Условие равенства нулю 
суммарного момента сил. имеет вид 


025(1/2)с0$ и—0.2х5(1— х)со8 и=0, 

или 
д —цх-ро/ Аа =0. 
Отсюда находим 
х== (1/2) (1—1 (76) 

(второй корень следует отбросить, так 
как он не удовлетворяет условию 
8х<1. 

Тогда окончательно получаем 


Бис. 5. 


Рис. 6 


о 
ц=Н/\ Г (1—в/)—Н°. 


В условии задачи было сказано, 
что доска тонкая. Как это использо- 
валось при реглении? 

Отметим, что вопрос о моменте вы- 
талкивающей силы исключительно 
важеи при рассмотрении устойчиво- 
сти плавания тел. В кораблестроении 
вводится специальное понятие о ме- 
тацентре — точке пересечения линии 
действия выталкивающей силы в на- 
клонном положении корабля с пло- 
скостью его симметрии (рис. 5). Мета- 
центр (точка 1) не должен опускаться 
ниже центра тяжести корабля (точ- 
ка О), иначе вращательный момент 
архимедовой силы не сможет вернуть 
корабль в вертикальное положение. 

Задача 3. В аквариум прямо- 
угольного сечения налита еода (плот- 
ность воды и=103 кг/м’) до высоты 
Н=0.5 м. Определите силу, действую- 
щую на стенку аквариума длиной 
{—1 м, и момент сил давления на эту 
стенку относительно ее нижнего ребра. 

В данном случае давление меняется 
с глубиной погружения й, причем ме- 
няется по линейному закону рой. 
Не вызывает сомнения, что равнодей- 
ствующая всех сил давления направ- 
лена горизонтально. А чему равен 
ее модуль? Обычно при ответе на 
этот вопрос используют формулу 
Е—=р.р$, где $—ШН — площадь сопри- 
косновения воды со стенкой, а р..= 
—0&Н/2 — среднее давление, равное 
давлению на середине глубины. И та- 
кой ответ, безусловно, верный. Однако 
не каждый абитуриент может объяс- 
нить, почему используется именно это 
давление в качестве среднего. Попро- 
буем это сделать. 

Рассмотрим прямоугольную призму 
(из материала плотности о} высотой [. 
в основании которой лежит прямо- 
угольный равнобедренный треуголь- 
ник со стороной Н. Поставим эту приз- 
му на горизонтальную поверхность 
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Рис. 7. 


Рис. 8. 


(рис. 6). Нетрудно видеть, что сила 
давления призмы на поверхность по 
модулю совпадает с силой давления 
воды на боковую поверхность аква- 
риума (вследствие одинаковости рас- 
пределения давлений по поверхности 
соприкосновения). Но сила давления 
призмы — это ее вес, поэтому 


Р—овН- 1—8 ан) =1250 Н. 


Итак, действительно в качестве сред- 
него давления воды следует взять дав- 
ление на середине глубины. 

Второй вопрос задачи — более 
сложный, поскольку и давление ме- 
няется с глубиной, и плечи соответ- 
ствующих сил давления также зави- 
сят от глубины. Ссылаясь на анало- 
гию с предыдущим результатом, 
иногда предлагают для нахождения 
момента сил давления использовать 
среднюю силу давления и «среднее» 
плечо, равное Н/2. Но это совершенно 
неправильно. Чтобы получить верный 
ответ, действительно следует восполь- 


зоваться аналогией, но аналогией с. 


призмой, упоминавшейся выше. Для 
нее искомый момент есть произведе- 
ние силы тяжести призмы на плечо 
относительно прямой АА’ (см. рис. 6). 


Линия действия силы тяжестн нахо-. 


дится на расстоянии Н /З от ребра АА’ 
(в однородном треугольнике центр 
масс находится в точке пересечения 
медиан), поэтому 


Мо НУ =208,3 Н . м. 


При решении задачи мы нигде не 
учитывали атмосферное давление. По- 
думайте, может ли оно изменить от- 
вет? И еще: как изменится сила дав- 
ления на стенку, если эту стенку сде- 
лать резиновой? 

Вопрос 4. Что произойдет е глу- 
биной погружения шарика, плаваю- 
щего в стакане с водой, если стакан 
начнет с ускорением двигаться вверх? 
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ТЕ 


Рис. 9. 


Рассмотрим систему вода плюс пла- 
вающий в ней шарик. Пусть она дви- 
жется вверх с ускорением а . Это уско- 
рение создается за счет разности сил 
давления №, со стороны дна стакана 
и силы тяжести системы (М--туа, 
где М — масса воды, а т — масса зла- 
рика: 

№. — (М-+т)==(М-т)а. 
Пока система покоилась, сила давле-` 
ния №, на дно стакана определялась 
соотношением 
№-—(М{-т)я=0. 

Сравнивая силы № и №, видим, что 

Мо ва 

№ 8 

Покажем, что давление в любой точ- 
ке жидкости увеличилось в такое же 
число раз. Выделим «водяной» ци- 
линдр сечением А5, одно из оснований 
которого совпадает с поверхностью во- 
ды, а другое находится на глубине 1. 
Запишем уравнение движения этого 
цилиндра в вертикальном направле- 


нии: 
р, АЗ —оАбйа=оАбра, 


где р, — давление воды на глубине В, 
© — плотность воды. Мы видим, что 


Рь —=0(#-а)й, 
то есть по сравнению со статическим 
случаем оно возросло в (&--а)/г раз. 
Следовательно, во столько же раз 
увеличилась выталкивающая сила. 
Запишем теперь уравнение движе- 
ния шарика по вертикали: 


оу, “В тата. 


Отсюда получаем, что объем У, по- 
груженной части шарика при ускорен- 
ном движении стакана вверх не зави- 


сит от ускорения системы и равен 
У, =т/о. 
Следовательно, глубина погруже- 


ния шарика в воду не изменится. 
Задача 4. Аквариум, имеющий 
форму куба с ребром Г, до половины 


наполнен водой и приведен в движе- 
ние с горизонтальным ускорением 
а (а<в). Считая, что к моменту на- 
чала движения системы аквариум — 
вода как целого вода не расплеска- 
лась, определите форму поверхности 
воды и давление в точке М (рис. 7). 

Сразу же скажем, что поверхность 
воды будет представлять собой часть 
плоскости, наклоненной к горизонту 
под углом а. Теперь обоснуем это и 
найдем угол а. 

Выделим небольшой объем жидко- 
сти массой Ат вблизи произвольной 
точки А поверхности воды. Равнодей- 
ствующая сил давления со стороны 
всей остальной воды будет перпенди- 
кулярна поверхности в данном месте. 
Пусть она ава М и образует угол а 
с вертикалью. Тогда выделенный уча- 
сток поверхности (поскольку он мал, 
его можно считать плоским) образует 
тот же угол © с горизонтом (почему?). 

Запишем уравнения движения на- 
шего объема воды, спроектировав все 
силы и ускорения на вертикальную 
и горизонтальную оси: 

М с03 а-Атва==0, 
М вт а=Ата. 
Отсюда получаем 


45 а=а/8 
— угол наклона поверхности не зави- 
сит от выбора точки А и определяется 
только отношением а/я. 

Выберем теперь в воде плоскость, 
параллельную поверхности воды и от- 
стоящую от нее по вертикали на рас- 
стояние й. Покажем, что во всех ее 
точках давление воды р, будет опреде- 
ляться по формуле р, =о&й. Действи- 
тельно, выделим в воде наклонный 
цилиндр © образующей длины Й и ос- 
нованиями А5. По вертикали этот объ- 
ем не. движется, поэтому сумма про- 
екций всех действующих на него сил 
на вертикальное направление равна 
нулю: 

ОБРАЗ с03 а— р, ^А$ сов а—=0, 
где первое слагаемое — это сила тяже- 
сти цилиндра, а второе — вертикаль- 
ная проекция силы давления на ниж- 
нее основание цилиндра. Отсюда по- 
лучаем 
Р,=оЕЙ. 

Таким образом, поверхностями лосто- 
янного давления будут плоскости, па- 
раллельные свободной поверхности 
воды. 

Для нахождения давления в точке 


М заметим, что из-за несжимаемости 
воды точка В (середина) остается на 
месте. Следовательно, 


ры-ов (СС 5 48 а) ==0-5(а-8). 


Было ли нами где-нибудь использо- 
вано условие а<&? Найдите, каковы 
будут силы давления воды на стенки 
и дно аквариума при его ускоренном 


движении? 
жж # + 


Расставаясь с читателем, мы наде- 
емся, что при подготовке к вступи- 
тельным экзаменам он внимательно 
отнесется к теме «Гидростатика» и не 
захочет разделить участь +плаваю- 
щих тел, подверженных действию вы- 
талкивающих сил». 


Упражнения 

1. Ртутный манометр (рис. 8) состоит из 
двух трубок с площадью сечения 5, и 5., прн- 
чем 5,/5.=2. На сколько изменилось измеря- 
емое давление, если уровень ртути в левом 
колене поднялся на Ай =10 мм? 

2. В бочку с водой упал стеклянный диск. 
Его диаметр р—30 см, толщина #—=5 мы, плот- 
ность стекла ©=2,6 + 10° кг/м?. Чтобы его до- 
стать, в бочку опустили трубку диаметром 
4=10 сы, плотно прижали ее н диску, выка- 
чали воду н стали медленно поднимать 
вверх. Определите, до какого расстояния до 
поверхности воды можно таким способом под- 
нять диск. 

3. Воронка массой М. имеющая форму усе 
ченного конуса с радиусом основания В, 
стоит на столе. Края воронки плотно прижаты 
к поверхности стола. Сколько воды будет нали- 
то п воронку к моменту ее отрыва от стола, 
если высота уровня воды в воронке в этот мо- 
мент равиа 1? 

4. Цилиндрическую гирю, подвешенную 
к дииамометру, опускают п воду, пока уровень 
воды в сосуде не изменится иа АН=-8 см (рис. 9). 
Показаиие динамометра при этом изменилось 
на АР—0,5 Н. Определите сечение сосуда. 

5. В сосуде с водой плавает кусок льда, 
в середину которого вмерзла свинцовая дробин- 
ка. Масса льда М, масса дробинки т. Темпера- 
тура воды вн сосуде 0°С. Какое наименьшее 
количество теплоты надо сообщить системе, 
чтобы дробинкв начала тонуть? Плотность 
свинца 0›, Льда о, удельная теплота плавления 
льда ^. 

6. Плотность раствора соли меняется с глу- 
биной по закону р=е-НАЙ, где в5=1 г/см“. 
А —=0,02 г/см“. В раствор опущены двв шарика, 
связанные нитью. Объемы шариков И, =0,1 см* 
и У: 0,2 см", их массы т, ==0,13 ги п,=0,34 г. 
Глубииа погружения первого шарика в состоя- 
нии равиовесия оказалась равной В, --20 см. 
При этом нить натянута. Определите длину 
нити. 

7. Где сильнее горит газ — на первом или 
на последнем этаже четырнадцатиэтажного 
жилого дома? 

8. В стакане, доверху наполненном водой 
и закрытом сверху, плавает деревяиный шарик. 
Как измеиится сила давления шарика на крыш- 
ку, если сосуд привести в двнжение с ускоре- 
нием а, направленным вертикально взерх? 
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Варианты вступительных экзаменов 


Московский государст- 
венный университет 
М. В. Ломоносова 


Математика 


Письменный экзамен 

Варнант 1 

{механико-математический факультет) 

1. Решите уравнение 

х-+3х+]х-8]==0. 
2. Среди корней уравнения 
с08 2лх __ 
1+ лх 
найдите тот, расстояние от которого до числа 
\ СЗ на числовой прямой будет иаименьшим. 

3. Из середины Д гипотенузы АВ прямо- 
угольного треугольиика АВС проведен луч, пер- 
пендикулярный к гнпотенузе и пересекающий 
один мз катетов. На нем отложен отрезок РЕ, 
длииа которого равиа половине длины отрезка 
АВ. Длина отрезка СЕ равна 1 и совпадает 
с длиной одного из катетов. Найдите площадь 
треугольника АВС. Представьте в виде деся- 
тичной дроби приближенное значение этой 
ллощади с точностью до 0,01. 

4. Решите систему уравнений 

{ 235414 20—23 А 2у+3х, 
“3х” -ЕТ-ху=ухТ. 

5. В четырехугольной пирамиде ЗАВСО 
основание АВС имеет своей осью симметрии 
диагональ АС, длина которой равна 9, а точка Е 
пересечения диагоиалей четырехугольника 
АВСР делит отрезок АС так, что длина отрезка 
АЕ меньше длины отрезка ЕС. Через середину 
бокового ребра пирамиды 5АВСР проведена 
плоскость, параллельная осиованию и пересе- 
кающаяся с ребрами ЗА, 58, 5С, 5ШР соответ- 
ствеино в точках А’, В’, С’, 0’. Получившийся 
многогранник АВСРА’В’С’ГУ, являющийся 
частью пирамиды 5АВСРО, пересекается плос- 
костью а по правильному шестнугольнику, дли- 
иа стороны которого равна 2. Найдите площадь 
треугольника АВО, если плоскость  пересе- 
кает отрезки ВВ’ н РГ’. 


Вариант 2 
(химический факультет) 
1. Решите неравенство 
1082 1 —х) 

х—3 

2. Экскаватор роет котлован с постоянной 
производительностью. После того как он закон- 
чил работу. второй экскаватор стал рыть такой 
же котлован также с постоянной пронзводи- 
тельностью. Время, которое затратили оба 


>20. 


1 
экскаватора на рытье двух котлованов, в А 18 


раза превышает время, которое затратили бы 
оба экскаватора, вырыв совместно один котло- 
ван. Первый экскаватор работает с большей 
производнтельностью, в суммарная произво- 
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днтельность обоих экскаваторов составляет 

70 м?/ч. Чему равна производительность каж- 

дого экскаватора? 

3. Определите, 
функция 

1(3)=х? (18 вт Зх—45 сов Зх)-+ 

--х (12 соз 3х +{-30 вт Зх)-| 

4-68 вт З3х— 170 сов Зх 


лри каких значеннях х 


имеет минимумы. 

4. В правильную четырехугольную пира- 
миду ЗАВСР г вершиной 5, у которой длина 
ребра основания равна 2, а длина бокового 
ребра равна \/3, вписана правильная четырех- 
угольная пирамида 5'А’В’С’Р’ с вершиной 5', 
у которой длины всех ребер равны между собой. 
При этом вершина 5’ лежит в плоскости АВСО, 
а вершины А’, В’, С’, Р’ лежат на четырех 
апофемах пирамиды ЗАВСЬ. Докажите, что 
вершина 5’ лежит в точке пересечения диаго- 
налей квадрата АВСО, ни найдите объем пира- 
миды 5'А’В’С'ГУ. 

5. Найдите все а, при которых неравенство 


1 
НЕ 
07 +40 +3 


+(м+2|- х 


Е +2] 
х [х-+21— 5 12+21. (х—в|>—2 


выполняется ровно для двух различных зна- 
чений х. 


Вариаит 3 
{биологический факультет) 
1. Решите иеравенство 


х 
бы —6. 
1 <х 


2. Решите уравнение 


. 1 И 
сз 2х-2 сов х-+7=2 вла ( > л+х) 4-4 мп" 5. 


3. Решите. уравнение 
‚ 8х 
М чак, (ви) 
5) 


ая Ч) +2 лов, ( т 


4. В основании о пирамиды 
ЗАВСР лежит ромб АВСР со стороной длины 
а. Длина диагонали АС ромба в 1,5 раза 
больше длины его стороны. Осиоваиие высоты 
пирамиды совпадает с центром ромба, н ее дли- 
на в 1,5 раза больше |АС|. Через точку А 
н середину ребра С$ проведена секущая плос- 
кость, образующая с плоскостью основания пи- 
рамиды угол 45”. Какова площадь. сечения 
пирамиды этой плоскостью? Сколько таких 
плоскостей можно построить? 

5. Решнте систему уравнений: 


у'-—— 4/3 — 16бу? —8ху— 4х? +32у+64-0, 

з8п (5л5)— /х [х—6)-13х 
3 1 ; 2 

Хеов(л(у +2х- 5)) +ят (л(2у‘—х))=0. 

Вариант 4 

(факультет почвоведения) 

1. Производительности трех насосов отно- 
сятся как 5: 4: 2. За 7 часов первый иасос пере- 
качал иа 6 м? воды ‘больше, чем третий. Опре- 
делите производительность каждого из трех 
насосов. 

2. Решите уравнение 


—10&. 


2 с08? х==1 +, 2-—с08 2х. 
3. Решите неравеиство 


в; 1+ 5 <+. 
х 


4. В треугольннке АВС угол при вершине А 
равеи 45°, длина стороны АВ равиа с, длина 
стороиы АС равна 6, причем 5 >с. На продояже- 
нни стороны ВС за точку С выбрана точка М 
так. что угол ВАМ равен 15°. Прямая АМ пере- 
секает окружность, опнсанную вокруг треуголь- 
ника АВС, в точке №, расположенной между 
А ин М. Определите длину АМ. 

5. Укажнте все значения а, при которых 
уравнение 


ий 2 
54^/ 5а—х— Е +х+ = —0 


имеет решение. 


Вариант 5 
(гвографический факультет) 
1. Решите уравненне 


2 мт < соз Зх=соз Зх. 


2. В правильном треугольнике со стороной, 
равной 6, на одной из сторон взята точка на 
расстоянии 1 от ближайшей вершины. Найднте 
расстояние от этой точки до центра треуголь- 
ника. 

3. Найдите иаименьшее значенне функцин 


од=6х-ре` 8%. 


4. В правильной четырехугольной пира- 
миде угол между боковыми ребрами, лежа- 
щими в одиой грани, равен З. Через точку, 
лежащую на одном из боковых ребер, проведе- 
на прямая, перпендикулярная этому ребру и 
пересекающая высоту пирамиды в середнне. 
Известио, что длина отрезка этой прямой, ле- 
жащего внутри пирамиды, равна 6. Найдите 
длину бокового ребра пирамнды. 

5. Найдите все действительиые зиачения а, 
прк каждом из которых снстема уравнений 


у (ах—И=2 1х1 | +2ху, 
ух 1 =х— 
имеет действительные решения. 
Вариаит 6 
(отделение структурной и прикладной 
лингвистики филологического факультета) 
1. Решите уравнение 
21*+9*—8*+1. 
2. Решите уравнение 


Зх х 
с03 2 * с03 > +-с03 х=0,5. 


3. Найдите наибольшее и наименьшее зна- 

чения функции 
ух? —5|х+1|—2 

на отрезке [—3; 3]. 

4. На сторонах АВ и ВС треугольиика АВС 
к острым углом при вершине В взяты точки Р 
и @, причем Р — середина стороны АВ. Изве- 
стно, что |АВ|—4, |ВС | =5, |В@ |=3. Найдите 
длину отрезка Р@, если площадь треугольника 


АВС на ТУ 


ника РВО. 
5. При каком значении параметра В систе- 
ма неравенств 


больше, чем площадь треуголь- 


{ и>(х— в), 
х> (и 


имеет едииственное решение? 


Вариант 7 
(факультет психологии) 
1. Вычислите, не используя микрокальку- 
лятор: 
928 . 10-2 


бя —0,6) : 


(42.35 433: 0,03): 1 


р 
а : 0,037 


2. Два иасоса за 4 часа совместиой работы 
подают 96 кубометров воды. Если бы второй 
насос подавал в час на 6 кубометров больше, 
чем ои подает сейчас, то тогда на накачивание 
каждого кубометра второй насос расходовал бы 
на 3 минуты больше, чем расходует на накачи- 
вание каждого кубометра первый насос. Сколь- 
ко кубометров воды п час подает первый иасос? 

3. Решите уравнение 

2 вши х (5 -{-с08 2х)=5 8 вш 2х. 

4. Две окружности радиусов 4 н 5 пересе- 
каются в точках В н С. Через центры О, и О, 
окружиостей проведена прямая; А, и А, — две 
из четырех точек пересечения этой прямой г 
окружностями, причем точка А, лежит на 
окружности с центром О., а длина отрезка 
А,А, равна 15. Найдите площадь выпуклого 
четырехугольника А.ВА,С. 

5. Первый член геометрической прогрессии, 
знамеиатель которой — натуральное число, 
равен 5. а разность между утроенным вторым 
ее членом н половииой третьего ее члена боль- 
ше 20. Найдите знаменатель этой прогрессии. 

6. Найдите все натуральные трехзначные 
числа, каждое из которых обладает следую- 
жщими двумя свойствами: 

— вторая цифра числа в 2 раза меньше 
последией его цнфры; 

— сумма самого числа с числом, получаю- 
щимся нз него перестаиовкой первой и третьей 
его цифр, делится на 10 без остатка. 

7. Найдите все пары чисел (х, у), удовлетво- 
ряющие одновременно двум неравенствам: 

32х+7—1+4 ь 32*—1<2, 
4х+у>2—108. 4. 


Физика 


Задачи устного экзамена 


Физнческий факультет 

1. Поезд при подходе к платформе начинает 
тормозить и останавливается, пройдя путь = 
—75 м. Найдите начальную скорость поезда, 
если за предпоследнюю секунду он прошел рас- 
стояние [=2,25 м. Движение поезда равноза- 
медленное. 

2. Тело начинает скользить вниз по наклон- 
ной плоскости, составляющей с горизонтом угол 
а. В ннжней точке тело ударяется о стенку, 
поставленную перпендикулярно направленню 
его движения. Удар абсолютно упругий. Опре- 
делите коэффициент трения при движении тела, 
если после удара оно подиялось до половины 
первоначальной высоты. 

3. Брус массой т поднимается вдоль на- 
клонной плоскости при помощи веревки, нама- 
тываемой на вал электромотора (рнс. 1). Дви- 
жение бруса равноускоренное, в начальный 
момент &—0 скорость бруса была равна их, 
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Рис. 1. Рис. 2. 


Рис. 4. 


Рис. 3. 


в в момеят $ стала равна 2. Определите разви- 
ваемую электромотором мощность в момент #, 
если угол наклона наклонной плоскости а, а 
коэффициеит трения между брусом и плоско- 
стью в. 

4. Температура газов, образующихся при 
сгорании топлива и цилиндрах двигателя авто- 
мобиля. равна {,=827 °С, температура выхлоп- 
ных газов равна 1.2591 >С, Сколько километров 
проедет автомобиль, имеющий н баке И»240 л 
топлива. если теплота сгорания топлива 
4==3,2 ‹ 10: Дж/м*, а сила сопротивления дви- 
жекию остается постоянной н по модулю равной 
Е==1,1 . 103 Н? Двигатель считать идеальной 
тепловой машиной, работающей с максимально 
возможным коэффициентом полезного дейст- 
вия. 

5. Калорифер подает в номещение 
У-==50 000 м” воздуха при температуре #, и от- 
иосительной влажности ф, =60 %, забирая его 
с улицы при температуре #, н относительной 
влажности ‹.=80%. Сколько воды дополни- 
тельно испаряет калорифер в подаваемый воз- 
дух? Плотность насыщенных водяных паров 

с —3 а 
при В равна р, ==35,4 . 10° кг/м‘, а при & — 
©.=9,4 ‹ 10-2 кг/мз. 

8. Источник какого напряжения надо под- 
ключить с помощью нихромового провода дли- 
ной |—=19,2 м ин диаметром 4=3 . 10% м к лам- 
почке, рассчитанной на напряжение И, =120 В 
и мощностью Р==40 Вт, чтобы она горела нор- 
мально? Удельное сопротнвление нихрома 
0=1,1 - 10? Ом. м. 

7. По двум параллельным зыинам в одно- 
родном магнитиом поле скользит перемычка 
(рис. 2). Плоскость шин образует угол а с гори- 
зонтальной плоскостью. В нижней части шины 
соединены через резистор с сопротивленнем К. 
Линии индукции магнитного поля направлены 
вертикально. Коэффициент трения между пере- 
мычкой и шииами п. Масса перемычки т, дли- 


Рис. 6. 


на перемычки Г. Чему равна индукция магнит- 
ного поля, если перемычка скользит а постоян- 
ной скоростью №? Сопротивление шин и пере- 
мычки не учитывать. 

8. Проволочный виток, замыкающий обклад- 
ки конденсатора, помещеи в однородное маг- 
нитное поле, линии индукции которого пер- 
пендикулярны к плоскостн витка (рис. 3). Ин- 
дукция магнитного поля равномерно изменяет- 
ся со скоростью АВ/ А 5 + 10-3 Тл/с. Емкость 
комиденсатора С>=100 мкФ. Площадь, охвачен- 
мая витком, $ =200 см". Определите заряд кон- 
денсатора. 

9. Половинка шара изготовлена из прозрач- 
ного вещества с показателем преломления п= 
—4/3. Радиус шара Н.-=5 см. На расстоянии 
п = 3 см от оси ОО’ параллельно оси на полушар 
со стороны плоской поверхности пвдает луч све- 
та (рис. 4). На каком расстоянии 2 от плоской 
поверхности полушара этот луч пересечет ось? 

10. В некотором фотоаппарате максималь- 
ное расстояние от объектива (в виде тонкой 
линзы) до фотолленки в полтора раза больше 
фокусного расстояния объектива. С помощью 
этого фотоаппарата нужно сфотографировать 
мелкий плоскнй предмет. Каково при этом ми- 
нимально возможное отношение размеров пред- 
мета к размерам его изображения на фото- 
пленке? з 


Механнко-математический факультет 

1. Двигатель ракеты, запущенной с поверх- 
ности Земли вертикальио вверх, сообщает ей 
постоянное ускорение а-=10 м/с’. С какой ско- 
ростью ракета упадет на Землю, если двигатель 
проработал 1-22 с? Сопротивление воздуха 
не учитывать. ’’скорение свободного падения 
принять равным &=10 м/с". 

2. Шарик массой т—10 г, падая без началь- 
ной скорости г некоторой высоты, ударился 
о горизонтальную плнту и подпрыгнул на высо- 
ту Н=0,8 м. При ударе изменение импульса 
шарика составило АР-=0,17 кг. м/с. Найдите, 
на какую высоту подпрыгнет шарик после сле- 
дующего удара, если при каждом ударе шарик 
теряет одну и Ту же часть энергии. Сопро- 
тивлением воздуха пренебречь. 

3. На невесомой нерастяжимой нити подве- 
шен маленький шарик. Период малых колеба- 
ний такого маятника 7==1,3 с. На какой макси- 
мальный угол будет отклоняться нить от вер- 
тикали, если при колебаниях, проходя лоложе- 
ние равновесия, шарик будет двигаться ско- 
ростью в==2,1 м/с? Принять я—10 м. | 

4. В вертикальном цилиндре объёмом 
У=2 л под тяжелым поршнем накодится газ 
при температуре Т—=300К. Масса поршия 
т==50 кг, его площадь $=50 см’. Температуру 
газа повысили на АГ—=100 К. Найдите измене- 
ние внутренней энергии газа, если его тебло- 
емкость С=5 Дж/К. Атмосферное давление 


Рис. 8. 


Рис. 9. 


ро=10° Па. Трение поршня с стенки цнлиндра 
нс учитывать. Принять &=10 м/с°. 

5. Процессы, происходящие в цилиндре теп- 
лового двигателя с идеальным газом, изобра- 
жеиы на диаграмме р—И (рис. 5). Известно, 
что Г. =300 К, 7.=500 К, Г.==450 К. Найдите, 
на сколько градусов температура п точке 1 
отличается от температуры в точке 3. 

б. Резистор сопротивленнем А =45 Ом и кон- 
денсатор соединены последовательно с аккуму- 
лятором; при этом заряд на обкладках кон- 
денсатора равен 9, =6 - 10-`° Кл. Если же ре- 
зистор и конденсатор подключить к аккумуля- 
тору параллельно, то заряд на обкладках кон- 
денсатора будет 4. —4 - 10—65 Кл. Найдите внут- 
реннее сопротивлеиие аккумулятора. 

7. Два резистора, источник постоянного тока 
и вольтметр соединены, как показано на рисун- 
ке 6. При замкнутом ключе вольтметр пока- 
зывает напряжение (/,=16 В. Если.ключ ра- 
зомкнуть. вольтметр показывает (.=20 В. Най- 
дите электродвижущую силу источника, пре- 
небрегая ответвленнем тока п вольтметр. 

8. Обмотка мощного злектромагнита питает- 
ся постояиным током и потребляет мощность 
Р=5 кВт. Для предотвращения перегрева об- 
мотки магнит снабжен охлаждающим устрой- 
ством. по которому течет вода, поглошающая 
']==84 % выделяющегося в обмотке количества 
теплоты. Определите необходимый расход воды 
(в кубических метрах за секунду}, если темпе- 
ратура воды ие должна повышаться более чем 
на \Т=25 К. Плотность воды о—=10*” кг/м?, 
удельная теплоемкость воды —4,2Ж 
Ж10 Дждкг - К). 

9. С помощью кинокамеры сняли колебания 
тяжелого груза. подвешенного на проволоке. 
Съемка велась при помощи объектива с фокус- 
ным расстоянием ЁР=-5 см. Изображение маят- 
ника иа пленке имеет длину {[—=20 мм. За время 
съемки 1=1 мин маятник совершил п==24 пол- 
ных колебания. С какого расстояния (от объек- 
тива до маятника) велась съемка? Маятиик 
считать математическим; прииять #=10 м/с’. 

10. Светящаяся точка движется е постоянной 
скоростью о, —=0,2 м/с вокруг главной оптиче- 
ской оси собирающей линзы. Плоскость окруж- 
ности параллельна линзе и находится на рас- 


стоянии 4=60 см от нее. Определите скорость. 


5, г которой движется изображение точки, 
даваемое линзой. Учесть, что если расстояние 
между лиизой и светящейся точкой увеличить 
на 1—=40 см, то скорости движения точки и ее 
изображения будут одинаковыми. 


Факультет вычислительной математнки 

и кибернетнки 

1. Два тела с массами т, =1 кги т,=3 кг, 
связанные невесомой н перастяжимой нитью 
длиной [=-40 см, свободно вращаются на глад- 
кой горизонтальной поверхности с одинаковой 
угловой скоростью в«=10 =. Нить всё время 


Рис. 10. 


натянута. и одна ее точка неподвижна. Найдите 
полную кинетическую эиергию этой системы. 

2. Лифт массой М=1000 кг подннмается ле- 
бедкой с постоянным ускорением. На некотором 
участке путн длиной [=1 м лифт двигался со 
средней скоростью в=5 м/с, и скорость его 
возросла на Аи-=0,5 м/с. Какая работа совер- 
шена по перемещению лифта на указанном от- 
резке пути? Трением пренебречь. 

3. Из резервуара большой емкости с по- 
мощью насоса откачивают воду. Наконечник 
гладкого шланга, из которого вытекает вода, 
имеет площадь поперечного сечения 5==10 см” 
и находится на уровне поверхности воды в ре- 
зервуаре. Мотор насоса потребляет мощность 
Р—=0,5 кВт. Коэффициент инолезного действия 
установки |=0,26. С какой скоростью вытекает 
вода из шлаига? 


4. В вертикальном цилиндре с площадью 
понеречного сечення 5=2 - 10-3 м?, закрытом 
сверху поринем, находится газ. На поршень по- 
ложили гирю массой т=5 кг и повысили тем- 
пературу на АГ=ЕТ (Ё=0,1). При этом объем 
газа уменьшился иа АГ—ЁУ от первоначальиой 
величины. Какова масса поршня, если внешнее 
давление р,—10° Па? Трением пренебречь. 

5. Положительные точечные заряды а,==2Ж 
Ж10-6 Кл и 4›=5.10-6 Кл, находящиеся 
в вакууме, действуют друг на друга Е силой 
Р-=0,25 Н. Определите напряженность поля в 
точке, расположенной посередине между заря- 
дами. 

6. В схеме, изображенной на рисунке 7, 
емкость конденсатора С=23 мкФ, резисторы 
имеют одинаковые сопротивления В —=20 Ом. 
Электродвижущая сила батареи ©=12 В, ее 
внутреннее сопротивление г==2 Ом. Определите 
заряд на конденсаторе. 

7. Какова минимальная масса медного про- 
вода, предназиаченного для передачи потреби- 
телю мощности Р=:'12 кВт на расстояние 
[:2:100 м от генератора с напряжением И=—220 В, 
если допустимые потери мощности составляют 
&—2 % отР — мощности, дошедшей до потре- 
бителя? Плотиость меди а=8,9 г/см’. удельное 
сопротивление о==1,75. 10-8 Ом . см. 

8. Над столом подвешена малеиькая лам- 
почка, расположенная в вершине конусообраз- 
ного абажура, у которого угол между осью 
и образующей а=30’. На какую величину 
уменьшится радиус светлого круга на поверх- 
ности стола, если на пути лучей параллельно 
поверхности стола поместить плоскопараллель- 
ную стеклянную пластинку толщиной 4=5 см 
с показателем преломления л==1,5? 

9. Тонкий стержеиь расположеи вдоль глав- 
ной оптической оси линзы о фокусным расстоя- 
ниём Р-=10 сы. Изображение стержня находит- 
ся по другую сторону лиизы, причем изобра- 
жение ближайшего к линзе коица -- на расстоя- 
нии /=24А сы, а дальиего — на расстоянии 
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Рис. 11. Рис. 12. 
[.=20 см от линзы. Определите продольнос 
увеличенне изображения. 

10. Тонкая плосковылуклая линза с фокус- 
ным расстоянием Г=з10 см погружена плоской 
стороной н воду (рис. 8). На каком расстоянии 
от линзы сфокусируется параллельный пучок 
световых лучей? Показатель преломления воды 
п—=1,33. Диаметр линзы много меньше фокус- 
ного расстояиия. 


Химический факультет 

1. Мотоциклист за время #=2 с прошел 
первую половину тормозного пути. Считая силу 
торможения постоянной, иайдите время, необ- 
ходимое мотоцнклисту для полной остановки. 

2. Доска с покоящимся на ее краю бруском 
двигается со скоростью и, =3 м/с (рис. 9). При 
внезапиой остановке доски брусок начинает 
скользить по ее поверхности. Найдите коэффи- 
циент треиия между бруском и доской, если 
в момент соскальзывания бруска его кинети- 
ческая энергия уменьшилась в 3 раза по срав- 
непию с первоначальной. Длина доскн [=0,45 м. 
Ускорение свободного падения принять равным 
в=10 м/с. . 

3. На легкой нерастяжимой нити длиной 
10,5 м подвешен шарик массой т, =0.1 кг. 
Летевшая горизонтально со скоростью 
р=10 м/с пуля массой т,=0,01 кг попадает 
в шарик и застревает в ием. Найдите натяжение 
нитн сразу после соударения. Ускорение сво- 
бодиого падения принять равным #=10 м/с*. 
Размер шарнка мал по сравнению с длиной 
нити. 

4. Электрон влетает п однородное электри- 
ческое поле с напряженностью Е=148 В/м 
(рис. 10). В некоторый момент времени ско- 


рость электрона © (и=2 . 10° м/с) направлена 
под углом а=60” к силовым лнниям поля. 
Найдите угол В, под которым будет направлена 


Наша обложка 


скорость электрона через промежуток времени 
\:=3.10-8 с. Заряд электрона е=1,6 Х 
х10--19 Кл. Масса электрона т==9 - 10—31 кг. 
Сндлой тяжести электрона пренебречь. 

5. Тонкая собирающая линза разрезана на 
две половины, которые раздвинуты на расстоя- 
ние а=2 мм (рис. 11). Найдите расстояние 
от точечного источника до линзы, если расстоя- 
ине между действительными изображениями 
источника [=:6 мм. Фокусное расстояние линзы 
Р=40 см. 


Географнческий и геологический 

факультеты и факультет почвоведения 

1. Однородиый шар массой т-10 кг удер- 
живается на гладкой наклонной плоскости 
веревкой, укреплениой над плоскостью (рис. 12). 
Угол наклона плоскости к горизоиту о—30°, 
угол между веревкой и наклонной плоскостью 
В=45°. Определите силу, с которой шар давит 
на наклонную плоскость. 

2. Одии моль газа иаходится при темпера- 
туре Т,=400 К. Газ охлаждается изохори- 
чески. вследствне чего его давление уменышает- 
ся в л=3 раза. Затем газ изобарически расши- 
ряется так, что в конечном состоянии его темпе- 
ратура равна первоначальной. Изобразите яро- 
цесс на диаграмме р—И п вычислите произ- 
веденную газом работу. Уииверсальиая газовая 
постоянная К =8.3 Дж/(моль . К). 

3. Амперметр сопротивлением А д =2 Ом рас- 
считан на токи до Гл=0,1 А. Его требуется 
использовать для измерения токов до 1=10 А. 
Сколько метров медиой проволоки сечением 
$=1.7 - 10° м° иеобходимо для этого присое- 
динить параллельно амперметру? Удельное со- 
противление меди о©—1,7 - 10° Ом . м. 

4. Проволочное кольцо радиусом а=10 см 
имеет сопротивление В==10 Ом. Кольцо поме- 
щено в однородное магнитное поле п индукцией 
В—=0,5 Тл. При этом вектор индукции поля 
направлеи под углом а=30° к плоскости коль- 
ца. Найдите величину среднего тока, протекаю- 
щего по кольцу при выключении магнитного по- 
ля в течение промежутка времени ЛЁ= с. 

5. Фотоэлемент облучается монохроматиче- 
ским желтым светом с длиной волны А=6х 
х10‘ м. За некоторое время фотоэлемент 
поглотил энергию И/=10—° Дж. Найдите число 
поглощенных фотонов. Постоянная Планка 
В=6,6 . 10—34 Дж . с, скорость света п вакууме 
с—=3 › 10" м/с. 

Публикацию подготовили 
И.Н. Сергеев. А. А. Склянкин, 
В. М. Чубариков 


Казалось бы, глобус и кар- 
та — привычные и хорошо 
знакомые с детства предметы. 
Но задумывались ли вы о 
том, что создание карты и 
глобуса — исследовательская 
и техническая задача не толь- 
ко для географов и путеше- 
ственников? 

Оказывается, — получение 
плоского изображения 
сферической поверхиости 
Земного шара — это инте- 
ресная и трудная (в извест- 
ном смысле — даже нераз- 
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решимая!) математическая за- 
дача. Как нн изошрялись. гео- 
метры — а среди них были 
такие выдающиеся ученые, 
как Меркатор, Эйлер, Гаусс, 
Чебышев, Ламберт, — приду- 
мать теоретически совершеи- 
ный способ построения пло- 
ской карты сферической по- 
верхности оии ие сумелн. Это 
н не удивительно. 

Возьмите обыкиовенный 
лист бумагн ши попробуйте 
им обернуть поверхность гло- 
буса — или сразу появляют- 


ся складки, или бумага рвет- 
ся. Почему? Наложению пло- 
скости на сферу (в отличие, 
скажем, от цилиндра или ко- 
нуса}) препятствует... матема- 
тическая теорема, утверж- 
дающая что полная кривизна 
поверхности не меняется нри 
изгибании: у сферы она поло- 
жительная, у плоскости (а 
также у цилиндра м кону- 
са) — нулевая. Вот почему 
сферу развернуть на иплос- 
кость и сделать карту Земли 
без искажений нельзя. 


Ответы, указания, решения 


Е, 


4 


О теореме Лагранжа 

(см. с. 30) 

2. а) Для любых; 6) для промежутков, содер- 
жащихся в промежутках вида [п; п Ц, где 
п 62: п} для промежутков, не содержащих точ- 
ку 0 п качестве внутренней точки. 

3. 31 с. 

4. с=(5--а)/2; любые две параболы подобны. 


Избранные школьные задачи 

1. Ответ: 125 %. Решение. Пусть ш — 
число мальчиков в кружке, 4 — число девочек. 
По условию задачи т-==0,.84, откуда 4=1,25т, 
поэтому @ составляет 125 % от т. 

2. Ответ: второе больше. Указание. 
Сравните квадраты данных чисел, при этом 
воспользуйтесь неравенством 4/1986 . 1984 —= 
=\/19857-] < 1985. 

3 ее х--1 = Хх (3—1) + 
Че-Нх-ЕЯ вх? (х-— 1) ох + х+1 = 
= — ХИ) (Е х-1). 

4. Ответ: в6. Решение. Пусть в трапеции 
АВСО известны АВ=а и ММ= (М — середина 
СР, прямые АВ и ММ перпендикулярны, ри:. 1). 
Проведем через М прямую Р@. параллельную 
А и пересекающую прямые АД и ВС в точках 
Ри@ (сы. рис. 1). Треугольники СМ9 и РМО 
равны, поэтому параллелограмм АВОР равно- 
велик нсходной трапеции. В этом параллело- 
грамме известны основание АВ=а и высота 
ММ-=Ь, проведеиная к зтому основанию. 

5. Указание. 1) Докажите сначала, что 
радиус окружностн, имеющей общую точку с 
каждой из сторон треугольника, не меньше 
радиуса впнсанной окружности (при этом ра- 
венство достигается только в том случае, когда 
рассматриваемая окружность является впи- 
санной). 

2) Известно, что все три меднаны треуголь- 
ника пересекаются в одной точке С и делятся 
этой точкой в отношении 2:1, считая от вер- 
шины (см. задачу 67 со с. 78 учебника А. В. По- 
горелова, М.: Просвещение, 1983). Поэтому при 
гомотетии с коэффициентом — 0.5*) относи- 
тельно центра С описапная окружность перей- 
дет в окружность радиуса В/2, имеющую об- 
щую точку с каждой из сторон треугольинка 
(а именно — середину стороны). Следоввтельно, 
В/2>г. Равенство В==2г достигается только 
для правильного треугольннка. 

6. Ответ: второе больше. Решение. До- 
статочно провернть, что 3/1986—\/1985 < 
<\/1985—%1984, то есть неравенство 


71. Ответ: а) тупоугольный; 6) остроугольный. 
Решение. Пусть а>26>с — длины сторов 
треугольника. Тогдв при а* > 5? с’ треугольник 
тупоугольный, при а*к=б? с’ — прямоуголь- 
ный, при «< 5* + с°— остроугольный (это сле- 
дует, например, из теоремы  косипусов). 
25-25 
За 
так как 


а) Длины сторон треугольника равны: 


25 
5. ге $ — 
1/9>1/16-1/25, то а*> 5? + с*. 6) Пусть медиа- 


ны АД,, ВВ, и СС, треугольника АВС пересе- 
каются в точке С (рис. 2), причем [АА, | =$, 
|ВВ, | —4, |СС, |==5. Отяожим на продолжении 
медианы СС, за точку С, отрезок С,К, коигру- 
энтный отрезку СС,. Четырехугольник АСВК — 
параллелограмм, так как его диагонали в точка 
пересечения делятся пополам. Дливы сторон 
треугольника СВК равны 2/3 длин соответст- 
вующих медиаи, поэтому он прямоугольный 
(так как 5?=3*-1 4?). Отсюда вытекаст, что ме- 
дианы АД, и ВВ, перпендикулярны. Из прямо- 
угольных треугольников АВС, ВАС н АВС 
легко найти, что 5/2=|АВ, | =\/52/3; с/2= 
=|.А.В, |=\/25/3 н а/2=|А,В|=/73/3. Тре- 
угольник АВС остроугольный, так как а? < 5" -|- 
< (73<25--52). Отметим, что длины сторон 
треугольника АВС можно найти и из формул, 
выражающих длины медиан через длины сто- 
рон треугольника АВС: тё=(67--с”)/2—а7/4 
ил. 

8. Ответ: 
6) [—2; 2]. 
Указание. Множество значений функций / 
совпадает с множеством значений параметра &, 
при которых уравнение /[ (х}=а нмеет хотя бы 


его площадь, и 


а) ]—0°; —У241 1 [\'24; {о5[; 


одно решение. а) Уравнение 2х- к =—@а имеет 


решение тогда и только тогда, когда имеет 
решение квадратное уравнение 2х’—ах--3==0, 
то есть когда дискриминант этого квадратного 
уравиення неотрицателен: а*—24> 0. 
6) Уравнвние { (х)=а равносильно уравнению 
(4—1) х?*—(в-+2) х--а-+2=0 (1) 
(так как х’—х--| не обращается в 0 ни при 
каком х). При 2521 уравнение (1) квадратное 
и имеет хотя бы один корень при (а-+2)— 
—4 (а—1) (@+2)>0. При а=1 уравненне (1) 
линейное и имеет корень х=1. 
9. Ответ: а) 0; 6) 0; в) 3/5. 
Указанне. а) Воспользуйтесь формулой для 
производной пронзведения. 6) В этом случае 
пользоваться формулой для производной про- 
изведения нельзя: 


? 
г ол НУ ии _ 
в —0 Г а 


ПЕ ВВ -138° = Шай + & (2 №)= Вл + Шаа (2-8) = 
\/ 1986? 4-\/Г086 : [985 + ^/1985? Е 0 
. 1985—1984 в) - & (2)—=0. в) Функция у=/(х) имеет вид 
к. /(д=е-—2 865). Поэтому (х-2) я (ху = 
$1985? -- 3/1985 . 1984 - 3,1984? =8 (х)-+(х—2) ='(х). При х=2 получаем 
Справедливость последнего не Г (2) (2) а. 
равенства сразу = 
вытекафт из того, что знамепатель первой дроби 
больше: 43/1986? + 3/1986 - 1985 -- 1985? > В, 
> 1985? +1 \/1985 ; 1984 ++ \/1984?. А я 
1 
ЗГомотетней с коэффициентом &<0 называют 
преобразование, заключающееся в последователь- 
ном выполиемии гомотетии с коэффициентом М в К 
и симметрии относительно одной н той же точки ©. Рис. 1. Рис. 2. 


Рис. 4. [р 


10. а) Проведем через сторону АВ данного 
треугольника АВС любую плоскость а, не со- 
держащую вершину С. В плоскости а возьмем 
такую точку С, что треугольник АВС, — пра- 
вильный. При проекцин на плоскость а парал- 
лельно прямой СС, точки А и В перейдут 
в себя, а точка С — в точку С,. Таким образом, 
треугольник АВС спроектнруется в правнль- 
ный треугольник АВС,. 6) Пусть |ВС|=а, 
[АС|=Ьи|АВ|=с — длины сторон данного 
треугольника, при этоме>2ь>а. Будем проекти- 
ровать треугольинк АВС на плоскость, прохо- 
дящую через вершину А (рис. 3). Пусть В, — 
проекция точки В, С, — проекция точкн С, 
|вв,|=9, |СС,|=х. Из прямоугольных тре- 
угольников АВВ,, АСС, и ВСС., где С, — проек- 
ция точки С на прямую ВВ,. находим длины 
сторон треугольника АВ.С, : [ АВ, |"=с*— у", 
[АС, [2 =" —х?, [В.С |= {СС:| = а* — (х — у). 
Для того чтобы треугольник АВС, был нра- 
вильным. достаточно, чтобы |АВ, | =|АС, |, 
[АВ, [= В.С, |, то есть достаточно, чтобы имела 
неотрицательные решения .снстема 


сх? >8, р 
{ а —(х—)', 


{ уу хе? т, 
>? = а 4+2х ее", 
| > хх. 

Далее, х {+ с?—5?>0, поэтому достаточно пока- 
зать, что на промежутке [0; 6] имеет решение 
уравнение с*—2х ух? с7— 57-х? —а*. Для это- 
го проще всего убедиться в том, что при х==0 
левая часть не меныше правой (с*> а”), а при 

= правая часть не меныше левой 
(с*—25е-+- 6’ <а°), в снлу неравенства треуголь- 
ника. Строго говоря, при этом мы пользуемся 
непрерывностью функции /(х) =с’—2х Хх 
хУих -Ее=6? + и. 
11. Ответ: %3/1[/4. Указание. Одна из 
частей — пирамида. подобная данной с коэф- 
фициентом подобия А—\/ 172. 
12. Ответ: числа равны. Указание. 
Логарифмы рассматриваемых чисел по основа- 


нию @ раввы: \108, Х— 08, 2 - 108. х (по- 
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скольку 1ю8,2=:1/1юв. х). 

13. Пусть М и № — середины ребер АВ н СО 
тетраздра АВСР (рис. 4). Если рассматривае- 
мая плоскость проходит через вершину тетра- 
эдра, то доказываемое утверждение очевидно. 
Если плоскость не проходит через вершину, то 
она пересекает одну из сторон АС иля ВС 
треугольника АВС (для определенностн сторо- 
ну АС в точке К). Пусть Р — точка пересечения 
этой плоскости с ребром ВП. Тетраэдр АВСЬ 
разбивается плоскостью а на два многогранин- 
ка АОРМКМ и СВРММК. Разобьем каждый из 
пнх на две пирамиды: первый на пнрамиды 
ВМКМР и ВКМС, второй на пирамиды АМКМР 
н АРМР. У пирамид ВМКМР н АМКМР общее 
основание МК№Р и равны высоты, проведенные 
к этому основанию, поскольку М — середина 
отрезка АВ. Покажем теперь, что объемы тет- 
`’раэдров ВКМС и АРМО равны. У тетраэдров 
АВСР и ВКМС общая высота, опущенная из 
вершины В, поэтому отношение их объемов 
равно отношению площадей оснований: 


Увккс _ Зкмс ^_ [КС] + [СМ 1 [КС| 


“двсо ЗАср (1АС|- [СБ] 2 |АС|° 
У дркр _ Эро. 1 |РЬ| 
Аналогично, — = -__. ОСТа- 
Улвер ФЭвср 2 |2В] 
лось локазать, что |КС|:|АС|= 


ит 


РО Е 
илн (что то же самое) |КС|:|КА РО|:|РВ|. 
Если плоскость а параллельна ребру АО, то 
это очевидно. Если же она пересекает ребро АД 
п точке [,, то оба отношения равны [ОГ | : |РА |: 
проведем через точку Р прямую ОЕ, парал- 
лельную КМ, тогда |0Р.|/|ЁА |=|КЕ|/|КА |= 
—=|КС|/|КА |, так как |КС |=|КЕ|. Аналогич- 
но |РО|:|РВ|=12Е|:|ЁА |. 

14. Для доказательства воспользуемся нера- 
веиством а? {65° > 26е : 2а--25' 4-26 (а -ЕБ- 
Е --с“) + (са) > 2215? + 27-2? = 
= (476-51?) + (51а?) + (аа?) > 
> 2а5'с+2ьс‘а-+2са'ь=2Зас (ас). 
15. а) Возьмем любые два нз рассматриваемых 
отрезков (скажем АК и ВЕ; рис. 5). Оба они 
лежат в одной плоскости АВМ, где М — сере- 
дина СР. и поэтому пересекаются. Далее, 
[КМ | =1/3 [ВМ | (так как медианы треугольни- 
ка н точке пересечения делятся в отношении 
2:1), поэтому |КЁ|=1/3 | АВ] и |[АС|: [СК |= 
=|АВ|:|КГ.| =3:1. Таким образом, любой нз 
рассматриваемых отрезков проходит через точ- 
ку С, делящую отрезок АК и отношении 3:1, 
поэтому все они пересекаются в одной точке 
н делятся в ней в отношении 3:1, счнтая от вер- 
шины (напомним, что АК — любой из этих 
отрезков). | 
6) (Сравните с задачей 95). Указанне. 
1) Докажите сначала, что радиус сферы, имею- 
щей общую точку с каждой из граней тетраэд- 
ра, не меныше радиуса вписанной сферы (пон 
этом равенство достигается только в том случае, 
когда рассматриваемая сфера является вписан- 
ной). 2) При гомотетии с коэффицнентом —1/3 
относительно центра С из задачн 15 а) описан- 
ная сфера перейдет п сферу радиуса В /3, имею- 
щую общую точку с каждой нз граней тетраэдра 
(а именно точку пересечения медиан гранн). 
Следовательно, В/З>г. Равенство достигается 
только для правильного. тетраэдра. 
Повторнм гидростатику 
1. Ар=ЗекАА=4 кПа. 
2. Неа (е—оодв/ ==, см (здесь %= 
—10? кг/м? — плотность воды). ^ 

- 8. тел В— М. , 
4. $=АЕ/(о8АВ)=6,25 см’. 


. 0: —65 ©, 
5. 9—7. М-т—— здесь 05 — плот- 
_ ( © — ©, ыы И 
ность воды). 
6. 1 = 12.5 см. 
7. Скорость сгорания газа определяется раз- 


ностью давления газа и атмосферного давле- 


`° ния. Газ, находящийся в трубах (под неболь- 


шим давлением), легче воздуха. Поэтому умень- 
шение давлення воздуха при подъеме на четыр- 
надиатый этаж болыле, чем уменьшение дав- 
ления газа. Значит, на верхнем этаже газ 
должен гореть сильнее. 

8. Сила давления на крышку увеличится. 
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Варнант 1 

1. [—3; —1. 

2. 13 


—. Указанне. 
ходится среди 


4 Искомый корень на- 


корней уравнения с0$ 2лх ы 


к Ел. 


Заметим, что дё= В<уз< к, а расстоя- 


ния от остальных корней до ^/13 больше 


==(. то есть среди чнсел х„= 


> . 

Так как х; не удовлетворяет исходному уравнению 
15 

(с > = --[). искомым корнем является хе. 


3. р (`/2+1) =1.2. Указание. Можно счи- 


тать, что луч ОЕ  пересскаст катет ВС 


(рис. 6). Точка Е лежит на окружностн, опн- 
санной около ДАВС. Поскольку |[ВС|>|ЕС] 
—` их 


[АС] = 1ЕС|-=1. Кроме того. АБс=СВЕ= 1 и 


ОЕ 1 

поэтому АВС= з = Отсюда Завс= = с]х 

ей л ^/2--1 хе 

у 8. 1 3+8. 
а. [ооеён (Те, оо 
—-!8 
Указанне. Второе уравпение равноснльно 
системе 


{ х(Зхи—1)=0, 
х-+1>0. 
Поэтому исходная система равноснльна сово- 
купности двух систем 


а) | х=0. 6) | Зх=1—и, 
24-2, -2-=3.29. х2—1, 
9 Хх 4-29 


а. 
5. 4. Решение. Из условия сразу сле- 
дует. что диагонали АС н ВО четырехугольии- 
ка АВСР перпенднкулярны, п треугольники АВО 
и СВО — равнобедренные. Поскольку много- 
гранинк АВСОА’В”С’О” имеет 6 граней, пло- 


‚ скость а пересекает кажлую грань по отрезку, 


„ КОНЦЫ которого не совпадают с вершинами много- 


Е 
С 


Рис. 6. 


Рис. 7. 


гранника. Обозназим вершины шестиугольника, 
лежащие на сторенах основания ЛАВСО, через К 
н М, на сторонах четырехугольника А”В’С'0” — 
через К’ и М’, а на боковых ребрах РО’ н ВВ” — 
через Р н 7 соответственно (лля определенность 
считаем вершину Р соседней с вершинами К н К”). 
Поскольку КМТА”К”Р — правильный шести- 
угольвик, прямая РТ параллельна прямым КМ 
ни К’А" н, следовательно, параллельна плоскостям 
АВСО п А’В’С'’1)" и одинаково удалена от ннх. 
Следовательно, точкн Ри Т — середины ребер 
РО’ н ВВ" соответственно. а РТ — средняя липия 
трапеции ВВ’0’Б, поэтому прямые КМ. КМ”, 
РТ. Р'В’ п ОВ — паралаельны. Пусть Е’ — точка 
пересечения днагоналей осповання А’В”С’О’. Н — 
точка пересечения стороны АМ с днагональю 
АС, П’ — точка пересечення стороны КМ’ 
< диагональю А“’С’. Возможны два случая рас- 
положения плоскостн а: в первом случае точка Я 
лежит между точкамн А н ЕЁ, а во втором — 
между Ев С “{рнис.7). 

Докажем. что возможен лишь первый. случай. 
Пусть О — точка пересечения плоскости АА’С”С 
© диагональю РТ. Треугольники НЕО и НЕ’О 


конгруэитны. поскольку НОЕ==Н'ОЕ’. [ЕО|= 
== |ОЕ”]. [ПО|= О]. Следовательно, |ИЕ|== 
= |#”Е”|. Таким образом, у трапеций ВОКМ 
и В’О’К’М’ конгруэнтны высоты НЁ м Н’Е” и 
меньшие основания КМ и К”М/. Поскольку этн 
трапеции равнобедренные (опн симметричны от- 
носительно диагоналей АС и А’С’) и |ВО|> 


7х ^ 
>18'0'|. то КОВ<К’О'В’. Поэтому второй слу- 


^ ^^ 
чай невозможен (иначе СОВ<АОВ, что противо- 
речит условию | АЕ |< |СЕ|). 


Пусть и Так как АВСОЛАК’С’М., 
С ПМ ДКМЕ 
варс^дкАм, ПОПОВА ИРА 
и С СЕТ = ТВБТ = 85| 
1АН| |. 


р ‚1еНЯ 
[АЕ] Поэтому Тайт = т.. Далее, | АН] -{+- 
сс № м 2 

НЕА |= = |СЕ|ые |= Хх 
жен + у + 2. [ЕН |. Отсюда 
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Рис. 8. 

следует, мА и Е Е|, Значит, КО = 
АН _ т—2 Ш в 
Е] = 5 нэ: №0 С 

х8,2 1+ 186 = |8]. Поэтому = ==. 


к [АЕ |= = АС4= 5. 


= —. то есть т==5, 


8 
Итак. Завоя 5: [АЕ|- а 
а #8 _ | 

. х=0: х< — 3, 


. 30 мЗ/ч и 30 м/м. 
= 


3. раст — = + (ВЕЛ). 
х29 
4. ть. Указание. Пусть К. Ё. М. М — 


середины ребер АВ. ВС. СБ и АО соответственно. 
Пирамида ЗКЕММ — правильиая, причем длины 
всех ее ребер равны 12. Плоскости $КМ и $ЁМ, 
а также плоскости Ук нц $ММ пересекаются 
по прямым / н {2 соответственно, проходящим 
через точку $. Обе этн прямые параллельны 
плоскости АВСО. Поскольку А*В*С’Р’ — квадрат, 
пары его протнвоположных сторон параллельны 
прямым /, и [, соответствеино. Отсюда следует, 
что плоскость А’В’С’О’ параллельна плоскости 
основания. Поэтому |$А’|= |$В* [== [$С' |= 


== |$0'|. высота пирамиды $АВСО’ проходит 
через центр квадрата А’В”С”О' и поэтому точка 5* 
совпадает г центром квадрата АВС. Поскольку 
все ребра пирамилы 5’А’В’С’О’ равны между 
собой, эта пирамида подобна пирамнде $КЕММ, 


1 
причем коэффицнент подобия равен =. 


5 Отсюда 
1 1 _ 
следует. чго Ид-в-с= = Икиму= = (52) *Х 
1 
х 1= 72 и 
5. —24-/3. Указание Ясно, что а4-—? 


Положив {=х-4-2. приведем неравенство к виду 


пи=— Зач на |--в—2]9+ 
+ ен 9 


Прн 1 тт [а-+2, 0, —а—2| из (+) получаем 


(14421 та) ‚>. 


Еслн |а+2| —1/|а-+2 |550, то есть при —3= 
<а=—1, неравенство {») справедливо при всех 
153. Следовательно, [а-+2 |[—1/ [а-+ 2 |>0. При 
таких а график функции {(Г). стоящей в левой 
части (®). имеет вид, показапный на рнсунке 8. 
Поэтому (*) может выполняться для двух значе- 
ний { лншь тогда, когда } ([—а—2) =[К(а-+2)=— 2. 
Варнант 3 

И: 3—53[0 3+ 5/3; о=|. 

2. х—=л(241} (ЛЕХ). 


.{ 3}. 


ИЕ 


— 62° одна. Указание. Пусть ф — 


угол, ай лниней пересечения плоскости 
сечения а с плоскостью АВСО с диагональю АС. 
Можно подсчитать, что $т ф==1. Поэтому плос- 
кость а пересекает плоскость АВСО по перпенди- 
куляру к АС, проведенному через точку А. 
Отсюда следует едннственпость плоскости а, а 
также перпенднкулярность диагоналей четырех- 
угольника АЁ.ММ (Е и М — точки пересечения 
плоскостн а с ребрами $8 н $50 соответственно). 


_ 1 2 
и (1—/), 


ниж /5+ 5 


(ПЕ 2, 12—10, л= 8). 
Указание. Второе ыы системы Ч 
дится к випу У (--3) 4 эт а (и? 
=—2 зи (у? 2х) -с0$ я(3х—). поэтому. ли- 
бо зтл(и/+2х)=0, либо у (х—3)? 4+3 - 
—=--9 соз л(Зх— 7). Таким образом, либо 
у х=п. пОЕ, либо х==З, 08 п(Зх-— и") =1. 


: арнант 4 
. 107 А 8/7 м?/ч: 4/7 м?/ч. 


Е 
ие. 
у ЕВ; 


2. х= = ли (п 7). 
3. | — со, --31 013; +0 [. 
а .. 
4. 8 -№ Решение. Пусть А — ра- 


и описаниой около ЛАВС окружности, ти м = 
с. 9). По теореме и т 
& р [МС|=28 $1130°= 
По теореме косинусов р = ВСР -- 
—в6с 2. [МС = = 2+2 —Ьх 3. Отсюда сле- 
дует, что х удовлетворяет уравнеиню 


еее \/2 
и 
или 2х2 —26х -/ 3-45 — с? 6с 2—0. (*) 


Получениое уравнение имеет положнтельные 
корни 


хх 3 


УЗ / 5? —26с/2-2е? _ Б/З- (6—2) 

пра По аБрОАЫ АСАН 

что условию залачн удовлетворяет 

Ь3+ (6—с\?2) 
2 


Хх 


Докажем. 


лишь корень х!= . В самом де- 


ле, если ХВ острый (см. рис. 9.а). то 6<с\8 
и СММ=В — тоже острый. Пусть М = М — точ- 
ка на прямой АМ, для которой | СМ, |= |СМ|=Е. 
Число [АМ:| удовлетворяет уравнению (»), но 


АМ, |-> |АМ| (5: =) . Поэтому решеннем за- 


дачи служит меньший корень уравнения (*), 
то есть х,. Если же ДВ тупой (см. рис. 9, 6). то 
(5>2\!2). н точка М, лежнт ближе к точке А”, 
чем точка № (рис. 9, 6), поэтому мы должны вы- 
брать больший Вю уравнения (»), то есть 
снова х:. Бели В-=л/2, то 6=2У2 и х,==х.. 

Отметим. что при рассмотрениом здесь способе 
решения мы не пользовались условием 67>с. 


5. [5:0] . Указание. Выполнив замену 


х 
= ( х-{ “) . 65а, 
/ь-+-/5-Риу=у. «у. которая равносильна 


системе 

12,20, 

| и ь 

Ь-у== (у?— 6). 
Решая уравиение этой снстемы относительно В, 
получнм 6==у?+у--Е няи Б==у?— у. 
Таким образом. задача свелась к исследованню 
двух систем: 


о у=1. 

225, 

4-16 =0 
первзя из которых несовместна, а вторая нмест 


получим систему 


о5у<1. 
я у 226. 
/“—у—6=0, 


решение при — + 56=:0. 


Вариант Б 


1. Хт= 
2. -/7. 
3. 1. 

4. 8. Указание. Пусть МК данный отрезок 
10 показано сечение пирамиды 
Поскольку 
(МК) (ОТ) (4$). 


(на рнсунке 
«диагональной» плоскостью А$С). 


А$КЕ-АЕМО п 15К] = 


г (2т-+их= {= Е + 4лп (т.п С 7). 


=|КТ|= э:ТС|. Отсюда следует, что |$К] = 


— 4151. поэтому [45| = 3 |МК|-=8. 


5. < —5—4-/2; а>0. Указание. Из второго 
х—| 
уравнения системы следует, что у= „т. Хх —1. 
Подставляя это выражение в первое уравнение, 
приходим к уравненню относительно х: 


(а-2) х2— (ах (х-Н И) |х-+1|. 


Возможны два случая х>—Ти х<— 1. В пер- 
вом случае получаем уравнение (а—4)х?— 
— («-+-3) х—1==0, которое имеет корень. больший 
—1. при «< —5—4-/ на>—5-44`/2. Во втором 
случае получается уравнение ах? -- (5— а) х-+3==0, 
нмеющее _ корень, меньший при О<ах 
<! —4-/6. 


Вармаит 6 


:.{ пов, У з 


2. х= + З АА 6 7). 


3. ие! ( 5) = _*, Что | 1) == — 1. 


4. /10. Указанне. По условню Злвс- Звло= 


—]. 


те 
= 4 5-знт 8 — г 2.3-зт = г Поэтому 
ЗниАы 15 д ни 
4 4 
5. 65=— +. Указание. Если (хо, и} — реше- 


ние данной снстемы, то (у. хо} — тоже решение. 
Поэтому хот. 


Вариант 7 

Е. 271. 

2. 20 м. 

3. х=ейл, хо== + 4221 (.1Е 2). 

4. ны Указание, Зл,вак= ВС] Хх 


х М,А-|. Для нахождения |ВС| воспользуйтесь 


тем, что 51ВС| — высота треугольника ВО,0О:, 


причем [О:Оз|=6 и $во.о, находнтся, например, 
по формуле Герома- 

5. 3. Указанне. Первые три члена прогрессии 
имеют вид: 5. 54. 59°. Из условия следует нера- 

54: 

венство 159— 5 >20. 

6. 248, 436, 624, 812. Указанне. Если а, 6, с — 
цифры данного числа, то с==26. 6<4 и За 
делится на 10. Значит, а четно, причем 25-+а== 10. 


1: 5—6 2. 21082) . Указание. Из вто- 


рого неравенства следует, что у>2-— 083 4—4х. 
Заменив и в первом неравенстие на правую часть 
полученного неравенства, приходим к нерапен- 
ству ЗН 01 4.1-4.32°— №51. Положив п этом 
неравенстве 2=325—' получим 42- 4. <2. от. 
куда 42=1. 

Физика 

Физический факультет 

1. и=2 УЯЖЕ- Е) =15 ым/с=54 км/ч. 

2. и—=1/3 ща. 


3. М=(т (© —и)И-Ета (вт ар сов ц)} г. 
4. в=(1-—Т./Т,) а//Р=5 - 10° м==500 кы. 
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=(410, — 920) У=86 кг. 9. ААЦ.) (1—2) /Р?==1,4. 


в ОО, ааа? И) =220 В. 10. /=Рп—=13,3 см. 
7. в Е та (вп а— рсоз а) Химический факультет 
мы 03 а (с08 «р эт а) ° г общ ИТ ти ‚8 с. 
8. 9—СЗАВ/А1=10-' Кл. ‚ и—00/(318 
ь / ме В ЧЕН 3. Г==(т, т.) я-то? /А (т, +т.})=1,28 Н. 

МА? УВ Вт? паша 

9. 2 МАТИ = 4. В=агск — о =45°. 
п УВВ о сов а-феЕА/т 

К 5. а=Р/(1--а)=0,6 м. 

10. (Н/В)„и==2. Географический и геологический факультеты 

, > и фэкультет почвоведения 
Механико-математический факультет $. Рона та- резон. 
1. о-- ая (Г а76) 310 м/с. 2. А=(п—1) АТ,/п—2,2 + 10° Дж. 
й 285? 3. 1=1АВ А5/ (0 (Г—ТА))=2 м. 
2 Н ИР —УЗЕНУ 20,07 м. 4. Г=(Вла: вт «Е = мА. 
(АР/т—У 5. п=И/>/(йс)=3 + 10° 


3. ат=загссо$ (1—2 л?0°/(8*Т?)) = 60°. 

4. \0-—САТ— (р. +тв/3) УАТ/Т=310 Дж. 

5. Г.Р. 13/111 К. 

6. ^5В (4; — 9:)/42—22,5 Ом. Шахматная страничка 

1. © —0: 0/8, —20:)-- т (см. «Квант». 1984. № 10) 

В. 9=РАсоА Г) ==, т с. Задание 19 (Ф. Бондаренко, М. Либуркин, 
Рае алое) м. 1950 г.). 1. КЬ4! Кри! 2. КЗ Г КрЕ2 3. К:Ь2 


10. иу-но, (4-0/(9— 0-1 м/с. Кр:№2 4. е51 Но не 4. Креб? КрЕЗ 5. Кра7 
Факультет вычислительной математикя Крё4 6. Крс8 Креб 71. КрЬь7 Краб 8. Кр:а? 
я кибернетики Крс7 с ничьей. 4...С:еб 5. КребИ Черный 
2 слон помешает собственному королю! 5...КрЕЗ 
пе ПИ 56. Д 6.Кр47 КрЁ4 7. Крс8! КрЁб 8. КрЬ7 и белые 
^ 2(т,+т.) выигрывают. Другой вариант: 4...Сс3 5. ев 
2. А-=Моло-+-Ма!==1,25 + 10* Дж. СЬЗ 6. ее 9. и Кр!4А 8. Крсбв 
3. о 3/5, Р/ (05) == 6,4 м есь ›—10? кг/м? —  Кре5 9. КрЬ7 Кр@6 10. е7 и снова белые 
РЕ О ее ны выигрывают. Однако после 1. Ке1? Сс3! 2. КЕЗ 
4. М=т (1—8)/(2Е)-—руЗ/а= 2 кг. Кря2 3. К:№2 Кр:В2 4. е5 СЬ4 5. еб КрёзЗ 
5. Е=4Р (1/4, —1/4:)—8 , 10° Н/Кл. 6. Кре5 С{8 получается ничья. 
6. а= СВ/(2В-+3г)==1,2 . 10-* Кл. Задание 20 (М. Левит, 1933 г.). 1. Кре4 
7. т=44оР (1-+Е)Р (Е?) >77 кг. С98 -2. №6! Крэб! (2...Кр:56б 3. Крё5} 
О 3. Креб! С&5 4. 57 Сс1! 5. Крав! С:Ъ2 
8. лая (що 28°) —1,1 см. 6. Кре7! Себ | 7. Крс6! Са1 8. 57 Кра7 9.Крсй, 
п? в: ‹ и белые выигрывают. | 
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Шахматная страничка 


Консультирует — чемпион 
мнра по шахматам, между- 
народный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страничку 
мастер спорта СССР по шах- 
матам, кандидат технических 
наук Е. Я. Гик. 


ПАРАДОКСЫ 

ПЕШЕЧНОГО 

эндшпиля 

Мы уже рассказывали ос 
знаменитом этюде Рети, одном 
из самых парадоксальных 
на шахматной доске. 

Р. Рети, 1921 г. Белые: 
Кри8, п. св; черные: Краб, 
л. 15. Ничья. 

Белых выручает сзоеобраз- 
ная геометрия шахматной 
доски. Король догоияет пеш- 
ку «В», двигаясь за ней не по 
прямому пути, а зигзагом — 
1. Крё?7! №4 2. Кр! 6! КрЬ6 (2... 
№3 3. Кре? В2 4. с?) 3. Креё! 
Кр: сб (3...13 4. Краб Н2 5. с7) 
4. Кр! 4, и пешка остановлена. 

Парадоксальная идея, при- 
надлежащая Рети, вдохнови- 
ла многих этюдистов, но пре- 
делов совершенствоваиию, ви- 
димо, нет. В «Кванте» № 10 за 
1983 год мы привели несколь- 
ко классических примеров на 
эту тему. А вот этюды, 
составленные позднее. 

Т. Горгиев, 1967 г. Белые: 
Крй4, и. п. #5, Ь7Т; черные: 
КрётТ. п. п. 97, 56. Ничья. 

На доске материальное ра- 
венетво, ноесли черные пешки 
спокойно идут вперед, то бе- 
лым, как будто, не на что 
надеяться. И все же спасение 
есть — для этого дважды 
применяется маневр Рети! 
1. 16-1 Кр:В1 2. Крё5! Крё8 
3. Криб 45 4. Кр!5! 5 5. 
Кре 61 Кр! 8 6. Кр:95 ВА 7. 
Кре4 с ничьей. 

З. Погосянц. Белые: КрЬ5, 
ю. п. с6, 15; черные: Кра7, 
п. п. 27, 57, 16. Ничья. 

Позиция напоминает этюд 
Рети, но содержит дополни- 
тельные нюансы. #. #61 &Т 
(1... &5 2. Кр:№б #84 3. Крёт 
&3 4. Кр:17 52 5. Кре? 1Ф 
6. [7 с ничьей) 2. Кр:Ъ6б Крьб 
3. Кри?! 15 4. Кр6б! 14 
5. Креб 13 6. КрЯб! #2 71. с7 
Е Ф 8. с8Ф Ф1б- 9. Кр 
Ничья. 

В приведеином варнанте 
игра не сильно отлнчается от 
решения первоисточника, но 
есть и совсем другой ва- 


риант — 2...КрЬ8. На сей раз 
3. Кри? не спасает — 3...15 
4. Кр!Гб 14 5. Креб 13 6. 
Кр9б Крс8!, и черные берут 
верх. Но у белых находится 
иной путь: $3. КрН5! Крс7 
4. КрЕё Кр:с6 5. КЕрё5 
= ничьей. 

Следующее произведение, 
осиованное иа той же пара- 
доксальнои идее Рети, за- 
воевало первый приз в этюд- 
ном конкурсе 1982 года. 


М. Зинар, 1982 г. Ничья. 
Кажется, что пешку +В» 


легко задержать, но после 
1. КрЁб? Кр:сб 2. Кря5 
КрЬб 3. КрЬб Краб 4. 


Кр:№7 КрЬ4 5. Крёб Кр:с4 
6. Крг5 Крс3 7. Креб5 с4 8. а4 
КрЬ черные выигрывают. 
1.Крё?!! Удивительно, белые 
как будто подгоняют про- 
ходную пешку противника. 


1..№5 2. КрР6б! — теперь 
в погоню по Рети. 2..54 
3. Кре5! Кр:с6 4. КрёЁ4 КрЬб 
5. КрЕ4 Краб 6. Кр:64 КрЬ4. 
По сравнению с ложным 
следом 1. Крёб белый король 
находится сейчас не на ВТ, 
а на №4, что весьма су- 
щественно. 7. КрёЗИ Легко- 
мысленное Т. КриА проигры- 
вает — Т...Кр:с4 8. р#3 
КР@В! 9. а4 с4 10. а5 с3 11. аб 
с2 12. 27 с1Ф 13. а8Ф 
ФЬ1--. 7...Кр:с4 8. Крё2! 
Крс3 9. Кре2! Заключитель- 
ная тонкость: иосле 9. Кре1 
(е3) черная пешка превра- 
шается с шахом. 9...е4 10. 
24. Ничья. 

Рассмотрим теперь еще 
один ларадоксальный пешеч- 
ный эндиипиль, иллюстрирую- 
щий шахматную нгру ЭВМ. 


Г. Берлинер. 
Белые начинают 
и выигрывают. 


По мнению автора пози- 
ции, ее пока не в состоянии 
выиграть белыми нн одна 
шахматная ирограмма. Дей- 
ствительно, все разработан- 
ные алгоритмы для ЭВМ 
основаны на переборе вари- 
антов и не предусматривают 
составления плана игры, осо- 
бенио в эндлопиле. Если тово- 
рить об этой позиции, то дажь 
шахматист невысокой квзлн- 
фикации быстро сообразит, 
что белому королю следует 
направиться к лешкс 96 и за- 
воевать ее. А что же ЭВМ? 
Для того чтобы обнаружить 
этот маневр королем, машине 
надо перебрать варианты на 
целых 8 ходов, то есть 16 по- 
луходов. Это раза в три боль- 
ше, чем доступно современ- 
ным ЭВМ! 

Наломиим. что в боль- 
шинство играющих программ, 
наряду с обычным перебором, 
заложен так называемый 
ФВ — форсированный ва- 
рнант, при котором перебор 
производится на большее чис- 
ло ходов,— шахи и взятия 
фигур как бы не идут и счет. 
Однако п нашем эндшпиле 
«ФВ не сработает: необходи- 
мые ходы белого короля 
хотя и просты, но являются 
«тихими». Любопытно, что, 
даже случайно блуждая по 
доске, белый король никогда 
не приблизнтся к пешке 96. 
Принцип цеитрализации, за- 
ложенный в оценочную функ- 
цию, всякий раз заставит 
короля вернуться на верти- 
кали «4ь и +6». Для машин 
здесь ничейный исход неиз- 
бежен! 

Этот пример хорошо по- 
казывает ограниченные 2воз- 
можности шахматного —ав- 


томата. 
Конкурсные задания 


3. Белые начинают в де- 
лают ничью. 

4. Белые: Кра4. н. п. 13, 
Ь2; черные: КрБ5, п. п. а3, с3. 
Белые начвнают м выигры- 
вают. 


Срок отправки решений — 
25 апреля 1985 г. (с помет- 
кой на конверте «Шахматный 
конкурсе «Кванта». задания 
3, 4»). 


иода: >" 
ато Дм же 
ЯН ТШЕ БЛА } 
Зи тит ЗОВ 10000 { } 
27% | а 

"ДИ 90 о а 

й ооо 

Я 59 150 п 

| и 500 ©$ 
, 40 М 


‚ 8 


эм 


м м 
10000 20000 


Здесь показаны системы записи чисел, приду- 
манные людьми в разные эпохи. Слева ввер- 
ху — числовые иероглифы древнего Египта; 
правее — клинописные записи чисел древнего 
Вавилона (2500—2000 г. до н. э.). Во втором 
ряду слева — числа в записи древних племен 
индейцев Майа (на нынешней территории Пе- 


Ох, 
и —* <=> р. 
ь м тН 


< 
И: 
: а 


300 400 500 606 


ру): правее — записи чисел ацтекских племен 
(ХФ ХУП века). В нижнем ряду слева — 
древнегреческая алфавитная запись чисел 
и рядом — знакомая вам древнеримская 
система счисления. 

Мы предлагаем читателями записать число 
1985 в каждой из этих систем счисления. 


Цена 40 коп. 


Не секрет, что стереометрические задачи для 
многих абигуриентов становятся камнем претк- 
новения на экзаменах. Анализ экзаменацион- 
ных работ показывает, что одна из причин 
этого — недостаточное пространственное вооб- 
ражение. Чтобы помочь читателям развить 
у себя это важное качество, мы будем публи- 
ковать на четвертой странице обложки чертежи 
(и, конечно, условия) к многофигурным 


стереометрическим задачам. Решения, вместе 
со вспомогательными чертежами, можно найти 
в следующем номере журнала. Разумеется, 
сначала читателям рекомендуется порешать 
задачу самостоягельно; при этом могут приго- 
диться дополнительные построения, которые 
иногда будут сделаны на общем чертеже. 


Индекс 70465 


Подчеркнем, что наши «красивые» чертежи — 
это своего рода идеал, который надо научиться, 
скорее, воображать, чем воспроизводить само- 
стоягельно. В подавляющем большинстве слу- 
чаев, держа в уме общую картину, можно 
обойтись гораздо более приблизительным чер- 
тежом всей конфигурации, а чаще даже только 
чертежами каких-то ег сечений или проекций. 


Задача. Около конуса описана пирамида, 
основанием которой служит ромб; длины 
диагоналей ромба б и 8 см. Найти радиусы 
сфер. касающихся боковой поверхности конуса 
и вписанных в трехгранные углы пря осно- 
вании пирамиды, если ее высота имеет длину, 
равную 1 см- 
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Обобщение 
чисел 


Академик Л. С. ПОНТРЯГИН 


В этой статье продолжен рассказ о в03- 
можных обобщениях понятия числа, нача- 
тый в предыдущем номере «Кванга»*). 
Здесь показано, что двигаться дальше в этом 
направлениц, то есть придумывать дальней- 
шие обобщения чисел, отличные от рассмот- 
ренных в предыдущей статье, невозможно. 


$ 6. Теорема Фробениуса 
Пусть Г. — некоторая совокупность 
величин х, которые записываются в 
форме 
х—ж-ж их. -+...Нх, 1, (50) 
где х., Хх, х., ... Х„ — действительные 
числа (координаты величины х), а 
символы 
отн а (51) 
называются мнимыми единицами. 
В совокупности Ё определены сло- 
жение и умножение. Пусть у — неко- 
торая другая величина совокупно- 
сти Ё 


уу Ну, |... Ну. (52) 
Величины хи у считаются равными 
тогда и только тогда, когда их коор- 
динаты равны, то есть имеет место 
равенство 


. Ж=У =» -..‚ Х ву. (53) 
Сложение величин х и у происходит 
по правилу 


х-Ну=(хо-Ну) (ах, Ну) и -.... 

„худ Е,. (54) 
Таким образом, величины из Г, скла- 
дываются покоординатно. Величины 
из 2, можно и умножать на любое дей- 
ствительное число, тоже покоорди- 
натно: 


АА НАХ -...НО.х,)ы. 

Для того чтобы задать правило ум- 
ножения величин х иуиз Х, мы долж- 
ны прежде всего принять, что дейст- 
вительные числа перестановочны с 
мнимыми единицами (51), имеющи- 
мися в Г, то есть при перемножении 


*} См. «Квант», № 2. с. 6. 
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выражений (50) и (52) обычным обра- 
зом раскрываются скобки и группи- 
руются члены, в частности, (хх) Ж 
Ж(и1)= (у) (1 Ь,) и т. п. Кроме того, 
нужно определить, по какому правилу 
перемножаются мнимые единицы 
(51), например указать, чему равно 
115. При этом предполагается, что про- 
изведение двух любых мнимых еди- 
ниц системы (51) есть некоторая вели- 
чина из Г, однако коммутативности 
умножения мнимых единиц мы не тре- 
буем. Результат Фробениуса заключа- 
ется в том, что совокупность величин Г 
совпадает либо с совокупностью всех 
действительных чисел. в этом случае 
каждая величина записывается в фор- 
ме х=х., либо с совокупностью всех 
комплексных чисел, в этом случае 
каждая величина из Ё записывается 
в форме 

ххх, (55) 
либо с совокупностью всех кватернио- 
нов, в этом случае величина х из Ё за- 
писывается в форме 


х=хо-хи Ех. х. И. (56) 


$7. Несколько вспомогательных 
утверждений 


При доказательстве теоремы Фробе- 
ниуса я буду считать известным поня- 
тие векторного пространства В” про- 
извольной размерности т*). Напом- 
ню, что каждый вектор пространства 
В” задается последовательностью из 
т действительных чисел, называемых 
координатами вектора. В этом про- 
странстве определено сложение век- 
торов, которое происходит покоорди- 
натно, умножение вектора на дейст- 
вительное число, при котором все ко- 
ординаты вектора умножаются на это 
действительное число. Нулевым векто- 


„ром называется вектор, все координа- 


ты которого равны нулю. 
Пусть 


и, И, --, Ик (57) 
— некоторая совокупность векторов 
пространства В”. Векторы (57) назы- 
ваются линейно зависимыми, если 
имеются действительные числа 
а, а., ....а» не все равные нулю, та- 
кие, что 
аи -Раи,-+... Наи,==9. (58) 
Результат, которым я воспользуюсь 
здесь без доказательства, заключается 


*) Необходимые сведения о векторных простран- 
ствах можно прочитать в Добавленни к этой статье 


{с.5} 


в следующем. В векторном простран- 
стве размерности т всякая система 
векторов из Е штук, где Е > т. линейно 
зависима. 

Перейдем теперь к подготовитель- 
ной части доказательства теоремы 
Фробениуса. Величину, входящую в 
совокупность величин Г, будем счи- 
тать действительным числом, если 
только ее координата х, отлична от 
нуля, остальные же равны нулю. Вы- 
берем из Г такие величины 2, которые 
удовлетворяют следующему условию: 
2? есть действительное неположитель- 
ное число, то есть либо оно отрица- 
тельное, либо равное нулю. Совокуп- 
ность таких величин обозначим че- 
рез Г. Заметим, что множество В дей 
ствительных чисел и множество { име- 
ют лишь один общий элемент — нуль. 

Докажем теперь следующее: 

Каждая величина х из Г, может быть 
представлена в виде суммы 


- ЕТ! 
27| (59) 
единственным образом. 


Для доказательства этого утверждения со- 
ставим последовательмость величин 


Е ем {60) 
то есть последовательность степеней величи- 
ны х, начиная от нулевой до п-|1. Так как 
последовательность (60) содержит п 12 величи- 
ны, в размерность векторного пространства Г, 
раана л--1, то величины (60) линейно зави- 
симы. А это значит, что существует миогочлен 
{ (1) некоторой переменной и с действительны- 
ми коэффициентами, корием которого являет- 
ся х, то есть выполнено условие 

#(х)==0. {61) 
Так как х есть корень миогочлена { (и). число х 
будет корнем иеприводнмого многочлена г дей- 
ствительными коэффициентами степеин одии 
или два, как это было локалано в конце 65. 
Если этот ненриводимый миогочлен имеет 
степень один, то есть имеет вид и—а, гдеа — 
действительное число, то х—а-=0, и, следова- 
тельно, х есть действительное число а. Если 
неприводимый многочлеи 4(и) имеет вторую 
степень и его кории не являются действитель- 
иыми, то его дегко преобразовать к виду 


4 (и) ={(и— аб, {62) 
где & — положительное число. Так как х яаля- 


ется корнем этого многочдена. (х— а)? —=—Вих 
записывается в форме 


х=—=а-2. 


где а — действительное число, а 2 © Г, ибо 
2' —=— $. Таким образом, формула (59) доказана. 

Докажем теперь, что слагаемые в и < в разло- 
жении (59) однозначно определены величи- 
ной х. Это утверждение легко проверяется в 


случае. когда х — действительное число, так 
как тогда 2=х—а, а В и Г имеют лишь один 
общий злемеит — пуль, так что 2 есть иуль, 


Допустим, что наряду с разложением (59) имеет 
место другое разложение: 


1* 


Герман Грассман (1809—1877). немецкий мазе- 


матик, физик и филолог. создатель общего 
понятия векторного пространства и (наряду 
с А. Кейли п У. Гамильтоном} теории квагер 
нионов. 


ха, 1-2... {63} 

Случай, когда одна из величин 2 или 2, равна 

нулю, нами уже разобран. В дальнейшем бу- 

дем считать, что они обе отличны от нуля. 

Из соотношений (59) и (63) вытекает равенство 
5=2,--(а,— а). 

Возводя это соотношение в квадрат. получаем 

222-22, (а.—а)+(а,- а)’. (62) 

Так как <’ и 21 — действительные числа, из 

этого соотношсния вытекает, что произведение 

2.(а,—а) есть действитеяьное число. Так как 

гс не равно нулю, это возможно лишь тогда. 

когда а. —@=0. Таким образом, едииственность 
разложения (59) установлена. 


Заметим, что наряду с любым эле- 
ментом 2 из множества [ в него вхо- 
дит произведение этого элемента на 
любое действительное число. Наряду 
с элементом 2-20 в { входит и элемент 
2—', обратный к 2. Запишем это в виде 
формул: 


— 


При а (В, 2сГ имеем а26 Г. | (65) 
При 0=26] имеем 2! (1. ! {66 
| е 11 ) 


Докажем теперь следующее утвер- 
ждение: 

Гесть линейное пространство в отно- 
шении действительных чисел, то есть 
наряду с двумя величинами ии в из Г 
в Г входит также их линейная комби- 
нация с действительными коэффици- 
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ентами а и 6. В виде формулы запи- 
шем это утверждение так: 


При а СВ, БЕВ; и ЕГ, в ЕТ 


имеем аи-|- 6ь СГ. {67) 


Для доказательства последнего утверждения 
нам достаточно рассмотреть случай, когда 
а н В не равны нулю, так как случай, когда 
хотя бы одио из этих чисел равно яуяю, содер- 
жится в уже доказанном утверждении (65). 
В силу разложения (59) имеем 


аи фо=г, фа, где 2 Га, В. (68) 


Возведем соотношение (68) в квадрат. Тогда мы 
лолучим 


а? и? -- 6707 {-а6 (ио + ои)=2а,2,-а! +27. (69) 
В силу разложения (59} мы имеем 
ирии— га» где 2, Г, а В. (10) 


Здесь величины 2, и а, не зависят от чисел 
аи ь, а зависят лишь от и ио. В силу единствеи- 
ности разложения (59) из (68) н (70) вытекает 
равенство 


а5>.=2а2,. (71) 
А так как числа а и В оба предполагаются 
нс равиымн нулю. мы получаем 


2а 
2=-ь. г (72) 
Из последнего равенства вытекает, что 
если 25-0, то а, 0. {73) 


При этом а,50 при любых зиачениях а и В, 
так как =. не зависит ота и 6. Принимая во вни- 
мание последнее равенство, мы можем перепи- 
сать соотношение (68) п виде: 

аи о ==, а, (74) 
где с—@а5/(2а,} — не равное нулю действитель- 
ное число. Выберем теперь два какнх-нибудь 
числа а' и 6’, не пропорциональные а и Б, то есть 
такие, чтобы не имело место равеиство 


а ь 
Я: (15) 
Тогда а силу доказанного мы имеем 
вино =е' = -а`, (76) 


где число с’ не раано нулю. Вычтем теперь из 
соотношения (74) соотношение (76), умиожен- 
ное на такое действительное число п, чтобы 


выполнялось равенство с—с’—0. Тогда мы 
будем иметь 
аби-+Ь"о=а", (77) 
где а”, 5” и 4” — действительные числа. Или, 
иначе, 
а’и==—ф”ь а”. (78) 


Так как левая часть этого равенства принадле- 
жит Л, п правой части этого равеиства должен 
быть элемеит из Г (в силу единственности раз- 
ложения (59)), то есть 4” =0. Мы прнходим к 
выводу, что векторы п и 0 пропорциональны 


между собой. Для этого случая наше утвержде- 
ние (67) тривиально. Таким образом, утвержде- 


ние (67) доказано. 

Из доказанного следует, что в соот- 
ношении (68) действительное число а, 
всегда равно нулю и, следовательно, 
в силу соотношения (72) величина 2, 
также всегда равна нулю. И поэтому 

ий ьи=а, {79) 
есть действительное число. Из этого 
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мы сделаем важный для дальнейшего 
вывод: 


При цЕГи и'=а 0; 


о ЕГи 0`=В==0; им ЕТ (80) 
имеем ис —=—ои. 
Действительно, 
иоби—иВи—ай. 
Поэтому мы получаем 
уи-=аВ(ио)—. (81) 


и, следовательно, в силу (65) и (66), си Г, 
так как ио Г. Таким образом, в силу резуль- 
тата (67) 


ис ои 6 Г. 


Но, будучи действительным числом (см. (79)), 
величина ви | ои равияется нулю. Таким обра- 
зом, соотношение (80) доказано. 


$ 8. Доказательство теоремы 
Фробениуса 


Если множество Г содержит только 
нуль, то Ё совпадает с множеством В 
всех действительных чисел, в него вхо- 
дящих, и теорема Фробениуса дока- 
зана. 

Если в Гесть элемент 2-0, то, выби- 
рая должным образом действительное 
число а, найдем величину 


1==02, 
удовлетворяющую условию 

.2 

р =— 1. 


Если любой другой элемент из 1 про- 
порционален # с действительным коэф- 
фициентом, то множество Г, совпадает 
с множеством всех комплексных чисел 
вида 
х=а, {аи :. (82) 
Допустим теперь, что Г не совпадает 
с множеством всех чисел вида х=а.1. 
Пусть 2 — некоторая величина из Г, 
не пропорциональная #. Тогда мы 
имеем 
12=6 +20 
(см. (59)), где 2. ЕТ и БЕВ; здесь 
2. 5-0, так как в противном случае мы 
имели бы 2—=—Ы, то есть 2 было бы 
пропорционально #. Положим теперь 
]=а(2-Но?. Тогда 0-Е ЕТ при произ- 
вольном действительном а==0. Чис- 
ло а выберем так, чтобы Р=— 1. Та- 
ким образом, мы нашли в Г две вели- 
чины фи р удовлетворяющие условиям 


Р=р=— 1; ЦЕ 6 Г. (83) 
Теперь из соотношения (80) следует, 
что 
й=—л. (84) 
Из этого уже легко вытекают ниже- 
следующие соотношения: 


2—— 1; ==) №=— И). 
Таким образом, для величин 
РЕ (85) 
выполнены все условия, имеющие 
место для кватернионных единиц 
(см. «Кванть № 2, с. 11). Если теперь 
любой элемент 2 из Г линейно зависит 
от величин Ь,‚ }, #, то Г. совпадает с мно- 
жеством всех кватернионов. 
Остается рассмотреть случай, когда 
в Г имеется элемент 2, линейно не за- 
висимый от величин ЕЁ. Положим 
(см. (59)) 
2=а +2; 2=а.+-2.; #2=а.-2.. (86) 
Положим также 
1—=а(2 Ра -а-у-[а-^). (87) 
Легко проверяется, что при произволь- 
ном значении действительного числа 
а-Е0 величина [ прииадлежит Ги не 
равна иулю. Число а выберем таким 
образом, чтобы выполнялось условие 
Р—=— 1. (88) 
Из соотношения (80) следует, что 
Н=—Й; НИ=— 1 =. (89) 
Теперь рассмотрим величину 1}. Мы 
имеем 
Н}—=К—Н=— ЕВ 
ИА (90) 
Таким образом, мы приходим к выво- 
ду, что —#1=Ю, что невозможно, так 
как (К1)?=—1. Итак, мы пришли к 
противоречию — теорема Фробениуса 
доказана. 


Добавление о векторных 
пространствах 


Рассмотрим миожество У, ‘всех векторов 
в трехмерном пространстве с началом в фикси- 
рованной точке О. Если в пространство ввести 
систему координат хо, х,, х, п началом в точ- 
ке О, то любой вектор ч Е У, единственным 
образом представляется в виде 


Ух --хн, 5х, (1) 
где ц, и, & — единичные векторы осей Ох., 
Ох,, Ох., а х., х,, х, — некоторые числа 


(называемые координатами вектора у). При 
сложении векторов их координаты склады- 
ваются, п при умножении вектора на число его 
координаты умножаются на это число, то есть 
У (ох, хо) ох Еж) == 
(хо хо Но хуи Но -хоы: (2) 
ау + хл,)= 
(аж) (ах, + (ах, ь. (3) 
После того, как введены координаты, можно 
считать, что вскторы в простраистве просто 


являются тройками чисел (х,, х.. х.) и забыть 
об нх геометрическом происхождении. При тя- 


ком подходе их изучение становится чисто 
алгебраическим и базируется нв форму- 
лах (1) — (3). 

Алгебраический подход позволяет без труда 
определить и векторное пространство с числом 
измерений большим трех. Именно, при любом 
п>Е{т п-мерным (арифметическим} векторным 
пространством иазывается множество наборов 
У=(х,, х., -.. Х„) из п вещественных чисел, 
в которое введены операции сложения: 


и-нУ=(х,, х., ...) хи) Н(уь У > ..т у„)= 
—=(х,{уь х,-НУ>, --. Хн = (4) 
я умножения на число и 6 В: 
ОВ. Хх... .-.. хД) 
—(ах,, их., ... ах,). 45) 


При эчом маборы (х,, х., .., х„) называются 
п-мерными векторами. Их можио записывать 
в виде (хИ-х.Ь-..--х,й.) или в виде 
хо-+х,+.--Х, 1», как это сделано в статье 
Л. С. Понтрягина (см. с. 2). 

Осиовным понятием при изученни п-мерного 
векторного пространства является понятие 
линейной зависимости: иабор векторов \,, 
у, называется линейно зависимым, 
если существуют такие числа а, ч., ..., , 
не все равные нулю, что 

ом ам... нау, =0. 

Можно показать, что любой набор из более 
чем п штук векторов в п-мерном пространстве 
линейно зависим; кроме того, в этом простран- 
стве можно указать набор из л штук линейно 
независимых векторов (такой набор иазывается 
базисом), например набор #=(1, 0, 0, ..., 0), 
12==(0, 1,0, ... 0), ..., 4, ==(0, 0, ..., 0, 1). 


У2, -- 


Упражнения 


1. Докажите утверждения о !., выделенные 
курсивом ш иачале этого Добавления. 

2. Докажите, что два вектора в пространстве 
линейно зависнмы тогда и только тогда, когда 
они лежат на одной прямой, а три вектора — 
когда они лежат в одной плоскости. 

3. Докажите (геометрически, а потом чисто 
алгебранчески), что любые четыре вектора 
в пространстве линейно зависимы. 

4*. Докажите, что любые л--1 векторов 
в п-мерном пространстве линейно зависимы. 

5*. Покажите, что совокупность многочленов 
степени меньшей или равной трем образует 
арифметическое векторное пространство раз- 
мерности четыре, базисом которого могут слу- 
жить многочлены х?, х?, х. 1. 


О. М. 


Парадокс 
Вавилова 


Академик АПН СССР В. А. ФАБРИКАНТ 


В геомстрической оптике часто и 
плодотворно применяется понятие о 
пучке параллельных световых лучей, 
имеющем конечное поперечное сече- 
ние. Более того, даже в теории такого 
волнового явления, как интерферен- 
ция, во многих случаях допустимо 
использование этого понятия. 

Во многих случаях, но далеко не во 
всех. В книге «Микроструктура свста» 
замечательного советского физика 
С. И. Вавилова разобран весьма поучи- 
тельный в этом смысле оптический 
парадокс. 

Напомним коротко, как выглядит 
энергетика интерференционной карти- 
ны. Интерференция, как мы знаем, 
есть сложение колебаний. В электро- 
магнитных волнах колеблются значе- 
ния напряженности электрического 
поля п индукции магнитного поля. 
Эти величины в каждой точке про- 
странства в каждый момент времени 
определяют энергию электромагнит- 
ного поля. Электромагнитная волна 
переносит энергию, и можно ввести 
понятие о плотности потока энергии. 
Так мы называем величину, равную 
количеству энергии поля. протекаю- 
1цей вединицу времени через едяни- 
цу поверхности. 

Каждая волна характеризуется еще 
и фазой. Если при сложении двух све- 


Впервые эта статья была опубвикоцана в фев- 
ральском номер" «Квантае за 1971 год. Мы пере- 
печатываем ее с небольшими изменениями. 


Пафеникть потока энергии 


товых пучков разность их фаз остает- 
ся все время одной и той же, мы гово- 
рим, что имеем дело с когерентными 
пучками. 

В интерференционной картине, воз- 
никающей в результате сложения 
двух когерентных пучков, происходит 
пространственное перераспределение 
световой энергии. В светлых полосах 
энергия больше, чем сумма энергий 
складываемых пучков; в темных по- 
лосах, наоборот,— меньше. Избыток 
энергии п светлых полосах как раз 
компенсируется недостатком ее в тем- 
вых. Полная энергия, распределенная 
по всей интерфереиционной картине, 
точно равна сумме энергий двух ии- 
терферирующих пучков. 

На рисунке 1 показана зависимость 
плотности потока энергии в интерфе- 
ренционной картине от смещения по 
экрацу, на котором она наблюдается. 
Картина получена при сложении двух 
когерентных световых пучков равной 
энергии. Горизонтальная пунктирная 
линия изображает сумму плотностей 
потоков энергий в складываемых пуч- 
ках. Части кривой, идущие над этой 
прямой, соответствуют светлым интер- 
ференционным полосам, а части кри- 
вой, лежащие под пунктирной пря- 
мой, — темным. Суммарная энергия, 
распределенная в интерфереикионной 
картине, изображается площадью под 
кривой. Эта площадь точно равна пло- 
щади под пунктирной прямой. Требо- 
вание строгого «бухгалтера» приро- 
ды — закона сохранения энергии — 
выполняется неукоснительно. 

Перейдем теперь к парадоксу 
С. И. Вавилова. Представьте два совер- 
шенно одинаковых когерентных резко 
ограниченных световых пучка шири- 
ной а. пересекаклщихея под малым 
углом а (рисунок 2). В области АВСО 
происходит интерференция. 

Для наблюдения интерференцион- 
ной картины можно установить экран, 
перпендикулярный плоскости черте- 


Смешение па 2крану 


жа, проходящий через точки А и С. 
Интерференционная картина будет 
состоять из прямолинейных чередую- 
щихся светлых и темных полос, за- 
полняющих экран от точки А до точки 
С (рисунок 3). 

Распределение плотности потока 
энергии ва интерференционной картине 
соответствует графику на рисунке 1. 
Если в точке РД у обоих пучков одина- 
ковые фазы световых колебаний, то 
разность фаз световых волн первого 
и второго пучков в точках, лежащих 
на прямой ВО, будет равна нулю. 
Значит, прямая ВР соответствует 
середине центральной светлой полосы. 
ВБ середине соседней темной полосы 
разность фаз должна быть равна л, 
иными словами, световые колебания 
в обоих пучках должны быть в проти- 
вофазе. Разность фаз Аф равна разно- 
-сти хода АЁ обеих волн до данного 
места, деленной на длину волны #/. 
и умноженной на 2л: 


Ареал М8. (1) 


Увеличению длины пути, проходи- 
мого волной, на 1. соответствует запаз- 
дывание фазы на 21. Из формулы (1) 
следует, что в середине ближайшей 
к центру интерференционной картины 
темной полосы \Ё должно быть рав- 
но 7/2. 

Подсчитаем разность хода в точке 
А. Параллельный пучок можно рас- 
сматривать как поток плоских волн, 
перпендикулярных направлению све- 
товых лучей. Проведем через точку р 
(см. рисунок 2) одну из волновых по- 
верхностей (поверхностей равной фа- 
зы) первого пучка. На этой волновой 
поверхности лежат точки Ри А". 

Пути, проходимые обоими пучками 
до точки О, одинаковы. Для того что- 
бы попасть в точку А, волновая по- 
верхность первого пучка, проходив- 
шая ранее через точку Ш), должна 
сместиться на отрезок А’А, а волновая 
поверхность второго пучка, проходив- 
шая ранее также через точку О, долж- 
на сместиться на отрезок ДА. В ре- 
зультате возникает разность хода 


\,—РА—А’А=-9 —-® = 
пи 17и 
2а зи: © 
=— ЕЕ ера 
ое о. (2) 


Ясно, что такая же разность хода, 
но с обратным знаком будет в точке С. 


у 


Начнем теперь уменьшать угол и. Как 
видно из формулы (2), при этом будет 
уменышаться А\Ё. При некотором мя- 
лом и разность хода АГ, может стать 
равной 7./4. Тогда вся область АС бу- 
дет заполнена одной светлой интерфе- 
ренционной полосой. Следовательно, 
всюду энергия будет превышать сум- 
му энергий двух пересекающихся пуч- 
ков. Никакой компенсации за счет 
образования темных полос нет, так 
как они вообще отсутствуют! 

Можно получить и, так сказать, 
негативный результат, заставив пере- 
секаться пучки с начальной разно- 
стью фаз, равной л. Тогда область АС 
будет заполнена темной интерферен- 
ционной полосой. В первом случае 
непонятно, откуда берется дополни- 
тельная энергия, во втором — неясно, 
куда исчезает энергия. 

Оба случая явно противоречат зако- 
ну сохранения энергии. Очевидно, в 
наших рассуждениях есть какой-то 
дефект, приводящий к противоречию 
содним из основных законов природы. 
Чтобы понять, в чем здесь дело, запи- 
шем формулу (2) для случая, когда 
\1,=7./4, и воспользуемся при этом 
малостью угла а (\Ша-а для ма- 
лых а): 


Рис. 3. 


. ай 
т =-5- (3) 


{Окончание см. на с. 14} 
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Репортаж 
из мира сплавов 


Кандидат фигико-математических наук 
А. С. ШТЕИНБЕРГ 


Без преувеличения можно сказать, 
что наша жизнь проходит в мире 
металла. Из него сделано большое 
количество окружающих нас повсед- 
невно предметов. Но чистых метал- 
лов практически не бывает. Когда 
о каком-нибудь предмете говорят 
«металлический», то всегда подразу- 
мевается, что это — сплав двух или 
нескольких металлов. 

Как «устроены» сплавы? Как в них 
располагаются атомы тех элементов, 
из которых они состоят? Ответы 
на эти вопросы интересуют и физи- 
ков, и металлургов, и людей многих 
других специальностей, так как имен- 
но структура сплавов в первую оче- 
редь определяет их свойства, такие 
как прочность, электропроводность 
ит, п. 


8 


1. Чистые металлы и силавы 


Возьмем чистую медь. При нормаль- 
ных условиях она представляет собой 
вецество с кристаллическим строе- 
нием. «Кирпичики», из которых по- 
строен кристалл, можно изобразить 
так, как на рисунке 1. Это — так 
называемая элементарная ячейка ме- 
ди. Она называется гранецентриро- 
ванной кубической (ГЦК) ячейкой, 
так как атомы расположены и в вер- 
шинах куба, и в центрах его граней. 
Размеры куба весьма малы — длина 
его ребра а=3,6 - 10° м. Если пе- 
риодически «продолжить такие эле- 
ментарные кубики во всех трех из- 
мерениях, то мы получим кристал- 
лическую ГЦК решетку меди. 

Будем теперь добавлять в медный 
кристалл атомы другого элемента, 
например золота. Разумеется, нельзя 
добавлять атомы по одному. Зато 
можно взять определенные количест- 
ва золота и меди, вместе их распла- 
вить и дать жидкости остыть и за- 


кристаллизоваться. Если посмотреть 
на элементарную ячейку кристалла 
теперь, то окажется, Что она по-преж- 
нему гранецентрированная кубичес- 
кая, а часть позиций меди занята 
атомами золота. (рисунок 2). Такие 
сплавы называют сплавами замеще- 
ния, поскольку атомы одного элемента 
просто замещают атомы другого. Это, 
пожалуй, самая распространенная 
группа сплавов. 

Можно изменять относительные ко- 
личества сплавляемых золота и меди. 
Тогда детали микроскопической кар- 
тинки будут изменяться, но в целом, 
или, как говорят физики, качественно, 
она будет оставаться одной и той же — 
та же ГЦК решетка, по узлам (пози- 
циям) которой распределены атомы 
золота и меди. Это распределение 
может быть и хаотическим, и каким- 
либо упорядоченным например, 
в вершинах куба будут находиться 
атомы одного сорта, а в центрах гра- 
ней — другого. Так как же именно 
будут «расселятьсяе атомы разных 
сортов в кристаллической решетке? 
От чего зависит способ их распре- 
деления`по позициям? 

Конечно, можно всякий раз для от- 
вета на эти вопросы ставить экспе- 
римент, который позволил бы наблю- 
дать воочию «сцены из жизни ато- 
мов». Такая возможность у нас име- 
ется. Просвечивая образец интересую- 
щего нас сплава рентгеновскими лу- 
чами, мы получим дифракционную 
картину, по которой можно восста- 
новить характер взаимного распо- 
ложения атомов различных сортов 
в решетке. К примеру, если при 
комнатной темиературе посмотреть 
«глазами рентгеновских лучей» на 
сплав, состоящий на 75 % из атомов 
меди и на оставшиеся 25% — из 
атомов золота, то мы увидим почти 
совершенную картинку, о которой уже 
вскользь упоминалось, почти 


Рис. 1. Элементарная ячейка 


все вершины кубов заняты атомами 
золота, а почти все центры граней — 
атомами меди (рисунок 3). Мы гово- 
рим «почти все» потому, что нет-нет 
да и мелькнет какой-нибудь шальной 
атом меди в вершине куба, или ока- 
жется забывчивый атом золота на 
медной позиции, но это очень редкий 
случай. В основном же картина 
просто поражает своей  правиль- 
ностью: в вершине куба — золото, 
в центре грани — медь. Про такие 
сплавы говорят, что они — уноря- 
доченные. Какие силы заставляют 
атомы в сплавах упорядочиваться? 
Всегда ли это бывает? Какие еще мо- 
гут быть упорядоченные структуры? 
Опять целая серия вопросов; вопро- 
сов, которые ставит перед исследова- 
телем сама природа. Сплавы всех эле- 
ментов при разных концентрациях 
компонентов и при разных температу- 
рах под рентгеновскими лучами не пе- 
ресмотришь, и поэтому стоит попы- 
таться выработать некоторые общие 
способы прогнозировать «расселение» 
атомов в силавах. А для этого надо 
прежде всего понять основные за- 
коны «общежития» атомов. 

Атомы в кристалле всегда «под 
присмотром». У них есть две могу- 
щественные начальницы, которые 
не в ладах друг с другом. Попа- 
дешь в милость к одной жди 
неприятностей от другой. Имя одной 
начальницы нам хорошо известно: 
это — энергия. Вторая же пока пред- 
стает перед нами инкогнито, и мы 
до поры до времени будем величать 
ее Королевой беспорядка. 


2. Энергия 


Для начала нам падо ввести коли- 
чественные меры взаимодействия ато- 
мов в веществе. Во-первых, будем счи- 


Рис. 3. Упорядоченный сплав 
замещения медь золото 
(структура типа Си.Аци;: на 


меди. Стрелками показаны не- Рис. 2. Неупорядоченный каждую ячейку приходится 
которые пары ближайших сплав замещения медь — 50- по '/,. + 8=1 атому золота 
соседей. лото. и по ', . 6—3 атома меди). 


9-( 
©-Ац 


9 


тать, что все атомы взаимодействуют 
между собой попарно. Парные силы 
нам хорошо известны. К ним отно- 
сятся и силы Кулона, которые дейст- 
вуют между зарядами, и силы взаим- 
ного тяготения тел. Характерная осо- 
бенность этих сил — убывание 
с расстоянием. Тела взаимодействуют 
тем слабее, чем больше расстояние 
между ними. Так, энергия кулонов- 
ского взаимодействия зарядов убы- 
вает обратно пропорционально рас- 
стоянию между ними. 

В кристалле, состоящем из атомов 
металла, энергия взаимодействия 
между атомами убывает намного 
быстрее. Поэтому логично второе 
предположение: основное значение 
будут иметь взаимодействия между 
ближайшими соседями в решетке. 

Вернемся теперь снова к рисунку 1. 
На нем указаны некоторые пары 
ближайших соседей в ГЦК решетке. 
Из теоремы Пифагора легко вы- 
числить расстояние между ближай- 
шими соседями: оно равно ал/2/2 
(напомним, что @ — длина ребра 
элементарного кубика). Каждый атом 
в ГЦК решетке имеет по 12 ближай- 
ших соседей (попробуйте показать это 
сами). Число ближайших соседей, 
которое обычно называется координа- 
ционным числом, обозначается бук- 
вой 7. 

Итак, каждый атом в решетке 
взаимодействует со своими ближай- 
шими соседями. Но, естественно, 
атомы разных сортов взаимодейст- 
вуют между собой по-разному. По- 
скольку в решетке находятся атомы 
двух сортов А и В, то их взаимо- 
действие описывается тремя значе- 
ниями энергий, которые мы обозначим 
так: пдд, Овв — Энергии взаимо- 
действия соседних атомов одного сор- 
та (А или В), о „„ — энергия взаимо- 
действия двух атомов-соседей сор- 
тов А и В. Теперь через эти параметры 
легко записать энергию любой конфи- 
гурации атомов в решетке. Она будет 
складываться из суммы энергий 
взаимодействия всех пар ближайших 
соседей — типа АА, АВ, ВВ: 

Е=Рал ©дл + Рав ®вв + Рав Фдь 
где Рад, Рвв, Рав — Числа соответст- 
вующих пар соседей. 


Пусть в рассматриваемом нами 
кристалле всего № атомов, из которых 
п „атомов типа А и пзатомов типа В 
(то есть №М=п п, Через эти вели- 
чины, в частности, выражаются кон- 
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центрации компонентов |: сплаве: 
п п 
с.= -А с= В — —с.. 
^^’ м ы 


Телерь у нас имеется все необхо- 
димое для оценки различных вкладов 
в энергию. Заметим, что существуют 
соотношения между числами Р.А, 
Рьв и Рав. Каждый атом сорта А мо- 
жет иметь всего & ближайших соседей.. 
Соответственно общее число ближай- 
ших соседей у всех атомов А равно 
п.2. Из них Р.в позиций приходится 
на долю атомов сорта В. Если же бли- 
жайшим соседом атома сорта А яв- 
ляется другой атом того же сорта, то 
это соседство использует сразу две из 
п позиций, так как для второго 
атома первый будет в свою очередь 
являться ближайшим соседом. Так 
что для атомов сорта А должно 
выполняться соотношение 


ПАЙ = Рад + Раь, 


а для атомов еорта В, аналогично, — 


п =2Рьв + Рав. 


Теперь из этих равенств выразим ве- 
личины Р.Д и Рьв через Рдв и под- 
ставим их в выражение для энергии: 


п2—Р пв2—Р 
но < Са вые СК вв 


Итак, энергию взаимодействия ато- 
мов в кристалле сплава мы пред- 
ставили в виде суммы двух сла- 
гаемых. Видно, что второе слагаемое 
зависит только от чисел атомов сор- 
тов А и В, но совершенно не зависит 
от их взаимного расположения. Пер- 
вое же слагаемое, наоборот, явно 
зависит от расположения атомов, 
поскольку перераспределение атомов 
в решетке очень сильно сказывается 
на числе Р„;. Например, представим 
себе кристалл, в одной части которого 
сосредоточены все атомы А, а в дру- 
гой — все атомы В, как это схемати- 
чески показано на рисунке 4. В таком 
кристалле число Р „вбудет минималь- 
ным, так как соседство разноименных 
атомов осуществляется только в узкой 
зоне вблизи границы обеих частей 
кристалла. Естественно, что при *пе- 
ремешиванииь атомов это число силь- 
но возрастет. 


Рис. 
А—В. 


4. Структура распадающегося сплава 


Суммируя наши рассуждения, запи- 
шем энергию Ё в таком виде: 
Е=Ран о Е. 
В этом равенстве мы обозначили 
через Е, второе слагаемое, которое 
будет постоянным при любом взаим- 
ном расположении атомов А и В, 
и заменили величиной о выражение 
в лв— Раатеивт., чтобы подчеркнуть, 
что для нас существенны не абсо- 
лютные значения величин Ода, Ода 
и Ор, а только определенная их 
комбинация о, которую обычно назы- 
вают энергией смешения. 

Опыт повседневной жизни подска- 
зывает, что предоставленная самой се- 
бе система стремится занять такое 
положение, в котором ее зпергия бу- 


дет возможно наименьшей. Именно 
поэтому поднятый вверх, а затем 
отпущенный камень вновь падает 


на землю, растянутая пружина вновь 
сжимается и т. д. Посмотрим, как 
с этой точки зрения может ‹управ- 
лять» расселением атомов в кристал- 
лической решетке энергия смещения. 
Значение ь может быть как ноло- 
жительным, так и отрицательным 
(в первом случае средняя энергия 
взаимодействия одноименных атомов 
больше энергии взаимодействия ато- 
мов разных сортов, во втором — на- 
оборот). 

Если 2>0, то энергия Е тем мень- 
ше, чем меныше величина Рад, 
в этом случае структура сплава долж- 
на быть примерно такой, как на ри- 
сунке 4. Про такой сплав говорят, 
что он распадающийся — он как бы 
стремится вновь раснасться на чистые 
компоненты, из которых был образо- 
ван. По существу кристалл на рисун- 
ке 4 как раз и состоит из этих чистых 
компонентов: правая часть” — только 
из А, а левая — только из В. 

Если же и< 0, то для достижения 


минимума энергии число Рд„, наобо- 
рот, должно быть как можно боль- 
шим. Как раз такому состоянию и 
соответствует упорядоченный сплав. 


Например, при относительных кон- 
центрациях с „= 0,25 и с‚=0,Т5 опти- 
мальной будет такая конфигурация, 
как на рисунке 3. Строго доказать 
этот факт не так просто, хотя интуи- 
тивно он довольно очевиден: попро- 
буйте поменять местами пару атомов 
Аи В‘'и увидите, что число Рав умень- 
шится. 

Мы объяснили. почему одни спла- 
вы — упорядоченные, а другие — 
распадающиеся. Все определяется зна- 
ком энергии смешения. Но почему 
же тогда бывают неупорядоченные 
сплавы? Для объяснения этого фак- 
та нам придется всномнить и о другой 
грозной начальнице из мира атомов.. 


3. Королева беспорядка 


Эта грозная незнакомка, названная 
нами пока Королевой беспорядка, для 
атомов значит не меньше, чем энергия. 
Она проявляет себя в полной мере в 
очень больших системах, состоящих 
из колоссального числа частиц. Одной 
из таких систем как раз и является 
интересующий нас кристалл сплава 
замещения. Какую же роль играет 
в жизни атомов Королева беспорядка? 
Мы попытаемся объяснить это на ка- 
чественном уровне, без математиче- 
ских выклалок. 

Проверим на опыте, управляет ли 
что-либо поведением системы болышо- 
го количества тел в отсутствие энерге- 
тического фактора, то есть когда вза- 
имным влиянием тел можно прене- 
бречь. Для этого возьмем много крас- 
ных и синих шаров и будем много- 
кратно бросать их па биллиардное по- 
ле. Энергетический фактор в таком 
эксперименте будет проявлять себя 
только при столкновении шаров другс 
другом, поскольку при отсутствии ка- 
сания шары, по существу, не взаимо- 
действуют. Естественно, на конечное 
положение шаров он практически 
влиять не будет. 

Итак, что же мы увидим, бросив 
шары на сукно биллиарда? Они хао- 
тично распределятся по полю. Пов- 
торим оныт. Опять та же хаотическая 
картина. Никакого порядка в распо- 
ложении шаров не видно. Очень мало- 
вероятно, что при каком-то бросании 
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шары разных цветов соберутся в раз- 
ных концах биллиардного поля. Еще 
менее вероятно, что красные и синие 
шары «изобразят» какой-нибудь 
сложный правильный узор. Это пред- 
ставляется нам очевидным и без экс- 
перимента. 

Но с другой стороны... Мы бросаем 
шары случайным (беспорядочным) об- 
разом, и их расположение на сукне 
также совершенно случайно. Казалось 
бы, шарам все равно как располо- 
житься — хаотически или в виде пра- 
вильного узора. Почему же все-таки 
опи располагаются хаотически? 


Проделаем такой эксперимент. Сло- 
жим из шаров какой-нибудь узор, 
например такой, как на рисунке 5. 
А теперь вынем из узора один шар и 
поместим его в любое другое место — 
узор наверняка нарушится. Проде- 
лаем тот же опыт при хаотическом 
расположении шаров — при перене- 
сении одного шара в другое место кар- 
тина по-прежнему будет хаотической. 
Чтобы из хаоса создать узор, нам необ- 
ходимо согласованным образом пере- 
двинуть болышое количество шаров. 
Схематически эти закономерности 
можно изобразить так: 


УЗОР перенесение ов А (С 


ХАОС перенесение шаров ХАОС. 


Иначе говоря — все пути ведут в хаос. 

Перенося шар с одного места на 
другое, мы тем самым, по существу, 
«выкидывземь новую конфигурацию 
шаров. Но хаос многолик, и в каждой 
конфигурации он обращен к нам 
лишь одним из своих бесчисленных 
ликов. Новая конфигурация — новый 
лик все того же хаоса. 

Отсюда можно понять, что хотя все 
конфигурации шаров имеют равные 
«права на существование», но число 
конфигураций, соответствующих узо- 
ру, значительно уступает числу кон- 
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Рис. 5. Перемещение одного 
шара разрушает узор. 


фигураций, соответствующих хаосу. 
Иными словами, при каждом броса- 
нии хаотическое расположение шаров 
на сукне более вероятно, чем упорядо- 
ченное, в виде какого-нибудь узора. 

Из всего сказанного мы можем сде- 
лать вывод: помимо энергетического, 
существует другой фактор, управляю- 
щий поведением шаров. Благодаря его 
влиянию при каждом бросании осу- 
ществляется наиболее вероятная кар- 
тина распределения шаров по билли- 
ардному полю — хаотическая. 

А теперь вернемся к нашим сила- 
вам. Несмотря на некоторую услов- 
ность понятий «узор» иххаос», ана- 
логия между шарами разных цветов 
на биллиардном поле и атомами раз- 
ных сортов в кристаллической ре- 
шетке довольно наглядна. В случае 
сплава замещения биллиардному узо- 
ру соответствует упорядоченный 
сплав, хаотическому расположению 
шаров —- разупорядоченный. И те- 
перь нам понятно, какую роль играет 
в жизни атомов вторая правительни- 
ца, которую мы называли Королевой 


‘беспорядка, — она стремится внести 


хаос в расположение атомов в ре- 
шетке кристалла. А подлинное имя 
этой правительницы — энтропия. 


4. Порядок и беспорядок 
в силавах 


Подведем некоторые итоги. Нам из- 
вестно, что энергетический фактор 
стремится упорядочить расположение 
атомов в узлах кристаллической ре- 
шетки. Это приводит либо к образова- 
нию упорядоченных структур, либо к 
распаду сплава на чистые элементы. 
С другой стороны, энтропийный фак- 
тор стремится разупорядочить систе- 
му, создать какое-то хаотическое рас- 
положение атомов. Борьбой этих двух 
тенденций и определяются те законы 
«общежитияь атомов, о которых гово- 


рилось вначале. Какая из тенденций 
будет преобладать: энергетическая 
или энтропийная? Кто решает тяжбу 
двух начальственных дам — Энергии 
и Энтропии? Судьей оказывается хо- 
рошо известная нам величина — тем- 
пература! И судьей не беспристраст- 
ным. Температура выступает союзни- 
цей сил беспорядка, сил, которые на 
нашем «‹биллиардном» языке стре- 
мятся превратить строгий узор в хаос. 

Ничего оеобенно удивительного в 
этом нет. Мы знаем на примере га- 
зов, что с ростом температуры движе- 
ние молекул становится все более и 
более интенсивным. То же самое про- 
исходит и в других веществах. При 
определенной температуре это тепло- 
вое движение оказывается способным 
разорвать чэнергетические путы» и 
- тем самым разупорядочить систему. 

Примеров таких превращений мно- 
го. Один из них — плавление. Вспом- 
ним, что происходит при нагревании 
с твердым телом, представляющим со- 
бой правильный кристалл, то есть тот 
самый узор, о котором мы уже не раз 
говорили. С ростом температуры все 
сильнее становится стремление ионов 
вырваться из кристаллической решет- 
ки, и наконец им это удается — выше 
температуры плавления из правиль- 
ного кристалла образуется жид- 
кость — узор переходит в хаос. 

Таким образом, при достаточно вы- 
соких температурах определяющим 
оказывается энтронийный фактор. 
Соответственно при более низких тем- 
пературах главную роль играет энер- 
гетический фактор. Что значит « доста- 
точно высокие» и «более низкие» тем- 
пературы — решается в каждом кон- 
кретном случае по-своему. Главное, 
что надо понять и запомнить: темпе- 
ратура регулирует относительную 
важность энергетического и энтропий- 
ного факторов. 
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Рис. 6. Упрошенное изобра- © 
жение части диаграммы со- 
стояния сплавов меди е золо- 
том. При низких температу- с 
рах точный вид диаграммы и 


неизбестен. 


Вернемся, и теперь уже окончатель- 
но, к миру сплавов. При высоких тем- 
пературах распределение атомов бу- 
дет в основном определяться энтро- 
пийным фактором — и сплав будет 
разупорядоченным. Однако по мере 
понижения температуры энергетиче- 
ский фактор будет играть все боль- 
шую и большую роль, пока, наконец, 
при некоторой температуре не станет 
важнее энтронийного. Такая темпе- 
ратура носит название критической. 
При критической температуре сплав 
становится упорядоченным и будет 
оставаться таким при дальнейшем 
охлаждении. 

Вся информация о порядке и беспо- 
рядке в сплавах обычно заключается 
в специальные схемы, которые носят 
название диаграмм состояния. На ри- 
сунке 6 приведена в несколько упро- 
щенном виде такая диаграмма для 
сплавов меди с золотом, с которых 
мы начали этот рассказ. По оси орди- 
нат отложена температура, п по оси 
абсцисс — относительная концеитра- 
ция компонентов. Любая точка на 
диаграмме соответствует определен- 
ным значениям концентраций и тем- 
пературы. Точки, лежащие на кри- 
вых линиях, указывают значения кри- 
тических температур для разных кон- 
центраций комионентов. Над линия- 
ми расположена область неупорядо- 
ченного состояния сплавов, под ли- 
ниями — область упорядоченных 
сплавов. Упорядоченные состояния 
под двумя крайними кривыми имеют 
уже известные нам структуры тина 
изображенной на рисунке 3: слева — 
сплав с относительными концентра- 
ЦИЯМИ Сс, =7Т9 % и с, =25 %, а спра- 
ва — сплав с ©с.=25 %, сд.=15 %. 
Позиции, занимаемые в кристалличе- 
ской решетке первого сплава атомами 
меди, во втором сплаве занимают ато- 
мы золота и наоборот. А под кривой 
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Рис. 7. Упорядоченный 


сплав 
медь — золото (структура типа СиАи). 


в центре диаграммы — область суще- 


замещения 


ствования упорядоченного силава, 
элементарная ячейка которого изобра- 
жена на рисунке Т: в кристалличе- 
ской решетке такого сплава атомы ме- 
ди и золота чередуются послойно — 
слой меди, слой золота и т. д. 

Теперь металловед при разработке 
силава из данных материалов не дол- 
жен действовать вслепую. Ему доста- 
точно посмотреть на диаграмму, и 
сразу станет ясным, какую структуру 
будет иметь сплав данной концентра- 
ции при данной температуре. И по- 
скольку, как мы уже говорили, струк- 
тура сплава во многом определяет его 
свойства (сопротивление, прочность 
и т. Д.), подобные диаграммы позво- 
ляют до некоторой степени эти свой- 
ства прогнозировать. 


5. Заключение 


Теперь дадим волю нашему вообра- 
жению. Нам нужен сплав с опреде- 
ленными прочностью, пластичностью, 
электропроводностью? Ничего не мо- 
жет быть проще. Вкладываем в ком- 
пьютер все требования, и машина вы- 
дает точный рецеит сплава. 

Очень хочется, чтобы все было имен- 
но так. Но пока до этого далеко. Се- 
годня мы еще учимся рассчитывать 
состояние твердого вещества, и за- 
дача об упорядочивающемся спла- 
ве — только скромный этап долгого 
пути. 

Этой задаче уже 65 лет. В ее разра- 
ботке принимали участие советские 
физики академики Л. Д. Ландау и 
Е. М. Лифшиц, американские ученые 
Х. Бете и Л. Онсагер, английский 
физик Р. Пайерлс. Но белых пятен 
еще много: как рассчитать величину 
энергии смешения? как учесть даль- 
нее взаимодействие атомов, то есть 
выйти за пределы приближения бли- 
жайших соседей? как обобщить разви- 
тые методы на сплавы трех и более 
компонентов? Эти и многие другие 
вопросы до сих пор ждут своего ре- 
шения. 


Парадокс Вавилова 


{Начало см. на с. 6} 


Покажем, что для выполнения усло- 
вия \1,=)./4 угол и действительно 
должен быть очень мал. 

Как видно из (3), 


(4) 


Возьмем а==1 см, ^==5 +. 10см; тогда 
и=2,5 ‹ 10° радиан. 

Итак, неприятности с законом со- 
хранения энергии возникают при угле 
между пучками порядка отношения 

лины волны к ширине пучка. 

Решение парадокса заключается в 
том, что при таких малых углах уже 
нельзя пользоваться понятием идеаль- 
ного параллельного пучка конечного 
сечения. 

При любой попытке реализовать 
такие пучки мы потерпим неудачу. 
Благодаря явлению дифракции огра- 
ничение размеров пучка с необходи- 
мостью приводит к превращению его 
в расходящийся пучок. Угол ‹ рас- 
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хождения пучка определяется как раз 
формулой (4). Естественно, угол и, под 
которым пересекаются пучки, можно 
определить лишь с точностью до вели- 
чины лорядка угла ‹ф. Пока и > ф, рас- 
хождением пересекающихся пучков 
можно пренебречь. Но когда и стано- 
вится сравнимым по порядку величи- 
ны с 4» понятие ограниченного парал- 
лельного пучка теряет смысл. 

Если бы дифракция еще не была 
открыта, мы на основании закона со- 
хранехия энергии и формулы (4) 
должны были бы не только догадаться 
© ее существовании, но и указать на 
основную закономерность, управляю- 
зцую величиной дифракционного угла 
(угла расхождения). Это хороший 
пример того, что закон сохранения 
в физике всегда может служить на- 
дежной путеводной звездой. 

Взяв реальные световые пучки, мы 
никогда, конечно, не получим проти- 
воречия с законом сохранения энер- 
гии. В интерференционных опытах 
данного типа всегда дело будет сво- 
диться к пространственному перерас- 
пределению потока энергии. 


Лаборатория «Кванта» 


Пинг-понг... 
в умывальнике 


Кандидат физико-математических наук 
А. В. БЯЛКО 


Опыты, о которых пойдет речь, 
доступны всем и не требуют никакого 
специального оборудования. Вам по- 
надобятся только шарик для настоль- 
вого тенниса (пинг-понга), стандарт- 
ная раковина для умывания (или 
ванна), миллиметровая линейка, трех- 
литровая банка и часы с секуидной 
стрелкой. 


Опыт 1. Закройте сливное отверстие 
раковины (ванны) и наполните ее 
водой до уровня 3 — о см. Подставьте 
пинг-понговый шарик под струю там, 
где она прорезает поверхность воды, 
и отпустите его. Интуитивно кажется, 
что струя должна отбросить шарик 
в сторону. Но это не так! Наоборот, 
струя захватывает шарик, и он остает- 
ся в месте ее падения. 

Присмотритесь внимательнее. Ока- 
зывается, шарик не неподвижен — 
под действием струи он совершает 
небольшие колебания. Сложите ла- 
дони лодочкой и подведите их под 
шарик так, чтобы он продолжал пла- 
вать под струей. не касаясь рук. Те- 
перь поднимайте шарик вдоль струи. 
Вы заметите, что частота колебаний 
при подъеме шарика уменьшается. 

Опыт 2. Откройте сливное отверстие. 
В стандартной раковине (ванне) оно 
представляет собой ямку цилиндри- 
ческой формы с решетчатым дном 
глубиной около 20 мм и диаметром 
около 40 мм. Шарик для пинг-понга 
немного меньше — его диаметр равен 
37 мм, так что шарик свободно по- 
мещается в сливном отверстии, и еще 
остается зазор в 1 — 2 мм (рис. 1). 

Поднесите шарик под водой к слив- 
ному отверстию и отпустите. Поток 
воды втянет его в отверстие, не- 
смотря на то, что шарик в воде не то- 
нет. Но что это? Вы слышите низкий 


гудящий звук, очевидно, вызванный 
колебаниями шарика. Первая мысль, 
которая приходит в голову, — что 
шарик подпрыгивает на решетке. Од- 
нако дело не в этом. Прикоснитесь 
сверху к шарику пальцем, и вы убе- 
дитесь, что он колеблется не верти- 
кально, а горизонтально — насколько 
позволяет ему величина зазора. 

Более того. Посмотрите на фабрич- 
ное клеймо на шарике, и вы увиди- 
те, что шарик еще и вращается, при- 
чем достаточно медленно, так что это 
можно заметить глазом. Иногда врз- 
щение происходит только в одну сто- 
рону, а иногда направление вращения 
шарика время от времени произвольно 
изменяется. 

Как же объяснить эти опыты? Сразу 
скажем, что оба они служат яркой 
иллюстрацией закона Бернулли — од- 


раст: 
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Рис. 2. 


ного из первых законов гидродина- 
мики. Качественно его можно сформу- 
лировать так («Физика 8», 5 65): 
в движущейся жидкости давление 
больше в тех сечениях, где меньше 
скорость движения, и наоборот, там, 
где скорость больше, давление мень- 
ше. Другими словами, при увеличении 
скорости движения жидкости давле- 
ние в ней падает. Это уменьшение 
давления и приводит к тому, что 
в обоих опытах поток воды как бы 
втягивает пластмассовый шарик 
внутрь себя. 

Закон Бернулли поможет объяснить 
и колебания шарика в струе и в о0т- 
верстии раковины. Но прежде давайте 
оценим скорость воды в струе из водо- 
проводного крана. 

Нетрудно подобрать такой приток 
воды в раковину (или ванну), при 
котором уровень воды в ней почти 
не изменяется. С помощью трехлит- 
ровой банки и секундомера можно 
‘измерить соответствующий расход 
жидкости (то есть массу жидкости, 
расходуемой в единицу времени). 
Он окажется равным примерно 
(80 — 100) г/с. Теперь линейкой из- 
мерим диаметр струи вблизи поверх- 
ности воды в раковине. Он близок 
к 6 мм. Этому соответствует ско- 
рость струи около 3 м/с (проверьте 
это}. Конечно, скорость течения можно 
сделать и большей и меньшей полу- 
ченного значения, но в дальнейших 
оценках давайте считать ее именно 
такой. 

Для более детального обсуждения 
наблюдаемых эффектов нам пона- 
добится не только качественная, но 
и количественная формулировка за- 
кона Бернулли*). Согласно этому за- 


*) Об этом можно прочитать в заметке «Закон 
Бернулли» (+ Квапть 1984, №5, с. 33). (Примеч. ред.) 
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кону, в любом сечении струи жид- 
кости остается постоянной сумма 


$ р-оай, 
где © — плотность, в — скорость, 
р — давление жидкости, й — высота 
выбранного сечения. 

Объяснение опыта 1. Давайте вре- 
менно упростим себе задачу: рас- 
смотрим не взаимодействие шарика 
с цилиндрической струей, п воздейст- 
вие плоской струи на цилиндр. Су- 
щество физического явления от этого 
не изменится, а рассуждать нам будет 
проще. ‘ 

Сначала обсудим случай, когда ци- 
линдр лишь слегка касается струи, 
и оценим действующую на него силу 
(рис. 2). Согласно закону Бернулли, 
внутри изгибающейся струи давление 
падает на величину 


Ро —Р= $ (6?— 53) 


(слагасмым ой можно пренебречь, 
поскольку в нашем случае величина 
&В-0,2 м?/с’ заметно меньше, чем 
5?/2=4,5 м/с”). Траектория частиц 
жидкости, огибающих цилиндр, — 
дуга окружности, поэтому они дви- 
жутся с центростремительным уско- 
рением. Это ускорение обусловлено 
разностью атмосферного давления р. 
(оно же есть давление воды в прямой 
струе} и давления р в изогнутой 
струе: 


5? и? Р-Р 
т — = — и = ———, 
р ({Р,—2)$, ил чае 
где 5 — площадь соприкосновения 


струи с цилиндром. Для струи, тол- 
щина которой @ много меньше радиуса 
цилиндра К, скорость обтекания лишь 
немного больше начальной скорости 
г,. Поэтому сила, отклоняющая 
струю, равна 
(ро р)5= № 5. 

Такая же по модулю, но поотивопо- 
ложно направленная сила действует 
на цилиндр. | 

Этот результат, полученный для об- 
текания цилиндра, остается справед- 
ливым и для обтекания шарика, воз- 
можно, с другим численным коэффи- 
циентом. Площадь соприкосновения 
струи с шариком практически всегда 
порядка квадрата его радиуса К. 
Поэтому сила, втягивающая шарик 


Рис. 3. 


в струю при их касании, по порядку 
величины равна 


Е 055 Яд. 

Рассмотрим теперь центральное об- 
текание шарика, когда струя падает 
точно на его вершину (рис. 3). В этом 
случае вода обтекает шарик симмет- 
рично, и поэтому РЕ—=0. Для централь- 
ного обтекания нетрудно найти тол- 
щину слоя @. Из условия постоянства 
потока следует, что 


(покажите это самостоятельно). 

Наконец, для промежуточного слу- 
чая, когда смещение х шарика от 
оси симметрии струи невелико по 
сравнению с его радиусом В (рис. 4), 
оказывается, что сила ЁР линейно 
зависит от х и направлена так, чтобы 
вернуть шарик в положегие равно- 
весия: 


2-2 
Е— —в54 + х— тех. 


(К сожалению, точное значение си- 
лы Р для этого случая получить 
трудно.) 

Под действием этой силы шарик 
и будет совершать колебания. Выра- 
жение для частоты колебаний можно 
написать по аналогии с колебаниями 
грузика на пружине: 


1 эВ 

Г. 

Р.=—=—х => ® = т = 

Р 60 {Ч 
и 2 т — Я вм‘ 
При массе шарика \№М--3 г получаем 
© „40 с и х/б Гц. 

При подъеме шарика в ладонях 


2 «Кванть № 3 


Рис. 4. 


вверх по струе одновременно изме- 
няются и Г., и 0%, но остается постоян- 
ным произведение и.г5. Поскольку г. 
растет, произведение боГо падает. Сле- 
довательно, по мере подъема к источ- 
нику частота колебаний шарика 
должна уменьшаться, что и наблю- 
дается на опыте. 

При уменышении частоты колебяа- 
ний можно заметить, что шарик еще 
и поворачивается в разные стороны. 
В тонких медленных струях колеба- 
ние и вращение шарика объединяются 
в сложное красивое движение вокруг 
струи. Убедитесь в этом сами на опыте. 

Объяснение опыта 2. Пусть началь- 
ное Положение шарика такое. как 
изображено на рисунке 5 (вид сверху). 
Оценим скорость течения в зазоре 
сливного отверстия. Площадь зазора 
не зависит от положения шарика 
и равна л(А?,— А?) =1 см’, поэтому 
средняя скорость течения вокруг ша- 
рика составляет 2=1 м/с. Эта ско- 
рость, однако, отнюдь не постоянна 
по сечению зазора: в его широкой 
части она существенно больше, чем 
в сужающейся щели (вблизи точки 
касания 4), где течение тормозится 
трением о стенки. Согласно закону 
Бернулли давление в движущейся 
жидкости большс там, где меньше ско- 
рость. Поэтому появляется сила, на- 
правленная к широкой части зазора, 


{Окончание см. на с. 48} 


Рис. 5. 
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Школа в «Кванте» 


вый 


Физика 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Открытие 
электрона» предназначена девятиклассни- 
кам, «Как увидеть невидимое?» — десяти- 
классникам. 

Материалы подготовил И. К. Белкин. 


Открытие электрона 


Слово «электрон» — название одной 
из заряженных элементарных час- 
тиц — и производные от него, пожа- 
луй, чаще всего встречаются в наши 
дни в научно-технической литературе. 
Сравнительно недавно появилось сло- 
во «электроника», обозначающее, с од- 
ной стороны, науку о взаимодейст- 
виях электронов с электромагнитны- 
ми полями, а с другой — новую об- 
ласть техники. Такие прилагательные, 
как з*чэлектронный», «электронная» 
ит. д., широко вошли в наш язык ив 
нашу жизнь. Достаточно напомнить, 
например, о существовании различ- 
ных электронных приборов и элек- 
тронных вычислительных машин. 

Когда, кем и как был открыт элек- 
трон? Когда, кто и как определил его 
основные свойства и выяснил его роль 
в природе? 

Лучи яли частицы? Открытие элек- 
трона представляет собой завершение 
длившегося несколько десятилетий 
исследования газового разряда, то 
есть процесса прохождения электри- 
ческого тока через газ («Физика 9», 
$ 70—72). В частности, приблизитель- 
но к середине прошлого века было вы- 
яснено, что если к электродам, впа- 
янным в стеклянную трубку с газом, 
приложить достаточно высокое напря- 
жение, то через газ проходит электри- 
ческий ток, я сам газ при этом све- 
тится. Характер свечения зависит от 
давления газа и приложенного напря- 
жения, а цвет света определяется при- 
родой газа. Однако при достаточно 
малом давлении (около одного паска- 
ля, то есть стотысячной доли атмо- 
сферы) свечение газа почти исчезает 
(хотя ток продолжает идти), но зато 
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начинает светиться зеленоватым све- 
том стекло трубки. 

Что же происходит в разрядной 
трубке после исчезновения свечения 
газа? По этому поводу возник дли- 
тельный спор между физиками, наи- 
более активно изучавшими это авле- 
ние. 

Немецкие физики (Г. Герц, Э. Гольд- 
штейн) считали, что из катода трубки 
исходят особые лучи, которые и вызы- 
вают свечение стекла. Их поэтому ста- 
ли называть катодными лучами. Герц, 
открывший электромагнитные волны, 
естественно, склонен был считать, что 
катодные лучи — это особые электро- 
магнитные волны, похожие на свет, 
но свет невидимый. 

Английские физики (У. Крукс, 
А. Шустер, затем Дж. Дж. Томсон) 
полагали, что из катода выходят не 
лучи, а какие-то отрицательно заря- 
женные частицы и что именно под их 
воздействием возникает свечение стек- 
ла. Крукс, например, утверждал, что 
это газовые молекулы, которые, уда- 
ляясь о катод, приобретают отрица- 
тельный заряд и затем ускоряются си- 
лой притяжения к аноду. В пользу 
этого говорило то, что катодные лучи 
отклоняются магнитным полем. Об 
этом важном факте знали, конечно, и 
немецкие физики, но в то время еще 
не было твердо установлено, что элек- 
тромагнитные волны с магнитным по- 
лем не взаимодействуют. 


Обеими спорящими сторонами было 
твердо установлено, что свойства ка- 
тодных лучей не зависят от того, из 
какого материала сделан катод. Спор 
этот был весьма плодотворным, так 
как каждая группа ученых старалась 
придумать и поставить такие опыты, 
которые доказали бы их правоту. 

Решающие опыты были выполнены 
в 1897 году английским физиком 
Джозефом Джоном Томсоном. Опыты 
эти состояли в наблюдении движения 
заряженных частиц в электрическом 
и магнитном полях. 

Движение заряженных частиц в 
электрическом и магнитном полях. 
В прошлом номере в заметке «О числе 
Фарадея и удельном заряде заряжен- 
ной частицы» было показано, что ско- 
рость и и ускорение а заряженной час- 
тицы в электрическом поле определя- 
ются удельным зарядом частицы а/т 
(@ — заряд частицы, т — ее масса): 


= ^/2 40, а ЧЕ, 


где 0 — напряжение, а Е — напря- 
женность поля. 

Но оказывается, движение частицы 
в магнитном поле тоже определяется 
ее удельным зарядом. Покажем это. 

На частицу с зарядом а (для просто- 
ты будем считать его положитель- 
ным), движущуюся с начальной ско- 


— 
ростью 0 в магнитном поле с индук- 


цией В, действует сила Лоренца Ё Е 


(«Физика 9», 689). Если_вектор 0 


перпендикулярен вектору В, то сила 
Лоренца по модулю равна 408 и на- 
правлена перпендикулярно вектору 
скорости и вектору магнитной индук- 
ции. Поскольку сила перпендикуляр- 
на скорости частицы, она заставляет 
частицу двигаться по окружности, 
сообщая ей центростремительное уско- 
рение. Второй закон Ньютона для это- 
го случая имеет вид 


02 
т —93В, 


откуда для радиуса г окружности по- 
лучаем 

ту _ 0 

«в Ват’ 

Таким образом, при заданном значе- 
нии магнитной индукции и началь- 
ной скорости частицы радиус кривиз- 
ны ее траектории действительно опре- 
деляется удельным зарядом частицы 
(а/т). 

Из последнего равенства можно по- 
лучить формулу для определения са- 
мого удельного заряда: 


Р= 


Радиус окружности г и индукцию В 
измерить нетрудно. Но нужно еще 
знать скорость и частицы, которую из- 
мерить не так просто. Томсон сумел 
обойти эту трудность. И вот каким 
способом. 

Опыты Дж. Дж. Томсона. Целью 
опытов Томсона было определение 
удельного заряда тех предполагаемых 
частиц, которые, по мнению англии- 
ских физиков, образуют катодные лу- 
чи. Прибор, созданный Томсоном, схе- 
матически показан на рисунке. 

В стеклянный сосуд впаяны катод 
К, и анод А, диафрагма и пластины 
конденсатора. Между Ки А подается 
достаточно высокое напряжение, не- 
обходимое для возникновения катод- 


2$ 


Палестины 
конденсатора 


Лисфрагма 


Высокое 
мопражение 


ных лучей. Отверстия в аноде и диа- 
фрагме «вырезают» узкий пучок лу- 
чей, попадающий на противополож- 
ную стенку сосуда, где он вызывает 
свечение стекла. Пунктирная окруж- 
ность на рисунке изображает катушки 
(вне сосуда), создающие магнитное 
поле, перпендикулярное электриче- 
скому полю конденсатора (и плоско- 
сти рисунка). 

Когда вн трубке создано только элек- 
трическое поле конденсатора и верх- 
няя пластина заряжена положитель- 
но, пучок лучей, если он действитель- 
но состоит из отрицательно заряжен- 
ных частиц, отклоняется вверх (траек- 
тория а на рисунке). Если создано 
только магнитное поле, направленное 
от нас за плоскость рисунка, пучок 
отклоняется вниз (траектория 65). По 
свечению торцевой стенки трубки лег- 
ко установить, куда именно попадает 
пучок. 

Но можно подобрать такие значе- 
ния напряженности электрического 


— — 
поля Е и магнитной индукции В, что- 
бы пучок вовсе не отклонялся и дви- 
гался по прямолинейной траектории 
(показанной на рисунке красным цве- 
том). Это означает, что электрическая 
сила, действующая на частицу, равна 
по модулю силе Лоренца: 4Е==аиВ. 
Отсюда для скорости частицы полу- 
чаем выражение и—Е/В. Подставив 
ехо в формулу для удельного заряда, 
находим 


Ч... 
т `В (4) 


Все в опыте Томсона происходило так, 
как и предполагалось. В электриче- 
ском поле пучок двигался по одной 


. траектории (а), в магнитном — по дру- 


гой (5). При одновременном действии 
обоих полей пучок не отклонялся 
вовсе. 

По формуле (ж), в которую входят 
легко измеряемые величины (и не вхо- 
дит скорость частиц), можно было 
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определить удельный заряд частиц, 
образующих то, что до того называ- 
лось катодными лучами. Удельный 
заряд этих частиц оказался чудовищ- 
но болышим: 1,76 . 10" Кли/кг. Эти-то 
частицы и получили название элек- 
тронов. Поэтому теперь прииято счи- 
тать, что год открытия электрона — 
1897, а автор этого важнейшего от- 
крытия — Джозеф Джон Томсон. 

Так как электроны вылетают из ка- 
тода разрядной трубки всегда, незави- 
симо от того, из какого материала из- 
готовлен катод, можно было сделать 
вывод о том, что электроны входят в 
состав любого атома. Эту гипотезу 
Томсон высказал в том же 1897 году. 

В течение нескольких последующих 
лет Томсон (а также и другие ученые) 
показал, что частицы, вылетающие из 
нагретого металла при термоэлектрон- 
ной эмиссии, имеют тот же удельный 
заряд, то есть что это тоже электроны. 
Тот же удельный заряд имеют и части- 
цы, вырываемые из металлов светом. 
И это тоже электроны! 

За теоретические и эксперименталь- 
ные исследования прохождения элек- 
тричества через газы (приведшие к 
открытию электрона) Дж. Дж. Томсон 
о 1906 году получил Нобелевскую 
премию по физике. 

О массе и заряде электрона. Зная 
значение удельного заряда электрона, 
еще ничего нельзя сказать ни о значе- 
нии заряда, ни о значении массы элек- 
трона по отдельности. Однако к концу 
прошлого века было уже известно зна- 
чение удельного заряда иона водоро- 
да, а также то, что заряд иона водо- 
рода по модулю (но не по знаку) равен 
заряду электрона. А ‘это позволяет 
кое-что сказать о массе электрона. 
В самом деле, удельные заряды элек- 
трона и иона водорода равны соответ- 
ственно 


< — 1,76 - 10'' Кл/кг, 


те 


= —=9,65 . 107 Кл/кг 
ти 
(здесь е — модуль заряда электрона, 
как его принято обозначать, т, — 
масса электрона, тн — масса иона во- 
дорода). Разделив е/т. на е/тн, по- 
нучаем, что масса электрона пример- 
но в 1840 раз меньше массы иона 
водорода. 

Приблизительно через 15 лет после 
опытов Томсона Р. Милликен в США 
и А. Ф. Иоффе в России непосредст- 
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венно измерили заряд электрона, ко- 
торый оказался равным 1,6 - 10 Кл. 
Отсюда для массы электрона получа- 
ется значение 9,1 . 10-3! кг. Это самые 
маленькие значения заряда и массы 
в природе. 


Как увидеть невидимое? 


Природа наделила человека бес- 
ценным даром зрения, позволяющим 
ему вилеть окружающий мир во всех 
цветах радуги. И все же надо при- 
знать, что возможности нашего зре- 
ния ограничены. Во-первых, мы не 
можем как следует рассмотреть очень 
мелкие или очень далекие предметы. 
Во-вторых, длины волн видимого не- 
вооруженным глазом света заключе- 
ны и интервале приблизительно от 
0,4 до 0,8 мкм, что составляет ничтож- 
но малую часть диапазона длин су- 
ществующих в природе электромаг- 
нитных волн (*Физика 10», 6 86). 

К некоторым животным природа 
оказалась более щедрой, чем к челове- 
ку, к другим — более скупой. Так, 
орел, паря на огромной высоте, заме- 
чает пробирающуюся по земле мышь, 
сова прекрасно видит в темноте, а крот 
почти ничего не видит ни ночью, ни 
днем. 

По мере развития науки и техники 
человек стал «вооружать» свое зрение. 
Сначала он «обострил» его в области 
видимого света. Ужев ХУП веке были 
созданы микроскоп и телескоп, позво- 
лившие открыть микроорганизмы и 
обнаружить горы на Дуне. Двадцатый 
век ознаменовался бурным развитием 
новой — квантовой — физики, от- 
крывшей качественно новые возмож- 
ности. Например, использование фото- 
эффекта («Физика 10»,6 87) позволи- 
ло расширить диапазон длин волн, 
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Рис. [. Распределение энергии теплового иззу- 
чения по длинам волн. 


Рис. 2. Схема электроннооптического преобра- 
зователя: 1 — предмет, освещаемый инфра- 
красным свегом;: 2 — объектив. с помощью 
которого получается световое изображение; 
3 — Фотокатод; 4 — световое чзображение: 
5—5’ — фокусирующие электроды: 6 — элект- 
ронное изображение: 7 — анод. покрытый 
яюминесцирующим веществом. 


которые может «увидеть» человече- 
ский глаз. Расскажем об этом немного 
подробнее. 

В тридцатые годы группа голланд- 
ских физиков во главе с В. Хольстом 
занималась проблемой улучшения ка- 
чества фотографического изображе- 
ния, получаемого в условиях слабой 
освещенности. Идся предложенного 
ими метода была довольно простой. 

Обычная фотопленка воспринимает 
видимый свет, отраженный фотогра- 
фируемым предметом. Однако и сам 
предмет всегда (при температурах, 
отличных от абсолютного нуля) слу- 
жит нсточником так называемого теп- 
лового излучения, которое по своей 
природе тоже электромагнитное. Ока- 
зывается, что длина волны, которой 
соответствует максимум в распределе- 
нии энергии этого излучения по дли- 
нам волн. зависит от температуры 
(см. график на рисунке 1, где по оси 
абсцисс отложена длина волны, а по 
оси ординат — энергия излучения, 
приходящаяся на единичный интер- 
вал длин волн). При очень высоких 
температурах тела испускают в основ- 
ном видимый свет. При комнатных 
же температурах, когда обычно и про- 
изводится фотографирование, макси- 
мум в излучении приходится на не- 
видимую инфракрасную — область. 
Если бы удалось найти способ преоб- 
разовать это невидимое инфракрасное 
излучение в более коротковолновое, 
к которому чувствительна фотоплен- 
ка, то можно было бы фотографиро- 
вать при слабой освещенности или 
даже в темноте. 

Такой преобразователь был создан 
и получил название электронноолти- 
ческого преобразователя. Его основ- 
ным элементом служит фотокатод — 


тонкая прозрачная пленка, изготов- 
ленная из материала, содержащего 
атомы щелочных металлов — цезия, 
рубидия или калия. Красная граница 
фотоэффекта 7. „., для таких материа- 
лов находится в инфракрасной обла- 
сти, поэтому при падении на пленку 
инфракрасных лучей с длинами волн 
А <Ь.а» свет вырывает из нее электро- 
ны. Для восполнения вылетевших 
при фотоэффекте электронов на плен- 
ку напыляется слой металла,`‘настоль- 
ко тонкий, что пленка остается про- 
зрачной. 

Принципиальная схема преобразо- 
вателя показана на рисунке 2. Изоб- 
ражение предмета 1, освещаемого ин- 
фракрасным светом, формируется на 
фотокатоде 3. Как уже говорилось, 
тонкий слой металла не является пре- 
пятствием для лучей, и и тех местах 
фотокатода, куда попало изображение 
предмета, с противоположной стороны 
пленки появляются фотоэмиссионные 
электроны. На некотором расстоянии 
за катодом расположен анод 7, по- 
верхность которого покрыта слоем 
люминесцирующего материала (эта 
часть прибора напоминает собой обыч- 
ную телевизионную трубку). Между 
анодом и катодом создается высокая 
разность потенциалов (порядка десят- 
ков тысяч вольт), которая ускоряет 
фотоэлектроны. Таким образом воз- 
никает поток ` электронов, летящих 
от катода к аноду, причем, при соблю- 
дении определенных условий, распре- 
деление этих электронов по поверхно- 
сти анода повторяет форму фотогра- 
фируемого предмета. Попав на анод, 
электроны вызывают его свечение. 
При этом если фотокатод чувствите- 


Силуэт человека виден в полной темноте с 
помощью пфибора ночного видения, который 
воспринимает инфракрасные (тепловые) лучи. 


21 


лен к красному и инфракрасному 
свету, то люминесцирующий анод 
излучает голубые, фиолетовые и даже 
Ультрафиолетовые лучи. Другими 
словами, при проецировании на фото- 
катод невидимого инфракрасного 
изображения на аноде наблюдается 
видимое изображение. 

Мы изложили здесь лишь принци- 
пиальную схему работы электронно- 
оптического преобразователя, создан- 
ного Хольстом с сотрудниками в 


Избранные 
школьные задачи 


(По мотивам кииги Льюиса Кэрролла 
«История © узелкамие) 


8 класс 

1. Даны длины а и $ двух смежных сторон 
четырехугольника и острый угол пи между ними. 
Кроме того, известно, что углы четырехуголь- 
ника, прилежащие к каждой из данных сторон, 
прямые. Найдите: а) остальные стороны четы- 
рехугольника; 6) площадь четырехугольника. 

2. Докажите, что сумму квадратов двух раз- 
лнчных натуральных чисел, умножениую на 
сумму квадратов двух разлнчиых иатураль- 
ных чисел, можно представить в виде суммы 
квадратов двух иатуральных чисел. 

3. Два путешественника выходят из гости- 
ницы к вершине горы в $ часа дня и возвра- 
щаются в 9 часов вечера. Маршрут их то про- 
ходит по ровному месту, то идет в гору или 
под гору. По ровному месту они идут со скоро- 
стью 4 мили в час, в гору — 3 мили в час и под 
гору — 6 миль в час. Какое расстояние они 
проходят за время прогулки? Определите так- 
же с точностью до 30 мин момент восхождения 
на вершину горы, считая, что при движении 
к вершине горы длииа участков подъема болынше 
длины участков спуска. 

4. На основании данного треугольника най- 
дите такую точку, что прямая, соединяющая 
основания перпендикуляров, опущенных из 
этой точки на боковые стороны, параллельна 
основанию. 

5. Виутри данного угла с вершиной В даиа 
точка Р. Проведите через точку Р прямую, 
отсекающую от угла треугольник наименышей 
площади. 


9 класс 

6. Два лешехода А и В пускаются в путь 
ровно в 6 часов утра в один и тот же день. Оба 
идут по одиой дороге и в одном иаправлении. 
Пешеход В сиачала опережает пешехода А 
на 14 миль. Оба идут с 6 часов утра до В часов 
вечера. В первый день А, двигаясь в течение дня 
с постоянной скоростью, проходит 10, во вто- 
рой — 9, в третий — 8 миль и т. д. Пешеход В, 
двигаясь также и постоянной в течение дня 
скоростью, проходит в первый день 2, во вто- 
рой — 4, в третий — 6 миль и т. д. Где и когда 
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1933 году. В их опытах была доказана 
возможность преобразования длинно- 
волнового невидимого излучения в ко- 
ротковолновое видимое излучение с 
помощью  фотоэлектрического эф- 


фекта. 


За прошедшие пятьдесят лет фото- 
электронная техника ушла далеко 
вперед. В настоящее время она приме- 
няется не только в фотографии, но 
и в научных исследованиях, военном 
деле, технике, космонавтике. 


пешеходы А и В будут догонять друг друга? 

1. Две окружности пересекаются так, что их 
общая хорда стягивает центральные углы 
в 30° и 60°. Какая часть круга, ограниченного 
меньшей окружностью, находится внутри боль- 
шей окружности? 

8. В данную окружность впишите трапецию, 
У которой одно основание в даа раза больше 
другого, а площадь максимальна. 

9. Стакан лнмонада, 3 бутерброда н 1 биск- 
витов стоят 1 шиллинг 2 пенса. Стакан лимо- 
нада, 4 бутерброда и 10 бисквитов стоят 1 шил- 
линг 5 пеисов. Сколько стоят # стакаиа лимо- 
нада, 3 бутерброда и 5 бискаитов? (1 шиллинг 
равен 12 пенсам) 

10. В данный остроугольный треугольник 
впишите треугольник, стороиы которого при 
каждой из его вершин образуют равные углы 
со сторонами данного треугольника. 


10 класс 

11. Пусть р — лолупериметр некоторого 
треугольника, $ — его площадь, а И — объем 
прямоугольного параллелепипеда, ребра кото- 
рого равны сторонам треугольника. Найдите 
сумму квадратов сторон треугольника. 

12. Несколько человек сидят вокруг кругло- 
го стола. Каждый из сидящих располагает 
определенным количеством шиллингов. У пер- 
вого на 1 миллинг больше, чем у второго, 
у второго ия 1 шиллинг больше, чем у третьего, 
и т. д. Первый из сндящих отдает шиллинг 
второму, второй — два шиллиига третьему 
ит. д. Каждый отдает следующему на 1 шил- 
лниг больше, чем ои получил сам, до тех пор, 
пока это заозможно. В результате у одного из 
сидящих оказалось в 4 раза больше шиллин- 
гов, чем у его соседа. Сколько всего было людей 
и сколько шиллингов было сначала у самого 
бедиого из них? 

13. От данного треугольиика тремя прямы- 
ми, параллельными сторонами треугольника, 
отрезаются три треугольника так, что остав- 
шийся шестиугольник оказывается равносто- 
ронним. Найдите длину стороны шестиуголь- 
ника, если длины сторон треугольника равны 
а. Би с. 

14. На плоскости расставлены три цилнин- 
дрические башни с радиусими оснований 1, 
2. 3. Найдите точку плоскостн, из которой их 
ширина будет казаться одинаковой. 

15. Все граии треугольной пирамиды — 
конгруэнтные треугольники со сторонами а, 6, с. 
Найдите объем этой пирамиды. 


Публикацию подготовил 4. А. Егоров 


инт 
для младших школьников 


Задачи 


1. В числовой пирамиде, изобра- 
женной на рисунке, расставьте знаки 
+ и — так, чтобы выполнялись ука- 
занные равенства. Между некоторыми 
соседними цифрами можно не ставить 
знака, объединяя их в одно число. 


2. Во время подведения итогов со- 
ревнования по сбору металлолома 
выяснилось, что 6 «А» собрал метал- 
лолома больше, чем 6 «Бь иб ‹Вь вме- 
сте, но 6 «Аь и 6 «Бь собрали вместе 
столько же металлолома, сколько 
6 «Вь иб «Гь, кроме того, 6 «Бьиб «Г» 
собрали металлолома больше, чем 


б «Аь и б «В». Как распределились . 


места в соревновании этих классов? 


3. На столе лежали три карточки 
с цифрами. Сначала из них сложили 
наибольшее возможное трехзначное 
число, потом сложили следующее по 
величине. Их сумма оказалась равной 
1233. Какие цифры были на карточ- 
ках? 


4. Сумма 13 различных натураль- 
ных чисел равна 92. Найдите эти 
числа. 


5. Когда я вымыл стаканы в горя- 
чей воде и поставил их суптиться вверх 
донышками на гладкий стол, То они 
дружно поползли по столу. Я вспом- 
нил, что когда я мыл их холодной во- 
дой, то такого с ними не происходило. 
Почему стаканы начали двигаться? 


Эти задачи нам предложили: 
Л. П. Мочалов, А. В. Сигрианский, 
Н. К. Антонович, А. П. Савин. 
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со АА 1 ИК - Бе а, хх 


Победители конкурса 


1984 года. 


По математике 


М. АЛЕКСАНДРОВ — Москва, с. ш. 

9 кл. 

А. АСРЯН — р ФМШ № 1 при ЕргУ, 

30 кл. 

и Р. БАБАЕВ — Баку, с. ш. № 145, 10 кл. 

й С. ВЕЛЕСЬКО — Мииск, с. ш. № 103. 9 кл. 

Э. ВЕЛИМЕТОВ — Баку, ФМШ М 1, 10 кл. 

Л. ВЕРТГЕЙМ — Новосибирск, с. ш. № 25, 

10 кл. 

Д. ГАМАРНИК — Тбилиси, ФМЦ им. В. М. Ко- 

марова, 9 кл. 

Р. ГЕНДЛЕР — Ташкент, с. ш. № 110, В кл. 

А. ГРИГОРЯН — Ереван, ФМ № 1 при ЕрГУ, 

9 кл. 

А. ДАВТЯН — Бреван, ФМШ № 1! при ЕрГУ, 

9 кл. 

С. ДЕМЬЯНЧЕНКО — Мосвва, с. ш. № 315, 

10 кл. 

В. ДЗЮБА — Одесса, с. ш. 

у А. ДЫННИКОВ — Жуковский, с. ш. № 1, 9 кл. 
И. ДЫННИКОВ — Жуковский, с. ш. № 10, 8 кл. 

В. ЕЛИСТРАТОВ — Донецк, с. ш. № 11, 10 кл. 

В. ЖУРАВЛЕВ — Гайворон, с. 1. № 2, 8 кл. 

С. ЗЗ-ИНАЛОВ — Баку, ФМШ № 1, 10 кл. 

Л. ЗОСИН — Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 

В. КАПОВИЧ — Хабаровск. с. ш. № 2, 9 кл. 


№ 542. 


№ 100, 10 кл. 


И. КАПОВИЧ — Хабаровск, с. м. № 2, 9 кл. 
Т. КОБДИКОВ — Павлодар. с. ш. № 3, 10 
М. КУРИННОЙ — Харьков, с. ш. №2 р ия. 


С. ЛАУСМАА — Кохтла-Ярве. с. ш. № 15, 6 
М.МАКАРОВ — Севастополь, с. ш. № 3, ря кл. 
Т. МИСИРЛАШАЕВ — Москва, с. ш. № 57, 
$ 9 кл. 

й А. МОЛОТКОВ — Ленинград, с. ш. № 366, 
10 кл. 

В. ПОГРЕБНЯК — Винница, с. ш. № 6, 10 кл. 
И. САМОВОЛ — Гайворон, с. ш. № 65, 8 кл. 
Р. СИБИЛЕВ — Ленинград, с. ш. № 30, 9 кл. 
А. ТРУХАН — Минск, с. ш. № 116, 10 кл. 
Е. ФИНК — Ленинград, с. ш. № 239, 9 кл. 
Ю. ШАМРУК — д. Новый Двор Гроднен- 
ской обл., 7 кл. 
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«Задачник 


Ежегодно наш журнал про- 
водит конкурс среди школь- 
пиков по решению задач 

из Задачника «Кванта». 
Ниже публикуются списки 
победителей конкурса 
«Задачник «Кванта» 


Награждаются Дипломом 
и эначком журнала «Квант» 
н получают право 
участвовать срезу 

п четвертом 
{республиканском) туре 
Всесоюзной олимпиады 
1985 года: 


«Вванта» 


По физике 


О. АВРАМЕНКО — Херсон, с. ш. № 30, 
В. АПАЛЬКОВ — Харьков, с. ш. № 16 


10 кл. 
‚ 10 кл. 
Г. АРВЕЛАЛДЗЕ — Тбилиси, с. ш. № 37, 9 кл. 
А. БАИРАМОВ — Баку, ФМШ № 1, 10 кл. 


А. БЕГЛАРОВ — Тбилиси, с. ш. № 42, 9 кл. 
Э. БОНДАРЕНКО — Полтава, с. ш. № 6, 10 кл. 
Р. БОТАШЕВ — Фрунзе, с. ш. № 61, 10 кл. 
Е. ВАЙИНШТЕЙН — Ташкент, с. ш. № 71, 10 кл. 
М. ГОТМАН — Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 
А. ДОДА -—- Корсунь-Шевченковский, с. ш. № 4, 
9 кл. 

С. ДУБОВИК — Брест, с. ш. № №, 10 кл. 
С. ЖИЛИНСКАС — Вильнюс, с. ш. № 9, 11 кл. 
Г. КЛИМОВИЧ — Болшево, с. ш. № 3, 10 кл. 
Д. КУЧУЛОРИЯ — Тбилиси, ФМШ им. 
В. М. Комарова, 9 кл. г 
А. ЛИХТЦИНДЕР — Ташкент, в. ш. № 49. 
10 кл. 

К. ЛОПИН — Фрунзе, с. ш. № 61, 9 кл. 
Д. ЛУНЦ — Саратов, с. ш. № 1$, 10 кл. 

Ю. МАХЛИН — Москва, с. ш. № 57, 9 кл. 
В. МЕНЬКОВ — Мончегорск, с. ш. № 3, 10 кл. 
А. МИКАЛЬКЯВИЧУС — Панявежис, с. ш. 
им. Ю. Бальчиконися, 11 кл. 

О. МОРОЗ — Алма-Ата, РОФМШ, 10 кл. 

А. ОНУФРИЕВ — Москва, с. ш. № 91, 10 кл. 
Я. ПУГАИ — Алма-Ата, РОФМЦ], 30 кл. 
С. РАХАМОВ — Казань, с. ш. № 13$}. 9 кл. 
А. РЖЕВСКИЙ — Новосибирск, с. ш. № 149, 
10 кл. 

Р. РИВКИН — Минск, с. ш. № 16, 10 кл. 
М. РУДЫК — Винница, с. ш. № 33, 10 кл. 
М. САВЧЕНКО — Белгород, с. ш. № 3, 10 кл. 
В. САКБАЕВ — Алыа-Ата, РОФМШ, 9 кл. 
М. СКОРОБОГАТОВ — Киев, с. ш. № 208, 10 кл. 
С. СТЕПАНЯНЦ — Ереван, ФМШ № } при 
ЕрГУ, 10 кл. 

Б. СУЛЕЙМАНОВ -- Баку, ФМИГ № 1, 10 кл. 
С. ТУЖАНСКИЙ — Винница, с. ш. № 33, 9 кл. 
Л. ФЕДИЧКИН —- Москва, с. ш. № 91, 10 кл. 
С. ФЕРАНЧУК — Мннск. с. ш. № 1, 10 кл. 
С. ЧЕРНЫШЕВ — Ташкеит, с. м. № 50, 10 кл. 
А. ЩЕГОЛЕВ — п. Черноголовка Москов- 
ской обл., с. ш. № 82, 10 кл. 


Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер Е момента 
основания журвала. Публи- 
куемые в нем задачи нестан- 
дартны, но для нх решення 
не требуется знзиий, выходя- 
щих за рамки школьной про- 
граммы. Нанболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки за- 
дачи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Разу- 
меется, не все эти задачи 
публикуются впервые. Реше- 
ния задач из этого номерз 
можио отправлять не позднее 
15 мая 1985 года по адресу: 
103006 Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1, «Кваить. В графе 
«Кому» напишите: ‹Задач- 
ник «Кванта», № 3 — 85. 
и номера задач, решения ко- 
торых вы посылаете, ниапри- 
мер «М911, М№М9Э!2» или 
*$Ф923». Решения задач из 
разных номеров журнала няи 
по разным предметам (мате- 
матике и физике) присылайте 
в разных конвертах. В письмо 
вложиыте конверт < написан- 
ным на нем вагинм адресом 
(в этом комверте вы получите 
результаты проверки реше- 
ний). Условне каждой орягн- 
нальной задачн, предлагае- 
мой для публикация, присы- 
лайте в отдельном конверте 
в двух экземолярах вместе 
с вашим решением этой зада- 
чи (на конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», новая 
задача по физике» или е...но- 
вая задача по математике»). 
В начале каждого письма про- 
сны указывать помер школы 
и класс, в котором вы учи- 
тесь. 


задачник 


пфанта 


задачи 


М911—М915; Ф923—Ф927 


М911. На сторонах АВ и СР выпуклого четырех- 
угольника 'АВСР выбираются произвольные точки 
Е и Е соответственно. Докажите, что середины от- 
резков АР, ВЕ, СЕ и ОЕ являются вершинами вы- 
пуклого четырехугольника, причем его площадь 
не зависит от выбора точек Е и Р. 

М. В. Старк 


№912. Докажите, что а) многочлен х”, 6) любой 
многочлен можно представить в виде разности 
двух многочленов, каждый из которых является 
монотонно возрастающей функцией. 

В. П. Пикулин 


 М913. Касательные к описанной вокруг треуголь- 
ника АВС окружности, проведенные я точках А 
и В, пересекаются в точке Р. Докажите, что пря- 
мая РС 
а) пересекает сторону АВ в точке К, делящей ее 
в отношении АС?:ВС°; 
6) симметрична медиане, проведенной из С, относи- 
тельно биссектрисы угла С треугольника. 

С. Литовченко, ученик 10 кл. 


М914. На острове Серобуромалин обитают 13 се- 
рых, 15 бурых и 17 малиновых хамелеонов. Если 
встречаются два хамелеона разного цвета, то они 
одновременно меняют свой цвет на третий (серый 
и бурый становятся оба малиновыми и т. д.). 
Может ли случиться так, что через некоторое 
время все хамелеоны будут одного цвета? 

В. Г. Ильичев 


№М915: Докажите, что для любых положительных 
чисел а, 6, с, а верно неравенство 

4 
а-+о 
Л. Д. Курляндчик 


[2] с 
ВЕ Г РИ 22. 


Ф923. На гладкой горизонтальной плоскости ле- 
жат два касающихся друг друга диека, скреплен- 
ных нерастяжимой нитью (рис. 1). Диск радиуса В 
начинает вращаться вокруг неподвижной верти- 
кальной оси, проходящей через его центр, при- 
чем скорость вращения линейно возрастает со вре- 
менем. В некоторый момент диск меньшего радиуса 
г отрывается от болышого диска (перестает его ка- 
саться). На какой угол повернется к этому моменту 
большой диск? Трение между дисками отсутствует. 


ООО ав 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


\№е Вауе Беет 


ричи тя 
Куапе5$ сопёе5й ргоШетз еуегу 
мопВ (гот Че уегу Пя 


1551е 0 ошг тшарайте, Те 
ргоШетх аге поп$бапдаг( опез. 
5 Мах соот геи сз по 
ифогтабоп ош е ве зсоре 
ог 1Ве 0$5В зесопаагу зсвоо| 
зуПафиь. Не тоге аИЙсиИ 
ргоЫетз зге магкеё \иВ 
а баг (*). АМег Ме %аетег 
ог Ме ргоШет, ме изпаНу 
са Мо ргорозей И 10 из. 
11 гоез \ИВОШ чаутр Фа 
пой аП \Фезе ргоетз аге 


26 


Считать, что вся масса диска сосредоточена в его 
центре. 

Л. Г. Маркович 
Ф924. В жаркую погоду для быстрого охлаждения 
воды ее наливают в обросшую льдом формочку, 
вынутую из морозильной камеры холодильника. 
Воду *перекатывають от одного края формочки 
к другому, потом выливают. Оцените, больше или 
меньше воды становится при этой операции. 

Л. А. Ашкинази 
Ф925. Две одинаковых массивных трубы скаты- 
ваются с горок одинаковой высоты, но разного 
профиля (рис. 2). По первой горке труба на всем 
участке движется без проскальзывания; на второй 
горке имеется абсолютно гладкий участок (уча- 
сток 1—2), но в конце пути (у подножия горки) 
труба вновь движется без проскальзывания. У ка- 
кой трубы в конце горци скорость больше? 

А. И. Буздин 


Ф926. В пространстве находятся 1985 несоприка- 
сающихся металлических шаров, заряды которых 
равны. соответственно, 4, —24а, 39. —44, 
—19844. 198549 (4>0). Докажите, что среди них 
есть шар, у которого поверхностная плотность за- 


ряда всюду неотрицательна. Расстояния между 
шарами конечны. 


В. А. Ясинский 
Ф927. Через сцинтилляционный счетчик, имею- 
щий форму прямоугольного параллелепипеда, 
пролетает заряженная частица, и молекулы сцин- 
тиллятора, лежащие вдоль ее траектории, испуска- 
ют сзет. Свет в каждой точке испускается изо- 
тропно, то есть равномерно во все стороны. Какая 
доля световой энергии выйдет из сцинтиллятора 
в воздух, если коэффициент преломления веще- 
ства сцинтиллятора п=1,67 Поглощением света 
в сцинтилляторе пренебречь. : 
Примечание: телесный угол при вершине ко- 
нуса равен О —=2л1(1—со$ 0), где @— угол между 
осью конуса и его образующей. 
С. А. Хорозов 


Ргоелтз$ 


№М911—7915; Р923—Р927 


№М911. АгЬЁгагу роз Е ап Р аге сКозеп оп $14е5 
АВ ап@ СР хезресиуе\у ой 4Ме алайх!а4ега! АВСР. 
Ргоуе {Та Те про ой Те зебтегиз АР, ВЕ, 
СЕ. ап@ ОЕ аге {Ве уегИсез оЁ а сопуех ацадгИафега] 
\Позе агеа 4осз поф дереп@ оп Ме спо1се оЁ Ве 
рот Е ава Е. 

М. У. Маг 


М912. Ргоуе 11а а) Те ро!упопиа] х?, Ъ) апу 
ро]упот1а! тау Бе гергезет4е4 аз Те а!ЁРегепсе оё 
5\о ро]упот12а]з, еасН оЁР мРасй 13 а топоюшс 
1псгеазиая Гипейоп. 

У. Р. РДЕшШт. 


{ 
* об рхгоетв гот 8 15вце 
бп Вазмай ог а БлейЬ} 
: мау Ъе роб%е4 по ег Фап 
: Мау 16%, 1985 4ю Фе ЁоЦо- 
эп 8 а@@4гезз: 0558, Мозсо\, 
103006, Москва, К.-6, ул. Горь- 
кого, д. 32/1, «Квант». Р!еазе 
‚ веп@ е вомНопв оГ рБузс8 
1 а04 та Бетайсв ргоШетан, аз 
| зе аз ргоЫетз {топ @И{егепё 
13зцез, ипфег з5ерагайе соуег; 
‚ оп Ме епуеюре мтгИе Фе 
| \зогав: “КУАМТ$  РВОВ- 
ГЕМ$5” ап@ Не питьЬегз 0Ё а 
Те войуеЯ ргоШетк; ш уоиг 
'е4ег епсюзе ап ипзатрей 
: ве! аЯ@геззе епуёоре — ме 
| вВаЙ цзе В ® веп4 уси {Ве 
} согтесНов гези!13. А {Бе еп@ о? 
4Бе асадепис уеаг уе выти ир 
| е гевыН8 оЁ Ве Куапё ргоБ- 
' ет сопёез. И уоцш Вауе ап 
‹ огщта! ргоШет {0 ргорозе 
: Рог рибйсаНоп, р!еазе зеп4 
: № № $ опдег зерагафе соуег, 
Г 60 сорез (а Визмай 
‘ог м ЕоёйзЬ), шошшя Ше 
| во иНоп. Оп Ве епуеюре “гие 
1: МЕ\М/ РВОВЕЕМ 1№ РНУ$1С$ 
! ©г МАТНЕМАТЗ1С$). 


} 
. 


| 186 роб саНопв. ТНе зи опв 


№М913. Тре фдапретёз ю Не стситешЯе оё фапе 


АВС а &1е ро!1{3 А ап4 В ицегзес{ а Ве рошь Р. ‚ 


Ргоуе Иаф Ве |те РС 


а) и{егзесй$ 514е АВ а& Фе ро К мысН 911 4ез ; 


14 т Че гайо АС?:ВС?; 


Ъ) 13 зуттейлс {0 Те шедап раззшя ФтоцЕён | 


{Не уемех С м гезресё 40 41е Ыззесфог ой Ме 
апее С оЁ \1е папе. 


5. Гиоревепко, 10% вта@е зви4ет ^ 


№М914. Вщебгомп асК 13]ап4 15 тнаБЦед Ъу 13 Ыше, 
15 Бгомп апа 17 Ыаск сВатееопз. Г мо 
свате]еопз оЁ Чегет союигз тееф, {Теу зити|- 
фапеоцз]у спапие 1Вег со!оигз 40 \3\е Шиа опе 
(е. &. а Ыце ап Бгомп опе Бо} гп ШаскК, е{с.). 
Сап Ц Варреп {Таё аЁ ег а \уНЦе аП {Ве сБатееопз 
\ Ш Ъе оЁ {Те зате союиг? 


У. С. шевео : 


М915*. Ргоуе {Та\ Гог апу роз уе питЪегз а, 6, с, 4 


Те шедцаШву 


а 


а ъ а. 
а-ь 


с 
ет ав То” 


воз. 


Г. О. Кийуапасвк . 


Р923. Тихо 41$Кз, Че 1юпе{Тег Бу ап зпе]аз ис зв, 
аге р]асей, фоисНЬшЕе еасй о ег, оп а зтоо 


Вог12отва[ рапе (Е4я. 1). ТВе 913К оё гадаз В Беётз 
40 гофафе абоц{ а уегЫса] ах1з раззтя &ИгоцЕёВ Из 


сегёхе, Из у@осйу Ппеа у шстеазше УВ Ише. ` 


Ака сефаш тотепё {Ве 413К о зтаШег гадиаз г 
тоуез амау Хгопз {Те ]агрег опе ({пеу юр фопс п 


еас} оТег). Ву “Ва апе м1 {Те ]1агрег 913К Вауе 
го а1е@ а{ {Па тотеп{? ТВеге 13 по Ёсйоп Бебмееп ‹ 


пе 913К3. 4 тау Ъе аззитей {Ваф {Ме тазз ой еасв ! 


913К 13 сопсепёта%еЯ аф 163 сег\ге. 
Г.С. Магкогей 


Р924. п ог4ег +0 соо! зоте \афег оп а Но дау, Те _ 


мабег 15 роцгеё шфо ап 1се-соуегей гесербае фаКеп 
оц ой {Те Ёгеегтя сотрабетепф ой а геёглбегаюг. 


ТЬе \афег 13 {еп “гоПед” #гогз? опе зе оЁ Те: 


гесерфае № {Ме о{\Мег апЯ роигей оц. ЕзИтае 
уе ег {Не атоцп ой уафег м Ш тсгеаве ог десгеазе 
ЧогтЯя {15 орегаЙоп. 


Г. А. Азлвпаг 


Р925. Тмо епйса! тазууе р1рез го до\п &\о : 


51$ оЁ е зате аЁиде, Би оё ЧИ{егеп\ ргоЁШез . 


(Ех. 2). ТВе раре гоЙте ао\п {Ме Йгз БШ 40ез 
зо “Ино $1418; &Пе зесоп4 БШ Ваз ап абзопие]у 
зтоо зесвоп (зесНоп 1—2), Биё аё &1е еп4 ой 11$ 


{Га}ес4югу Те рре арбат го] мИНоц зПатв. : 
М/ысн рре мШ Вауе 11е ятгез4ег у@осву ай Те; 


БоНот оЁ Те НШ? 


А. Г. Вигат 


Р926. ТНеге аге 1985 теба\Ис ЪаП$ 1т зрасе, пой 


фчоисйт& еасВ оехг, УШИ спагбез а, —24, 34, 
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М891. Охружность касается 
двух сторон треугольника и 
Эвух его медиан. Докажите, 
что этот треугольник равно- 
бедренный. 


№892. а) Докажите, что среди 
чисел 27-42", а также среди 
чисел 3" -+3* бесконечно мно, 
го квадратов, а среди чисел 
47 4*, 57 4+5 и 6" 6* нет 
ни одного квадрата целого 
числа (здесь ти К — нату- 
ральные числа, т-ЁЕЁ). 

6)* Есть ли квадраты среди 
чисел 7" -- 72 


ЗИ 
28 


—49, ... — 19844. 19859 (9>0), гезресиуе\у. 
Ргоуе 1Паё опе оЁ 4Те Баз Ваз ап еуегумНеге 
роз уе спагве депзЦу оп Ёз зигРасе. Тре д15апсез 
Беёмееп Фе Ба$ аге йпце. 

У. А. Уавт8 


Р927. А срагве4 рахие #1ез #1тоцаВ а зспИЛаноп 
соищег; Че зсетиПайии тоесцез а]опй И5 
{тадесюгу етй ПЕ Тве Пар 15 епимеа 
1зофторсаПу (1. е. ипИогийу т аП анесНоп$) 
а{ еасВ ро1пё. МУВаф рагё оёЁ {1е еп Иед Па мШ 
1еауе Те запИЦафог шо Ше ах, 12 Фе гейгасцоп 
сое слепё оёЁ {Ме зешИШайтя та Мег 1$ п=1.6? 
ПЕН абзотюИоп т {Те зстиИжщог тау Бе пейес+еа. 
ВетагК. ТВе зо апе аё {Те уе“ех ой а сопе 
еиа13 2 —=2л (1 —со0з 6), мтеге В 13 {Пеапе]е Бебуееп 
{Ве сопе’5 ах13 ап@ Ёз репегабог. 

5. А. КВогогог 


Решения задач 


№891 — М895; $903 — Ф907 


Обозначим в данном треугольнике АВС длины сто- 
рон ВС и СА через а и Ь, длины медиан АА, и 
ВВ, — через т, и т‚точку пересечения медиан — 
через М (см. рисунок). Поскольку отрезок медианы 
от середины стороны до точки пересечения медиан 
равен ее трети, в четырехугольник МА,СВ, описан 
около окружности, имеет место равенство 
то/З--Ь/2==т изЗ--а/2 или 


т. Ф=ть+ м (1) 


Далее, треугольники ААС и ВВ,С имеют одина- 
ковые площади (равные половине площади тре- 
угольника АВС) и общую вписанную окружность, 
поэтому их периметры равны: т,-а/?-ь= 
=т,+{6/2-ра, то есть 


т. 2 =т 5+ 5 (2) 


Вычитая равенство (2) из (1), получим а-Ь. 
Отметим, что утверждение задачи справедливо 
и тогда, когда окружность касается продолжений 
двух сторон треугольника и двух его медиан. 
А. А. Муратов’ 


® 

а) Заметим сначала, что если число а”-+-а* явля- 
ется квадратом, то квадратов такого вида бесконеч- 
но много: а”"*?"--а* т 2-4")? . (а"--а^) (здесь т 
или Ё может равняться и нулю). Поэтому утвер- 
ждение задачи для а=2 и а-—=3 вытекает из ра- 
венств 23-|-2°—8 -{-1=3?, 3!-4 30—22. 

Случай а—4. Пусть 4" 4*—6?, где 6 — целое 
число, причем т>Ё; тогда 4" *41=(6/2*? или 
4"--1==6* (п=т— А, с==6/2*). Отсюда следует, что 
(с+27)(<—2')=1, что, очевидно, невозможно. 


№893. Каждые два из п бло- 
ков ВМ соединен проводом. 
Можно ли каждый из этих 
проводов покрасить в один из 
д—1 цветов так. чтобы из 


каждого блока выходило п- 1 
проводоз разного цоетга, есях 
а) п==б; 6) п=13} 


№394. о) Сумма пяти неотри- 
цательных чисел равна 1. До- 
кажите. что их межно расста- 
вить по кругу так. чтобы сиум- 
ма пята попарных произведь- 
ний соседних чисел не превос- 
ходила 1/5. 

б/* Пс кругу расставлено п>4 
неотричательных чисел. сул- 
ма которых раниа 1. Докажи- 
те, что сумма всех п попарных 
произведений соседних чисел 
не превосходит 1:4. 


Случай а=5. Легко видеть, что число 5” при 
любом то1 кончается цифрами 25, поэтому 
5745" может кончаться только на 30 (при #=1) 
или на 50 (при Ё>1) и, следовательно, не может 
быть квадратом (квадрат, кончающийся нулем, 
должен делиться на 190). 

Случай а=6б. Степень числа 6 всегда конча- 
ется на 6, а значит, число 6”--6^ — на 2. Но квад- 
раты целых чисел могут кончаться только на 
(0 6 & 9 

6) Ответ: нет. Поскольку 7 при делении на 3 
дает в остатке 1, такой же остаток дают и все 
степени семи. Поэтому число 7”-- 7 " дает при деле- 
нии на 3 остаток 2 и, следовательно, не может 
быть квадратом ((Зи)? делится на 3, а (31-1)= 
==3 (Зи? 2п)-1). 

А. Н. Зайчик, В. Н. Дубровский 


® 

а) Ответ: можно. Нужная раскраска показана 
на рисунке. 

6) Ответ: нельзя. Действительно, если было 


использовано 1 проводов какого-то одного цвета. 
то число блоков — 2т (столько концов у всех 
этнх проводов, а каждый конец зодсоединен ровно 
к одному блоку). Но 13 — нечетное число. 

Эту задачу часто формулируют как задачу о 
составлении расписания кругового турнира-— при 
этом проводам одного цвета отвечает разбиение 
участников турнира на пары для одного тура. 
Мы видели, что при нечетных п эта задача нераз- 
решима. Можно доказать, что при четных п она 
всегда имеет решение (см., например, книгу О. Оре 
‹Приглашение в теорию чисел» (М.: Наука, 1980, 
гл. 8, 5 3), а также решение задачи 1.16 в книге 
«Заочные математические олимпиады» (М.: Нау- 
ка, 1981, с. 19)). 


В. Б. Алексеев 
Ф 
а) Доказательство будем вести от противного. До- 
пустим, что при любой расстановке чисел а, Ь, 


с, 4, е рассматриваемая сумма больше 1/5, в чает- 
ности (см. рисунки Ти 2): 
ав ре са Че га >15, 
ас-- се ев +вааа>1/5. 
Отсюда получим противоречие: 
ао ее Е ее 


а?-+е? 
к. 2 


-- 


е2-4а’ о 
+ —5— (ав -с-са-ае-еа) + 


(ас се ев | 6а-аа)] > 
28 (ав Росса ае-га) | 
+2 (ас-+се ев + ьа-4а)>1 
(мы использовали неравенство х?--у’»2ху). 


Из решения видно, что условие неотрицатель- 
ности чисел несущественно. Утверждение задачи 


а 
с [о] 
е ь 
Рис. 1. 
а 
Ь Е 
{ 
с а 
Рис. 2. 


№895$. Докажите, что лло- 
шадь сечения куба плос- 
костью, касающейся вписан- 
ной в него сферы. не превос- 
ходит половины площади гра- 
ни куба- Рассмотрите случац, 
когда это сечение а) треуголь- 
ник, 60) четырехугольнин. 

‚ в) Докажите. что в случае 
а} площадь полной позерхно- 
сти отсекаемого от куба тетра- 
эдра меньше площади грани. 


Рис. 1. 


30 


(с заменой \/5 на 1/п) справедливо для любых п 
чисел. 

6) Мы должны доказать, что для любых п24 
неотрицательных чисел а,..,а»,„ сумма которых 
равна 1, выполнено неравенство 

аа. фаза, |... Ра „_@ фа в < 1/4. 
При четном п (2=2т.) это неравенство доказызает- 
ся пепосредственно: пусть а, а. +... Ра2„_=а; 
тогда, очевидно, 


а:а> +... а о, (а, Ра... На) 
(а, -а, +--. +а>„) ==а(1 —а)} <: 1 14. 
Пусть теперь п нечетно и пусть а, — наименьшее 
из данных чиссл. (Для удобства будем считать, 
что 1<#<и—1 — это це ограничивает общности 
при п>24.) Положим ва, при 2#=1,...А— 
5,—а,а:.: и В —=@, 1 при #=Е-1,..., п—1. При- 
меняя наше неравенство к числам В,, ..., Б._ь ПО- 
лучим: 


аа.-|... Нада, (а, фаде На ка 
+...а юар, 1/4. 
Остается воспользоваться тем, что 


а, ааа, --а, а, ,2<а, а, С 
Ча» ака Е а. :@, 2 (а, —, Рак 2)6. 
Заметим, что в обоих пунктах указанные оценки 
точные (их нельзя уменьшить); в пункте а) оценка 
1/п достигается, когда все п чисел равны, а в пунк- 
теб) — когда два из них равны 1/2, а остальные 0. 
С. Б. Гащков, А. Н. Дранишников 


Ф 


а), в). Для краткости мы начнем излагать решения 
задач а) и в) одновременно. Отметим сразу, что 
утверждение а) следует из в}, так как площадь 
любой грани тетраэдра (в данном случае — пло- 
щадь сечения) меньше суммы площадей трех дру- 
гих граней. (Ортогокальные проекции этих трех 
граней на плоскость первой грани полностью ее 
покрывают, а площади проекций меньше площа- 
дей самих граней.) Тем не менее, мы докажем 
а) независимо, поскольку при этом получится не- 
сколько более общий результат. 

Обозначим вершины рассматриваемого треуголь- 
ного сечения куба через А, В, С, общую вершину 
трех ребер; на которых они лежат — через \, 
точки касания вписанной сферы с плокостями 
АВС, УАВ, УВС, УСА — через Т, К, Г, М (послед- 
ние три точки, очевидно, — центры граней куба; 


‚ рис. 1). В силу равенства касательных, проведен- 


ных к сфере из одной точки, АТ=АК=АМ, 
ВТ==ВК —В/., СТ=СТ.—СМ, поэтому треугольники 
АВК и АВТ, ВСЕ и ВСТ. САМ и САТ (фис. 1), в твк- 
же АУК и АИМ, ВИК и ВУГ, СУГ и СУМ (рис. 2) 
попарио равны и, тем более, равновелики. Следо- 
вательно, площадь сечения АВС равна сумме $, 
площадей голубых треугольников на рисунке 1, 
а площадь $... полной поверхности тетраэдра 
УАВС равна сумме площадей четырехугольников 
АКВУ, ВГСУ и СМАМ, то есть удвоенной сумме 


Рис. 2. 


[9 


Рис. 3. Площадь треугольника 


„АВК с фиксированными вер- 


‚Рис. 4. а— в. 


шинами Ва К линейно зави- 
сит от Х=УА: Здвк=$Зувк-Н 
+ $улк — Зуля = Зувк + 
мЕ— 6)/2, где Е — расстоя- 
ние от точки К до прямой ТИ. 
ф= ВУ. 


5$, площадей зеленого, красного и желтого тре-. 
угольников на рисунке 2: 

$ кре 2(5 дку-Е5 вкус =2($ лкви НЗ еги. 

Пусть 5; — площадь грани куба. Докажем, что 
для любых трех точек А, В, С на ребрах куба, 
выходящих из вершины 1, 

$:=5$ авк- $ все Зслм 55/2 (1) 
(и, в частности, утверждение а)). 

Для этого заметим, что если две из трех точек, 
например В и С, закреплены, то площади тре- 
угольников АВК и АСМ, а значит и вся сумма 5,, 
линейно зависят от х==УА (доказательство см. на 
рисунке 3). Поэтому всегда можно передвинуть 
точку А в конец ребра так, чтобы величина „5, воз- 
росла (или, во всяком случае, не уменьшилась). 
То же самое можно проделать последовательно 
с точками Ви С; следовательно, неравенство (1) 
достаточно доказать для точек А, Ви С, располо- 
женных в вершинах куба. Имеется всего 4 таких 
расположечия (с точностью до переобозначений); 
они показаны на рисунке 4. В двух случаях $, =0, 
в двух других $5,=5./2. Легко понять, что за 
исключением двух последних случаев неравенство 
в (1) всегда строгое, но треугольник А ВС на рисун- 
ке 4,6 можно рассматривать как предельное поло- 
жение сечения, касающегося внисанной сферы, 
поэтому оценка в задаче а) точная. 

Докажем теперь неравенство 

5.=5 А кв" | $ ву< 5/2 
(и вместе с ним — утверждение в)). 

Пусть для определенности КВ»КА. Очевидно, 
прямая КВ делит грань куба на две равные трапе- 
ции площади 55/2, одна из которых — УВВИ 
(рис. 2) состоит из четырехугольников АКВУ и. 
АКВ,О. Таким образом, достаточно доказать, что’ 


$ сгу< блква 

Отложим на ребре ИУ отрезок ИС, == 
тогда треугольники С,КИ и СГУ равны, причем 

ИСКИ=иСЕУ-ДАЕКВ,, , 
(Действительно, из равенства одноцветных р 
угольников на рисунке 2 следует, что 2(/ СТИ 
+х АКВ) = ХАКВ- { ВЕС-+ (СМА = ХАТВ+ 
-- & ВТС + (СТА = 360° =2(ХАКВ, + ХАКВ).) 
Следовательно, { ВКУ=/ С,КА (рис. 5) и, кроме! 
того, КВ, —КВЬКА, ки> КС,, повтоны Закс, < 
<5Эв, ки» ТО есть 

Зем 5 с.ко-=$ лкс КЗ лкь< Е - АКВ 
Такие же соображения, как в пункте а), показы- 
вают, что и здесь оценка точная. 

6) Пусть АВСР — четырехугольное сечение 
куба, отделяющее от него ребро (У и пересекаю- 
щее грани с центрами К, С. М, М (рис. 6). Как и 
выше, легко видеть, что его площадь равна сумме 
5. площадей треугольников АВК, ВСГ, СОМ и 
ДАМ, которая, очевидно, меньше суммы 


5:=5 „вк высу 5 сом $ маг 


(Окончание см. на с. 34) 
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Калейдоскоп «Кванта? 


Н. Л. Чебышеёв 


“Сближение теории с 
практикой дает самые бла- 
готворные результаты, и 
не одна только практика 
ОТ этого выигрывает: сами 
науки развиваются под 
влиянием ее: она откры- 
вает им новые предметы 
для исследования или но- 
вые стороны в предметах 
давно известных...з 

П. Л. Чебышёв 


хх * 


Пафнутий Львович Че- 
бышеёв (1821—1894) — ве- 
ликий русский математик 
и механик. Ему принад- 
лежат выдающиеся ре- 
зультаты во многих обла- 
стях математики. В част- 
ности, он показал, что ко- 
личество л(п) простых чи- 
сел, не превосходящих 
числа п, с большой точ- 
ностью описывается зави- 
симостью: —я(7)-=лЛоЕ п. 
Чебышёв построил теорию 
приближения функций 
многочленами, виес огром- 
ный вклад п развитие тео- 
рии вероятностей. В то же 
время он много внимания 
уделял прикладной мате- 
матике и механике. Изве- 
стны его работы о рацио- 
нальном раскрое тканей, 
строении географических 
карт, полетах артилле- 
рийских снарядов. 

Очень интересны иссле- 
дования П. Л. Чебышёва 
по теории и конструирова- 
нию шарнирных механиз- 
мов, которым он посвятил 
15 своих работ. Им было 
придумано ин сконструиро- 
вано около 40 разнообраз- 
ных механизмов, в числе 
которых следует отметить 
«стопоходящую машину», 


веант 3 
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или, как ее называли, «ме- 
ханическую лошадь», лод- 
ку г гребным механизмом, 
регуляторы к паровой ма- 
шине (см. фото}, арифмо- 
метр и многое другое. 

П. Л. Чебышеёв был и 
выдающимся = педагогом. 
Он воспитал многих пер- 
воклассных математиков, 
составивших петербург- 
скую математическую шко- 
лу, традиции которой жи- 
вы и по сей день. 


Нарисуем на клетчатой 
бумаге какой-нибудь мно- 
гоугольник с вершинами 
в узлах сетки. например 
такой, как на рисунке 1. 
Попробуем теперь посчи- 
тать его площадь. Как это 
сделахь? Назерное, проще 
всего разбить его на пря- 
моугольные треугольники 
и прямоугольники, плолка- 
ди которых уже нетрудно 
вычислить, и сложить ио- 
лученные результаты. По- 
следовательно проводя вы- 
числения, получим, что 
площадь нашего миого- 
угольника равна 20,5, если 
за единицу площади взять 
площадь одного квадрати- 
ка клетчатой бумаги. Но 
если вспомнить, что сто- 
рона такого квадратика 
равна 0,5 см, в значит, 
его площадь равна четвер- 
ти квадратного сантимет- 
ра, площадь нашего много- 
угольника в квадратных 
сантиметрах будет равна 
20,5/4=5,125 смг. - 
Использованный нами 
способ несложен, ино очень 


Формула площади 


громоздок, кроме того, он 
годится не для всяких 
многоугольников. Так, 
многоугольник на рисунке 
2 уже нельзя разбить на 
прямоугольные треуголь- 
ники и прямоугольники 
так, как мы это делали 
< предыдущим многоуголь- 
ником. Можно, например, 
попробовать дополнить 
наш многоугольник до 
«хорошего», то есть до 
такого, площадь которого 
мы сможем вычислить 
описанным способом, по- 
том из полученного числа 
вычесть площади добав- 
ленных частей. 


Однако оказывается, что 
есть очень простая форму- 
ла, позволяющая вычи- 
слять площади многоу- 
гольников с вершинами 
в узлах квадратной сетки: 


5=В+Г/2—1, 


где 5 — площадь много- 
угольника, выраженная в 
площадях единичных 
квадратиков сетки, Г — 
количество узлов сетки, 
лежащих на границе мно- 
гоугольника, а В — коли- 
чество узлов сетки, лежа- 
щих внутри многоугольни- 
ка. Для многоугольника 


ООВ 


1. Найоите замкнутый 
путь по дорожкам варка. 
проходящий через каж- 
дую отмеченную числом 
площадку (рис. 1) не более 
одного раза. так. чтобы 
сумма пройденных чисел 
была наибольшей. А ка- 
кую наибольшую сумму 
можно получить на замк- 
нутом пути. проходящем 
через центральную клетку, 
если опять разрешается 
не более одиого раза про- 
ходить через каждую пло- 
щадку? 

В. Д. Вьыюк 


2. Впишите в квадрати- 
ки цифры так, чтобы во 
всех трех горизонтальных 
строчках и в каждом из 
пяти вертикальных столб- 


цов получились различ- 
ные квадраты натураль- 
ных чисел (рис. 2). 


Л. П. Мочалов 


3. На рисунке 8 изобра- 
жены два варианта голово- 
ломки, состоящей из двух 
пуговиц и нитки. Один из 
них (какой?) не имеет ре- 
шения (не распутывается), 
@ второй имеет (какое?). 


Л.Т. Калинин 


на рисунке 3 


Т=Т. В=18, = 
$—184+3,5—1=20,5. 


Столь же просто соечи- 
тать и площадь много- 
угольника на рисунке 2: 

В=10, Г=11, 
5=10--5,5—1=14,5. 

Формула, о которой мы ` 
рассказали, носит назва- | 
ние «формула Пика» по’ 
имени открывшего ее не- _ 
мецкого математика. По- о. 
дробнее об этой формуле | 
можно прочесть в статье. 
Н. Б. Васильева «Вокруг. 
формулы Пика» («Кванть | 
1974, № 12, с. 39—43)... 

А. ПП. 
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Ф903. На верхней образую- 


щей гладкого цилиндра ра- 
диуса В, ось которого накло- 
нена под углом а к горизонту. 
укреплена гибкая невесомая 
веревка длины { (рис. 1). 


‚ К другому концу веревки при- 


креплен небольшой груз. Оп- 


’ ределить: 


1) длину свисающей части вс- 
ревка в положении равнове- 
сия груза; 

2) период малых колебаний 
груза в вертикальной плоско- 
сти, параллельной оси ци- 
линдра. 
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(Начало см. на с. 30) 


Покажем, что 5.—5$,/2 ($, — площадь грани 
куба). Очевидно, 5„лк==5 „лв/2, где В, — точка, 
симметричная В относительно К (см. рис. 6), по- 
скольку треугольники АВК и АВВ, имеют общее 
основание АВ, в высота первого вдвое меныше вы- 
соты второго. Аналогично, Звиг=брид/2, Элик= 
—= 5лиу/2. Следовательно, вк -+ ву. лин == 


те 1 1 
— 2 (Злдв, НЗ вул --бльи)== = Злуив = Е 5, и, точно 


так же, 
1 
сом си, НЗ рем = _ . 


Складывая эти два равенства, мы и получим, что 
2. 

Из решения видно, что равенство 5,=5,/2 верно 
для любых точек А, В, С, О на тех же ребрах при 
условии, что центры граней К и М находятся по 
разные стороны с ребром ИТ относительно прямых 
АВи СЛ соответственно. Если точка А или ДР совпа- 
дает с О, а В или С — с\, чо $.—=5$,; в частности, 
случай, когда А==И, ВУ, а Си — середины 
соответствующих ребер, можно получить как пре- 
дельное положение сечения, касающегося вписан- 
ной сферы, при А—И, ВИ, поэтому в этой задаче 
оценка также точная. 

Попробуйте доказать самостоятельно, что боко- 
вая поверхность усеченной пирамиды (или приз- 
мы) АОРВУС не превосходит 5, причем равен- 
ство достигается как раз в случае призмы, то есть 
когда касательная плоскость АВСР параллельна 
ребру ОУ. 

В. Н. Дубровский 


® 


Очевидно, что когда груз находится в положении 
равновесия, свисающая часть веревки вертикальна 
(на рисунке 1 это участок ВО, где В — последняя 
точка касания веревки и цилиндра) и, следователь- 
но, образует с осью цилиндра угол В=1/2—«. 

Рассмотрим ту часть веревки, которая лежит на 


цилиндре. Разобьем ее на множество малых участ-. 


ков, каждый из которых можно считать прямо- 
линейным. Каждый такой участок испытывает 
действие сил натяжения со стороны двух соседних 
участков и силы реакции со стороны цилиндра. 
Так как трение отсутствует, сила реакции в каж- 


дой точке касания веревки и цилиндра перпендику- | 


лярна ‘поверхности цилиндра (то есть направлена 
по перпендикуляру к соответствующей образую- 


—=ы м. 


замо ть орать пзицирротниетациииаояатиидии 


щей, который проходит через ось цилиндра). По- | 


скольку веревка невесомая, силы натяжения, дей- 
ствующие на отдельный участок, имеют одинако- 
вые по абсолютной величине проекции на направ- 
ление образующей. Значит, все участки веревки 
пересекают соответствующие образующие под од- 
ним и тем же углом, равным В—=л/2— а. Отсюда 
следует, что если мысленно *‹развернуть» верхнюю 
четверть цилиндра (от образующей, проходящей 


через точку В, до образующей, проходящей через 
точку А), то участок ВА веревки перейдет в прямо- 
линейный отрезок ВА. Найдем длину этого от-. 
резка. 

Проведем сечение цилиндра, перпендикулярное ' 
его оси и проходящее через точку В. Пусть С — ' 
верхняя точка этого сечения (см. рис. 1). При «раз- 
вороте» верхней четверти цилиндра точки А, ВиС ! 
окажутся лежащими в вершинах прямоугольного 
треугольника с прямым углом ВСА (рис. 2). Угол 
АВС равен п_л/2—В=о, и |ВА | =| ВС |/соз о. 
Но |ВС| =лВ/2, так что 

лв 
[ВА | = 2 сова ° 


Следовательно, длина свободно свисающей части 
веревки равна 


лВ 
2 созы ^ 

После того как грузу сообщат небольшую ско- 
рость в вертикальной плоскости, параллельной 
образующей цилиндра, он на протяжении всего 
движения будет находиться в этой вертикальной 
плоскости. Поскольку веревка все время натянута, 
то в любом промежуточном положении свисающая 
часть (В’О) будет образовывать прямую, а вся ве- ; 
ревка будет лежать в плоскости, проходящей через 
точку А. Роль кривой А В’ будет такая же, как если _ 
‘Рае. бы точка А находилась на вертикали над точкой В‘ 

на расстоянии лВ/2 соз а выше нее. 
Отсюда для периода малых колебаний груза 


получим е 
{ 
Т=2я ^/ —. : 
5 


С. С. Кротов 


| ВР] =1— 


® 
‹ Ф904. Сферу радиуса В, со- 1) Рассмотрим условие равновесия нижней полу- 
‚ ставленную из двух одинвко- сферы, заполненной жидкостью. На эту систему 
; вых плотно пригнанных тон- С ИН ЕСИ 

: костенных полусфер массы т ДеИСТВУЮТ 

каждая, наполняют — жид- 2 3 

‘ костью с плотностью о. Р=тЕ ой зп8В . 

1) Какую вертикальную силу 

надо приложить к нижней сила Е, давления со стороны жидкости из верх- 


полусфере, чтобы жидкость не ней полусферы; вертикальная сила РЁ, ‚которую 

ии. ‘Фе надо приложить к полусфере, чтобы жидкость ме , 
3 ке. я и. 

2) С какой силой надо сжи- Выливалась, определяется условием равновесия: 

мать левую РИКА р Р,=Е-Р,. 

сферы (рис. ‚ чтобы жид- 

кость не выливалась? Согласно закону Паскаля давление в жидкости 

в центре сферы равно 


р. =0&АК, 
и, следовательно, 


Р.=р,пВ?=о&лЕ?. 
Таким образом, 


Р=таЕ- Сол" вы (м + г ол АЗ ). 


2) Запишем условие равновесия заполненной 
жидкостью правой полусферы (см. рис. 2) в проек- 
° Рис. 1. | циях на горизонтальную ось: 
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Рис. 2. 


4905. Тонкостенный запол- 
ненный газом цилиндр мас- 
сы М с высотой Н и площадью 
основания $5 плавает в воде 
(рис. 1). В результате потери 
герметичности в нижней час- 
ти цилиндра его глубина по- 
гружения увеличилась на АН. 
Каково было начальное давле- 
ние газа в цилиндре? Атмо- 
сферное давление р, темпера- 
тура не меняется. 


Ф906. Проводник, сопротив- 
ление которого зависит от тем- 
пературы. подключили к ис- 
точнику постоянного напря- 
жения И. Сопротивление про- 
водника меняется в зависимо- 


где Р› — сила давления на правую полусферу 
со стороны жидкости в левой полусфере, РЁ , — сила, 
которую необходимо приложить к правой полу- 
сфере, чтобы жидкость не выливалась. 

Найдем значение Р.. Давление жидкости вну- 
три сферы линейно возрастает по мере увеличения 
глубины от 0 до 20&Ё. Следовательно, 


Е, =Урв,=р.,5=0ЕЮлВ” =овлВ* 


(здесь р, — давление на участок площади $5., 
лежащий в центральном вертикальном сечении). 

Таким образом, минимальная сила, которую на- 
до приложить к правой полусфере, чтобы жид- 
кость не выливалась, равна 

Е =овл А“. 
Л. Г. Маркович 

Ф 
Пусть цилиндр первоначально был погружен в 
воду на глубину В (см. рис. 1). Тогда 
м 


МЕ—о,6515 => й== о, 5 - 


Нетрудно показать, что если в результате потери 
герметичности цилиндр опустился еще на глубину 
АН, то это значит, что высота Ах уровня воды, кото- 
рая затекла в цилиндр, как раз равна АН. Действи- 
тельно, в новом положении равновесия (рис. 2) 
МЕ-о, 8$ - Ах==о,85(Н ЕАН) = \х=АН. 

Найдем давление р, газа в цилиндре, заполнен- 
ном частично водой. Сумма давления р, и давле- 
ния столба воды высоты АН на дно цилиндра 
должна быть равна давлению в воде на глубине 
ГАН, то есть 


р, е„ё + АН=р-+о,&(й РАН). 
Отсюда 
М 
р.==р-Но,вй=р+ —5- 


Итак, газ занимает объем У, =5(Н— АН) и. дав- 
тение газа равно р,. Согласно закону Бойля — 
Мариотта 


РУ РоТ, 
где р, — первоначальное давление газа, когда он 
занимал объем У, =5$Н. Таким образом, 


(+ м) $ (Н-—АН)=РЬ5Н, 


Ро= (р-+ №) (1— г : 


© О. Ю. Никишина 


Тепловая мощность, выделяющаяся в проводнике, 
когда он подключен к источнику гс напряжением и, 
равна 


откуда 


дл {7 


и в вар. 


= 
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сти от температуры по закону 
В=А 1—1), где В — со- 


противление при 1—0 °С, р>0. 


Определить установившуюся 
температуру проводника, ес- 
ли температура окружающей 
среды равна 0 °С, а тепловая 
мощность. выделяемая про- 
водником в окружающиую сре- 
ду, равна \У==Ь *‹ М, 2де М — 
разность температур провод- 
ника и среды. Изменением 
размеров проводника из-за 
теплового расширения прене- 
бречь. 


Проводник будет находиться в тепловом равнове- 
сии, если эта мощность будет равна тепловой мощ- 
ности И/^ =, выделяемой проводником в окру- 
жающую среду. Из условия И”. —=И” найдем, при 
каких температурах возможно тепловое равнове- 
сие проводника: 0? и 

<: э 


Ю@— вы 


= т 4 
— ы = (1+ 1—0 | 


подкоренное выражение в 


откуда 


а 


Перепишем виде 


1—(0/0%)?, где Ии= 5 в. : 


(а / 12) (#) 


(физический смысл параметра Ч, имеющего раз- 
мерность напряжения, станет ясным после анализа 
решений уравнения (%)). 

Рассмотрим три возможных случая: 


а) И<И.; уравнение (%®) имеет два решения: 


ва). - вау). 


6) И=О‹; решение уравнения (*) — 
1 
2" 

в) (>И; уравнение (*) не имеет действительных 
корней. Это означает, что при условии И> И, теп- 
ловое равновесие невозможно. 

Чтобы лучше уяснить физический смысл полу- 
ченных математических выражений, построим гра- 
фики функций У’(Ю и \”_ (1) для случаев а), 
б) из). 

В случае а) графики этих функций имеют две 
общие точки, соответствующие состояниям тепло- 
вого равновесия, — при {= и при 1—=,. Однако 
при 1—=, равновесие неустойчиво: если & Ех, 
то \’_>\И, — происходит охлаждение провода; 
если >, то \,>\И/_ — провод нагревается 
{в принципе — до температуры плавления). Устой- 
чивое тепловое равновесие устанавливается при 
температуре +=. 

В случае 6) графики И ,(Т) и \" (1) имеют одну 
общую точку — при 1=Ы. Но и это равновесное 
состояние неустойчиво: с повышением темпера- 
туры (Е>Ь) И ,(Ё) растет быстрее, чем И” (1), — 
провод разогревается. 

В случае в) графики не пересекаются — при 
(> (Ц. тепловое равновесие невозможно. 

Итак, тепловое равновесие провода возможно 


= 


при < 5 у установившаяся температура 


10-я 


Р. Ю. Винокур 


Фэот. 
‚шара массы т каждый с 
радиусами г и 2г помещены 
16 электрическое поле, напря- 
‚женность которого направле- 
:на@а от большего шара к 
‘меньшему и раена Е. Рас- 
‘стояние между центрами ши- 
ров равно П=4г. Большой 
шар несет заряд | 


(+5 <=), малый шар не 


| заряжен. Шары отпускают. 
‘Время между первым и вто- 
грым соударениями шаров рав- 
‹но т. Найти время между 
:п-ми (п 1)-м соударениями 
‘и пути. которые пройдут ша- 
.ры между этими соударе- 
: ниями. 
‘ускорение шаров за Фдости- 
‚точно большой промежуток 
: времени? Соударения считать 
`абсолютно упругими. 
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Два металлических 


Чему равно среднее ` 


ется неподвижным (действие силы тяжести. не 
учитываем). Большой шар начинает двигаться, 
с ускорением а=9Е/т; через время += 


—^/2(А,—Зг)/а=л^/2г/а он подойдет к мень- 
шему шару, имея скорость и=а1=^/Эга. В резуль- 
тате соударения шары обменяются скоростями: 
большой шар сразу после соударения будет 
иметь скорость 0, а маленький — скорость! 
и=^/2га. Так как шары металлические, при со- 
ударении заряд ‘4 распределится по обоим ша-: 
рам. Пусть «а — заряд большего шара после 
соударения (а<1); тогда заряд меньшего шара! 
будет (1—9а)9. Понятно, что при следующих! 
соударениях заряды шаров меняться не будут.! 
Ускорения, с которыми будут двигаться шары! 
между соударениями,— а49Е/т=аа (большой 
шар) и (1—@а)4Е/т—=(1—а)а (меньший шар). 
При каждом соударении шары будут обмени- 

| 


Когда шары отпускают, маленький шар ыы 


ваться скоростями. 

Второе соударение произойдет через время т 
после первого. Из условия равенства путей, ! 
пройденных шарами между первым и вторым: 
соударениями, — 


5 т?— ига т 97 м =". 


— найдем значение аа: 


па= т а+ =: 


] 
| 
^/2га. | 
} 
Перед вторым соударением больший шар име- 

| 


ет скорость аат=- ат+^/2га. а меньший — 
^/2га {(1—а)ат= 5. 
Для определения времени между вторым и| 
третьим соударениями перейдем в систему коор- 
динат, движущуюся со скоростью ат/2 (скорость) 
большего шара сразу после второго соударения). ! 


В этой системе в первый момент времени большой! 


шар имеет скорость 0, а меньший — Эта. 
Но это значит, что время между вторым | 


и третьим соударениями также равно т. : 
Рассуждая аналогичным путем, придем к 
выводу, что времена между всеми последова-! 
тельными столкновениями равны т. | 
Из проведенных расчетов ясно, что скорость] 
большего шара после п-го соударения равна! 


5 (п—1). Учитывая это, найдем путь, прохо-! 


> В 

димый шарами между п-м и (п|+П-м соуда-, 

рениями: } 
\/ Эла 1 


< (п — =) + 2 ° 
ге ускорение, с которым будет двигаться 


система (центр масс шаров}, равно 
9Р 
Ц 


5 (п— 1+ Ч 12 = 


А. А. Лоп идес! 


Задача 
о восьми точках 


Кандидат физико-математических наук 
Н. Б. ВАСИЛЬЕВ 


ЗВ этой заметке речь идет ю задаче, пред- 
лагавшейся десятиклассникам в апреле прош- 
лого года на последней Всесоюзной олимпиаде 
по математике в Атихабаде.*) Приведем с незна- 
чнтельными изменениями ее формулировку. 

Задача 1. Около треугольнике АВС 
описана окружность. Через произвольнию точ- 
куР в плоскости треугольника (не лежащую 
на окружности) проводятся прямые АР. ВР, СР 
и отгменаются вторые точки их пересечения 
с окружностью. Докажите. что найдется не 6бо- 


дее 8 точек Р, 9ая которых отмеченные точки- 


не совпадают ни с одной из точек ДА. В, С 
ы служат вершинами треугольника, равного 
треугольнику АВС. 

Эта задача оказалась довольно трудной. 
Некоторые участники решали ее, перебнрая 
разные расположения точки Р относительно 
прямых АВ. ВС, СА и окружности. Здесь 
приводится другое, более поучительное решение 
этой задачи, использующее язык движений»: 
мы представим себе, что отдельные элементы 
нашей конфигурации вращаются, и в некоторый 
момент возникает нужная фигура. 

Сначала решим следующую 
задачу- 

Вращение и пересечения прямых 

Задача 2. В окружность вписаны два 
{не обязательно равных} треугольника АВС 
п АВ,С,. Треугольник АВС закреплен, п тре- 
угольник АВС, вращается вокруг центра ок- 
ружности. При каком его положении прямые 
АА,, ВВ, и СС, будут проходить через одну 
точку Р? Сколько будег таких положений? 

Дадим сразу ответ на второй вопрос (он 
будет нспользован ниже): такое положение 
лншь одно, то есть за время полного оборота 
треугольника А,В,С, прямые АА,, ВВ, и СС, 
лишь однажды пересекутся в одной точке 
(а в некотором «вырожденноме случае такого 
положения аообще не будет). 

Решить задачу 2 помогает метод геомет- 
рических мест. 

Лемма. Пусть хорда АВ окружности за- 
креплена, а хорда АВ, скользит концами по 
окружности. Тогда угол ‹. между прямыми АА, 
и ВВ, остается неизменным, а точка М пере- 
сечения этнх прямых (если $3=0) описывает 
окружность, проходящую через точки Ан В 
(рис. 1). 

Наметим доказательство леммы. ли точ- 
ки А, и В, равномерно с одннаковой ско- 
ростью движутся по окружности, то пря- 
мые АА, и ВВ, совершают равномерное вра- 
щение с одинаковой угловой скоростью вокруг 
точек А и В, а значит, угол между ними ос- 
тается постоянным (на рисунке 1 для точек М 
по одну сторону от прямой АВ угол АМВ 
равен ‹. — углу между прямыми, а для точек М 
по другую сторону от АВ угол АМВ равен 
1—4). Еслн в начальный момент прямые АА, 


«обратную» 


*) Другие задачи олимпизвды были разобраны 
в эКвантсе № 12 за 1984 г. 


Рис. 1. Если точки А и В закреплены, а точ- 
хи А, и В, с одинаковой угловой скоростью в 
Овижутся по окружности, то прямые АД, п ВВ, 
вращаются с угловой скоростью ‹./2, а их точка 
пересечения М, движется по красной окруж- 
ности (с угловой скоростью ‹/. 


и ВВ, пересекались п некоторой точке М,, 
то описанная около треугольника АВМ, окруж- 
ность и будет искомой траскторией точки М, 
причем М также равномерно движется по ок- 
ружности (угловая скорость вращения прямых 
раана половине угловой скорости вращения 
по своим окружностям точек А,, В, и М). 

За этим наглядным рассуждением зна язы- 
ке вращенийе скрыто, как легко видеть, 
многократное использование теоремы о вели- 
чине вписанного угла.*) 

К лемме нужно сделать два уточнения, ко- 
торые окажутся существенными в дальнейшем. 

1°. Особый случай = возникает, если хор- 
ды АВилА,В, равны по длине, причем а неко- 
торый начальныйе момент времени точкв А, 
совпадает с В, а В, с А. В этом случае в на- 
чальный момент прямые АА, и ВВ, просто 
совпадают, а при дальнейшем движении будут 
все время параллельны друг другу. 

2^. В тот момент времени, когда А, совпадает 
е А (или В, с В), прямую АЛ, (соответственно 
ВВ,) «по непрерывности нужно считать иа- 
прааленной по касательной к данной окруж- 
ности (или, если этого не делать, нужно исклю- 
чить соответствующие две точки из найденного 
геометрического места — окружности). 

Вернемся к задаче 2. Построим, пользуясь 
леммой, две окружности — геометрические 
места точек пересечения прямых АД, и ВВ,, 
а также ВВ, и СС, (рис. 2). Первая проходит 
через точки А и В, вторая — через точки В п С. 
На роль точки Р, где должны пересекаться 
все три прямые АА, ВВ, и СС, (она, 
разумеется, не может лежать на данной 
окружности), годнтся лишь одна точка — от- 
личная от В точка пересечення двух построен- 
ных окружностей. (Нам нет нужды строить 
геометрическое место точек пересечения АА, 
м СС, — зретью окружность, проходящую 
через А и С, — она. конечно, автоматически 
пройдет через ту же точку Р пересечения двух 
построенных окружностей.) Итак, вообще го- 
воря, сущестаует лишь одно иоложение тре- 
угольника А,В,С,, удовлетворяющее нужному 
условию. В любом случае, г учетом сделанных 
выше уточнений, мы можем утверждать, что 
нужных точек Р не более одной (особый 


*) О +языке движенийь в геометрии подробно 
рассказывается в кяиге Н. Б. Васильсва м В. Л. Гу- 
тсимахера «Прямые н кривые» (М., Наука, 1978). 
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Рис. 2. Точна Р находится на пересечении 
Э9вух геометрических мест: когда прямая ВВ, 
повернется в положение ВР. то АА, и СС, 
совпадут с АР и СР. 


случай нзображен на рисунке 3). Задача 2 ре- 
1исна. 

Теперь можно заняться задачей 1. Для квж- 
дой точки Р, не лежащей на окружности, 
обозначим через А,, В, и С, вторые точки 
пересечения с окружностью прямых АР. ВР 
и СР. Условие задачи выделяет те точки Р, 
для которых треугольник А;В,С, равен трс- 
угольнику АВС; на первый взгляд может 
показаться, что, взяв в задаче 2 равные тре- 
угольники, мы найдем лишь один нужный 
ДА,В,С, (симметричный треугольнику АВС 
относительно центра окружности). Цо тут есть 
тонкость, не столько геометрическая, сколько 
логическая. Мы объясним ее после небольшого 
отступлеция. 


Перестановка вершип и снмметрии 


Все знают, что равные (по другой термино- 
логин «конгруэнтные»} треугольники ио опре- 
делению имеют соответственно равные углы 
н стороны, так что их можно совместить 
наложением. В учебном пособии академика 
А. В. Погорелова »Геометрия 6—10» равенство 
треугольников ААВС=—=ДАРЕГ, вершины ко- 
торых обозначены буквами, принято всегда за- 
пясывать так, чтобы соответствующие верши- 
ны шли в одном и том же порядке (то есть 
так, что А—ДО, В=ЁВ, СР, АВ=ОЕ ит. К.). 


Рис. 3. Особый случай ч-=0. когда точка Р 
не существует (прямые АА,, ВВ, в СС, остаются 
паразлельными)- 
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Рис. 4. Особый случай: точка Р возникает 
а момент совпадения треугольников. 
Прочитав еще раз условие задачи 1, можно 
заметить, что в этом смысле наш ДА, В.С, 
не обязан равняться треугольнику АВС — 
он может быть равен (с учетом соответствия 
вершин) любому из шести треугольников АВС, 
ВСА. САВ. ВАС, АСВ. СВА. И это число ва- 
риантов нужно еще удвоить, уже по чисто 
геометрической причине: ДА,В,С, может быть, 
как говорят, «собственно равным» тТреугольни- 
ку АВС — то есть может быть совмещен 
с ним непрерывным движением в плоскости 
(в нашей задаче — поворотом А), либо «зер- 
кально равиыме — при этом для совмещения 
треугольников один из них нужно +перевер- 
нутье (в нашей звдаче достаточно сделать 
симметрию 5 относительно некоторой прямой: 
все Треугольники А.В,С., зеркально равные 
треугольнику АВС, будут получаться друг из 
друга поворотами). Для различения этих слу- 
чаев мы будем писать мад равенством тре- 
угольников букву П или $5. И для каждого 
из 2 - 6-=12 вариантов мы, применив задачу 2, 
можем ностроить (не более чем) одну нужную 
точку Р. р 

Более наглядно это рассужденые можио 
пояснить так: мы берем картонный треуголь- 
ник Т (с тем же радиусом описанной окруж- 
ности, что и у треугольника АВС), помехаем 
его вершины нв окружность. положив на плос- 
кость той или другой стороной, обозначаем 
их буквами А,, В,, С, (6 способов) и. вращая 
его как в задаче 2, находим для каждого 
из 2-6 вариантов точку Р- 

Чтобы закончить решение задачи 1, остается 
объясинть, почему в случае Т=ЛАВС исклю- 
чаются 4 вариапта. Один из них (случай 


5 

ЛАВС=лЛА В,С,) исключается сразу (здесь 
для квждой из трех сторои возникает особый 
случай 1’ леммы — см. рис. 3, — так что при 
вращении треусольмика АВС, прямые АА,, 
ВВ; и СС, никогда ие проходят через одну 
точку). Кроме того, условие, что точки А., В. 
и С не должны совпадать ни с одной из вер- 


РИ 
шин АД, В. С, исключают случай АВАС= 


—4А,8В,С, (рнс. 4), а также два аналогичных — 
п 

ДАСВЕД А, В, С, и АСВА-=А.А,В,С,; здесь 

точка Р возникает в тот момент, когда тре- 

угольцики полностью совиадают (и при этом 

проявляются сразу обе особенности 1 мн 2". 

см. рис. 4}. Задача \ ремема. 

Тем, кто не ленится доводить начатое де- 
ло до конца, мы предлагаем подумать еще над 
следующими вопросамн. 1) Верно ли, что в 0б- 
щем случае все 12 (а в случае Г=ЛАВС — 
все 8 не исключенных нами) вариантов реали- 
зуются и приводят, как правило, к разным 
точкам Р (нопробуйте поэкспериментировать 
с помощью циркуля и линейки)? 2) На сколько 
уменьшается число 12 (и — а частном случае — 
число 8) для равиобедренного или равносто- 
роннего треугольника 7? 


Список читателей, приславших пра- 
вильные решения 


Большинство читателей, приславших решения 
задач №866 — М880, $878 — 3892, справи- 
лись с задачами М871, $878, Ф880, Ф881, 
Ф890. Ниже мы публикуем фамялиы тех, кто 
прислал правильные решения остальных задач 
{(дифры после фамнлии — последние цифры 
номеров решенных задач). 


Математика 

Х. Агаев (с. Тьюркоба Аз. ССР) 67, 69; Н. Агаза- 
рян (Абовян) 72, 73, 15—80; М. Александров 
(Москва) 66—69, 13, 14, 11, 18, 80; Р. Алексеев 
(Ленинград) 66—70, 72-—-75; Я. Алиев (Баку) 
66, 69, 73, 78, 79; Д. Алтаев (Чимкент) 73, 75; 
Г. Андреева (Пермь) 68, 69, 76, 19; А. Асрян 
(с. Грибоедов Арм. ССР) 76—80; Р. Бабаев 
(Баку) 66, 68, 69, 76, 79; М. Байрамов (Баку) 
69, 73. 78, 79: А. Барабаш (Киев} 66—70, 72, 
13, 75; В. Барзыкин (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.) 66—70, 12, 713, 15, 17, 18; М. Барон 
(Ленинград) 66, 69. 70, 73, 15; Т. Батбаяр 
(Улан-Батор, МНР) 79; Б. Батгорэл (Улан- 
Батор, МНР) 76; А. Багырев (Москва) 67, 68. 
20, 712, 73. 76, 79; Ю. Бекетов (Ленинград) 
73, 16; А. Бирман (Донецк) 67, 69, 12. 73. 
75, 76; А. Бирюков (Саратов) 67, 68, 12, 73, 
15, 76, 78: Д. Богатырев (Пенза) 73; О. Бонда- 
рев (Киев) 73; Д. Боровской (Ульяновск) 68; 
А. Бурд (Ярославль) 69; А. Бурлука (Ростов) 
73: И. Вайнштейн (Калинин} 63: И. Вайнштейн 
(Первоуральск) 67, 69; А. Валиев (Грозный) 
73: Д. Валунас (Друскининкай) 67, 69; В. Ва- 
сильев (Москва) 67—69; А. Ващенко (Дзер- 
жинск) 66, 67, 69; С. Велесько (Минск) 13—15; 
Э. Велиметов (Баку) 78, 79; И. Верный (Киев) 
ТВ; Л. Вертгейм (Новосибирск) 66—10, 72—74, 
16—19; Р. Видгол (Бвку) 67. 69, 72, 13, 75, 16; 
Т. Газарян (Ереван) 66—69, 76—80; Д. Гамар- 
ник (Тбилиси) 72. 73. 76—19; Т. Гамбарян 
(Баку) 66, 69, 73; Р. Гендлер (Ташкент) 66—70, 
72, 73, 716—179; Д. Рехтман (Киев) 67—69, 12, 
13, 15. 16; А. Глазок (Киев) 76. 78; Д. Глек 
(Воронеж) 69; 9. Годзданкер (Витебск) 69, 712. 
73, 15; Л. Гольдштейн (Киев) 67, 69, 80: 
В. Гордиюк (Киев) 66, 67, 13, 76; В. Городниц- 
кий (Днепропетровск) 66—69, 73, 76, 18; Е. Го- 
роховскоя-Усветова (Ташкент) 66; Ю. Грабов- 
ский (Киев) 68; Н. Григорьева (Андропов) 86, 
67, 69, 70; А. Григорян (с. Маджадия Гр. ССР) 
16—80; А. Гродницкий (Севастополь) 68, 73; 
И. Гроздева (Бургас, НРБ) 72, "3, 76; И. Гуров 
(Баку) 66, 67, 69; А. Довтян (п. Мецамор 
Арм. ССР) 12—80; Ю. Дейкало (Киев) 76; 
В. Демидов (Армавир) 68, 69; С. Демьянченко 
(Москва) 66—70, 713, 76, 77; А. Джафаров 
(Баку) 66, 67, 69: В. Дзюба (Одесса) 68—69, 72, 
73, 15, 16, 78; Д. Димова (Ямбол, НРБ) 67—69, 
73; Е. Доманицкая (Ленинград) 66, 67, 73: 
А. Дубровин (Воронеж) 66, 76; А. Дынников 
(Жуковский) 66—70, 12, 73, 75—78, 80; 
Н. Дынников (Жуковский) 66—10, 73, 15—18; 
Д. Ежинов (Минск) 73; В. Елистратов (Донецк) 
66—68; А. Еременко (Киев) ?В, 79; А. Еренбург 
(Запорожье) 73; В. Журавлев (Гайворон) 66, 
67, 69, 70, 73, 75, 76, 78, 79; А. Захаров 
(Гатчина) 66, 72, 76, 18; С. Зейналов (Баку) 
66, 69, 13, 16, 78—80; Л. Зосин (Киев) 66—69, 
72, 13, 15—17, 80; А. Иванов (Первомайск) 
67, 69; Л. Иванов (Саратов) 66—70; В. и И. Ка- 
повичи (Хабаровск) 66—10, 72, 73, 75—71; 
А. Касимов (Киев) 73, 76; Д. Кашпер {Киев) 


76, 78; Р. Керимбеков (Орджоникндзе) 69: 
П. Кирилин (Дубна) 61—70, 12—15; О. Кирна- 
совский (Винница) 73, 15—79; 4. Киселев (Ле- 
нинград) 66, 67; И. Кича (Киев) 73, 716, 79; 
И. Клигман (Калинин) 67; А. Кноп (Виннице) 
73; Т. Кобднков (Павлодар) 67, 68, 12, 13; 
М. Колодин (Ленинград) 66, 67, 73; Д. Коло 
миец (Москва) 66, 69, 70; Ю. Кондратенко 
(Киев) 73. 76. 78; Е. Копотун (Киев) 66, 68—70, 
12—16, 80; А. Корнилов (Ростов-на-Дону) 69, 
13; С. Котов (Первоуральск) 68; Ю. Кочетков 
(Винница) 67—70; Н. Крылов (Ленинград) 73; 
О. Крылов (п. Синегорье Магаданской обл.) 
67, 69; Д. Кузин (Пенза) 73; В. Кузнецов (Киев) 
73; В. Кузнецов (Пенза) 67, 69; Н. Курило 
(с. Ольховатка Харьковской обл.) 68. 76, 79; 
М. Куринной (Харьков) 66—70, 72, 73, 78, 79; 
В. Кутищев (Магадан) 67, 69, 72; Н. Кушлевич 
(Москва) 67, 69, 73, 18; С. Кярас (Молетай) 
66—10. 72, 13, 75, 76, 78: С. Лаусмаа (Кохтла- 
Ярве) 67, 73; М. Ледней (с. Лопушное Закар- 
патской обл.) 76; Л. Леняшин (Ленинград) 67, 
73. 16. 79: П. Линник (ст. Анапская Красно- 
дарского кр.) 73; А. Лилой (Минск) 66, 67. 
#3, 18; В. Литовченко (Киев) 12, 13; В. Любар- 
ский (Киев) 76; Е. Мскаров (Серпухов) 69, 73: 
И. Макаров (Новокузиецк) 73; М. Макаров 
(Севастополь) 67—70, 72—15, 17; А. Максимов 
(Ташкент) 72; Ю. Махлин (Москва) 66, 67, 
69, 70, 13, 14; В. Мацкин (Ленинград) 67: 
А. Мельниченко (Киев) 16; С. Минаев (Сверд- 
ловск) 66—68, 70, 73. 76; Т. Мисирпашаев 
(Москва) 66—70, 72—76, 18, 80; Е. Мишин 
(Севастополь) 67—70, 72, 13, 715; Д. Могоалев- 
сний (Ленинград) 13; ПТ. Молодчик (Кнев) 67: 
ДА. Молотков (Леикнград) 67—69. 13, 71; В. Мо- 
розов (Пущино) 67, 69, 73; М. Мунькин (Алма- 
Ата) 69, 712, 13; Н. Наншир (Улан-Батор, МНР) 
$6; О. Никифорчин (Иваио-Франковск) 73: 
Ф. Нюсс (Страсбург, Франция) 89; М. Ободов- 
ский (Москва) 69, 73, 76; О. Овецкая (Донецк) 
66. 61, 69. 72, 13, 75; Л. Ольха (Свердловск) 
69, 73; Б. Панич (Севастополь) 72, 73, 75; 
А. Панькин (Киев) 67, 68; Е. Патрушев (Ниж- 
ний Тагил) 73; С. Пиунихин (Москва} 67—70. 
43, 71; В. Ногребняк (Винница) 66—70, 73; 
М. Померанцев (Черкассы) 66, 67; В. Порошин 
(Ленинград) 66—69, 76, 77; А. Приходько 
(Днепропетровск) 73; И. Путилин (Рязань) 73; 
И. Пухов (Москва) 69; С. Пяртли (Иваново) 
67; Т. Радько (Корсунь-Шевченковский) 66— 
70, 12, 73, 15—77, 19, 80; А. Расийски (Кюстен- 
дил, НРБ) 69; Е. Растигеев (Барнаул) 66—68; 
Д. Розман (Севастополь) 67—70, 12, 13, 75; 
А. Ройтерштейн (Пушкин) 73; Е. Романов 
(Дмитровград) 66—69, 73, 76—78; А. Ростов 
(Винница) 69, 12, 73, 16, 78; С. Русева (Сливен, 
НРБ) 76, 78—80; В. Сакбаев (Алма-Ата) 6$, 
73, 78; И. Самовол (Гайворон) 66, 867, 69, 70, 
13—16. 78—80; С. Седова (Москва) 68. 69, 73: 
ВК. Семенов (Киев) 66, 67, 12—16, 78—80; 
Р. Сибилёв (Ленинград) 73, 76—80; В. Сизый 
(Киев) 72—76, 78—80; М. Соколова (Ленин- 
град) 69, 76, 171; Г. Спивак (Киев) 66, 68, 76, 78; 
С. Сгарцев (Уфа) 66—68, 10, 13, "76, 71; С. Ста- 
севич (Брест) 13; И. Струговщиков (Киев) 16, 
78; В. Судаков (Тбилиси) 66. 69, 12, 73, 15—80; 


Р. Суник (Киев) 16, 18; И. Сысоева (Балашиха) 
69; В. Тартаковский (Киев) 12, 13, 75; М. Тей- 
тель (Киев) 66—70, 12. 73, 75, 76. 80; Д. Тол- 
пин (Электросталь) 67, 69; Ю. Гомилов (Винни- 
ца) 73, 715—179; Е. Тополюк (Пенза) 73; С. Тор- 
шин (Магнитогорск) 73; А. Трухан (Минск) 
66, 67, 72, 76; В. Гульчинский (Киев) 66—69, 
72—14, 16, 18; Е. и Т. Уклистые (Астрахань) 
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66, 68, 73, 716: Н. Устинов (Калининград) 66— 
69, 75, 77; НЫ. Федин (Омск) 88, 69, 72, 76, 
18, 19; Р. Федосов (Киев) 718, 76; Е. Финк 
(Ленинград) 68—69, 72, 73, 15; Д. Финогенов 
(Магадан) 69; И. ван дер Флинт (Ленинград) 
66, 69, 12, 713, 75; М. Хованов (Москва) 66, 67, 
69; С. Хосид (Алма-Ата) 69; Е. Хотькова 
(Наро-Фоминск} 73; А. Цире (Апатиты) 18; 
Т. Чабановский (Киев) 13; Е. Чебукова (Киев) 
13; А. Череватый (Киев) 67—69, 72—80: 
Е. Черная (Днепродзержинск) 66, 67. 13; 
М. Черномысов (п/о Никольское Ленинград- 
ской обл.) 76; Г. Шаглеев (Севастополь) 68, 710, 
72, 73, 15; Ю. Шамриук (д. Новый Двор Грод- 
менской обл.) 66, 67, 69, 73, 77; А. Шаповал 
(Киев) 73, 76, 78, 80; О. Шаров (Киев) 68, 67, 
69; С. Шейнин (Молодечно) 66, 6Т, 69, "3, 
75, 11; А. Шишкин (Калинии) 69; Г. Шпиталь- 
ник (Ленинград) 73; Б. Шраер (Ленинград) 
73, 76, 77; Г. Шуклин (Киев) 76; В. Шульга 
(Евпатория) 72, 73, 75, 76: М. Шульгина (Фа- 
теж) 66, 67, 70; Г. Шухлин (Киев) 72, 75; 
В. Щепинов (Севастополь) 88, 69; Е. Юдицкий 
(Киев) 66, 68, 76—78; Е. Якуб (Бахчисарай) 
66, 67, 69. 


Физика 

О. Авраменко (Херсон) 79, 82, 85, 86, 89, 91, 92; 
В. Антипенко (Киев) 82; В. Апальков ({Харь- 
ков) 82, 84, 85, 88, 89, 91, 92; М. Апреленко 
(Киев) 85; А. Байрамов (Баку) 92; В. Барзыкин 
(п. Черноголовка Московской обл.) 82—86, 88, 
91, 92; Н. Барский (Донецк) 82; К. Баталин 
(Нижний Тагил) 91; Г. Батрак (Киев) 88; 
Б. Баяраа (Улан-Батор, МНР} 886; 9. Бондаренко 
(Полтава) 82—86. 88, 91; Ю. Боровский 
(Киев) 83, 85, 88, 89; Р. Богашев (Фрунзе) 
82, 85, 91; Т. Брейтус (Москва) 82; Е. Вайн- 
штейн (Ташкент) 88; О. Васильев (Алма-Ата) 
82, 85, 88, 91; В. Викторов (п. Чимишлия 
Молд. ССР) 88; А. Воротняк (Киев) 83, 85, 88; 
И. Гаврик (Часов Яр) 82, 85, 86. 88, 91, 92; 
В. Гай (Киев) 82; К. Галочкин (Ташкент) 85; 
В. Галухин (Рязань) 82—86, 89, 91; Е. Генчик- 
махер (Киев) 91; А. Глухов (Саратов) 82, 85, 88, 
91; М. Готмам (Киев) 82, 85. 91, 92; В. Грин- 
шпун (Караганда) 82, 85; В. Гусев (Красноярск) 
82, 84—86, 91; Ю. Дейкало (Кнев) 85; А. Дода 
(Корсунь-Шевченковский}) 82, 85, 88, 91; 
П. Дробышев (Киев) 82, 85, 89, 91; С. Дибовик 
(Брест) 82, 84, 85, 89; С- Дудко (Донецк) 84—86; 
А. Еренбург (Запорожье) 82, 84—86; С. Ерлы- 
ков (Ленинград) 89; М. Замкович (Брест) 82; 
А. Иванов (Петрозаводск) 82; А. Карнаухов 
(Устинов) 82, 85, 86; Д. Кашпер (Киев) 91; 
Т. Квитковский (Быдгощ, ПНР) 82; Р. Керимбе- 
ков (Орджоникидзе) 82; В. Киреев (Киев) 817; 
П. Климкин (Киев) 88, 91; А. Климачев (Минск) 
82—84, 856, 88, 89, 91; Г. Климович (п. Болшево 
Московской обл.) 82—89, 91, 92; В. Княгницкий 
(Пружаны) 85, 87—89; С. Комечко (Брест) 86; 
Ю. Кондратенко (Киев) 91; В. Костенко (Киев) 
88, 91; С. Котов (Первоуральск) 81, 82, 85; 
М. Кудряшев (Москва) 84—88, 91; М. Кудряв- 
цев (Стаханов) 86; В. Кузнецов (Киев) 85; 
Н. Курило (с. Ольховатка Харьковской обл.) 
86; В. Кусков (п. Красиый Октябрь Влади- 
мирской обл.) 83—85; Д. Кучулория (Тбилиси) 
84. 88, 89; Ю. Литвиненко (Воронеж) 85; 
Ю. Лобзаков (Кмев) 82, 85; К. Лопин (Фрукзе) 
91; Д. Луны (Саратов) 83—86, 88, 91, 92; 
П. Лушников (Москве) 84—88, 91; О. Мазяр 
(Львов) 85, 86, 88. 91; К. Макарчук (Киев) 
84—86; А. Максимов (Ташкент) 84, 85; 
А. Мастыкин (Минск) 91; Ю. Махлин (Москва) 
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82, 86; С. Машкевич (Киев) 82—88, 88, 91; 
В. Меньков (Мончегорск) 79, 82—85, 87—89, 
91, 92; А. Микалькявичус (Паневежис) 82, 85, 
81—89, 91, 92; С. Минаев (Свердловск) 82: 
А. Михеев (Москва) 82, 85, 91; О. Мороз 
(Алыв-Ата) 82, 85, 86, 88, 91; К. Мосейчев 
(Зеленоград) 82, 85; А. Муравьева (Брест) 82; 
С. Мягчилов (Одесса) 82—85, 88, 89, 91, 92; 
С. Настенко (Киев) 82; А. Никитин (Киев) 82; 
С. Никитенко (Кисв) 82, 84—87; С. Никоненко 
(Киев) 88, 91, 92; А. Онуфриев (Москва) 82, 
85, 86, 91; О. Осауленко (Киев) 83, 85, 88, 89; 
Р. Паламарчук (Нежин) 85, 91; Б. Парканский 
(Кишинев) 84—86, 89, 91, 92; Д. Пастухов 
(Витебск) 82, 83, 85, 86, 92; А. Перепеличный 
(Владимир-Волынский) 82, 84—86, 88, 91; 
И. Пильников (Тамбов) 82, 84—86; С. Пиуни- 
хин (Москва) 82, 85, 88; М. Померанцев (Чер- 
кассы) 82; О. Посудневский (Береза) 85; 
Ю. Прахович (Москва) 82; В. Прибытков (На- 
ходка) 82; А. Приходовский (Береза) 79, 82; 
А. Прохоров (Херсон) 91; Я. Пугай (Алма-Ата) 
82—85, 89, 91; В. Рай (с. Марфовка Крым- 
ской обл.) 85, 86; С. Рахамов (Казань) 82—89, 
91, 92; А. Ржевский (Новосибирск) 82, 85, 
86. 883, 89, 91; Р. Ривкин (Минск) 79, 82, 88; 
Н. Ромец (Кировоград) 88, 89; В. Руднев (Цели- 
ноград) В2, 85, 86; М. Рудык (Винница) 82, 
85. 86, 88; Ю. Рыбалочко (Киев) 82, 83, 85, 
86, 88, 91; Л. Рывчин (Киев) 85, 88, 91; М. Сав- 
ченко (Белгород) 82; 84—88, 92; В. Сакбаев 
(Алма-Ата) 88; Б. Самойлов (Киев) 83—85, 
88; И. Серикбаев (с. Чилик Алма-Атинской 
обл.) 82; М. Скоробогатов (Киев) 78—92; 
С. Собесский (Краскоармейск Кокчетавской 
обл.) 82, 87; А. Сомов (Киев) 79, 82, 85, 886, 88; 
Г. Спивак (Киев) 82, 91; С. Степаняну (Ереван) 
84; И. Стрешинский (Киев) 85, 86, 88, 91: 
И. Струговщиков (Киев) 79, 82, 85, 86, 91; 
Б. Сулейманов (Бвку) 92; Д. Таджибаева (Уч- 
кургаи) 82; В. Тартаковский (Киев) 82, 84—86, 
89, 91. 92; И. Терез (Симферополь) 82, 84—89, 
91, 92; А. Тихомиров (Чимкент) 82; С. Тужан- 
ский (Винница) 82, 85, 88, 88; А. Умнов (Миасс) 
82, 88, 91; Л. Федичкин (Москва) 82, 85, 86, 
88, 91; Н. Федин (Омск) 82, 84—89, 92; 
Л. Фельдман (Саратов) 82—92; С. Феранчук 
(Минск) 82, 84—86. 88, 91; А. Фокин (Москва) 
82; В. Фурман (Ташкент) 79, 82, 83, 85—89, 
91; А. Цире (Апатиты) 89, 92; Т. Чабановский 
{Киев) 85; О. Чемерченко (п. Купянск-Узловой 
Харьковской обл.) 82, 88; С. Чернышов (Таш. 
кент) 82, 85; А. Шаповал (Киев) 85; А. Швед 
(с. Раздольное Амурской обл.) 91; Г. ИГвец 
(Киев) 88; А. Щеголев {п. Черноголовка Мос- 
ковской обл.) 82, 84—86, 88, 89. 91; А. Щерба- 
ков (Москва) 82; О. Яковлев (Иркутск) "19, 91, 92. 
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Практикум абитуриента, 
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Сколько корней 
имеет уравнение? 


Н. Г. ГАБОВИЧ. 
п. И. ГОРНШТЕНН 


На вступительных экзаменах в ву- 
зы нередко предлагаются примеры, 
в которых требуется определить, 
сколько корней имеет то или иное 
данное уравнение. Заметим, что в 
этих примерах требуется чаще всего 
найти лишь число корней, а не 
сами корни. 

Более сложным является аналогич- 
ный вопрос в отношении уравнения, 
содержащего параметр. В этом слу- 
чае предлагается определить, при ка- 
ком значении параметра данное урав- 
нение имеет один, два или другое 
конечное число корней. 

Решению таких примеров посвяще- 
на данная статья. 

Пример 1 (КГУ, мехмат, 1981). 
Сколько корней имеег уравнение 

х—2х—1ю=,|1—х|=3? (1) 

Решение. Перепишем уравнение 

{1) в виде 
х'—2х—3=1ю8.|х—1|. (2) 

Ясно, что (2) <> (1). Заметим, также, 
что знак выражения, стоящего под 
знаком абсолютной величины, можно 
изменить на противоположный. 

Число корней уравнения (2) разно 
числу точек пересечения графиков 


у-109]х- Л 


Рис. 1. 


функций, являющихся левой и пра- 
вой частями уравнения (2). Графики 
этих функций (рис. 1) пересекаются 
в четырех точках (А, В, С и О). 
Следовательно, уравнение (2). а зна- 
чит и эквивалентное ему уравне- 
ние (1), имеет четыре корня (рав- 
ные абсциссам точек пересечения). 

Пример 2 (МГУ, РМК, 1980). 
При каких значениях параметра а 
уравнение 

(а 1)х?—вх-(а—3)=0 (3) 
имеет не более одного действитель- 
ного корня? 

Решение. 1) Пусть а=Е —1. Тогла 
уравнение (3) квадратное и имеет 
не более одного действительного 
корня, если р<0, то есть 

а’—4(а--1)(а—3)<0> 

<> За*`—8а—12>0. (4) 
Квадратный трехчлен 3За?—8а—12 
имеет корни: а,=(4—2/13)/3 и 
а.=(4--2^/13)/3. Ясно, что а.>—1. 
Нокажем, что а<— 1: 
—1—(4—2/13)/3=(2^/13—7)/3= 

=(^/52—7)/3>0; 

это и означает, что а, < —\. 

Следовательно, решением (4) будет 
объединение промежутков: 

}— ©; (4—2 13)/3} 0 
Ц (4+2 /13)/3; о[. 

2) При а=—1 уравнение (3) об- 
разкается в уравнение первой сте- 
пени: х—4=0, имеющее один дейст- 
вительный корень. 

Таким образом, получаем следую- 
щий ответ: 

ае |-— со; (4—2^/13)/3] 0 
Ц: — 4 (4+213}/3; ое. 

Пример 3 (МИЭМ, 1982). Решить 

уравнение 

[2х--2 | =вх”--4 (5) 
и определить значения а. при кото- 
рых оно имеет единственное реше- 
ние. 

Решение. Уравнение (5) эквива- 
лентно совокупности двух смешанных 
систем: : 


х<—1; х<—Ц 
—2х—2—= ах 2х 
—ах?-+4; ея +6=0; 
х>-—1; 1х>—В 
2х-+2= ах?—2х-- 
=ах?-4; +2=0. 
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Рис. 2. 


Учитывая, что х=0, получаем за- 
висимость а=/(х), имеющую на каж- 
дом из рассматриваемых промежут- 
ков разные аналитические выраже- 
ния: 1 
а=(—2х-6)/х?=/(х) при хх-—Ти 

=(2х—2)/х2=[.(х) при хр — 1. 

Построим график этой зависимос- 
ти в системе координат хОа (рис. 2). 
Графиками функций /(х) и /,(х) 
являются «сплошные» синяя и крас- 
ная кривые соответственно. Объедине- 
ние этих линий является графиком 
зависимости а=/(х). (Пунктирные си- 
няя и красная кривые есть гра- 
фики зависимостей /,(х) и /,(х) вне 
иромежутков, на которых они рас- 
сматриваются. Эти пунктирные линии 
понадобятся ниже при отборе ре- 
шений.) Синяя и красная кривые 
пересекаются в точке с координа- 
тами (—3 —4). 

Исследование функций }(х) и 
7.(х) показывает (что видно также и 
на рисунке 2), что ‚тах а 

ОЕ 
=/(—6)= 5. а ‚тах Г Ах) ==7:42) 5. 

Абсциссы точек, в которых пря- 
мая, параллельная оси Ох, пересе- 
кает сплошные линии, ` являются 
решениями уравнения (5). 

Из приведенного рисунка и сде- 
ланных выше замечаний следует, 
что уравнение (5) имеет: 

а) Приа 6 ]—с°; —4] — два реше- 
ния: х,2=(-./1-2а)/а, определяе- 
мые из уравнения 

ах?—2х-42—0. (6) 

6) Приае ]-—4; 0[ — два решения: 

хх =<—1--^/1—ба)/а и х.=(— 
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—\1— 2а)/а. 

Объясним, как отбираются эти кор- 

ни. Решая уравнение 

ах?--2х+6=0, (7) 
мы получаем два корня: х, ›—(— 1-Е 
= ^/1 —6а)/а. При рассматриваемых 
значениях а оба корня действитель- 
ны и меньшим будет корень х,= 
=—=(—1-^/1—ба)/а. Он и является ре- 
шением уравнения (5). Больший же 
корень х.=(—1—/1— ба)/а будет 
посторонним. Это объясняется тем, что 
упомянутая выше прямая, парал- 
лельная оси Ох, при рассматривае- 
мых значениях а дважды пересе- 
чет синюю линию: один раз — ее 
сплошную ветвь, другой — пунктир- 
ную. Корнем же уравнения (5) будет 
абсцисса точки, принадлежащей 
сплошной ветви. Аналогично находит- 
ся второй корень. 

в) При а=0 — два решения: х,= 
——3 и х.=1 определяемые из 
уравнений (7) и (6) соответственно. 

г) При а ТО, 1/6 — четыре ре- 


шения. Два из них находятся из 
уравнения (6). а два других — из 
Таблица 


Число 


решений Решения 


Зиачения п 


ае ]0; 1/6 х 2=(—1- 
Ел; 1 — баш: 
хз. 1 — (1 ЗЕ 
5 1—2а);а 


ж—=—6: _ 


Хоз ==6 +2\ 6 


аЕ 1:6; 1/2[ 


аЕ ]1/2; о[ 


уравнения (7): 
х!:-—=(—1-+4,1— ба) /а:; 
ха=(1-Е^/1—2а) а. 
д) При а=1/6 — три решения: 
х,=— 6 и и. 
в) При ас ]1/6; 1/2 — два реше- 
ния: Хх, =(1-^/1—2а)/а. 
ж) При а=1/2 — единственный 
корень х=2. 


3) При ас] 1; уравнение (5) 


действительных корней не имеет. 

Выпишем теперь все решения урав- 
нения (5) в таблицу, идя по 
«спектру» значений а. Эта таблица 
и будет ответом для данного при- 
мера. у 

Пример 4 (ЛГУ, матмех, 1980). 
При каких действительных а урав- 
нение 

05 х - с0$ 2х + со$ 3х -Ка=соз 2х 

(8) 

имеет более одного кория на от- 
резке [л/8; 3л/81? 

Решение. Преобразовав в уравне- 
нии (8) произкедение со5х.. со$ Зх 
в сумму, получаем 


сов 2х(соз 2х-Есоз 4х) Ка=со$ 2х <> 


<=> 2а=—2с0$39х—с03"2х-Н3Зсоз 2х. 
Положим соз 2х==2; тогда если х 
возрастает от д/8 до 31/8, то = убы- 
вает от 4/2 /2 до —4/2 /2. Таким 
образом, требуется определить, при 
каких значениях а уравнение 
2а——223— 2-32 (9) 
имсет более одного корня на отрез- 
ке [—4/2/2; 2/2]. Для решения 
этой задачи построим график функ- 
ции /(2)=—22'-—224-32. Из уравне- 
ния /(2)=0<> 62*-{-22—3=0 находим 
критические точки функции /: 


У 
19У19-28 


| 
1 
| 
т 
1 
1 
| 
| 
1 
| 
Г 
1 
1 
1 
| 
1 
1 


[52 
т 
[= 


_ Рис. о 


у=По х| 


Рис. 4. 


2.=(—1--\/19)/6; и И 19)/6. 


Легко проверить, что 2 #[— у2 /2; 
№27 '2]., в [—м 212: /272], 2 — 
точка максимума, ' тах р = 

—‹ 2/2; 2:2] 


—1(2.)—@9^/19— 2 54. Кроме того, 


И— 272) = — 5; УЗ) 
т >. 

Из графика видно `(рис. 3), что при 
26[—\/2/2; 4/2/2] функция 2) 


каждое свое значение на промежутке 


[^2 —1/2; (19/19—28)/54[ прини- 
мает два раза, а остальные — один 
раз. 
Учитывая, что /{(2) — это 24а, 
получаем вы 2 
Ответ: [(2/2 —1)/4; (19\/19— 
—28)/108[. 


Пример5 (КГУ, ф-т кибернетики, 
1981). При каких значениях @ 
уравнение 

Па х| —ах=0 (10) 
имеет три корня? 

Решение. Перепишем уравнение 


(10) в виде Па х| ==ах. (11) 


Рассмотрим функции /(х)=|п х| 
и 4.(х)=ах и построим их графики 
(рис. 4). Грефиком функции &,(х) 
является прямая, проходящая через 
начало координат и образующая с 
положительным направлением оси 
абсцисс угол, определяемый пара- 
метром а 

Ясно, что при а<0 прямая у=ах 


„е пересекает графика функции 
Их) — уравнение (11), а значит, и 
уравнение (10). решений не имеет. 
При а=0 уравнение (11) имеет 
единственный корень: х=1. При 
а>0, но не превышающем некото- 
рого значения а». при котором 


прямая у=ах касается ветви кривой 
[К(х), соответствующей промежутку 
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]1; оо[, то есть при 
о<а<а», (12) 


уравнение (11) имеет три корня. 
Это обусловливается тем, что при 
указанных в (12) значениях а пря- 
мая у=ах пересекает график функ- 
ции Кх) в трех точках: в одной 
точке — ветвь кривой на проме- 
жутке ]0; Ц и в двух точках — на 
промежутке ]1; с<[. Абсциссы этих 
точек и будут корнями уравнения (11). 

Может показаться, что при малых 
положительных а прямая у=ах пе- 
ресечет ветвь графика функции /(х) 
на промежутке ]1; оо[ только в од- 
ной точке, абсцисса которой близка 
к единице. Но такое мнение оши- 
бочно. Известно, что степенная функ- 
ция при возрастании х растет быст- 
рее логарифмической («Алгебра и на- 
чала анализа 9—10» 1980, п. 70, 
с. 214). Поэтому при любом а>0 
и как угодно малом по абсолютной 
величине прямая у=ах дважды 
пересечет ветвь /(х), соответствующую 
промежутку ]1; о‹[. 

Определим теперь, при каком зна- 
чении в прямая у=ах касается упо- 
мянутой ветви. 

Пусть А(х, И) — точка каса- 
ния. Тогда искомое значение а на- 
ходим из системы 


НКх)=8 хо), 11 хо=ахо» 
Ри =Ехо) или 3 1 
=, 


откуда хо=1/а; ш(/а)=1 = а=е`". 


Итак, а„==е_. Следовательно, при 
аЕ]0; е Ч уравнение (10) имеет три 
корня. 

Рассмотренные в статье примеры 
различны по содержанию. В решении 
одних мы пользовались, наглядности 
ради, графиками, другие же решались 
только аналитически. 

Вместе с тем, ознакомившись с 
приведенными решениями, вы приоб- 
рели некоторые навыки, которые 
сумеете применить в решении других 
аналогичных примеров и, в частности, 
приведенных в упражнениях. 


Упражнения 

1 (МГУ, химфак, 1982). При каких зна- 
чениях параметра р уравненне 

(х— р) + [рх—р)’—р—П|=—1 

имеет больше положительных корней, чем 
отрицательных? 

2 (ЛГУ, матмех, 
имеет уравнение 

г. 


(х+2)6е т 2-х‘ /6— х^/20=х? 4-1? 


1979). Сколько корней 
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3 (НГУ, мехмат. 1977). Определить, при 
каких значениях а уравнение 10о8., (вх) = 


=]/2 имеет единствениое решение. 
4 (ЛГУ. матмех, 1980). При 
действительных а уравнение 
зп х + с03 2х ‹ эт Зх=а 
имеет ровно два корня на отрезке {[л/4; 
1/2]? 
5 (МГУ, ВМК, 1980). При каких зиа- 
чениях параметра а уравнение 
(За—Т)х?+2ах+3За—2=0 
имеет два действительных корня? 
6 (МГУ, мехмат, 1980). При каких зиа- 
чениях а уравнение 


АР! 108 $ (х?—2х43)-+2—= +27 х 
Х1ов, .(2 | х—а | +2)=0 
имеет ровно три различных корня? 
1 (МГУ, общая геология, 1979). Найти 
все значения а, при которых уравнение 
х2 +6 хД/ зп и +9/ 3 /сов «+360 


имеет единственное решение. 
8 (УрГУ, матмех, 1981). 
значениях параметра а уравнение 


108, 5; = 2х? —Зх-+2) = Лой, в (х?--2х—4) 


ах— 
имеет единственное решение? 
9 (МГУ, химфак, 1980). Найти все такие 
значения Ё, для каждого из которых число 
решений относительно х уравнения 


2х+6х=(3°*— 9)/ 2" —1/6—(ЗК— 1)? . 127 
не мемьше числа решений относительно у 
уравнения 

3(5/°—#“)—2у=2А2(6у—1). 
10 (МИФИ, 1980). Найти значение с, при 
которых уравнение 
2108 ;(сх— 2) -=Ч08, г (—х’ —9х—18) 


имеет только одно решение. 
11 (МИЭМ, 1980). Найти при а==Ё все 
решения уравнения 


каких 


При каких 


31 {2 (х—л))—зм (3х—л)=а п х, 
расположенные на отрезке (0; л/2], и выяснить, 
при каких а данное уравнение имеет едии- 
ственное решение на этом отрезке. 

12 (ЛЭТИ, 1982). Дана функция у=/(>), 
где 

Их? х +9 (хех +1). 

Нри каких а уравнение /(х)—а имеет 4 кор- 
ня? 

13 (ЛЭТИ, 1982). Сколько корней имеет 
уравнение 

108 т х=х'—36? 


14 (ЛЭТИ, 1982). При каких значениях 
а уравнение 
\/ х-а=х 
имеет 2? корня? 
15 (МИСиС, 1983). При каком а урав- 
нение 


|х-+2 |-- |2х-+8 | =а` 
имеет единственное решение? 
16 (МИСиС. 1983). При каких значениях 
параметра и уравнение |х?—6х-8 |+ |х?— 


—6х--5 | =а имеет болыше трех решений? 
17 (МГУ. ВМК, 1983). При всех а ре- 
шите уравнение 


(2+2я4-) +5 / те е-—3). 


Информация 


Латвийские 
открытые 
олимпиады 

и летняя 

школа «Альфа» 


В Латвийской ССР практикуются разные 
формы работы со школьниками; система 
кружков, как школьных, так и работающих 
при бузах республики и станциях: юных 
техников, малые университеты, семинары, 
проводимые Латвийским государственным 
университетом им. П. Стучки для учащихся 
выпускных классов, производственная прак- 
гика в лабораториях НИН и вузов, ежегод- 
ная неделя науки и техники для юноше: 
ства, республиканские олимпиады, респуб- 
ликанские открытые олимпиады, 
школы-семинары для победителей респуб- 
ликанских олцмпцад « АЛЬФА» и другие. 

В этой заметке рассказзвается об откры- 
тых олимпиадах ы летней школе « АЛЬФА». 


Слово з*открытые» подчеркивает главное 
отличие этих олимпиад от обычных республи- 
канских. Последине проходят и несколько эта- 
пов (школьный, районный или городской, фи- 
нал). в следующий этап выходят победители 
предыдущего, а в финал выходят 100 школь- 
ников. Это очень мало. В республике действует 
целый ряд школ фнзико-математического на- 
правления или г углубленным изучением радио- 
электроники и основ программнрования, в ко- 
торых обучение ведется с повышенными тре- 
бованиямы по физике и математике. В этих 
школах учится много хорошо подготовленных 
ребят. достойных участия в финале респуб- 
ликанской олимпиады. Однако многие из них 
оставались в роли наблюдателей, так как общее 
количество участников и лимиты представи- 
тельства от районов и школ налагали свои 
ограничения. Школьник мог остаться вза чер- 
той» и по причине случайного «творческого 
срыва» или болезни во время одного из пред- 
варительных этапов. 

Чем же открытые олимпиады отличаются 
от обычных? 

Во-первых, в них ие существует никаких 
ограничений има представительство — могут 
участвовать все желающие, выславшие заранее 
письмом или иа обычной открытке заявку (опа 
иеобходима лишь для того, чтобы можно было 
лучше планировать размещение разных групп 
участников по аудиториям). 

Второй особенностью открытых олимпиад 
является то, что они одноступенчатые, то есть 
не имеют предварительных этапов отбора и 
проводятся в один день. 


Это открывает путь для соревнования со 
своими съерстниками на «высшем уровне» 
многим ребятам, которые ие попадали в фн- 
нальный тур традиционных олимпиад главным 
образом из-за количественных ограничений. 

Математики проводят открытые олимпиады 
с 1972 года, ныне в них принимают участие 
более 1000 школьников 4— 10-х (11-х) классов. 
Первая открытая олимпиада по физике состоя- 
лась в 1976 году, в этом году будет юбилей- 
ная — десятая. На олимпиаду приезжают уче- 
ники 8—10-х классов школ с русским языком 
обучения и 9—11-х классов — с латышским 
языком обучения, а также учащиеся ПТУ и тех- 
иикумов, всего порядка 400 человек. 

Открытые олимпиады проводятся ежегодно 
в одно из воскресений апреля. Онн начинаются 
в 10 часов 30 минут, на выполнение работы 
отводится 4.5 часа «чистого»? времени. Начало 
работы и предоставленное время выбраны с та- 
ким расчетом, чтобы ребята на олимпиаду мог- 
ли прибыть практически со всей республики и 
успели вечером вернуться домой. 

На открытых олимпиадах по физике обычно 
предлагаются 6 задач, как аналитических, 
так и качественных. 

Некоторую особеиность по сравнению с 
традиционными олимпиадами имеют экспери- 
ментальные задачи. Из-за большого количества 
участников невозможно подготовить индивиду- 
ально выполняемые экспериментальные зада- 
чи. Поэтому участникам олимпиады демоист- 
рируется какой-либо опыт или явление и тре- 
буется дать его описание и объясиение. Как 
правило, участникам олимпиады предостав- 
ляется возможиость самостоятельно повторить 
опыт. 

Олимпиадные задачи подбираются так, что- 
бы оки в меру возможности отражали тради- 
циоиные для республики иаправления физики. 

По окончании работы проводится разбор 
задач. на котором участники олимпиад знако- 
мятся г правильными решениями. Участники 
из отдаленных от Риги школ, не имеющие воз- 
можности остаться иа разбор, а также учителя 
и все желающие могут ознакомиться с задачами 
открытых олимпиад и их решениями по сбор- 
нику статей Астрофизической обсерватории АН 
Латвийской ССР «Звездное небо». 

Многократным председателем оргкомитета 
и жюри открытой олимпиады по физике явля- 
ется член-корреспондент АН Латвийской ССР 
профессор К. К. Шварц, в состав жюри входят 
сотрудники Латвийского государственного уни- 
верситета, Института физики и других НИИ 
республики. Жюрн определяет победителей, 
которые получают персональные приглашения 
на День награждения. Этот день заканчивает- 
ся экскурсией в лаборатории Института физики. 
Слисок призеров олимпиады публикуется в 
республиканской печати, призеры награждают- 
ся соответствующими дипломвми и ценными 
памятными подарками. 

Группа призеров открытых олимпиад, кро- 
ме того. приглашается в летние школы-семинё- 
ры победителей республиканских олимпиад 
с символическим названием «Альфа». Первая 
буква греческого алфавита символизирует пер- 
вые шаги участников школы на пути `серьез- 
ного знакомства с наукой. 

Школы-семинары зАльфае в Латвии про 
водятся с 1968 года во время летних каникул — 
обычно в июле. На протяжении 26 дней участ- 
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ники школы под руководством своих иастав- 
ников (научных сотрудников НИИ н препо- 
давателей вузов) усиленно занимаются инте- 
ресующими их вопросами, решают задачи. Сре- 
ди лекторов — молодые специалисты, недавно 
кончившие вузы (многие из них — бывшие 
участники « Альфе), и уважаемые профессора. 
У ребят гостили  члены-корреспонденты 
АН Латвийской ССР Я. Я. Лиелпетер и 
К. К. Шварц, профессорв К. А. Ш\4ейн 
и И. К. Витол. В ‹Альфе-84» был Герой Со- 
цналистического Трудв академик АН СССР 
А. Ю. Ишлинский, прочитавший ребятам лек- 
иию. В «Альфе» работают 4 секции: физики, 
математики, химико-биологическая и гумани- 
тарных наук. Секция физики обычно насчи- 
тывает 20—25 слушателей. Занятия ведутся 
в режиме, приближенном к вузовскому — еже- 
дневно читаются 2 полуторачасовые лекции. 
Кроме них проводятся лабораторные к прак- 
тические занятия, семинары. Частыми бывают 
моежсекционные и факультативиые лекции. 

Из лекционной тематики следует отметить 
вопросы. вызывающие всегда повышенный 
интерес — основы теории относительности, вве- 
дение в квантовую механику, проблемы совре- 
менной астрофизики, а также направления, 
традиционные для республики: разные доступ- 
ные вопросы гидро- и магнитогидродинамики. 

Лабораторную аппаратуру для «‹Альфыь 
предоставляет Институт физики АН Латвий- 
ской ССР, Институт физики твердого тела 
и лаборатории университета. Проводились опы- 
ты с лазервми, намагничивающимися жид- 
костями, измерялись пространственные и вре- 


менные вариации естественного радиационного 


фона при помощи счетчиков Гейгера — Мюл- 
лера и другие работы. недоступные школьным 
лабораториям- 


В «Альфа-84» ребята с большим удовольст- 
звием в короткий срок освоили программиро- 
вание на алгоритмическом языке ВАЗ!С и по- 
том отрабатывали его применение при решении 
разных задач на мини-ЭВМ. 

Было бы неправильно думать, что слуша- 
тели «‹Альфые — это зсухарие, по уши погру- 
женные в науку. На досуге для ребят орга- 
низуются спортивные соревнования, экскурсии 
и лоходы по району и в близлежащие города 
(«Альфые, как правило, проводятся в живо- 
пнснейших местах Латвии на базе одной из 
периферийных школ). А когда альфовцы орга- 
низуют карнавал или выступают в КВН или 
на самодеятельном вечере, то становится яс- 
ным, что понятия «физике и «лирике не только 


не исключают, но наоборот — дополняют 
друг друга. 
Завершаются «Альфы» традиционными 


коифереициями, мха которых лекторы и слу- 
шатели могут задавать друг другу любые, 
самые разнообразные вопросы —- несерьезные, 
полусеръьезные и серьезные. Но всегда на один, 
адресованный школьникам вопрос: «Хотите ли 
вы еще раз участвовать в «Альфе» ?о, следует 
ответ без колебаний: «Да!». 


Член совета молодых ученых 
и специалистов ЦК ЯКСМ Латвии 
Л. Е. Шмитс 


Пияг-понг... 
в умывальнике 


(Начало см. на с. 15} 


в результате чего возникают коле- 
бания шарика. 


Однако реальное движение шари- 


ка — не простое перемещение от 
стенки к стенкё через центр. Он’ 
движется, прижимаясь к стенке 


сливного отверстия, при этом точка 
касания А перемещается по окруж- 
ности сечения сливного отверстия, 
в центр шарика О описывает ма- 
ленькую окружность, изображенную 
на рисунке 5 штриховой линией. 
Легко понять, что угловая скорость 


В..-—В 
вращения шарика ОФ=о т! то 


отв 
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есть она примерно в десять раз мень- 
ше с. Ее нетрудно измерить с по- 
мощью  секундомера, подечитывая 
число оборотов в секунду меток на 
шарике (примерно 2 — 3 оборота 
в секунду). 

Возникает, наконец, такой вопрас: 
по или против часовой стрелки вра- 
щается шарик? Прежде чем ответить 
на него, заметим, что центральное 
положение шарика в сливном от- 
верстии устойчиво. Чтобы убедиться 
в этом, закройте кран, а шарик при- 
жмите пальцем сверху. Затем осто- 
рожно отпустите палец шарик 
останется неподвижным. Это озна- 
чает, что конкретная ситуация зави- 
сит от предыстории, и в принципе 
возможны три случая: если шарик 
был неподвижным, он и останется 
неподвижным, если начальный тол- 
чок сдвинул точку касания А по часо- 
вой стрелке, то шарик будет вращать- 
ся против часовой стрелки, и наоборот. 


БАЗАР УМА 89| 


..и в плутоватости 
почасту 
упражнялись 


Иногда слова, напечатан- 
чые курсивом, много неспра- 
зедливее тех, которые напеча- 
‘аны прямым шрифтом... 

Видно, что и в`древности 
земалую к писанию склон- 
тость имели и в плутоватости 
зочасту упражнялись. 

Козьма Прутков 


Иные зисторические» материалы уж столько раз опровер- 
гались, что само упоминание их расценивается как шутка. 
Вот и в «Квантеь (2 Я за 1984 г., с. 30) был напечатан 
курсивом эпиграф к статье «Закон Архимеда»: 

*...фурвин (мешок) сделал, как мяч большой, надул дымом 
поганым ш вонючим, от него сделал петлю, сел в нее, и нечистая 
сила подняла его выше березы... 

(рассказ о полете подъячего Крякутного в Рязани в 
1731 году)». 

Эти «сведения» были якобы обнаружены «внуком Крякут- 
ного» (сплошные кавычки) в начале прошлого века в старннной 
рукописи. Речь в ней идет о полете на воздушном шаре некоего 
лица духовного звания, будто бы состоявшемся задолго до 
полета братьев Монгольфье. Продержавшись более ста лет 
в ранге правдивого свидетельства, войдя в серьезные нздания 
как факт и даже отразившись на почтовой марке (в 1956 году 
К $225-летию полетвь), эта информация была затем неодно- 
кратно опровергнута и в специальных, и в популярных пуб- 
ликациях. Можно рекомендовать, напрныер, такие общедо- 
ступные работы, как «История воздухоплавания и авиации 
в Россин» (П. Д. Дузь, М.: Просвещение, 1981) или статья 
* Легенда о велосипеде» (Наука н жизнь, 1983, № 6), в которой 
рязанскнй полет упоминается уже вскользь среди других изве- 
стных легенд, 

Поскольку, однако, некоторые читатели «Кванта воспри- 
няли эпиграф всерьез. мы вернулись к этому вопросу. 

Заодно отметим, что в разоблаченни мистификации важную 
роль сыграла опять-таки физика: на фотоснимке рукописи 
в инфракрасных лучах ясно вырисовались буквы, иаписанные 
поверх текста позднее! 

Редакция использовала этот разговор для того, чтобы по- 
просить художника-карикатуриста А. А. Орехова пофантази- 
ровать ив тему зоздушных «фурвинов». Что он н сделал, из- 
рисовав нам всю эту страницу. 


Варшамты вступительных экзамемов 


Московский 
инженерно-физический 
институт 


Математыка 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
1. Решите уравнение 
1-Новс (4 с08? х—с03 х—1)=108. (4—7 сов х). 

2. Каждый из двух сосудов содержит вод- 
ный раствор уксусной кислоты. В первом сосуде 
содержится 15 % кислоты, а во втором — 75 % 
воды (по объему). Сколько литров каждого 
раствора нужио взять, чтобы, смешав их, полу- 
чить 2 л нового раствора, содержащего не бо- 
лее а % кислоты? 

3. Решите уравнение 


х ^/ = 
АЕ че м: 


4. Высота ЗО правильной треугольной пи- 
рамиды ЗРОЯ имеет длину В и составляет 
г боковым ребром ЗР угол велнчиной В. Най- 
дите площадь сечения пирамиды плоскостью, 
проходящей через ребро РЕ, если известно, что 
эта площадь имеет наименьшее возможное 
значение. 


Вариант 2 
1. Решите неравенство 


{х?+13,3х 44,1) - Мюбоз[х-6 | >0. 

2. Пункты В ин РЁ находятся на реке, впа- 
дающей в озеро, а пункты Ё и @ — на озере. 
Пути от пунктов Ен @ до устья реки (по озеру) 
пароход преодолевает за р часов и за р--5 часов 
соответственно, а пути от устья реки до пунк- 
тов Рн В за 11 часов и 13 часов соответственно. 
С какой скоростью двигался пароход по озеру, 
если скорости парохода в стоячей воде и реки 
постоянны, а пути от Е до Р иот @ до В равны 
соответственно 105 км и 131 км. 

3. Найдите все значения с, при которых 
система 


(= х— о) (х-с)=0, 
—4<х—2 


имеет только одно решение. 


Рис. 1. Рис. 2. 
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4. В правильной усеченной четырехугольной 
пирамиде РОВТР@,ЕВ,Т, радиус окружности, 
описанной около ее нижнего основания РОВТ, 
равен г, и боковая грань составляет с плос- 
костью Р@ВТ угол величины у. В квадрат, 
образовавшийся при пересеченни данной пира- 
миды плоскостью, параллельной плоскости 
РОНТ, вписаи круг, являющийся основанием 
прямого коиуса к вершиной в точке лере- 
сечения диагоналей квадрата РОЕТ, причем 
секущая плоскость проведена так, что конус 
имеет наибольший возможный объем. Опреде- 
лнте высоту этого конуса, если |Р.О, | =а. 


Физика 


Задачи устного экзамена 

3. Два тела А и Вт массами т,—1\,5 кг 
и т.=0,45 кг соответственио подвешены 
на китях к легкому коромыслу, плечн которого 
нмеют длину { —0,6 ми [.=1 м, причем тело 
А лежит ив полу (рис. 1). На какой миви- 
мальиый угол и следует отклонить подвес те- 
ла В, чтобы иосле его отпускания тело А 
оторвалось от пола? 

2. Пуля массой т‚=9 г, имевшая скорость 


= 
бо (2. =160 м/с), направленную под углом а= 
—30° к горизонту (рис. 2), пробивает лежавшую 
на подставках доску массой т‚,—0,3 кг, после 
чего поднимается на максимальную высоту 
Н=—45 м над уровнем подставок. На какую 
высоту подпрыгнет доска? Сопротивлением 
воздуха пренебречь. 

3. Подвешенному на нити шарику сооб- 
щнли начальную скорость в горизонтальном 
направлении. Когда нить отклоинлась на угол 
и —=30° от вертикали, ускорение шарика ока- 
залось направленным горизонтально. Найдите 
угол максимального отклонения нити. 

4. Шайба, скользившая по гладкому полу 
со скоростью и,=12 м/с, подннывется на 
трамплин, верхняя часть которого горнзон- 
тальна, м соскакивает с него (рис. 3). При 
какой высоте трамплина й дальность полета 
шайбы в будет мвксимальной? Какова эта 
дальность? 

5. Телу массой т, ==1 кг, лежащему на длин- 
ной горизонтальной доске массой т,-=2 кг, сооб- 
щили начальную скорость х,=2 м/с (рис. 4). 
Какой луть пройдет тело относительно доски, 
если коэффициент трения между ннми и—0,2, 
а тренне между доской и плоскостью отсутст- 
вует? 

6. В закрытом откачанном цилиндре на 
пружине подвешен скользящий без трения пор- 
шень АВ, положение равновесия которого на- 
ходнтся у дна цилиндра (рис. 5). Под поршень 
вводится некоторое количество воздуха так, 
что поршень поднимается на высоту й,=10 см 
при температуре воздуха #,—21 °С. На какую 


Рис. 3. 


МАЮ“ 


Рис. 7. 


Рис. 6. 


высоту поднимется поршень, еслн количество 
воздуха под.ним увеличить в п=5 раз, а тем- 
пературу воздуха повысить до #.=31 °С? 

7. Два одинаковых заряженных шарика 

соедннены иитью длиной 1—5 см и г помощью 
двух нитей такой же длины прикреплены 
к точке подвеса, прнчем точка подвеса и ша- 
рики лежат в вершинах равностороннего 
треугольника. После того как нить, соединяю- 
щую шарики, перерезали, онн начали дви- 
гаться с ускорением а=40 м/с”. Определите 
скорость шариков в момент, когда они окажутся 
на одиом уровие с точкой подвеса. 
‹. 8. Заряженный шарнк массой т=1,5 г, 
прикреплениый к невесомой изолирующей нн- 
ти, находится в однородном горизонтальном 
электрическом поле, при этом нить откло- 
нена от вертикалн на угол а«—30” (рис. 6). 
Затем направление электрического поля мгно- 
венно нзменяется на противоположиое. Най- 
дыте силу натяжения нити в момент макен- 
мального отклонения ннти от вертикали после 
переключения поля. 

9. Источник тока подключают к цепи, 
содержащей конденсатор и резисторы с сопро- 
тивлениямн В,—1 Ом и В.—=$ Ом (рис. 7). 
Сразу после замыкания ключа К подключен- 
ный к нсточннку вольтметр показывает капря- 
жение 0, —=6 В, а после того как конденсатор 
зарядится — напряжение &,=9,6 В. Найдите 
показания вольтметра при разоыкнутом ключе. 
Током через вольтметр премебречь. 

10. Небольшому зиврику, который нахо- 
дился ив поверхностн горизонтально распо- 
ложенной тонкой собнрающей лнизы с опти- 
ческой силой Р—0,5 дптр, сообщили вертикаль- 
ную начвльную скорость го=10 м/с. Сколько 
времени будет существовать действительное 
изображение шарнка в этой линзе? 


Публикацию подготовилн 
Д. Ф. Калиниченко. А. И. Руденко, 
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Математика 


Письменный экзамен 
Зариант 1 
1. Упростите выраженне 


^(х+2)—8х 


м вычислите его значение при х=],2]. 
2. Решите уравненне 


8х — 2,5 + 8 
16х 16х2—5 — 
В ответе запишнте его больший корень. 


3. Найдите расстояние от начала коор- 
динат до точки пересечения графика функции 
у=/9—х—\/4—х с прямой у=1. 

4. Решите неравенство 


3х +3 
1ю8. ———— <!. 
5. х-+6 


1. 


В ответе запишите количество целых чисел, 
удовлетворяющих этому неравенству. 

5. Найдите двузначное число, частное от 
деления которого на произведение его цифр 


2 
равно 2 — ‚ 8 разность между искомым числом 


з 

и числом, написаиным теми же цифрами, 
но расположенными в обратном порядке, раз- 
на 18. 

6. Найдите разность между наибольшим 
и наименьшим значениями функцин /(х)= 
==х‘—6х?--9х--1 на отрезке [0; 2}. 

7. Упростите н вычислите без таблиц 


._л ‚_ 13л 23л д 
та + 1-5 +3 с. 


8. Раците уравнение 


1—3т 3х—= (во 5 — ©0з 5 }. 


В ответе запншите число корней уравнения, 
принадлежащих отрезку [л/2; 21]. 

9. В треугольнике АВС медиана АМ пер- 
пендикулярна медиане ВМ. Найдите площадь 
треугольника АВС, если длина АМ равна 3, 
а длина ВМ равна 4. 

10. Одна из вершин куба и середины его 
ребер, выходящих нз противоположной вер- 
шины, служат вершинами пирамиды. Найднте 
объем пирамиды, если длина ребра куба 
равна 6. 

Вариант 2 

1. Сумыа членов бесконечной геометри- 
ческой прогрессни равна 4, а сумма квадратов 
ее членов равна 48. Найдите сумму первых 
четырех ее членов. 

2. Решите уравнение /{(х)=0, если Кх)= 
—=\/ 2—1 9х. 

3. Решнте уравненне 

108. (х— 2) +108 ‚(х‘— 2) Ново 2(х—2)==4. 

4. Решите неравенство 

{0,57 +3* 20,125. 2-*. 


51 


В ответе запишите колнчество целых чисел, 
удовлетворяющих неравенству. 

5. Имеется сплав меди с оловом массой 
10 кг, содержащий 50 % медн. Сколько кило- 
граммов чистого олова нужно прибавить к это- 
му куску, чтобы получившийся сплав имел 
40 % меди? 

6. Найдите наименьшее значение функции 


1 
5х“ 2х? — 45. 
Их)эх ах Ня т 
сои В) _ 1 
7. Найдите и : Щ В, если Рен з` 


8. Решите уравнение 
эт лх--с0в лх— 1—0. 
В ответе запишите сумму корней уравнения, 
принадлежащих интервалу 10; 4 [. 
9. Вершнны правильного треугольника ле- 
жат на трех параллельных прямых, причем 
внутренняя прямая находится на расстоянии 


^/51 и -/84 от крайних прямых. Найдите 
длнну стороны треугольника. 

10. В конус вписан цилиидр наибольшего 
объема так, что одно из оснований цилиндра 
лежит на основании конуса, & окружность 
другого основания лежит на боковой поверх- 
ностн конуса. Найдите отношение объема кону- 
св к объему цилиндра. 


Физика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 

1. Свободно падающее тело за последнюю се- 
кунду падения прошло путь {=63,7 м. С какой 
высоты пвдало тело? 

2. Определите силу, действующую на стер- 
жень АВ, если угол ч=45”, а масса груза 
т=—а кг (рис. 1). 

3. Определите, какой скоростью должно 
обладать тело в точке О, чтобы переместиться 
в точку А и там остановиться (рис. 2). 
Коэффициент трения при движенни тела 
и=0,2, [АВ] =0,5 м. |РВ| =10 м. 

4. Одпородный стержень массой т-—6 кг 
подвешен на двух иитях одинаковой длины 
{—=0,5 м каждая (рис. 3). Определите силу 
нвтяжения нити, если длина стержия а=0,8 м. 

5. В стекляииой трубке, запаяиной г од- 
мого коица, находится столбик воздуха, запер- 
тый столбиком ртути высотой #-200 мм. Если 
трубку держать вертикально открытым концом 
вверх, то длина воздушного столбика {6 см, 
а еслн перевернуть трубку на 180°, то длнна 
воздушиого столбика станет [,-=15 см. Чему 
равно атмосферное давление? Температуру счи- 
тать постоянной. 

6. После сгорания горючей смеси темпе- 
ратура продуктов сгорания в цилиндре под 


поршнем повысилась до {,=600 °С, а рвс- 
стояние между поршнем и дном цилнидра 
увеличилось до {-==50 см. На какое расстояние 


Рис. 5. 


Рис. 6. 


переместился поршень прн охлажденни про- 
дуктов сгорания в цилиндре до температуры 
{.=290 °С? Весом поршня и его трением о стенки 
цилиндра пренебречь. Коэффициент объемного 
расширення принять равным а=1/273 К‘. 

7. Конденсатор емкостью С, =3 мкФ заряжен 
до разностн лотенциалов И,==300 В. Конден- 
сатор емкостью С,=2 мкФ заряжен до разности 
потенциалов (.==200 В. Конденсаторы соеди- 
няют разиоименными обкладками. Определите 
среднюю величину тока, возникающего при 
соединении конденсаторов, если длительность 
его протекания ‹==1 с. 

8. Определите массу медных проводов, 
необходнмых для монтажа двухпроводной ли- 
нни передачи от источника питания с напря- 
жением /=2400 В до потребителя, ивходя- 
щегося на расстоянии {5 км от источника 
напряжения. Мощность, передаваемая потреби- 
телю, равна И’-=60 кВт. Падение напряження 
в лнний электропередачи составляет 8 %. 

9. В схеме, изображенной на рисунке 4, 
амплитудное значение тока до замыкания 
ключа равно [,, & после замыкания ключа — 
7.. Определите отношение [,/1,, если ключ был 
замкнут, когда напряжение на конденсаторе 
было максимальиым. Емкость всех конденсато- 
ров одинакова: С,=С,==С,, а индуктивность 
катушки постояяна и равны. Г. До замыкания 
ключа конденсаторы емкостью С, ин С. заря- 
жены не были. 

30. Сероуглерод к показателем преломления 
п=1,63 налит в широкий сосуд до высоты 
В-=10 см, считая от дна сосуда. На дне сосуда 
в центре помещен точечный источник света. 
Найдите площадь поверхности сероуглерода 
на границе с зоздухом, через которую свет 
выходит наружу. 


Варнант 2 

1. Двнгаясь равноускоренно, материальная 
точка в первые два равных последовательных 
промежутка времеии по 1—4 с каждый про- 
ходит пути {=20 м и [,-—30 м. Определите 
начвльную скорость точки. 

2. Цепь длиной {=1 м лежит на столе так, 
что ее конец свешивается с края стола. При 
какой длине свешивающейся со стола части 
цепн вся цепь начинает скользить по столу, 
есяи коэффициент трения цепи о стол ц==1/3? 

3. Материальная точка массой 71==1 кг рав- 
номерио вращается по окружности со скоростью 
2 —10 м/с. Определите модуль изменения нм- 
пульса материальной точки за одну четверть 
периода вращення. 


4. Однородный стержень АВ опирается на 
шероховатый пол и удерживается от падения 
прнкрепленной к вертикальной стенке горизон- 
тальной нитью ВС (рис. 5). Коэффициент 
трения между стержнем и полом д=0,5. При 
каком угле наклона стержня к горизонтали 
стержень будет находнться в равновесни? 

5- В цилиидре, закрытом поршнем, на- 
ходится т —=0,2 кг углекислого газа. Определите 
работу, которая совершается при изобарном 
нагреваини газа на ^7—=88 К. 

6. Определите давление насыщенного водя- 
ного пара при температуре #=17 °С, если в ком- 
нате объемом У-=50 м? при относительной 
влажности +=65 % и указанной температуре 
находится т=—0,476 кг паров воды. 

Ч. В схеме, изображенной на рисунке 6, 
ключ К, замыкается и конденсатор заряжается. 
Затем ключ А, размыкается, а замыкается 
ключ К.. Найдите ЭДС батареи, если напряже- 
нне на первом слева конденсаторе после замы- 
кания ключа А, стало равным О=0,5 В. Ем- 
кость всех конденсаторов одннакова. 

8. Математический маятник представляет 
собой шарнк массой т= г, подвешенный 
на нити длиной [=36 см. Чему будет равен 
период колебаний маятника, если, сообщив 
шарику положительный заряд 9—6,7 . 10 Кл, 
поместить маятник в однородное электрическое 


поле напряженностью Е (Е=8 - 10° В/м), сн- 
ловые линии которого направлены вертикально 
вниз? 

9. Квадратная рамка со стороной а=50 см 
помещена в однородиое магнитное поле пер- 
пендикулярно магнитным линиям поля. Опре- 
делите индукцию магнитного поля, если извест- 
но, что при исчезновении магнитного поля 
в течение т=0,01 с среднее зиачение ЭДС 
нндукцни, возннкающей в рамке, ф —=50 мВ. 

10. Пучок параллельных лучей света ши- 
рнной 6-20 см выходит из стеклянной пластнн- 
ки в воздух через плоскую грань пластинки. 
Определнте ширину пучка в воздухе, если угол 
падення луча на границу стекло — воздух 
а=30°, а показатель преломления стекла 
п=1,8. 

Публикацию подготовили 
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Вариант 1 
1. Упростив выражение для }{(х), найдите 
Г’(х), если 


Е (х) = и 
| ены = 
(73—92) (#х— 
—(35—$ 7,3) (35—13) -| _! 
а т 
— х/8—233 ) 
+2. УЗюв, 78 


2. Решите графически систему неравенств 
| 2х--у>2, 


— 


4х*—у<А, 
9—2у>0. 


3. Найдите промежуткн монотонности и 


экстремумы функцни /(х)= > х2— Е хи 
постройте ее график. 


4. Найдите все корни уравнения 
ви1* х--с08* х=0,5 . эт" 2х, 


З 
лежащие в интервале Е < Н а. 


5. Площадь прямоугольного треугольника 
равна 5, а его острый угол равен и. Треуголь- 
ник вращается вокруг прямой. проходящей 
через верщину угла а и параллельной противо- 
лежащему этому углу катету. Найдите объем 
тела вращения. 


Вариант 2 
1. Упростив выражение для /(х), найдите 
[(х), если 


1(х)= [нь (Ух — 


и Не-а 
Ух — 4 х--1 хх 


2. Найдите область определения функции 
1 (х)=\/ 4 1082 (2—1) Нов, @х— 1-5. 


3. Найдите нанбольшее н нанменьшее зна- 


чения функции [ (х)= г хз-+-4х? -+-1 на отрезке 


[—2,5; 0,5] и постройте ее график на указан- 
ном отрезке. 


4. Найдите все корни уравнения 


1 

4 х— = 

ь ы г. п х—с0зх д\-1 
= я 608х (р) ,. 


удовлетворяющие неравенству 
1327 пу ах 
/ (31? — лх— 4х") >18. (1/6). 

5- Диагональ прямоугольного параллелепи- 
педа составляет с плоскостью основания угол ч, 
а с большей боковой гранью — угол В. Найдите 
объем параллелепипеда, если площадь его осно- 
вания равна 5. 


Задачи устного экзамена 
1. Пусть М — ортоцеитр треугольника АВС 
(то есть точка пересечения высот треугольника 
АВС). Докажите, что точка М’, симметричная 
точке М относительно любой стороны тре- 
угольника АВС, лежит на окружности, опи- 
санной около этого треугольника. 
2. Докажнте, что функция узесоз 2х не 
является пернодической. 
3. Докажнте, что при любом а < 4 уравнение 
эл? х  вт?2х в? 3Зх мп? Ах 
—— —_ —а 
э402?2х вм?3Зх  эт?4ах вт? х 
не имеет решений. 
4. Докажите, что при всех п 6 ]0; л/2[ спра- 
ведливо неравенство 


а 


[574 р. > 1-е а. 
$5. Постройте графики функций 
а) у= Ри 6) у—10'5 (9. 
[1 


8. Найдите значення производных функций 


—2 
ое 


—2|=|. Бы 
а) /(х)=2171; 2) 


в точке х=1. 
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7. Найдите область определения функции 
Их) У эм ‘хат х--27 42—33. 
8. Докажите, что 
191—142 3— ша 5 — Ш 6-4... 
-Н 8 99—1# 100 —1. 
9. Упростите выражение 


2 3 
[12-18 2 18 (—х)-+2 18 № А 


10. Вычнслите без таблиц 
с93 20° соз 40° соз 80°. 

С 1982 года в Московском энергетическом 
ннституте проводится эксперимент по проведе- 
нию устного экзамена по математике с примене- 
нием ЭВМ. В 1984 году такой экзамен проводил- 
ся на одном из факультетов. Мы прнводим 
один из вариантов экзаменационного задання, 
состоящего из 20 примеров и задач. Абиту- 
риент запнсывает ответ на специальном бланке. 
Проверку правильности ответа проводит ЭВМ. 

Вариант 1 

1. Сколько цифр содержится в числе 21°, 
если считать, что 14 2=0,301? 

2. Найдите значенне производной функции 


1(>х)==2 ‹. эп (% 1) при х=1. 


3. Найдите число, 7,5 % которого равно А, 
где 


( 2 г 3\. 1 7 у 
5 20778 

4. Известно, что числа вх, м 2х, вм Зх 
в указанном порядке образуют арифметиче- 
скую прогрессию. Найдите значение у— 
=—&р 2х— 0,21. 

5. В правильной четырехугольной пирамиде 
дивгональ основания равна ее боковому ребру. 
Найдите объем пирамиды, если ее боковое ребро 
равно \3 см. 

6. Решнте уравненне 

2 


ЕАО. < 


2 20 21+?) 
7. Найдите нанменьший положительный пе- 
риод функции 
1 (х)=5 эт (хх—). 
8. Какое число болыце: первое нли второе? 
1) (08, 5):; 2) 108, 20. В ответе укажнте но- 
мер числа. 
9. Найдите значение х из пропорции 
31 з. х 81“ з. (39)? 
—* з ` 
(5) Са 
10. Решите уравнение 
108. с08 ХХ". 
13. Найдите наибольшее значение функции 
52а а са. я 


12. В геометрнческой прогрессин третий член 
равен 16, седьмой член равен 1. Найдите пер- 
вый член этой прогрессии. 

13. При каком значении @ уравнение 


1 (х) =ят 


8 х= 5 {2-+2) допускает решение х= 5? 


14. В уравненни 5х4 6х—28==0 найдите 
значение коэффициента 6, если известио, что 


54 


число В целое и что корни уравнения х; их. свя- 
заны соотношением 5х, +2х.—1. 

15. Вычислите без таблиц (18 10%"! )?-- 
--По&, 3Зсоз 1 )*. 

16. Около круга радиуса 2 см описана равно- 
бедренная трапеция с острым углом 30°. Най- 
дите длину средней лннни трапеции. 

17. Решите систему уравнений 

+8 (лх)-=0, 
х— ху $ =0. 
18. Найдите ивибольщнй корень уравиения 
108 .(9=—-1+-7)=2-10&,(3 1-1). 
19. Вычислите значение 5118 «--с08° и, еслн 


| 1 

известно, что $5ш 2а= 5. 

20. Сколько целых значений х удовлетво- 
ряют неравенству 


З 
=Н>И 


Физика 

На одних факультетах экзамен по фнзике 
проводится в письменной форме, на других — 
в устной. 


Письменный экзамен 


Вариант 1 

1. Электромагнитная индукция. Поток маг- 
нчитной индукции. Электродвижущая сила ии- 
дукции. Правнло Ленца. 

2. Электрический заряд --@ перемешается 
з электрическом поле плоского конденсатора 
по траекторин АВСРА (рис. 1). На каких участ- 
ках работа поля по перемещенню заряда отрн- 
цательна? положнтельна? равна нулю? Какова 
работа по перемещению заряда по всей траекто- 
риня АВСРА? 

3. Лушка, стоящая на платформе, стреляет 
в направленни рельсов под углом и-=30° к гори- 
зонту- Масса снаряда т=560 кг, начальная ско- 
рость снаряда и. —=600 м/с. Какую скорость 
приобретет платформа при выстреле, если ее 
масса с пушкой составляет М=5 - 10‘ кг? Плат- 
форма не заторможена. 

4. Луч света падает под углом п на плоско- 
параллельную пластину, толщина которой 4. 
Вычислите смещение луча при его прохождении 
сквозь пластину. Показатель преломления стек- 
ла п. 

5. Три одинаковых сосуда, соединенных тон- 
кими теплонепроводящими трубками, запол- 
нены при температуре Т, —=10 К некоторым ко- 
личеством газообразного гелия. Затем один из 
сосудов нагрели до Т.—40 К, в второй до 

‘Т.—=100 К. Температура третьего сосуда оста- 
лась неизменной. Во сколько раз изменилось 
давление в системе? 

Варнант @ 

1. Закон Архимеда для жидкостей и газов. 
Выталкивающая сила. Условие плавання тела. 

2. Постройте ход лучей 1 н 2, преломленных 
рассеивающей лнизой; Р, иР, — фокусы линзы 
(рис. 2). 

3. Два одинаковых проводящих шарика, 
обладающие зарядами @,==5 - 10-8 Кл и 
9,=1.10-3 Кл, находятся на расстоянии 
{=4 см друг от друга. Их приводят в соприкос- 
новение н удаляют на прежнее расстояиие. 
Найдите силу взаимодействия до и после со- 
прикосновения шариков. Электрическая по- 
стоянная е.—8,85 - 10—12 Фум. 

4. С какой высоты Н падает тело массой т 
на невесомую пружину жесткостью Ё, если 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


максимальная сила давления пружины на пол 
равна М (рис. 3)? Длнна свободной пружины {[. 

5. При передаче электроэнергии на болышное 
расстояние используется трансформатор, по- 
вышающий напряжение до /=6 - 103 В н на- 
груженный до номинальной мощности Р== 
==10° Вт. При этом разность показаний счетчи- 
ков электроэнергии, установленных ив транс- 
форматорной подстанции и в приемном пункте, 
увеличивается ежесуточно на \И/=216 кВт - ч. 
Во сколько раз необходимо повыснть напряже- 
ние в линии, чтобы прн передаче потерн элек- 
троэнергии не превышали 1==0,1 %? 

Задачи устного экзамена 

1. Снаряд в верхней точке своей траектории 
разорвался на двё осколка г массами т, —=3 кг 
н 71,25 кг. Скорость снаряда непосредственно 
перед разрывом равнялась х, —=600 м/с, ско- 
рость большого осколка сразу после разрыва 


Наша обхожка 


Мы приведем два решения задачн. поме- 
щенной на 4 с. обложки «Кванта» № 2. По- 
скольку наща цель — помочь читателю на- 
учиться решать сложные стереометрнческие 
задачи, а не дать образцы оформления решений, 
мы стараемся выделять основные иден, опуская 
в то же время некоторые детали рассуждений. 
Читатель без труда восстановит их самостоя- 
тельно; в нанболее важных случаях соответ- 
ствующие места в тексте помечены так: (?). 
Дла краткости некоторые обозначения, смысл 
которых ясен нз чертежа на обложке или из 
рнсунков, в тексте не объясняются. 

Итвк, пусть АВСР — основанне данной пи- 
рамиды, 5 — ее вершима, О — точка пересече- 
ния диагоналей роыба АВСО. 

Первое решение основаио на очевид- 
ной формуле, связывающей раднус г окружно- 
сти, вписанной в угол ф, к расстоянием п от 
точек ее касания со сторонами угла до его 
вершины (рис. 1): 


а ==гсщ т. (1) 


Рисунок 1 можно рассматривать и как сеченне 
двуграниого угла величины 4 с вписанной в него 
сферой радиуса г плоскостью, проходящей че- 
рез центр сферы перпендикулярно ребру угла; 
в этом случае величнна а в (1) — это расстояние 
от точки касания сферы с гранью угла до его 
ребра. Отсюда же видно, что центр этой сферы 
лежит на биссехторной плоскости двугранного 
угла (?). 

Переходя к задаче, заметным, что, поскольку 
О — центр окружности, вписанной в основанне 


Рис. 3. 


равнялась 0.=800 м/с, а направление ее совпа- 
дало с направлением двнжения снаряда перед 
разрывом. Определите скорость малого оскол- 
ка сразу после разрыва. 

2. На плоту, состоящем нз л==20 одинаковых 
бревеи можно персвозить груз максимальной 
массы 71-1800 кг. Определите плотность дре- 
весины, если объем каждого бревна "—0,3 м?, 
а плотность воды ©,=1000 кг/м?. 

3. Проводник длиной [-=10 сы, по которому 
течет ток [=15 А, перемещается в однородном 
магнитном поле г индукцией В—0,5 Тл на рас- 
стояние 3=20 см. Определите максимальную 
работу, которая совершвется при перемещении 
проводника. Как при этом должен двигаться 
проводник? 

Публикацию подготовили 
В. Ф. Сафонов, В. Л. Чудов 


пирамиды, 50 — ось данного конуса и. следо- 
вательно, высотв пирамиды. 

Найдем раднус г, сферы, вписанной в трех- 
граиный угол пирамиды с вершиной С. Рас- 
смотрим сечение данной конфнгурации плос- 
костью $ЗАС (рис. 2): она содержит ось 50 
конуса и цеитр О, сферы ($АС — бнссекторная 
плоскость двугранного угла пирамиды при 
ребре $С (?)), следовательно — образующую 
конуса ЭК, проходящую через точку касаиия 
конуса со сферой, и точку касания ЁС сферы г 
основанием пирамиды ($АС.1 АВС). Выразим 
отрезки, входящие в равенство 


ЮС|=10к|+1кЫ +115]. 


Рис. 2. 
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через г, 
это даст нам уравнение для г,: 


и дакные по условию величнны — 


10С |= 4; 2 
ком |= 921-102] „4.8 12 

]Ср1 У47437 в 
(ОКкОМ — раднусы основания конуса (рис. 3), 
ОМ — высота прямоугольного треугольиика 
осо»; 

КЕ] ==": * 8 >, где « — угол между обра- 
зующей и основанием конуса (см. рис. 2 и фор- 
мулу (1)); 
ср|+|2Р| 
ЕС|= 
ие ор] 


ЕР |= г; с > (Формула (1): величина дву- 


(рис. 3; АСЁР- СРО) 


транного угла пирамиды при ребре СР рав- 
иа а (?)}. 
Итак, 


12 а 5 п 
Е 


нли 
м 24 И 12 па Е 
Й —— =, 
(3 * +5 а ®) 5 (4-+с03 а) 16 
поскольку 
50] 1 5 
п а= | = П————— Ш —, 
151 — УТРУ 13 


1Юм| 12 
Сов а= 15м| = 18° (2) 
Очевидио, раднус сферы, вписанной в трех- 
гранный угол А, тоже равен 3/16; рвдиус двух 
других сфер мы для разнообразия найдем дру- 
гим способом. 
Второе решение использует выраже- 
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ние для раднуса г сферы, вписанной в тетраэдр 
объема У ге площадью полной поверхности $ 


{Для доказательства (3) надо представить И 
как сумму объемов четырех тетраэдров высо- 
ты г с общей вершиной в центре винсанной 
сферы, основаниями которых являются грани 
данного тетраэдра; вспомните аналогичиую 
формулу из планнметрни.) 

Найдем радиус г, сферы, винсанной в трех- 
гранный угол О. Проведем через точку ее каса- 
ния с конусом их общую касвтельную плос- 
кость. Пусть она пересекает ребра ДА н ОС 
в точках Ар и С,, тогда АС, {АС (7). Наша 
сфера вписана в тетраздр 3А,С,0; найдем по- 
следовательно (см. рис. 2): 

высоту его основания А,С:О : |ФМ| == 
=1ро|-—10м|=120|-- ЮМ|=3- 12 = 3; 


сторону основаиия АС, : | А.С, | == т х 


х|АС]= 8 (ДА,С,0- ААСБ); 


площадь основания: Зл,с.р = - . 5 х 
$12. 

$ 25° 

объем 1 12 4 


: бар == < ® = 1= —; 
Узл,ср — 3 ° 55° 1= 55 
сумму площадей ортогональных проекций 
боковых граией на основание: 5д со л,ро- 


1 
+$с.ро= > (10м|+105]) - [А,С, [= 


1112 8 108 
=‘ 5 +3) 5 — 25° 
Поскольку все боковые грани наклонены к осно- 
ванию под одним и тем же углом с (?) и 
608 (==12/13 (см. (2)), по формуле для пло- 
щади ортогональной проекции найдем, что пло- 
щадь боковой поверхностн тетраэдра равна 


_ 108 18 _ 117 
«25 ‘18—55. 
Окоичательно, 
зи 3.4 4 


Е Злсо--86ы 12-111 48 


Ответ: радиусы сфер при вершинах боль- 
шей диагонали основания равны 3/16, при вер- 


шинах меньшей диагонали — 4/43 см. 
п. И. В. Н. 
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Ответы, указания, решення 


= 
7 


Избранные хикольные задачи 

1. Пусть стороны АД ин АВ четырехуголь- 
ника АВСО равны а и 6 соответственно, а угол 
между ними равен м (рис. 1). Пусть далее пря- 
мые СО и А В пересекаются в точке Е. Из прямо- 
угольного треугольника АДЕ получаем АЕ= 


—а/<0з и. Поэтому ВЕ==а/с05 «—6. Из А ВСЕ 


находнм ВС—ВЕ- «(> — «) ВЕ - с а = 


‚ =(6— 6 с08 а} /5т и. Аналогично, СО = 


—(5—а с05 “)/9т п. °— двер = > (АБ. оС- 


РАВ . ВС)—(206-—(а?-+ 6”) соз «}/2 эт а. 

2. НЫ аа? + Бе? а? + Ва? = ас? 
-+ 2а6са -- Ба? +4 Ь*с?° — 2абса 4 а?а? = 
==(ас-- а)? -+(5с—аа)'. ` 

3. Ответ. 24 мили. 6 ч 30 мин вечера. Ука- 
зание. Одну милю по ровному месту путе- 
шественникн проходят за ' А часа. в гору — 
за (/. часа и под гору — ла '/, часв. Следова- 
тельно, каждую милю пути туда и обратно 
путешественники проходят за '/, часа. Отсюда 
следует, что расстояние, пройденное путешест- 
венниками за 6 часов, равно 24 милям. Если 
12 миль они проходят по ровному месту, то 
на это у них уходит 3 часа, а еслн я гору, 
то 4 часа. Следовательно зв среднем» до вер- 
шины горы они идут 3,5 часа. 

4. Решение. Пусть АВС — данный треуголь- 
ник (рис. 2). Проведем прямые, перпенднкуляр- 
ные сторонам АВ в точке А и ВС в точке С. 
Пусть БР — точка пересечения этих прямых, 
в прямвя ВШ пересекает АС в точке Е. Точка 
Е — искомая. (Для того чтобы задача имела 
решение, необходимо, чтобы углы А и С были 
острымн). 

5- Пуеть АВС — данный угол и Р — точка внут- 
ри него (рис. 3). Через точку Р проведем 
РРИВС и от точки О отложим на луче ДА от- 
резок Р@=ВР. Прямая ОР пересекает сторо- 
ну ВС в точке А. Докажем, что треуголь- 
ник ВОВ — искомый. Достроим треугольник 
В@Е до параллелограмма ВА5@ и рассмотрим 
пронзвольный трвугольник ВЕН. сторона ко- 
торого проходнт через точку Р. Треуголь- 
ник ВЕН получается нз треугольника ВОЙ 
*отрезанием» треугольника ЕФР и з+добавле- 
нием» треугольника АРН. площадь которого 
больше площади треугольннка ВРЕ (Е’ — точка 
пересечения К5 н БН), которая, в свою очередь, 
равна площадн ЕРО. 

6. Ответ: В полдень третьего дня пешеход А 
обгоняет пешехода В на расстоявнн в 23 мили 
от своего отправного пункта, а в конце четвер. 
того дня путн В догоняет А на расстоянии 


в 34 мили от отправного пункта А. Решение. 
Пользуясь формулой суммы арифметической 
прогрессни, нетрудно установить, что через х 
дней пелеход В пройдет расстояние (2.2-- 
+ (<-—1)2) - 2/2, а пешеход А — (2.10— 
—(х—1)) - х/2. По условию (2. 10—(х— 
—1))х/.=14+(2 + 24 (х—1)2)х.2. Решая это 
уравненне, получнм х,-=4, х,=-7/.. Второй ко- 
рень уравнения не подходит, так как мы счн- 
талн, что х — целое число. Однако свмо 
наличне этого корня показывает, что в течение 
3-го дня пешеход А обгонит пешехода В. Выяс- 
ним, когда это произойдет. К концу второго дия 
пешеход А пройдет 19 мнль, а В будет нахо- 
диться на расстояини 20 миль от пункта, нз 
которого вышел А. Таким образом, в начале 
третьего дня В опережает А на 1 милю. В те- 
чение этого дня А движется со скоростью 
8/2 мнль/ч, а В — со скоростью °/‚›=!/, миль/ч. 


Поэтому через время 21/42 1) -в ч 


пешеход 44 догонит пешехода В. 

1. Пусть Я — длина общей хорды двух данных 
окружностей (рис. 4}. Тогда радиус меньшей 
окружности равен 4, в радиус большей — 
4/(/!2 зп 157). Площадь 5, красного сегмента 
равна разности площадей сектора и треуголь- 
ника, то есть 5,—ла?/.-а?\.3/.. Точно так же 


плошадь 5, голубого сегмента равна $, = 


=- ы 4 1 4 Пос 
12 4911715 4 45715 СКОТ 
4 311? 15° = 2(1—с0з 30°) —=2— 4/3, 5, = 


а ий 4'(2-+\/3)—4°(2+./3)/4. Требуемое от- 


ношение равно (5,-5,)/(ла?)=(4-+ \/3)/12— 
— (1+ \'3)/2л =0,043... 


8. Пусть АВСЬ — произвольная трапеция, 
вписанная в данную окружность радиуса г 
(рис. 5}. Проведем через центр О этой окруж- 
ностн диаметр. перпендикулярный  основа- 
нням АДи ВС и пересекающий их в точках Н 
и К соответственно. Пусть |ВС|]=2х. Тогда 


[АР | =4х и $ вер==Зх + |КН]\. где 0<х<г/2. 
Можно считать, что точка О лежит внутри 
трапецин (почему?), поэтому |КН|=|КО|+ 
он] = УР УРЕСахТ, так что лвер= 
Приравнивая 


=5(х) ах (ух 4"). 


Рис. 3. 


Рис. 4. 
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Рис. 6. 


Рис. 7. 


1 
к вулю производную функции /(х)= -- $(х)== 
о 


= -,Р Ш 4х), получим уравнение 


Рон 247 — 
ата тах") -=0, 


которое после 
К ВИДУ 


преобразований приволится 


16х*— 2077х? р3г*=0, 


откуда х?=(5- /13)77/8. 
Второй корень нас не устраивает, так как 


И 
и 1, то есть окажется, что 2х`>>г. 


Итак, критическая точка определяется ра- 


венством 
5—3 
Хкр-=Р * Е рае . 


Нетрудно убедиться, что это точка максимумв. 
9. Ответ: 1 шиллинг 7 пенсов. Решение. 
Пусть х, уш2 — стоимости в пенсах стакана 
лимонада, бутерброда и бисквита соответствен- 
но. Из условия получаем систему 
{ х-+Зи-72==14, 
хАи- 102 =17. 


Умножни первое уразнснне на 5 и вычтя из 
него второе уравнение, умноженное на 3, полу- 
чим 2х-Зи {+ 52=19. 

10. Пусть АВС — данный треугольник, 
А’В’С” — требуемый (рис. 6). Поскольку цер- 
пендикуляры к сторонам АВ. АСн ВС, прове- 
денные через точки С’. В’и А’, являются бнс- 
сектрисами углов треугольника А’В’С’, ози 
пересекаются в некоторой точке О, причем 


ты —^ 

СОВ'=л—А. Пусть С'А’В’==2а. Тогда СВ’ = 

=(л-+-2и)/2=л/2--а. Отсюда получаем, что 
я сх —_ 

“= —А, то есть СА’В-=В’А’С==А. Авало- 

У —. 

гично, ВС”А =-б; С'В'А-В. Поотому АВС’А” 


< ЛАС’В’ Л А’В'С > ЛД АВС. Из подобий сра- 
зу следует, что 


, СЫ м 9 Ра ДУ 
[ВА 2 (ВС = © {АС 


с ь (5 |. р 
а 8 = = — = ®— 6 = 
С в = в 
ее 
с? Я , 
== —- +а-—|ВА“, 


откуда |ВА’|-=(а?+4с?—Ь?)/(2а). По теореме 
косинусов п*-4с?—6?=2 ас сов В. Поэтому 
]ВА' |= соз В. Это значит, что (АА’) перпен- 
дикулярна (ВС). Аналогично доказывается, что 
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{СС’) и <ВВ”) перпендикулярны (АВ) н (АС) 
соответственно. Итак, вершины треугольника 
Д’В’С” являются основакием высот треуголь- 
лика АВС. 
11. Ответ: 2(р?—У/р— 5?;р'). Решение. 
Пусть а. 6, е — стороны треугольника. По фор- 
муле Герона 
$=ур(р-—а)(р-—В)ф— с). 

илн 
5 рр" — (а НЫ--с)р" (аб ас-Рьс)р—абс== 

=^*—2р` (аб -Нас-Ьс)р— У. 
Таким образом, аб-фас-Н6е=5?/ р? РУ/р-Е р". 
Поскольку &р’=5а с) =а-- са + 
+ 2ас- 2Ьс, окончательно получаем а? 5? --с*= 
=2(р"—У/р— 5"). 
12. Пусть п — число людей, сидящих за столом, 
и Е — число шиллингов у самого «бедного» 
из них. После каждого тура количество шмил- 
лингов у каждого из игроков становится на 
1 меньше. Значит. после #& туров у самого 
«бедного из чих вообще иичето ие останется 
и игра прекратится, когда касса» в следую- 
щий раз дойдет до этого игрока. В этот момент 
в зкассеь будет ик1-п—\ шиллингов. Налич- 
ные суммы могут относиться как 4:1 лишь 
для первого и последнего игроков. Поэтому 
либо ий--п—1=4(п— К), либо пи -п—1)= 
==1—Ё. 
Первое уравнение приводится к виду # =3—7/л, 
откуда п=71, 
Второе уравнение не нмеет решений, так как из 
него следует, что Апи—=й——3Зп, что невоз- 
можно. 
13. Пусть А.В,В.С.С.А. — нскомый шести- 
угольник (рис. 7). Ясно. что ^ВВ,В А АВС. 
№сли К — коэффициент подобия этих треуголь- 
иикоп,° то |ВВ,|=с. |ВВ.|=а, |В.В,| =; 
АА, [=с— [А.В [— ВВ, [=в— &%®-1 с}. 


В =2, 


Рис. 8. 


Рис. 9. 


С другой стороны, А АНАЛ, | = 


о. ААЦ 


- и, следовательно, Вы (1— 


ЕБ-Ес) ЕНИЕ 
: } к? т Отсюда 
| абс 
следует, что |В,В. | = аБ-Ье-ас г 


14. Пусть А,, В,, В, — радиусы башеи. Ширина 
всех трех башен будет казаться одинаковой, 
если углы, образуемые касательиыми к каждой 
нз окружностей, проведенными из нскомой точ- 
ки (рис. 8), будут равиы. Из равенства 


— 
этих углов следует, что О.Р9-О.РВ. Поэтому 


АРВО.Г>ВОО.. Это значит, что Рот — - - 
3 з 


Множество точек, удовлетворяющих этому ус- 
ловию, есть окружность (+Кванть», 1984, № Т, 
с. 37). Точно так же множество точек, нз кото- 
рых окружиости с центрами О, н О, видиы под 
равными углами, тоже являются окружностя- 
ми. Точки пересечения этих двух окружностей 
являются искомыми. 


15. Ответ: 267 ета ато Че 12. 


В данном тетраэдре АВСПО противоположные 
ребра равиы. Пусть |АВ|=|СО{=а, (ВС|= 
—=|АР|=6, |АС|=|ВО|=с. Проведем через 
каждое из ребер плоскость, параллельную 
противоположному ребру. Получениые 6 плос- 
костей образуют параллелепипед АД’ВС'А’ОВС, 
причем каждая грань (это параллелограмм 
с равиыми диагоналями) параллелепипеда 
является прямоугольииком. Следовательно, па- 
раллелепипед — прямоугольный, а ребра 
тетраэдра являются диагоналями его граней 
(рис. 9)- Пусть х. у, х — длииы ребер парал- 
лелепнпеда. По теореме Пифагора 


ха", 
жа 2"= 1, 
уе, 
к ао? с? 
откуда х?-у?--2? = к 582, 22—87 а? 
СО, Нее. о 
|. 2 
2 
> а’-+ь“—с 
=8*—с*= Е (Отсюда, в частности, 


2 
следует, что грани тетраэдра — остроугольные 
треугольники.) Объем тетраэдра АВСП равен 
1/1. объема + параллелепипеда, поскольку 
Улвср=У — (Усова НУ л-врл `НУсв'рв НИ лр’ВО), 
а объем каждого из тетраэдров, зотрезаиныхь 


от параллелепипеда, равен ъ - > = м 58, 


где 5 — площадь основания, а № — высота 


1 
Улдвер= 5 И = 


параллелепипеда. 3 


Поэтому 


= + хуг= (27— а) (87—57) Ь ). 


Сколько корией имеет уравнение? 
1. р>1. 
2. 2. 


ве сид 1}. 


10— 

- го ра 
И НЫ 
6. а,= $ 4.=1; а.= 8. . 
7. = л+2лп; и.= 5 +2лт; п. 
8. 12; (012; 30 { 7}. 
вь-1. 
10. {2:36 


11. {о; =}. ] —о; —1[(/[5; оо [. 


12. ]5; 113/. [. 
13. 4. 
14. ]—/; 0}. 


15. а=1/4/2. 

16. [3; 5 [. 

17. {+ ат 44445; —3— 4/7 ба+10 } при 
а<—2; {—3—\/а?+4а 5; —3— а ба-10} 


при —2«а< -: {—3—-5/29/2} при = | 
{—3—^/а?4а45; —3—/а?—60410} при 
1 ЕВЕ 

$ <а< 3: {—3 — /21--4а45; —з + 


+^а1— 66 410 при а>3. 


Московский инженерно-физический институт 
Математика 
Вариаит 1 


1. х-=агссов( — =) + 2лп, пЕ 2. 
2. При 9<15 % решений иет; при 15%< 
ев 259 


количества литров, взятых из первого и второго 
сосудов соответственио). При 25 %<4<100 % 
х+у=2, х> 0, у>0. 

2-4 2с7 4-2 = 
3. сете. к ы при © ]0; 4/5]; при 


остальных ССВ решений нет. Указанне. 


<х<а, у-2-—х (хииу — 


Положиа Ре, Зы В, приходим к уравнению 
Мут-5=е-у, откуда 2су==5—с^. 


4. 8= 8/3 В? вт ВЫ при ВЕ ]0; агещу Г; 


4 
$= и 5 ВУ а- "В при ВЕ [агсщ 2; 5 (. 
Указание. Пусть А — середина отрезка РЕ 


(рис. 10). Если А$8< > ‚ то сечение РВВ имеет 
наименьшую площадь при (АВ) 1 ($). Если же 
А$о> = ‚ то таким сечением служит грань 
Р5В. Угол А$& будет острым, если $А@+ 


4+59А > 5 „Пусть ф=5 А, ч—5$@А. Ясио, что 
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Рис. 10. 


фе с=2 4 \. Должио быть 4#( мы то есть 
>0, откуда Шф> у? ‚ в тек как 


В+" = .. ‚ получим О<В< атсЁр 1/2. 


Вариант 2 
1. {7 [- 6.3; —6 |6: — 5]. 


525 
р) 76 449 = 525 . 
2. 52 км/ч при 56 <р< 56 ’ лри 


25 


о< ыы > ВЕ шения нет. У каза - 
о ме : 

ние. Из условия задачи получаем систему 
рх-+11у=105. (р-+5)х-+-13у=131, О<у<х. 


3. Сео; =: аи: + о3[. 


Указание. Уравнение с\ х— —=> на 
\ 
21 
промежутке [—4; —2 [ имеет корень х==— з. 


Этот корень будет единственным тогда и только 
тогда. когда выполняется одно из следующих 
условий: уравнение х--с==0 а) не имеет корней 
на промежутке [-—4; 2[; 6) имеет корень, 


2 
совпадвющий Е — = ; в) имеет корень, не вхо- 


дящий_ в область определення функции сёб- 


ое 
д. и у при мо, д; 2% ом % при 
= <г< 32 а. Указание. Лусть АВС — 


квадрат с центром Е, п который вписано ос- 
нование конуса (рис. 11), О — центр квадра- 
та РОДТ, К п Е — середины отрезков ВС 
и @В соответственно. Из трапеции ОБКГ. по- 


р $; ЕК] = 


х=1ОЕ|. Объем И ранен 


лучим [05 =—— а — хо т, где 


уд 1 а1ЮБ| + [ЕК 


причем хе] 0; #[, где ны у — 


высота данной усеченной пирамиды. Исследуя 
функцию У(х) на экстремум с помошью произ- 


водной, получим, что при — Ач < 
г 2— 
< пя \& т, высота конуса наибольшего 


гр 
объема равна х= № у, и при х>й функция 
У(х) возрастает на промежутке | 0; 1]. 


Физика 


1. Запишем условие равновесия коромысла 
в момент отрыва тела А (см. рие. 1 п статье}: 


ТА.—Ти,=0, 
где Т,-т,& — сила натяжения левой нити, 
Т. — сила натяжения правой нити. 


Сила иатяжения Т, будет максимальной в тот 
момент, когда правая нить принимает вертя- 
кальное положение. Запишем для этого момента 
второй закон Ньютона н закон сохранения ме- 
ханической энергии: 


тр? 
1 


=7.,8 (1 -—с<08 *‹), 


Т,—ти= 


тыр? 
2 
где [ — длина нити, и — искомый угол ее 


отклонения. Из двух последних уравнений 
находим 


Т.=т.(3—2 со8 а). 
Подставляя сюда значение силы натяжения 


из уравнения равновесия коромысла, найдем 
искомое значение угла и: 
1 ти : 
со (= | — = в=— «=60°. 
2 


2. Обозначим через 5, „И #2, проекции ско- 
ростей пули и доски на вертикальную ось после 
вылета пулн из доски и запишем закон сохра- 
нения импульса в проекции на эту ось, а также 
закон сохранения энергии для пули м доски: 


бо т ити, НТИ, 
2? 
те 
5“ — т &Н. 


2 

т.о? 

— м =тшй. 
г 


Отсюда получаем 


("бете у8ЕВу 
т. В 


9,11 м. 
ре к 


8. Когда нить отклонеиа на угол и, составляю- 
зцие ускорения, направленные вдоль нити и по 
касательной к траектории шарика, опреде- 
ляются формулами 

2 

а, = -- ‚ в, =8 зт и, 


зде и — скорость шарика, { — длина нити. 
Поскольку ускореиие шарика в этот момент 
направлено горизонтально, проекции векторов 


—> => 
ва, н а, на вертикальную ось одинаковы 
по модулю: 


а, с08 «—а„ $ а, 


или 
В 2 
т С0$ (8 1“ и, 
откуда 
2 
: эл и 
и 
со$ @ 


Далее запишем закон сохранения энергии для 
шарика: 


2 
п-т —< 03 и) =т& (1 —<08 и}. 


Решая это уравнение относительио со3 Яя» 
получим 
2 и? 
#2“ 1-4 
с08 ии = 08 #— —5—— = 608 и— 
2 с0з и 


2 —0,73, 


4. Скорость шайбы ина вершине трамплина и 
можно найти с помощью закона сохранения 


зиергии 
ты; _ ти" 
и тя. 


Высота трамплнна и дальность полета шайбы 
связаны с временем полета { формулами 
ЕЁ 
= — ,$=0. 
2 


Из записанных выше равенств получим зави- 
симость дальности полета шайбы от высоты 
трамплиия; 


АУ ею — =/ (7) А .: к 


Очевидно, что дальность полета будет макси- 
мальной при условии 
2 
[2] 
й—= ле = 3,6 м, 


прнчем сама максимальная дальность 


5? 
3—-% =-7,2 м. 
38 
5. Для системы тело — доска выполияется 
закон сохранения импульса 


п бо=ит, +т.о, 

где и — скорость системы после того, как тело 
перестало скользить относительно доски. 
Изменение кинетической энергии тела обуслов- 
лено работой силы трения Р:рл действующей 
на тело со стороны доски: 

т? ти _ 

р 2 тру”! 


где | — путь, пройденный телом отиосительно 
плоскости. С другой стороны, кинетическая 
знергия доски увеличивается за счет работы 
свлы трення Р'уро ‚ действующей на доску со сто- 
роны тела: 


где |, — путь, пройдеиный доской относи- 

тельно плоскости. Складывая почленио два 

последних уравнения и учитывая, что Р.р1 = 

-=Р.ра = 8, получим 

(т, +т»)и? Е тю 
2 


Решая это уравнение совместно с уравиением, 
описывающим закон сохранения импульса. 
находим искомое зиачение пути {: 
2 
— т, тир 
2ря(т, т.) 
6. В обоих случаях сила давлення газа на 
поршень уравновешнвается изменением силы 
упругости пружииы: 
р.$=ЁЙ, ’ р.8=А\.. 
где р, и р, — давления газа, $ — площадь 
поршня, Ё — жесткость пружины, В, и №. — 
изменения длнны пружины. Из этих равенств 
каходим отношеиие давлений р,/р.: 


РВ 
21 жж 1. 
р. В 
С другой стороны, отношение давлений можно 


получить с помощью уравнения Клапейроиа — 
Менделеева: 


= — ит, —Ь)=— т, 8: 


== 0,7 м. 


т т 
р, г ВТ., р.й,8==п = ВТ, 


где т — исходная масса газа под поршнем, 
откуда 

Р: _ Т.В. 

Р. пТ.В, 
Таким образом. 

”, Тв. 

й,  ПТп.° 
или 

вв ПТ =. 22Л см. 
Т, 


7. В момент перерезавия нити скорость ша- 
риков равиа нулю, н, следовательно, их 
центростремительное ускорение также равио 
нулю. Касательное ускорение шарнков обеспе- 
чивается проекциями кулоиовской силы и силы 
тяжести: 


9" №3. 1 
та= — —т-. 
Ал? п и 2 


Искомую скорость шариков можно найти в по- 
мощью закона сохранеиия энергии 
2 Де 2 2 
а ^/3 а ти 
тя = ——- ыы 
За ы 2 Зло ы 2 


Решение этих двух уравиений для скорости в 
двет 


= 
сай 3 каа—58) 0.66 м/с. 
т 
8. Запишем условие равновесия шарика в пер- 
воначальном положении: 


ЧЕ-=т8 & а. 
Изменение механической энергии шарика обус- 
ловлено работой сил электрического поля: 


— ти{соз В— сов а) ==9 ЕЦ «81 В), 
где В — угол максимального отклоиения 
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шарика, { — длина иити. Учитывая записан- 
ное выше условие равновесия шарика, имеем 


с08 @—©08 В—\& (ат а +8 В), 


или 
Ри В а Е. 
2 2 2 
Последнее уравнение дает 
и в“ = а, г =, В=3а. 


В положении максимального отклонения ско- 
рость шарика равна нулю, и, следовательно, 
центростремительное ускорение также равно 
нулю: 
0=7— та соз ВЕ ат В. 

Решая это уравненне, находим искомую силу 
натяжения: 

Т==т8 соз В-+9Е вп В=тя(соз В а ‹ п В) = 

==174(с08 За -+- 6 п - вт За) = 
с08 2 


=—718 — 8,71 + 10-2 н. 
9. Непосредствеино после замыкания ключа 
заряд и напряжение на конденсаторе равны 
нулю. Поэтому ток Г. протекающий через 
источник в этот момеит времеия, равен 

[9 

1=-. 

В, 
После того как коиденсатор зарядится, ток 
через него ие течет. Следовательио, 


ВН 

ВВ. ' 
где В —_ ток, протекающий через источник 
после зарядки коиденсатора. Напряжения 


на источиике тока И, и У, связаны с его 
ЭДС @ и внутренним сопротивлением г фор- 
мулами 
и = Г И=@— То. 
Исключив из зтих уравнений величину г, 
получим 
= ии, и.Т, но о.и.В. 
Е 1—1, й ОКЕ, +В)—Ч.В, 
10. Действительиое изображение шарика будет 
существовать, когда шарик находится выше 
фокальной плоскости линзы. Максимальная 
высота подъема шарика НВ равна 
ый 
Н= г. 
Время полета шарика т мад фокальной плос- 
костью можно найти из уравнения 


= 12 В. 


НР! 
2 
где Р—1/Ю — фокусное расстояние лиизы. 
Отсюда 
^ { 2(Н—Е) и 25 
= -———_ = 2 т 1— 25 р. 
т Г. = 576 1,5 с 


Московский ннстятут стали и сплавов 
Математика 
Вариант 1 


1. —1, 1. 2. 1,25. 8. 1. 4. 1%. 5. 64. 6. 4. Т. 0,5. 
8. 5. 9. 8. 10. 22,5. 


Вариант 2 
1. 3/5. 2. 0,625. 3. 3. 4. 5. 65. 2,5. 6. 6. 7. 0,5. 
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8. 5. 9. 14. 10, 2,25. 
Физика 
Вариант 1 


(| 
1. Н= (< 
2. Ета с а—=19,6 Н. 
3. = 28 АВ] 1ОВ]) —7 м/с. 


о мае 
4. Е == 49 Н. 
ета. 
5. ро, + КЬ—1)=62,2 кПа (здесь в— 
—=13,6 . 10° кг/ы? — плотность ртути). 
8. М—1а(1, —#.)/(1 4-1 )=0,29 м. 
1. 1-51 КИ, Чи (сс 6 . 10 “А. 
в АОРо\ 
“(0,92 -0,0857 
— 8,9 - 10° кг/м’ — плотиость, п -— 
1,7. 10° Ом.м — удельиое сопротивление 
меди). 
ы т ИТ =1, т. 
. бы Кп"—1)=0,02 м". 
ыы ариант 2 
1. 00=(31—1:)/42)=3,15 м/с. 
2. (ЕВЕ -и)=0,25 м. 
3. АРЕл/2ти—=14 Н .с. 


4. и=атс я Е — 45°. 
2 
5. А = тВАТ/М = 3320 Дж 


22 
+5) =240 м (здесь т=1 с). 


= 2140 кг (здесь О== 


(здесь М = 


=4.4 ‹ 10-* кг/моль — молярная масса, угле- 
кислого газа). 
тВтТ 
6. = я: 1961 Па есь Я = 
"= МУх/100 % ме 


=8.,31 Дж/(моль . К) — универсальиая газовая 
постояниая, М—18 + 10-3 кг/моль — молярная 
масса воды). 

7. 6=40=2 В. 


1 
8. т =: 1,1 с. 
9. В © ‘/а*—=2 . 10-3 Тл. 


тп мата 
©<оз и 


10. 5’ = =: 10,3 см. 
Московский звергетический институт 


Математика 
Письменный экзамен 
Вариант 1 


|“ 


1. = х ° при х>0, х-5/ 8. 
2. См. рис. 12. 
8. Промежутки убывания ] — со; О[и 122 2: 


+ со [. Йромежуток возрастания ]0: 24/2 [. 
Точка минимума х=0, /(0)==0. Точка макси- 
мума х—24; 2. {(24\/2)—4. 


4. м В ‚2. 


5. > 15 55 < СЕ а а 


Вариант 2 


1. Р(х)=— ах прн х>0, х51. 


2. | 


++ 


Рис. 12. 


3. Промежутки возрастания ] —2,5; —1,6 [ и 
]0; 0,5[. Промежуток убывания ] —1,5: 0[. 


ах =й{(—1.5)=4. х==— 2,5. 


1 
Рив = — г при 


Зла 


л/ эт В ^/со8" ив : 


Задачи устного экзамена 

1. Указание. Если М’ — точка пересечения 
продолжения в высоты, Ср а эписанной окруж- 
ностью, то М’ "ВА —МСА —АВМ. 

2. Указание. Если данная функция перио- 
дична и Т ве период, то созУТЕЕ1, соз\, ЭТ = 
—соз/Т, а эти два соотношения противоречат 


нррациональности числа %.2. 

3. Указание. При любых положнтельных @ 
н ЬБ имеет место иеравенство а >2уа5. 
Нозтому 


эт? х эх $112 Зх зп? 4х 
811? 2х 57 8х 831? 4х эт? х 
ры 15а х| О ы 
зп Зх| [т х]| 
4. Указание. Сначала докажите, что 
2 с08* 5 > зт и сов ч. 
6. а) /’(1)=2 т 2; 6) Д1)= - а 
7. хп, (6. Указанне. Воспользуйтесь 


неравенством а >2\/46 при а>20, 6>0- 
8. Указание. В левой части ом 
\-3- 93 
где а= 


стоит чи ва, 
ве ааа 


1 
Достаточно доказать. что а< =. 


тб Для этого 


1 . 
м Г 


перемножьте неравенства 


5.6 99 100 
в ОО 
9. 3. 10. 1/8. 

Вариант 1 


1. 31.-2. 0. 3. 200. 4. —0,21. 5. 0,756. 6. 8. 
7. 2. 8. 1. 9.9. 10. 0. 11. 0,5. 12. 64. 13. —1. 
14. —13. 16. 1. 16. 8. 17. 0. 18. 2. 19. 0,97. 20. 4. 


Физика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
2 Адв> 0; Аве=Ард=0; Аср< 0; А дверА 70. 


3. =, т. сз и =: 0,52 м/с. 


4. [—=4 т С 1— ее. ). 
ип? вив а 
З 
5. 22 = 2.2. 


р т ТАЕТиТ, 
Варнант #2 
2. Сы. рис. 13. 


@.9. я Е ‚ _ (@,-+9:: 
ЗЕ =—— = 2.8 . 10-3 Н;: Е зи 2! "И. 
та ?  1бль 
=5 > аи НЦ. 
№ 
4. Н= 
+7 += 


Е’ зы АИ ы ей 
5. я 761710055 = 3 (здесь #=24 ч). 


Задачи устного экзамена 

1. в = (т, фто тьроут 1% 26т м/с. 

я к —т/(пу)=700 кг/м°. 
= [В1з=0,15 Дж; прояодник должен пере- 

Ея нерпендикулярно линням магнитной 

нндукции. 


«Квант» для младших школьников 

(см. «Квант» № 1) 

1. В этой записи, вообще говоря, каждая цифра 
может играть одну из трех ролей: быть номером 
буквы. быть первой цифрой двузначного номе- 
ра буквы или второй его цифрой. Цифра 0 не мо- 
жет выступать ни в первой. ни во второй роли, 
а цифра 5 — во второй роли. Отсюда первая 
буква имени имеет номер 20 — Т. а остальные 
разбиваются на два блоки 115 и 33. Блок 315 
можно представить тремя способами: 1—1—5, 
11—65, 1—015. что соответствует сочетаниям 
ААД, ИД, АН. А блок 33 — двумя способами: 
3—Зи 33. что соответствует сочетаниям ВВиЯ. 
Таким образом получаем 6 возможных ослов: 
ТААДВВ, ТААДЯ, ТИДВВ. ТИДЯ, ТАНВВ н 
ТАНЯ. Очевидно, что имя девочки — Таня. 
2. Коля купил 8 пирожка, Витя — 6, Женя — 
э пирожков. 

3. См. рис. 14. . 
4. Ясно, что эти числа не могут быть одиознач- 
ными. Они не могут быть и двузначными, так 
как из условия следует, что для числа аб 
должно выполняться соотношение: 10а-- 
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соо оо о, <©| © 
Го ю° | ° °|° 
ооо оо оо [© 
ВНЕ 
о ео о:000[009| о 
сб <;о сою © о 
о [бо [2 | | 
обо о с| оо Фо 
Е САСЛСИС [35: 
[2 © (о 1а 
о оо о со 
© | © п Я 
о | о в 
о ою [о [оос[осо 
С] ото <о 
о е°|° Е 
е]е [с ооо [© оо ©| 
ЫЯ СЕТ 
[-] 2:12 СС] 


о' со 


Рис. 14. 


+6==13(а-8) или 3За-+126=0. Для трехзнач- 
ных чисел из Уравиеиия 1008--106-{+е—= 
=13(8--Ь--с), то есть 298 = {-4с получаем три 
решекия 195, 156 и 117. Четырех- и более знач- 
ных чисел с таким свойством не существует. 
5. Это правило применимо лишь в северных 
странах. Южнее экватора дело обстоит как раз 
наоборот, и на экваторе месяц бывает повернут 
выпуклостью вверх или вниз. 


Шахматная страничка 

{см. «Квант», 1984, № 11) 

Задание 21 (Г. Каспарян, 1936 г.). 1. №5-- 
КрЕб 2. КГ7+{ Кр:Ь5 3. Лез-- Крь4 4. Кя5 
11Ф- 5. КГЗ4 КрНЗ 6. ЛЬ5-++- КрЕ?2 7. ЛЬ2Х. 
Задание 22 (Г. Каспарян, 1956 г.). 1. ФЬ1-- 


{1. сб+ Кр:с6 2. Фаб-- Сб 3. 9ж4-- СсбБ+1 
4. Ф:с5- КрЬ7Т с ничьей) 1... КрЬ8 (1... Краб 
2. Ф!1-+4- КрЬТ 3. ФЗ КрЬ8 4. $18 ведет 
к основному варианту) 2. ФЬ8-- КрЬ7 3. св -+! 
Л:с8 4. ФЬТ Крьб 5. Фе! -{! (ферзь начинает 
победный подъем цо з*лестнице», не годится 
5. 945 из-за 5... СЬ8! 6. ФЬ5 -{ Кра? 7. Ф:сб пат). 
5... КрЬ7Т (5... Краб 6. $!1-+- КрЬТ 7. $13) 
6. Фз2 КрЬб 7. 424 КрЬ7 8. $13 КрЬьб 
9. ФеЗ-- КрЬ7 10. Фе4 КрЬб 11. Фа4-+ Крь7 
12. Фа5, и белые выигрывают. 


Шахматная страмичка 

(см. «Квант», 1984, № 12} 

Оба этюда составлены классиком шахматной 
композиции Л. Куббелем в 1924-м году. 
Задание 23. 1. СЪЗ 43! 2. Сс4! Крс2 8. Са2 Кр:а2 
4. 86. Если теперь черные попытаются провести 
пешку «4», то они гибнут из-за размена фер- 
зей: 4... КреЕЁ 5. 47 92 6. 98Ф 91Ф 7. Фет--! 
Кр42 8. Ф46-- Крс1 9. Фс5 + Фс2-+ 10. Ф:с2-+ 
Кр:с2 11. Кр:&2 Кр42 12. КрЁ2. Но в распо- 
ряженнн черных имеется остроумная патовая 
ловушка: 4... 51 Ф-|! 5. Кр:к1 КреЗ! 6. 47 9721 
и после 7. 98Ф 61Ф-+ 8. С:61 41Ф-+! 9. Ф:41 
на доске пат. Выигрывает же 7. 48 Л! 
Задание 24. 1. Ле5 Кс8 2. Лё5! СЁТ (еб} 3. Кеб-+ 
Кра8 4. ЛЬ5! (4. Лаё-- КрЬТ 5. Ка8-- Крьб 
с ничьей) 4... КЬб 5. Ла5{ КрЬ7? 6. КВ. 
Иитересеи н другой вариант: 1... Кра? 2. Л:е? 
КрЬб 3. Ле8! С#Т 4. Л{8! Са5 5. КЪЗ! С:Ъ3 
6. ЛЬ8 +. 
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Шахматная страничка 


Консультирует — чемпион 
мяра йо шахматам, между- 
вародный гроссмейстер 
А. Е. Карнов. Ведет страняч- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техниче- 
ских наук Е. Я. Гик. 


ВОЗВРАЩЕНИЕ ФИГУР 


В обычных шахматных 
задачах полагается, чтобы 
первый ход был единствен- 
ным. Однако существует в 
композиции так называемая 
тема возврата, где это правило 
можно нарушать сколько 
угодно раз, ин чем больше 
вступительных ходов, тем 
лучше! С иекоторыми рекор- 
дами такого рода мы сегодня 
ознакомимся. 


А. Эллермаи, Д. Оудот. 
Мат в # хода 
{9 решений). 


Эта задача — основопо- 
ложница темы. К цели ведет 
любое перекрытие диагонали 
в1 — 8 ладьями. конями и 
королем. Ответным`ходом чер- 
ный король берет пешку Б2, 
и белая фигура возвращается 
на место, объявляя мат. Лю- 
бопытно, что на доске распо- 
ложился полный комплект 
белых фигур и пешек, и` уда- 
ленне любой из них иарушит 
идею — необходимость п воз- 
вращении на место некоторых 


фигур отпадет. 


С ` 


т 
{$ 


$45 
а 
$ 


Я 
> 
7 


«А 
2% 
> 
Й 


гв 
# 
# 


М 


Э. Энкин. Мат п 2 хода 
{41 решенне). 
Перед` нами вся коро- 
левская рать»! Сорок ходов 


С 


королей на поля 4, 5, 06, 
7, е4, 15, #6, в также 
маневр С&8! решают дело. 
Черный король берет пешку 
Ъ2 или с2, и возвращение 
белой фигуры на место при- 
водит к мату. 

В рамках ортодоксальных 
задач, и которых не требуется 
‘сверхкомплект шахматных 
фигур, лучшим  произведе- 
нием является такое. 


ы 


Б. Сидоров. Мат в 2 хода 
(21 ретевяе). 

Пятнадцать отступлений 
ферзем или шесть слоном и 
затем возвращение их на 
место приводит к мату черно- 
му королю. Если в первой 
задаче белые были представ- 
лены полным набором фигур, 
то здесь другой примечатель- 
ный штрих — замысел осуще- 
ствлеи в жанре миниатюры — 
на доске всего семь фигур! 

Рекорд же, очевидно, сле- 
дует искать В «сказочных 
шахматах». 


А. Шуряков, М. Горислав- 
ский. Мат в 2 хода 
(70 решений). 

Если в задаче Энкина 
присутствовала вся королев- 
ская рать, то теперь на доске 
находится еще п целый табун 
коней... Последняя необычиая 
диаграмма отличается также 
внешней симметрией относи- 
тельно диагонали а8 — 51 
(несколько неболыших нару- 
шений не в счет). После 
любого из ходов белых ко- 
ролей. ладей, слонов и коней 
н возвращения их на место 
мат дается либо по этой 
диагонали, лнбо по одной 
из крайних линий. 

В сегодняшней зшахмат- 
ной страничке» оказалось 
слишком много белых коро- 


лей, и поэтому в заключение 
приводим одну задачу-шутку, 
п которой белого короля вооб- 
ще иет на доске, как, впрочем, 
и остальных` белых фигур. 
Но в отличие от самой пер- 
вой задачи на сей раз пол- 
иостью представлена армия 
черных фигур. 


Ф. Бондаренко. 
Белые начинают 
и делают ничью. 
Поразительный случай! 
Несмотря на то, что у черных 
уцелели все фигуры, ау белых 
цока нет даже предводителя, 
им удается спастись. Оказы- 
вается, в данный момент ко- 
роль завершает ход, почему 
его н не видно. На что же 
это за спасительный ход? 
1.КрЬ2:а1! Вот в чем дело. 
Король стоял ма 62, и пешка 
поспешно объявила ему шах. 
Теперь черные, хотя и имеют 
самый большой материаль- 
ный перевес, который только 
возможен в шахматах, ие в 
состоянии предотвратить пат. 


Конкурсные задания 


© 


6. Мат в два хода. 

Срок отправки решений — 
25 мая 1985 г. (с пометкой 
на конверте «Шахматный кон- 
курс «Кванта», задания 5. 6»). 


Индекс 70465 


Цена 40 коп. 


Мы продолжаем начатую в прошлом номере Боковые ребра правильной 
серию чертежей к стереомегрическим зада- треугольной пирамиды АВС 
чам, цель которой помочь читателям раз- наклонены к пзоскости 

вить пространственное воображение. При основания под углом 45°. 
самостоятельном решении задач такие кар- Шар касается плоскости 
тинки надо стараться представлять себе основаиня АВС 

мысленно. (Как правило, точные чертежи в точке А и, кроме того, 
можно построить, только решив задачу хотя бы касается продолжения ребра 
частично, к тому же непосредственно В5$ зв вершину 5. Через 

для решения они чаще всего не нужны.) центр шара и высоту ВР основания 
Условие задачи этого номера приводится проведена плоскость. Найти 
ниже, а ее решение вы найдете внутри угол наклона этой плоскости 


журнала под рубрикой «Наша обложка». к плоскости основания. 


Научно-попуяярный 


— НУ 
физино -математический журнал 20011118 ри 95 


Академии наук СССР 
ц Академии педагогических 
наук СССР Основан в 1970 году 


че = 


Е Издательство „Наука“. Главная` редакция физико-математической литературы 


ОРГКОМИТЕТ 
московской 
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. Р. Почуев. Приближенные вычисления У. В. Росвиео. Арргохитпае с5 
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Только социализм даст возможность широко 
распространить и настоящим образом под- 
чинить общественное производство и распре- 
деление продуктов по научным соображе- 
ниям... 

В. И. Ленин 


День 
советской науки 


Советская наука за месколько десятилетий 
прошла впечатляющий путь, увенчанный 
многими, известными всему миру, дости- 
жениями. Путь этог можно проиллюстри- 
ровать высказываниями наших выдающих- 
ся творцов науки. Речь в ных идет ме только 
©б особенностях нзуки социализма, но и важ- 
нейших чертах советского учемого. 


Технический и социальный прогресс 
теснейшим образом связаны друг с 
другом. Октябрь послужил основой 
грандиозных социальных преобразо- 
ваний, в свою очередь, оказавших глу- 
бокое влияние на научно-техническую 
революцию. 

Академик М. В. КЕЛДЫШ 


Советская наука, далекая от край- 
ностей, сочетает в себе здоровый, 
сильный практицизм, определяемый 
задачами социалистического строи- 
тельства, © той внутренней логикой 
научного мышления, которая тре- 
буется для правильной постановки 
и решения научных проблем. 


Академик С. Н. ВАВИЛОВ 


Именно прогресс фундаментальных 
знаний изменяет, казалось бы, уста- 
новившиеся и незыблемые в науке 
точки зрения, открывает новые об- 
ласти в науке и технике, коренным 
образом меняет технологию, приводит 
к появлению новых материалов и от- 
крывает возможности использования 
совершенно новых, часто неожидан- 
ных явлений в областях, совершенно 
не имевших никакого отношения 
к первопачальной области исследо- 
вания. 

Академик А. 11. АЛЕКСАНДРОВ 


... развитие науки — это не столько 
результат гениального прозрения оди- 
ночек, сколько плод организованного 
и нцнеленаправленного труда многих 
простых, но очень настойчивых, 
добросовестных м трудолюбивых лю- 
дей. 

Академик А. И. БЕРГ 


В органическом слиянии чистой 
и прикладной математики, в диалек- 
тическом единстве абстрактного и кон- 
кретного я вижу наиболее яркую и фи- 
лософски значительную, наиболее 
принципиальную особенность совет- 
ской математики. 


Академик П. С. АЛЕКСАНДРОВ 


... современная физика — это своего 
рода двуликий Янус. С одной сторо- 
ны, — это наука с горящим взором, 
которая стремится проникнуть в глубь 
великих законов материального мира. 
С другой стороны, — это фундамент 
новой техники, мастерская смелых 
технических идей, опора обороны и 
движущая сила непрерывного индуст- 
риального прогресса. 

Академик Л. ДА. АРЦИМОВИЧ 


... исследователь, способный к глу- 
бокому философскому анализу, обо- 
гащенный пониманием того, что 
происходит на всем огромном фронте 
науки, пониманием сущности общест- 
венных процессов, знаток и ценитель 
общечеловеческих культурных цен- 
ностей, такой исследователь, кроме 
всего прочего, шире смотрит на про- 
блемы своей научной области, видит 
то, что ускользает от взгляда какого- 
нибудь профессионального аскета. 

Академик Р. В. ХОХЛОВ 


Наука — общее достояние челове- 
чества, и задача подлинного учено- 
го — обогащать этот запас знаний, 
доступных всем. 

Академик А. Н. КОЛМОГОРОВ 

Советский ученый является прежде 
всего гражданином своей страны, по- 
этому идеалы его жизни и деятель- 
ности совпадают с идеалами, которы- 
ми живут все граждане его страны. 
Его научная работа движется той же 
целеустремленностью, которой живет 
вся страна. 

Академик П. Л. КАНИЦА 


Я верю, что человеческий разум 
восторжествует и люди не допустят 
использования достижений науки 
в целях, не совместимых’ с гума- 
низмом и человеческой моралью. 

Задача ученых заключается не 
только в развитии научных иссле- 
дований, но и в борьбе за их исполь- 
зование на благо общества, на благо 
всех людей мира. 

Академик Н. И. АРТОБОЛЕВСКИИ 


ор). ас," 


сву-а,-ар-ох" ор) 


Приближенные 
вычисления 
и формула 


Тейлора 
В. Р. ПОЧУЕВ 


Эта статья нсчинается с простых замечаний 
о приближенных арифметических вычисле- 
ниях, которые естественно приводят к заме- 
чагельной формуле Тейлора. В частных слу- 
чаях эта формула устанавливается школь- 
ными методами, а затем используется для 
приближенного вычисления значений функ- 
ций. 


Два примера для разминки 


Предположим, что нужно вычис- 
лить произведение 
р=1,03 х2,01 
с точностью до 0,001. Это вычисле- 
ние естественно проделать так 
р=(1-0,03) . {2--0,01) = 
—=2--0,06-0,01=2,07. 
Здесь мы пренебрегли четвертым сла- 
гаемым 0,01Ж0,03=0,0003, так как 
оно меньше предписанной точности. 
Использованный прием станет более 
наглядным, если обозначить число 
0,01 через х. Тогда наше вычисле- 
ние — это просто вычисление функ- 
ции (многочлена) 


Их) =&@а + 3х) (2-х) =2-7х- 3х? 


1 


при значении х=0,01, ибо р=К0,01). 
При написании приближенного ра- 
венства {(х)—=2-НТх, мы пренебрегаем 
членом 3х? более высокой (второй} 
степени. 

Рассмотрим чуть более сложный 
пример: вычислим с точностью до 
0,01 произведение 

(—=2,12 Ж1, 97. 
Обозначая теперь число 0,1 через х, 
мы видим, что вычислить < — это 
значит найти значение функции 
а(х)—(2-+х-2х”)(2— 3х") 

при х=0,1. Раскрывая скобки, по- 
лучим 

#(х)—=4--2х—2х'—3Зх°— 6х". 
Членами с х’и х' можно пренебречь, 
так как при х=0,1, х*=0,001 и 
х‘=0,0001 находятся за пределами 
требуемой точности 0,01. Итак, 
4=4(0,1) =4-2(0,1)—2(0,1)?=4,18. 


Проанализируем наши действия 


Успех вычислений основывался на 
том факте, что искомое произведение 
р (или 49) было близко к точно из- 
вестному числу А, а затем представ- 
лялось как значение некоторой функ- 


ции [Кх)- при малом ох, причем 
(0) равнялось А. 
Так, в первом примере грубая 


прикидка дает р -1  2=2=А,, а от- 
клонения сомножителей от единицы 
и двойки малы. Аналогично, во вто- 
ром примере грубая прикидка дает 
а=2.2=4=А. и вновь отклонения 
сомножителей`от двоек малы. В пер- 


3 


вом случае это отклонение сомножи- 
телей мерилось в +‹х-единицах», где 
х было 0,01, а во втором случае — 
в других +х’-единицах», где х’ бы- 
ло 0,1. 

Далее, подбираемая функция /(х) 
(или я(х)) разбивалась на две части — 
существенную и второстепенную: 

Кх=р(х)-НЕх), р(х)=2-1Тх, 

ох) ==Зх`, в(х)=(х) а х), 
в (х)=4-+2х—2х”, а (х)-=—3Зх— 6х", 
где существенные части /(х) (и д (х)) 
были многочленами первой и вто- 
рой степени, представляющими ре- 
зультат с требуемой точностью, а 
и: =) были пренебрежимо малы. 


Введем символ «о малое» 


В рассмотренных случаях в мате- 
матическом анализе часто исполь- 
зуется следующая более короткая и 
более выразительная форма записи: 

Ех) =2 1х Но(х), 

в(х)—=4 +2х—2х* + о(х°). 
Здесь символ о(х) (читается ‹о малое 
от х» ) обозначает некоторую функцию 
от х (точный вид ее нас не инте- 
ресует), которая стремится к нулю 
быстрее чем х, то есть такая, что 


2%) (0 
В р 


Аналогично, о(х^) — некоторая функ- 
ция от х, стремящаяся к нулю быст- 
рее, чем х’, то есть 


та -220 

х--0 х? 
Вообще 0(х"), при п>1,— это обозна- 
чение для функции от х, обладающей 
таким свойством: 


—=0. 


292 0. 
Хх? 


т 
х--0 
Используя арифметические свой- 
ства пределов (см. Алгебра и на- 
чало анализа 9—10, п.), легко уста- 
новить следующие правила, позво- 
ляющие преобразовать сложные вы- 
ражения, содержащие о малое, в более 
простые: 
(а) о(х")-Но(х") = о(х"), 
(6) С: о(х)=о(х) (если С — конс- 
танта), 
(в) х + о(х")==0(х"*', 
(г) х"* = о(х"), ит. п. 
(Например, чтобы установить 


(а), 
4 


нужно показать, что сумма двух 
функций, каждая из которых стре- 
мится к нулю, сама стремится к 
нулю; а это сразу следует из пра- 
вила о сумме пределов.) 


Выведем несколько 
приближенных формул 


Воспользуемся символами о{х), 


о(х* ), ... и их свойствами для 
вывода некоторых формул, полезных 
при приближенных вычислениях. 


Пример 1. Докажем формулу: 


(1-х) =1 +3 х-+о(х). (1) 


(Член о(х}) подсказывает нам, «что 
этой формулой можно пользоваться, 
если квадратом х можно пренебречь 
в наших вычислениях.} 

Доказательство. По формуле 
куба суммы 

(1-х)? =1-Е3х Зах" 4х, 
но х’=0(х) (правило (г)); 3Зх?=0(х) 
(правило (б)); х?=0(х) (правила (г), 
{в)). Поэтому 
(1-х) =1 8х о(х) Но{х= 
—=1+3х +0о(х). 


Таким образом, мы можем написать 
с точностью до 0,01: 


(1,012) =1-+3 . 0,012=1,036. 
Пример 2. Докажем формулу: 


еее’ +. +а"о". 


(2) 


Доказательство немедленно 
следует из легко проверяемого тож- 
дества 


2 д"! 
о и +...-На"- тре : 


Воспользуемся формулой (2) для 
приближенного вычисления дроби 
г—=201/203. Представляя эту дробь 
в виде 
1+ 506 206 

3 з 
1+ 500 


рассмотрим функцию 


1х, = г 
тай # (55 )=1 (0,005) == г. 


Возьмем в (2) п=2, 9= 


й (х)= — 
— 3х; тогда 
Г —=1—3х-+9х` + о(х"), 


Вх) +) т 
=1— 2х + 6х? о(х”). 
Таким образом, г=й(0,005} = 1— 
—0,01-+0,000150=0,990150. 
Упражнения 


1. Налисать и установить формулу для 
(1-+х)’ с точностью о(х”). 

2. Написать и установить формулу для 
1/(1+-9) в точностью о(4")- 


Прибляженное 
вычисление радикалов 


При приближенном вычислении ра- 
дикалов мы будем различать ‹хоро- 
ший» случай и зплохой». В +коро- 
шем» случае под знаком квадратно- 
го корня стоит число, мало отли- 
чающееся от полного квадрата, — вы- 
числяемое число А имеет вид \'а”- а, 
где а мало по сравнению с а. 
Для иллюстрации этого случая рас- 
смотрим следующий пример. 

Пример 3. Найдем приближенное 


значение корня ^—=4/99. 
Представим ^ в виде 


д—=4/106—1==10^/1—0,01 


и рассмотрим функцию г(х)==^/1+-х, 


так что ^=10г(— 0,01). Допустим, что 
при малых х существует прибли- 
женная формула 
г(х)==а ых сх’ + о(х°). (3) 

Найдем а, Ь и с. Прежде всего, 
устремляя х к нулю, получаем: 
а-—1. Теперь возведем обе части ра- 
венства (3) в квадрат: 

1+ х=а?--Зафх (5+ 2ас)х” + о(х°). 
Приравнивая коэффициенты при оди- 
наковых степенях х в обеих час- 
тях последнего равенства, получим 
а*==1; 2аь=1; 5’+2ас=0. Учитывая, 
что а=1, находим: 6—1/2; с=— 1/8. 
Итак, 


ты: 1 
М1+х=1+ $ х— с х? + о(х°). 


(4) 


Таким образом, 
^А—10г(— 0,01) ==10(1—0,005— 
—0,0000125)=10(0,9949875)= 
—9,949815. 
Покажем теперь, как нужно дейст- 
вовать в «плохом» случае. В ка- 
честве иллюстрации разберем 
Пример 4. Найдем приближенное 
значение корня и=\2 . 


Ясно, что найденная нами Фформу- 
ла (4), дающая ^/2 при х=, для 
вычисления корня совершенно не под- 
ходит, поскольку х не является ма- 
лым, и мы не можем ` рассчитывать, 
что слагаемые в правой части (4) 
быстро убывают. Чтобы свести дело 
к *хорошему» случаю, подберем два 
полных квадрата, отношение которых 
близко к 2. Такими квадратами яв- 


ляются, ее 25 1 и 49. Тогда 
г =. 50 _ т 
и=У2 95 

Вычисление у — это уже +хоро- 


ший» случай, так как под знаком 
радикала стоит число близкое к 1 
(полное квадрату). Запишем \ в виде: 


1 


у=(1—0,02) * 


и рассмотрим функцию $@©)= 
‘=1/\/ 1-х. Тогда х=5$(—0,02). До- 
пустим снова, что имеет место 
формула вида 
$(х)=а-НЬх сх? + ох’). 

Устремляя х к нулю, получаем 
а—1. Возводим обе части в квадрат 
н умножаем на знаменатель, | 
1—1 х)(а?-+2аьх (5? +2ас)х + 

| , +0(х)), 
1—а’ (а? + 2аБ)х-+(Ь”--2а6 Е 2ас) Х 

Хх? Ч о(х?). 

Приравниваем коэффициенты при 
одинаковых степенях х в обеих 
частях последнего равенства, получим 
а*—=1, а’4+2а5-=0, 5’ +2аь +2ас=—0. 
Учитывая, что а=1, находим: 
р—— 1/2; с=3/8. Итак, 


1 


ух 


=1— 5+ — вх? Но(х" "). 


(5) 


Таким ‹ образом, 
в=^/2 =(7/5)5(—0,02) = 
== 1,4(1--0,01--0,00015}=1,41421. 


Формула Тейлора для многочленов 
Пусть дан многочлен степени п: 


р(х)=а На, х {аох” +... На,х"— 


Тогда имеет место следующая заме- 
чательная формула: 


р(х)=р(0)-+р’(0)х- 5 27р"(0)х? +. а 


= тр" бд, 


в которой р” обозначает п-ую про- 
изводную функции р, а символ п! 
(читается «эн факториал») расшиф- 
ровывается так: п!=1 .2.3.... * п. 
Например, при п=2, р(х)=ао {ах 
Ча›х?, поэтому р'(х)=2а.хНа»ь 
р”(х)=2а., значит, р’(0)=а, р”(0)= 
—2а., и поэтому, действительно, 


р(х)-==р(0)-Нр'(0)х- > р"(0)х° = 


—=ао-+ах-Наох°. 
В общем случае формула (6) про- 
веряется непосредственно. Советую 
читателю не полениться и проделать 
эту проверку, начав «для разминки» 
со случая п=3. 


Формула Тейлора для функций 


Пользуясь правилами (6), и (г), 
формулу (6) можно переписать в виде 


род =Р (0)+2'0) < 29% +... 
НЕ ” Е В, 
Эта формула а. для прибли- 
женных вычислений в том случае, 
когда х” пренебрежимо мало. Одна- 
ко она нас интересует здесь по 
другой причине: оказывается, эта 
формула верна не только для мно- 
гочленов р(х), но и для произволь- 
ных функций Их) (лишь бы они 
имели производные }/(х), }{”(х), ... 
‚ ""\(х) до порядка п-+1 включи- 
тельно). Соотношение 


од-=КО) +0 ГО... 


(т) 


ое го х^Но(х^) 


называется формулой Тейлора (или 
Маклорена) по имени двух англий- 
ских математиков ХУП— ХУ Ш ве- 
ков, хотя по существу была из- 
вестна еще и Ньютону. Мы не будем 
доказывать эту формулу в общем 
виде, а Получим такие разложения 
более простыми средствами, как мы 
уже это делали ранее. 


Формула Тейлора 

для дробно-рациональных функций 
(метод неопределенных коэффици- 
ентов) 


Дробно-рациональной называют 
всякую функцию, которая представ- 
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ляется в виде отношения двух мно- 
гочленов. Разберем на конкретном 
примере, как получить разложение 
Тейлора для таких функций. 
Пример 5. Разложим по формуле 
Тейлора до 0(х?) функцию 
1-+х 
Ия 1+ хх? ° 
Первый сп о соб. Рассмотрим функ- 


цию ни Введем новую пе- 


ременную #=х-+х’. По формуле (2), 
где ьае , можем написать 
#(х)= = = Ро) = 
(хх) Нее х* + 

о(х°)=1— хх? +о(х”). 
Итак, 
Кх) == (1-х) (1 — хх + 0(х°)) == 

—=1— хх? о(х). 


Второй способ (метод неопре- 
деленных коэффициентов). Пусть 


еее —а-- вх сх? 
+ ах? + о(х?). 
Умножим обе части на знамена- 
тель: 
Тх=а хх’) (а ых сх? Нах + 
+0(х?)}, 
1-+х=а (а Нь)хКафь-фох+ 
Ны-+е-ах + о). 


Приравниваем коэффициенты при 
одинаковых степенях х в обеих час- 
тях последнего равенства, получим 
а=1, а ==; аНЬ-Нсе=0; в-+е-+а=0. 
Таким образом, а=1, 6=0, се=— № 
4=1 и мы приходим к прежнему 
результату. 


Формула Тейлора 
для тригонометрических функций 


Наша цель — доказать следую- 
щие формулы, не пользуясь общей 
формулой Тейлора (7). 


(8) 


+= +05), 


со х=1— 5; а Е Но(х*. (9) 


Эти разложения будут получены в 
несколько шагов. 
Первый шаг (нахождение стар- 


ших членов разложений). Из 
школьного учебника известно, что 
Вт "2—1. Пусть 0(1) обозначает 
х—0 


функцию от х, стремящуюся к нулю 
при х-+0. Теперь эту формулу можно 
записать в виде 


ТТХ —1--0(1). 
х 


Умножая на х, получим 
эт х==х Но(х). 
Найдем теперь предел 


а= т 1—свх ы 
х—0 х? 
Так как 1—с03 х=28п?(х/2}, получа- 
ем 
2 аш? = ) 
ни — МЕ О. 
Теперь мы можем написать 


ты => +о(1). 
х 


Откуда находим 


со х=1— > о(х?). 


Второй шаг (использование чет- 
ности и нечетности). Докажем, что в 
разложении нечетной функции коэф- 
фициенты при четных степенях х рав- 


ны нулю. Пусть /(х) — нечетная 
функция. Тогда 
ТЯ 1 (ео х+ 


аох? +...) — (ав — ах На х?—...)-= 

=аих-Назх* +... 

Аналогично можно доказать, что в 
разложении четной функции коэф- 
фициенты при нечетных степенях 
х равны нулю. 

Третий шаг (использование тож- 
дества и метода неопределенных 
коэффициентов). Итак, мы можем на- 
писать 

вт х=х-Назх* Казх? Но(х”). 
Для нахождения а; и а; восполь- 
зуемся тождеством 

эт Зх=3зщ х— 431 х. 

Подставляя разложения, получаем 
3х + а-(3х)* а (3х)° о(х’)= 

=3(х азх” Назх? +о(х’))— 

— 4) (+ азх? --0(х))*, 

3х + 27а. хз + 243а. х {+ о(х?)= 


—=3х-Н(За-— 4) х* (За; —12а:) Х 
Хх°--о(х°). 
Приравниваем коэффициенты при 
одинаковых степенях х в обеих 
частях последнего равенства, получим 


21 аз —За-—4,243а:—=За; — 12а3. 
Тогда 


Е У ‚ЕАК 
А? БУ У ет 
РЕ НИ: ВИНЫ 
5 120 1-2.-3.4.-5 5 


Аналогично для соз х напишем 
03 х=1— = а,х о(х*) 
соз 2х=2соз'х— 1. 
1—5 (2х)? + а4(2х)* о(х*) = 
[1 хи 1) инок] 1, 
1—2х? --16а.х' Но(х')= 
—1—2х24 (40, + 5) = о(х*). 
Откуда 
а аа. 
Формулы (8) я (9) доказаны. 


Упражнения 
3. Вычислите /Т и ^/3, пользуясь представ- 


5/27 5 а 
лекиями ^/З== М ==з {1-+0,08)*7?, 4/7 == 
и)" 
= Е 5 и разложением 


(7). 

4. Улучшите найденное значение -/?2, про- 
должив формулу (4) до о(х*). 

5. Получите разложение (9) для функцин 


2х 
с03 Хх, исходя из тождества соб х=1—2 зп" > 
и формулы (8). 


6. Методом неопределенных коэффициентов 
найдите разложение функции у—& х до о(х?}. 

Т. Пользуясь тождеством е?*-=(е“)? н неопре- 
деленными коэффициентами, улучшите форму- 
лу е'=1+.х-+0{х), доведя разложение до 0(х°). 

8. Комбинируя разложения (4) и (9), 
получите формулу 

Г $ 
Е ы 
^/ соч х=1 4 об + °(* 


О функциях 
распределения 


(или Как поливать 
огород 
при помощи ветра) 


Доктор технических наук 
Л. 7. СГАСЕНКО 


«На платформе, в ожидании поезда, пас- 
сажиры должны размещаться равномерно 
по длине поезда.» 

(Из «Правил пользования Московским мет- 
рополитеном им. В. И. Лецина+} 


Фраза из эпиграфа, «житейский» 
смысл которой вполне ясен, приводит 
на память широко распространенное 
в физике понятие функции распре- 
деления. С функциями распределения 
мы сталкиваемся при решении теоре- 
тических и практических задач. в ко- 
торых рассматриваются системы с 
большим числом частиц. Чтобы про- 
Вести аналогию между требованием 
«Правил» и понятием функции рас- 
пределения, «переведем» эпиграф на 
язык математики. 

Разобьем платформу (точнее, ту ее 
часть, возле которой останавливается 
поезд) последовательно на участки 
длины Ах, Ах, ..., №... Ха. 
Обозначим числа пассажиров, стоя- 
щих в ожидании поезда на каждом 
из участков, через Ат, Ап., ... 
.. Апь -. Ап». Тогда «Правила» 
‘требуют, чтобы отношение Ап, к Ах, 
было одним и тем же для любого 


#=1, 2, .... К, .... т, то есть 
\п. 
= — /0=с01п$%. {1) 


Мы обозначили это отношение бук- 
вой /, чтобы подчеркнуть, что вооб- 
ще-то это может быть и какая-то 
функция от х; но в данном случае, 
при хорошем поведении граждан на 
платформе, эта функция должна быть 
постоянной ({.). На рисунке [ приве- 
ден ее график — прямая линия. 

Но вот подошел поезд, и еще до того, 
как откроются двери вагонов, около 


5 


Рис: Ы. 


них собираются «сгустки» граждан. 
Тогда их распределение вдоль плат- 
формы уже не равномерное, и его 
можно качественно представить в ви- 
де кривой {(х), как на рисунке 1. 
Если число граждан за время ожида- 
ния поезда не изменилось, этот 
факт должен как-то отразиться на 
этих двух графиках. Действительно, 
во время ожидания на каждом участ- 
ке Ах, платформы, согласно (1), 
число граждан было равно 


Ап —=Й Ах; 


значит, чтобы найти полное число пас- 
сажиров на всей платформе, нужно 
сложить их количества на каждом 
участке. Получим 


71 
=, Ап, =. Ь ь Ах = 
71-1 {= 
ЦА . 
=> г Ая °Ё, (2) 
= 
где Г — длина платформы. Как 


видно из рисунка 1, /. Г, есть площадь 
прямоугольника высоты {› и длины [.. 
И это есть полное число пассажиров М. 
Когда после подхода поезда их рас- 
пределение по платформе изменилось 
и стало некоторой функцией /(х), 
сумма всех величин /(х,). Ах, — это 
тоже площадь под кривой [(х) и 
по-прежнему это полное число граж- 
дай М: 

Их.) АкрМ. (3) 
Просто раньше /(х) была постоянной 
к, и в формуле (2) мы ее вынесли 
за знак суммы, а теперь этого сделать 
нельзя — на каждом участочке ^х, 


свое число граждан (они перераспре- 
делились). 

«Ба! — воскликнет математик (он 
просто обязан так воскликнуть), — да 
ведь то, что написано в (1), в пределе, 
когда отрезки Ах, становятся все 
меньше и меньше, переходит в то, что 
называется производной от п по х: 


Ап: ап 
= В 
Цх,‚)= ТЕ хе ЕЕ > 


а то, что написано в (3), — в интеграл 
от /(х) по всей длине ы платформы: 


М=Нш У | КекдАя:= -( Кхах.» 


\х, *0 := 
И, а так, он буде совершен- 
но прав. 
Итак, распределение граждан по 
платформе в ожидании поезда можно 


описать функцией К", которую 


естественно так и назвать: функция 
распределения пассажиров по длиие 
платформы. 

Теперь, возможно, воскликнет чита- 
тель: «Да ведь этак можно самую 
обыкновенную скорость материальной 
точки, то есть производную от пере- 
мещения по времени — 

то С и \, 
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— назвать распределением смещений 
точки во времени; ускорение — 


= Шт = 
п \ -0 № 

— распределением скоростей во вре- 

мени; а обыкновенную плотность ве- 

щества, то есть производную от массы 

по объему — 


а 
Ит — 
\ -о ли” 


< 


= ат 
ау 


22:48 


Рис. 3. 


’ «распределение» 


— распределением массы по объ- 
ему!?» Все это так, и все же слово 
несет в физике и 
в быту свою смысловую нагрузку. 
Говорят, например, о распределении 
молекул газа по модулю скорости 
(“= молекул 
рт м/с 


о распределении про- 


кг 
т населения (== Е ) 
дуктов среди е 4п человек” * 


з не о «производной от массы про- 
дуктов по числу граждан»; о распре- 


делении школьников По возрасту 
Чт школьников) Наверное, где-то в 
ей лет } 

10 классе это, последнее, распреде-` 


ление имеет вид, изображенный на 
рисунке 2: максимум функции КИ 
соответствует (приблизительно) 17 го- 
дам; маловероятно встретить в’ 10 
классе кого-либо (даже очень способ- 
ного) из детского сада или в пенсион- 
ном возрасте — поэтому функция 
распределения довольно быстро стре- 
мится к нулю по обе стороны от мак- 
симального значеция. 

Очень интересна (особенно, навер- 
ное, для десятиклассников) функция 
распределения абитуриентов по числу 
задач, решенных ими на вступитель- 
ных экзаменах. Как правило, эта 
функция графически может быть 
представлена либо кривой Г, либо кри- 
вой П на рисунке 3. Если это кри- 
вая [, то ее минимум в точке А легко 
позволяет установить «цену» удовлет- 
ворительной оценки — все, кто слева 
от точки А, не проходят. Если же это 
кривая П, то экзаменаторам при- 
ходится думать, какое число решен- 
ных задач считать достаточным 
для удовлетворительной оценки. 

Важность функций распределения 
в физике подчеркивает и тот факт, 


Лис. 3. 


что многие из НИХ связаны с име- 
нами замечательных ученых: есть, 
например, распределения Больцмана 
и Максвелла (молекул газа по ско- 
ростям), распределение Планка (кван- 
тов излучения По их частотам), 
распределение Ферми (электронов по 
знергиям). 

Теперь, научившись понимать 
смысл функции распределения, ре- 
шим одну полезную задачу. Предпо- 
ложим, нам нужно равномерно полить 
водой горизонтальный участок земли, 
скажем, большой огород или поле. Ко- 
нечно, это можно сделать с помощью 
ведер или леек, так сказать, «пеш- 
ком»; можно ездить между грядками 
на тракторе, оснащенном специаль- 
ным агрегатом — поперечной трубой 
с отверстиями и форсунками, в кото- 
рую подается вода (так устроены 
«фрегаты», которые часто можно ви- 
деть в полях). Но мы попробуем 
использовать ветер, который почти 
всегда дует в больших открытых 
пространствах. 

Расположим горизонтальную тру- 
бу, снабженную форсунками, на вы- 
соте й над землей. По этой трубе под 
давлением подается вода, которая 
«распыляется» на капли, летящие 
во всех направлениях. Радиусы ка- 
пель могут быть различными, причем, 
мы можем управлять набором капель, 
то есть функцией их распределения 


по собственным радиусам (кот). 


Наша задача: найти, какой должна 
быть функция /(г), чтобы орошаемая 
площадь поливалась равномерно (то 
есть на любые участки одинаковых 
площадей попадали одинаковые мас- 
сы воды). 


Прежде всего нам надо разобраться, как 
будут двигаться вылетающие из трубы капли. 
Конечно, все они имеют какую-то начальную 
скорость; но если капли достаточно мелкие, 
они быстро затормозятся в воздухе и, в от- 
сутствие ветра, осядут почти под самой трубой 
на узкую полоску земли, параллельную трубе. 
Чтобы пояснить сказанное, рассмотрим каплю 
радиуса г, выброшенную из трубы вертикально 
вниз. Движение капли в дальиейшем проис- 
ходит под действнем силы тяжести т& и силы 
сопротивления [. Со стороны воздуха. Сила 
сопротивлення {. зааисит от скорости капли 
и от ее радиуса — она тем больше, чем 
болыле и и чем больше г, в частности, для 
мелких квпель /,=Фьг, где ВБ — некоторый 
коэффициент пропорциональности. (Эту силу 
называют силой Стокса — по имени аиглий- 
ского физика и математика ХХ века Дж. Сток- 
са, исследовавиего движение тел в вязкой среде. 
Такая зависимость /.(0, г) верна как раз для 
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очень мелких капель, для которых воздух яв- 

ляется такой же вязкой средой, как, скажем, 

мед — для оседающей в нем дробинки.) 
Запишем уравнение движения нашей капли: 


| 
та=—т8— Вог, или а--8— — ог, 


где а — ускорение капли. Подставив в выра- 
3 
жение для а массу капли т=2 -5 дго, получим: 


А 
ы Ао г 


Видно, что модуль ускорения, сообщаемого 


капле силой — сопротивления (вличина 
ЗЬ 
410 
мер капли; значит, мелкие капли быстро 
затормозятся в воздухе и будут падать с по- 
стояиной скоростью из, которую легко опреде- 
лить из условия а==0 (или {—т8в): 
© => ь= - ло - 2—0: (= ло ыы 

а— 3 ©8 ь г Е] ы |: ь ы 


1 
о | 2) тем больше, чем меньше раз- 


Теперь вспомним про ветер ин вернемся 
к иашему огороду. 


Пусть ветер дует в направлении, 
перпендикулярном трубе, с постоян- 
ной скоростью и. Можно показать, что 
и в этом случае, какова бы ни была 
начальная скорость выбрасываемых 
мелких капель, все они быстро вовле- 
кутся в горизонтальное перемещение 
с постоянной скоростью, равной ско- 
рости ветра. Так что движение каждой 
капли мы будем рассматривать как 
сумму движений в горизонтальном 
направлении с постоянной скоростью 
и и в вертикальном направлении 
с постоянной скоростью и=аг”. По- 
скольку оба движения капли — паде- 
ние и перенос ветром — равномер- 
ные, все капли будут двигаться по 
прямым (рисунок 4). 

Время движения до земли тем больше, чем 


меньше радиус капли: #(г) = = —, так что 
ах 


иг) 
мелкие капли (радиуса г;) упадут на землю 
дальше от источника, чем более крупные 
(раднуса г.> г): 


в 
жг)=ви - Кг) =и —Т- (4) 
аг 
На какой участок Ах упадут все капли, радиусы 


которых отличаются от данного г на малую ве- 
личину А? Поскольку, как видно из (4), 


Ах 2в\ 1 
д том _) = (мы продифференцировали 
функцию х(+)). 
(а 
‘г 


(знак зминусь говорит об уже нзвестиом нам 
факте: еслн радиус капли больше г (4г>0), 
она упадет ближе к источнику (Ах<0)}, 
и наоборот). 


Рис. 4. 
Теперь посмотрим, какая масса воды по- 


падет на участок Ах. Пусть число капель, 
радиусы которых лежат н интервале от г 
дог- Аг, равно Ап(г). Величииу Аг мы выберем 
столь малой, что массы капель можно счи- 


а 
тать одинаковыми и равными т(г) == > ль 


З 
Тогда масса воды, которую принесут эти канли 
на землю, равна 


АМ ==т(г) Ап) == г ли + Ап(г). 


Наконец, сформулируем требование равно- 
мерности полива: 


АМ Алг’оиг? Ап) 
= — — > 


&х бий Аг 
в РН Ап(г) _ 
55 Зи № с, (5) 


Ап(хг) 
Ан 


{ \г—-0) и есть искомая иами фуикцня распре- 
деления капель по их раднусам! 


где С — константа. Но ведь - в иределе 


Итак, /(^)—№т ^® = К, то есть 
\"--0 АГ г 
г) г °. (6) 
Это очень крутая зависимость. 


Допустим, мы выбрали два одинако- 
вых интервала радиуса капли Аг вбли- 
зи двух различных значений, соот- 
ветствующих мелким (г,) и крупным 
(г2) каплям. Пусть их радиусы отли- 
чаются в два раза: г2=2г,. Тогда из 


(6) следует вывод: внутри этого ин- 
тервала Аг число мелких капель 
Ап (г) должно быть в (г./г,)‘==2‘°=64 
раза больше, чем число крупных 
(Ап(г))- 

Теперь, зная длину поливаемого 
участка 2=х„„—Х.н (см. рисунок 4), 
можно найти с помощью формулы (4) 
наименьший и наибольший радиусы 
капель ги И Г.х› ИХ Полное число 
(формула (2)) и полную массу воды, 
«выдаваемой» в единицу времени ис- 
точником (в частности, в постоян- 
ную С в формуле (5) вошла и шири- 
на участка — ведь ясно, что полная 
масса воды должна быть пропорцио- 
нальна ширине поливаемого участка, 
но чтобы избавиться от этой три- 
виальной мысли, можно считать, что 
мы провели рассуждения в расчете. 
на единицу его ширины, или на еди- 
ницу длины трубы). Все эти прак- 
тические расчеты можно сделать, по- 
тому что мы нашли характер функции 
распределения капель по размерам. 
И не обязательно капель воды для 
полива: это может быть раствор ядо- 
химикатов для борьбы с вредными 
насекомыми или сорными травами, 
или взвесь мелких семян, или капли 
краски для покрытия больших площа- 
дей, или... 

Итак, мы нашли ту функцию 
распределения капель по их разме- 
рам, которую должен стараться зобес- 
печить» конструктор при помощи на- 
бора форсунок. 

А что мы не учли в своем решении? 
Многое: ну, например, что ветер дует 
не всегда равномерно, а порывами; 
и даже если равномерно, то его ско- 
рость по высоте над землей тоже 
как-то меняется; что капли, особенно 
мелкие (они долгое время находятся 
в «полете»), могут испаряться, и т. д. 
Всякая физическая модель имеет свои 
рамки, внутри которых она справед- 
лива, а за которыми она требует 
уточнений, усложнений, а может 
быть, и совсем «не работает». 


Советуем изданы следующие кннги: Вып. 40. С. С. Хилькевич. 
Вып. 37. Г. С. Воронов. . Физнка вокруг нас. 

купить Штурм термоядерной кре- Вып. 41. Г. А. Звеннго- 

В 1985 году в научно-  пости.. родский. Первые уроки про- 


мопулярной серии для зиколь- 
ников «Библнотечка +Кванть 
издательства +Наука» будут 


Вып. 39. В. Б. Брагинскнй, 
А. Г. Полнарев. Удивительная 
гравитация. 


граммироваиия. 


{Окончание см. на с. 53} 
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Новости науки 


Пульсирующее 
Солнце 


«Солнечный круг, небо 
вокруг», — каждый знает, 
что такое Солнце, и может 
изобразить -его. А как 
устроено Солнце? 

«Я сделал шар из ваты, 
пропитал спиртом и за- 
жег. Недурно горело, а?» — 
так смоделировал Солнце 
«великий и ужасный» вол- 
шебник Гудвин из книги 
А. Волкова *Вопшебник 
Изумрудного города». 
Идея неплохая, но такое 
солнце, конечно же, потух- 
ло бы через несколько ми- 
нут. 

Сегодня физики знают, 
что в реальном Солнце 
«горит» термоядерное го- 
рючее. Ядра водорода (про- 
тоны) объединяются с ней- 
тронами, образуя ядра ге- 
пия, при этом выделяется 
колоссальная энергия. Но 
это — общий принцип, 
а миогие детали процесса 
до сих пор установить не 


удается. Более того, в нау-. 


ке со нашем светиле есть 
немало противоречий. 
Известно, например, что 
в термоядерных реакциях 
рождаются нейтрино — 
самые легкие и неулови- 
мые частички из обшир- 
ного семейства элементар- 
ных частиц. Несмотря на 
фантастическую неулови- 
мость нейтрино, физики 
научились их регистриро- 
вать, а научившись, реши- 
ли выяснить, сколько же 
их летит от Солнца. Ока- 
залось, что зарегистриро- 
ванный поток нейтрино от 
Солнца в три раза меньше, 
чем должен был быть, 
если рассчитывать его по 
гипотезе термоядерных ре- 
акций. В чем же дело? 
Есть и другие вопросы. 
Один из них связан г из- 
менением светового пото- 
ка, посылаемого Солнцем 
на Землю; физики счита- 
ют, что за время сущест- 
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вования нашей планеты 
мощность излучения Солн- 
ца должна была бы увели- 
читься по крайней мере на 
20—30 процентов, а геоло- 

ги и палеоклиматологи 
{специалисты по климату 
прошлых эпох) считают, 
что этого не было. 

Все сходились в одном: 
необходимо пристальное 
внимание к Солнцу и его 
тщательнейшее изучение. 

Стали присматриваться 
повнимательнее и, как это 
часто бывает в науке, вме- 
сто ответов ма поставлен- 
ные вопросы обнаружили 
новые неожиданные про- 
тиворечия. Началось все с 
того, что американские фи- 
зики Р. Дикке и Г. Голь- 
денберг решили  прове- 
рить, действительно ли 
Солнце — шар. Из резуль- 
татов их измерений следо- 
вало, что Солнце сплюсну- 
то. Эта «находка» совсем 
уж не вписывалась ни в ка- 
кие теории, и ее стали пере- 
проверять в разных стра- 
нах. 

Тщательные исследова- 
ния в этом направлении 
были начаты примерно де- 
сять лет назад в Крым- 
ской астрофизической об- 
серватории АН СССР. Со- 
ветекие астрофизики под 
руководством академика 
А. Б. Северного обнаружи- 
ли удивительное и неизве- 
стное ранее явление — 
колебания диаметра Солн- 
ца. Оказывается, Солице 
периодически расширяет- 
ся и сжимается, то есть 
пульсирует. Частота зсол- 
нечного пульсае — один 
раз в 160 минут, а ампли- 
туда пульсаций составляет 
тысячные доли процента. 

Чтобы обнаружить столь 
незначительные — пульса- 
ции Солнца, пришлось 
разработать специальную 
методику сверхточных из- 
мерений. Основана она на 
эффекте Доплера: если 
источник света приближа- 
ется к наблюдателю, ча- 
стота света увеличивается 
(длина волны уменьшает- 
ся), а если удаляется — 
частота уменьшается (дли- 
на волиы увеличивается). 


(Нечто подобное вы могли 
наблюдать на платформе 
пригородных поездов: гу- 
док приближающейся 
электрички более высокого 
тона, чем гудок удаляю- 
щейся.) Направив спектро- 
граф на солнечный диск, 
ученые обнаружили пе- 
риодические смещения 
спектральных линий, при- 
чем смещения очень не- 
значительные — на одну 
миллиардную долю длины 
световой волны. 

В настоящее время пуль- 
сации Солнца регулярно 
наблюдаются во многих 
районах земного шара. 
Официальное открытие пе- 
риодических пульсаций 
Солнца было зарегистри- 
ровано летом позапрошло- 
го года. 

Отчего же Солнце пуль- 
сирует? На этот вопрос 
ответить оказалось совсем 
непросто. Наиболее прием- 
лемое объяснение предло- 
жили английские физики. 
Очевидно, что термоядер- 
ные реакции идут лучше 
всего в центральной части 
Солнца, где наивысшая 
температура, и там водо- 
род — чтермоядерное го- 
рючее» — постепенно вы- 
горает. Из-за разности кон- 
центраций водород начи- 
нает подтекать к центру 
из внешних слоев. Такой 
«подток» может привести 
к возникновению сфериче- 
ской волны от центра к по- 
верхности Солнца. Правда, 
количественные расчеты, 
основанные на такой моде- 
ли, дают период пульса- 
ций 120 минут, но в каче- 
стве первого приближения 
это вполне удовлетвори- 
тельно. 

Вот так пристальное вни- 
мание к Солнцу не ответи- 
ло на стоящие перед уче- 
ными вопросы, а привело 
к открытию целой новой 
области «солнцеведе- 
ния» — гелиосейсмологии. 
Теперь, изучая пульсации 
поверхности Солнца, мож- 
но надеяться на новую 
информацию об устройстве 
его внутренних слоев. 

А. В. Семенов 


Математический кружок 


2 


Диофантово 


уравнение 
А. А. Маркова 


Член-корреспондент АН СССР М. Г. КРЕЙН 


В этой статье рассказана история одного 
уравнения в целых числах в приводится его 
решение. Решение использует лишь простей- 
шие свойства целых чисел ц теорему Виета 
для квадратного трехчлена, и потому д0- 
ступно восьмиклассникам. Оно основано на 
ряде задач она доказательство», разбор ко- 
торых мог бы составить предмет занятия 
математического кружка. (Подробные дока- 
зательства вы найдете в конце следующего 
номера журнала.) 

В 18719 году в Петербургском уни- 
верситете молодой человек 23 лет за- 
щитил магистерскую диссертацию под 
названием «О бинарных квадратич- 
ных формах положительного опреде- 
лителя». В ней решались труднейшие 
вопросы теории чисел и она определи- 
ла новое направление в этой теории. 
Ее автором был будущий знаменитый 
академик Андрей Андреевич Марков 
(1856—1922). 

В основу диссертации были поло- 
жены две его статьи, опубликованные 
в Германии в 1879 и 1880 годах в од- 
ном из наиболее известных в мире 
математических журналов — “МаТе- 
таИзсйе Аппа\еп”. Несмотря на это, 
прошло более 30 лет, прежде чем на 
западе «открыли» работы Маркова. 
В 1913 году крупный немецкий мате- 
матик Георг Фробениус (1849—1917) 
опубликовал мемуар под названием 
«О числах Маркова». В предисловии 
к нему он написал, что вопреки 
тому, что исследования А. А. Маркова 
являются «чрезвычайно замечатель- 
ными и важными», они, по-видимому, 
остались мало известными. Г. Фробе- 
ниус объяснил это сложностью их 
изложения (А. А. Марков системати- 
чески пользовался непопулярным для 


того времени в этих вопросах аппа- 
ратом непрерывных дробей)*). 

Разумеется, настоящая статья не 
ставит себе целью дать хоть какое- 
лнбо представление с глубоких иссле- 
дованиях А. А. Маркова. Но дело 
в том, что в своих построениях 
А. А. Марков неожиданно пришел 
к вспомогательному диофантову урав- 
нению (называемому теперь его име- 
нем), имеющему вид 


х?’ Чу’ +2’ =Зхуг. (1) 


И вот — сенсация! А. А. Марков 
получил описание всех решений урав- 
нения (1), пользуясь только средства- 
ми школьной математики (среди них 
существенную роль сыграла теорема 
Виета для квадратного трехчлена). 
Но прежде чем разобрать решение 
уравнения (1), стоит сказать несколь- 
ко слов вообще 


О диофантовых уравнениях 


Как известно, диофантовым уравне- 
нием для целочисленных переменных 
х, у, ... Ш называется уравнение, 
которое может быть приведено к виду 


Р(х. у. ..., и) =, 


где Р — некоторый многочлен от 
указанных переменных с целыми 
коэффициентами. 


Иногда к диофантовым уравнениям 
приводят сравнительно простые воп- 
росы. Например, решая вопрос о том, 
каким способом сумму в п копеек 
можно разменять на монеты достоин- 
ством в 1, 2, Зи 5 копеек, мы придем 
к диофантову уравнению: 


х-+2у-- За +5ю==п**). 


По-видимому, еще в Древнем Вави- 
лоне родилась задача о построении 
прямоугольного треугольника с по- 
парно соизмеримыми сторонами. Со- 
измеримость сторон означает, что най- 
дется такой масштаб, в котором кате- 
ты и гипотенуза будут выражаться 
натуральными числами х, у н 2, но 
тогда 


*) Ц непрерывных (или ценных} дробях можно 
прочитать в «Кванте», 1983. № 5.с. 16и № 6, с. 26. 


**) Ю решении этого уровнении см. «Квант... 
1984, № 5, с. 11. 
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хи —=2°. 


Таким образом, вавилонская задача 
сводится к задаче построения всех 
троек натуральных чисел х, у, 2, удов- 
летворяющих предыдущему уравне- 
нию. Пифагорейцы нашли способ 
построения всех его решений. Но, 
возможно, этот способ был найден еще 
раньше в Вавилоне и Индии. Так или 
иначе, решения (х, у, 2) уравнения 
х’Ну’=г? принято называть пифаго- 
ровыми тройками *). 

Задача об отыскании всех решений 
даже простого на вид диофантова 
уравнения, как правило, сложная. Из- 
вестно, что нет единообразного спо- 
соба (общего алгоритма) для выясне- 
ния даже того, имеет ли диофантово 
уравнение решения в целых числах, 
или нет **). Поиски решений конкрет- 
ных диофантовых уравнений продол- 
жаются и в наши дни; здесь с по- 
мощью сложного аппарата современ- 
ной алгебраической геометрии в са- 
мые последние годы достигнуты зна- 
чительные успехи +%*). Однако инте- 
ресующее нас уравнение Маркова (1) 
решается элементарно — вернемся 
к нему. 


Родословное дерево 
уравнения Маркова 


Упорядоченная тройка целых чисел 
(а, Ь, с) называется решением диофан- 
това уравнения с переменными х, у, 2, 
если это уравнение при х=а, у-=Ь, 
2==6 превращается в верное числовое 
равенство. Числа а, 5. с решения 
(а, Ь. с) будем называть координатами 
решения. Для уравнения Маркова (1) 
мы условимся рассматривать только 
те решения, у которых нет нулевых 
координат, иными словами, тройку 
(0, 0, 0) мы будем исключать из ре- 
шений (легко видеть, что если` равна 
нулю одна из координат решения 
уравнения (1), то и остальные коор- 
динаты решения равны нулю). 

Левая часть (1) положительна для 
любого решения (а, Ь, с), поэтому либо 
все а. $5. с положительны, либо два 


$) О пифагоровых тройках и г решении иеко- 
торых других диофантовых уравнений —см.: 
А.О. Гельфонд. Решение уравнений в целых чнелах, 
4.е изд. — М.: Наукв, 1973. О. Оре. Приглашение 
в теорию чисел. — М.: Наука, 1980. — (Серия: 
Виблиотечка +Кваит»). 

**) См. «Кванть, 1970. № 7. с. 39. 

***) См. «Кванть, 1983, № 3, с. 19. 
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из них отрицательны. В последнем 
случае переход от (а, Ь, с) к (|а|, 
16|, [<|) приводит к решению урав- 
нения (1) с положительными коорди- 
натами. Обратно, если все координаты 
решения (а, Ь, с) положительны, то, 
изменив знак у каких-либо двух 
координат, мы снова получим реше- 
ние. Поэтому в дальнейшем без огра- 
ничения общности мы будем рассмат- 
ривать только решения (а, Ь, с) с по- 
ложительными координатами. 

Из симметричности уравнения (1) 
следует, что если (а, Ь, с) — решение 
уравнения (1), то решениями будут: 


(а, Ь, с), (с, а, Ь), (Ь, с, а), 
{Ь, а, с), (а, с, Ь), (с, Ь, а), 


то есть вместе с (а, Ь, с) решениями 
будут все тройки, получаемые различ- 
ными перестановками координат дан- 
ного решения. 

Ввиду этого мы можем условиться 
все шесть решений уравнения Мар- 
кова, получающихся друг из друга 
перестановками, считать одним реше- 
нием, то есть считать, что для решения 
существенны лишь значения коорди- 
нат, а не их порядок. 

Уравнение Маркова имеет оче- 
видное решение (1, 1, 1). Сейчас мы 
выясним, как, зная какое-либо реше- 
ние, можно находить другие решения. 
Если (а, Ь, с) — решение уравнения 
Маркова, то можно утверждать, что а 
есть корень квадратного уравнения 


Фдх): = х°- В+ с*— Зьех-=0. 


Но по теореме Виета это уравнение 
будет иметь еще одни корень х—=а’, 
такой, что 

а-а’=Зьс, аа’=ь?- с’. (2) 

Очевидно, а’>0 и (а’, Ь, с) также 
является решением уравнения (1). 
Оно называется соседним решением 
по координате а. Очевидно, если 
(а’, Ь, с) — соседнее решение для 
(а, 6, с), то (а, Ь, с) является соседним 
по координате а’ решением для (а’, 
Ь, с). 

Аналогично вводятся решения, со- 
седние по координате Ь и по коорди- 
нате с. 

Найдем решение, соседнее по коор- 
динате 1 решению (1, 1, 1). Для этого 
нужно решить квадратное уравнение 


НЕ —3.1.Т. х=0. 


Кроме корня х=—1, это уравнение име- 
ет корень х==2, Таким образом, полу- 
чено еще одно решение (2, 1, 1). 
В дальнейшем решения (1, 1, 1) 
и (2, 1, 1) будут играть существенную 
роль. Назовем их, следуя Маркову, 
сингулярными. 

Сингулярные решения выделяются 
из множества всех решений сле- 
дующим свойством. 


Задача 1. Если у решения (а, Ь, с) уравне- 
ния Маркова две из координат равны, то 
в этом ми только этом случае решение 
является сингулярным. Докажите это. 


Первое сингулярное решение (1, 
1, 1) имеет только одно соседнее 
решение. Второе сингулярное решение 
имеет два соседних: одно из них — 
(1, 1, 1), другое (соседнее по коорди- 
нате 1), получается из уравнения 


27 --у’ 1 =3 2 -у-1 


ни имеет вид (2, 5, 1). В свою очередь, 
решение (2, 5, 1) имеет три соседних: 
одно, естественно (2, 1, 1) и два’ но- 
вых — (13, 5, 1) и (2, 5, 29). Вообще, 
каждое несингулярное решение (а, 
Ь, с) порождает три соседних 


(а’, Ь, с), (а, Ь’, с), (а, 6, 2) 
где (сравните с (2)) 


а’=3Зре—а, В’=Зас—ь, с’=Заь—с. 


Задача 2. Если решение (а, 6, с) иесингу- 
лярно, то одно из его соседних решений имеет 
меньшую максимальную координату, а два дру- 
гих — большую. Докажите это. 


Теорема Маркова. Любое ре- 
шение уравнения (1) соединяется це- 
почкой соседних решений с сингуляр- 
ным решением (1, 1, 1). 


Доказательство. Пусть (а, 
Ь, с) — решение уравнения Мар- 
кова, отличное от сингулярного. Тогда 
у него есть соседнее решение (а, 
Ь,, с) с меньшей максимальной коор- 
динатой (задача 2). Жсли это решение 
также несингулярно, то оно порож- 
дает решение (ао, Б>, с2) сеще меньшей 
максимальной координатой, и так 
далее. Так как из натуральных чисел 
нельзя образовать бесконечную 
убывающую последовательность, то 
этот процесс должен закончиться, 


и закончится он тогда, когда мы при- 
дем к некоторому решению (@,, В,, 
с,}, У которого есть равные коорди- 
наты, то есть (задача 1) к сингу- 
лярному. Если оно (1, 1, 1), то теорема 
доказана, если же это решение (2, 1, 1), 
то остается вспомнить, что соседним 
решением для (2, 1, 1) по координате 
2 будет (1, 1, 1). Теорема доказана. 
Из теоремы Маркова следует, что, 
отправляясь от сингулярного решения 
(1, 1, 1), и последовательно переходя 
к соседним решениям с большим мак- 
симумом координат, мы получим все 
решения уравнения Маркова. При 
этом получается такая таблица — ро- 
дословное дерево (см. рисунок). Эта 
таблица позволяет для данного М (>1) 
конечным числом действий найти все 
решения уравнения Маркова, коорди- 
наты которых не превосходят №. 


Задача 3. Докажите, что у каждого ре- 
шения уравнения Маркова координаты попарно 
взаимно просты. 


Исключительность 
уравнения Маркова 


Поставим следующий вопрос, кото- 
рый, на первый взгляд, может по- 
казаться странным. Если сумма квад- 
ратов трех натуральных чисел де- 
лится на их произведение, то каким 
может быть частное? 

Этот вопрос равносилен следую- 
щему: при каких натуральных # дио- 
фантово уравнение 


ХУ ЬХУЙ (3) 


(2,5,29) 
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имеет ненулевое решение? При Е—3 
это уравнение совпадает с уравнением 
Маркова. Легко видеть, что при #=1 
уравнение (3) имеет решения, напри- 
мер (3, 3, 3). Проанализировав урав- 
нение (3), Гурвиц и Фробениус приш- 
ли к разительному результату: урав- 
нение (3) имеет решения только при 
Е=3 и Р-Р. Этот результат также 
может быть получен элементарными 
средствами. 

Начнем со случая Е—1. При этом 
окажется, что отыскание решений 
уравнения (3) для Ё=1 сводится к 
отысканию решений уравнения Мар- 
кова. 

Задача 4. Пусть А. В, С — натуральные 
числа. Тогда остаток от деления числа 
Л: --В*--С* на 3 равен количеству неделящихся 
на 3 чисел среди А, В, С, если их меньше трех, 


и равен нулю в противном случае. Цокажите 
это. 


Задача 5. Все решения (А. В. С) уравнения 
ХУ +2 =ХУЕ (4) 

получаются по формулам 
А—=За. В=Зь, С=3с, {5} 


где (а. 6, ©) — произвольное решение урав- 
нення Маркова 


хи +7 =Зхуг. (6) 
Докажите это. 


Обратимся в случаю Е=2. 

Задача 6. Пусть А, В. С — натуральные 
числа. Тогда остаток от деления числа 
А*+В-+-С’ на 4 равен количеству нечетных 
чисел среди А, В, С. Докажите это. 

Задача 7. Докажите, что уравнение (3) 
не имеет решений при Ё==2. 


Теорема. Уравнение (3) имеет не- 
нулевое решение только при Е=1 
и =3. 

Доказательство. При Е =1 решения на- 
ходятся в соответствии Е задачей 5. При 
Е=2 уравнение (3) не имеет решений в силу 
задачи 7. Остается рассмотреть случай #3. 

Допустим, что прн некотором &>3 уравне- 
ние {3) имеет решение (а, 6, с). Покажем, что 
коордннаты а, В. с этого решения попарно раз- 
личны. Пусть, например, 6=с: тогда а’= 
—каь"— 25*—({а—2)5”, так что а=Ь4, где 
4 — целое. Отсюда ББ’? =(ЕЬа--2)5’, а’= 
—=Афа—2, 2=4(КЬ—а). Таким образом, @ де- 
лится на @ и, стало быть, 4==1 или 2. В обонх 
случаях #5 —3, что противоречнт условию Ё> 3. 

Итак, у любого решения уравнения (3) прн 
Е>3З координаты мопарно разлнчны. Без огра- 
ннчення общности можно считать, чтоа>Ь > с. 
Для решения (а. Ь. с) с помощью квадратного 
грехчлена 


Ч(х) = хе хЬе 
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обравуем соседнее по коордннате п решение 
{а’. Ь. с)- Так как 


(6) ==2” с: — Кос < 35° КБс«Зь'-- Ко’ < 0, 


мы видим. что Ь лежит между корнями а и а' 
многочлена \”,(х). то есть а>ь>а’. Поэтому 
у решения (а’, 65, с) максимальная координата 
меньше максимальной координаты решения 
(а. В, с). Итак, по кажаому решенню (а, Ь, с) 
можно построить решение (4, 6,,с,) с меньшей 
максимальной координатой. Это построение 
можно повторнть, получив решение (а>, Вь, сз) 
е еще меньшей максимальной координатой. 
Так как у каждого решения коордннаты по- 
нарно различны, этот процессе можно про- 
лолжать исограничеино и получить бесконеч- 
ную последовательность решений уравнения (3) 
со все меньшими и меньшими максимвльнымин 
коордннатами. Но это невозможно, так как 
координаты — натуральные числа. Теорема 
доказана. 


Следствие. Для любого решения 
(а. Ь. с) уравнения Маркова числа 
а, Ь, с попарно взаимно просты. 

Доказательство. Если, например, а и В 
имеют общий делитель & (>> 1). то в силу уравне- 
ния (1), число 4 будет делителем и числа с. Сле- 


довательно, найдутся натуральные Х. У, & та- 
кие, что а=«аХ, 5 —аУ, с-=4Я, и в силу (1) будем 


иметь ХУ? 7”=З4ХУХ, а это противоречит 
только что доказанной теореме. 


Непосредственным обобщением 
уравнения Маркова на случай п пе- 
ременных (п?3) является уравнение 


ж-хё +... Че —пхи хо... (7) 


Нетрудно видеть, что ряд изложенных 
предложений переносится на этот слу- 
чай (существует сингулярное решение 
х,=1, х.=1, ... х,=1, для всякого ре- 
шения существуют соседние решения 
и т. д.). Однако автору неизвестно, 
чтобы где-нибудь была изложена до- 
статочно полная теория уравнения 
(7). Поиски такой теории могли бы 
стать основой небольшого самостоя- 
тельного исследования. 


Школа в «Кзанте» 


ыы 


Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «О простых ма- 
шинах» предназначена восьмиклассникам, 
+Диа- и варамагнетиких — девятиклассни- 
кам, «Опыты Резерфорда и явление радио- 
активности» — десятиклассникам. 
Материалы подготовил И. К. Белкин. 


О простых машинах 


Равновесие тел и работа сил. На пер- 
вый взгляд кажется, что понятия 
«равновесие» и «работа» несовмести- 
мы друг с другом. Ведь сила совер- 
шает работу только тогда, когда она 
приложена к движущемуся телу; рав- 
новесие же, как будто, связано с от- 
сутствием движения. Однако связь 
между равновесием тела и работой 
приложенных к нему сил существует. 
Поясним это на примере рычага. 

Рычаг — одна из самых древних 
простых машин. Как известно, для 
равновесия рычага необходимо, чтобы 
алгебраическая сумма моментов при- 
ложенных к нему сил была равна 
нулю: 

Е. а, =Р.4., или р.= т. (1) 
Здесь Р, и Р, — модули приложен- 
ных к рычагу сил, 4, и 4. — плечи 
этих сил (рис. 1). 

Условие равновесия можно, однако, 
выразить и иначе. Будем считать, что 
точка опоры рычага О — это закреп- 
ленная ось (точнее — ее проекция на 
плоскость чертежа), около которой 
наш рычаг может поворачиваться. 
При повороте точки а и Ь прило- 


ат 


Рис. 1. 


2 «Квант» № 4 


жения сил будут двигаться по дугам 
окружностей с центром в точке О. 

Представим себе, что рычаг повер- 
нулся на некоторый малый угол а. 
Тогда можно считать, что точки при- 
ложения сил совершили малые пере- 


Е | ета 
мещения 43, и 43) соответственно. 
Из подобия треугольников аа’О 
ЬЬ’О следует, что 4./4, =Аз./А8,. 
Поэтому вместо равенства (1} можно 
написать 


Р Аз 
р. — Ав, или Р,А3,=Р.4А3.. (2) 
Величина Р,Аз, — это работа силы Е. 


на малом перемещении Аз, причем 
знак этой работы отрицательный, так 


—> 
как вектор перемещения Аз, направ- 
_— 
лен противоположно вектору Р,. Точ- 
> 
но так же Р.Аз., — это работа силы Р, 


= 


на малом перемещении А3., но эта 
работа положительная. Отсюда сле- 
дует, что при равновесии рычага 
алгебраическая сумма работ при- 
ложенных к рычагу сил при малых 
перемещениях точек их приложения 
равна нулю. 

Реальные, и необязательно малые, 
движения концов рычага (точек при- 
ложения сил) происходят по дугам 
окружностей. Но их всегда можно 
мысленно разбить на малые участки, 
практически совпадающие с отрезка- 
ми прямых. Умножив силу на проек- 
цию каждого такого малого переме- 
щения на направление силы, мы полу- 
чим работу силы на этом переме- 
щении. Общая работа будет равна 
сумме работ на всех участках: 
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Р, 
Р, 3, =Р.3., или Г (3) 


Таким образом, в основе действия 
рычага лежит следующее правило: 
отношение приложенных сил равно 


Рис. 2. 
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обратному отношению перемещений 
точек их приложения. 

В нем, в этом правиле, оказывается, 
и заключен «секрет» действия рычага. 
Если, например, с помощью рычага 
поднимают груз (рис. 2), то положи- 


тельная работа силы ЕР (работа на 
*«входе») равна отрицательной работе 


силы тяжести тя’ (работа на «выхо- 
де»). Но из рисунка 2 видно, что 
перемещение поднимаемого груза 
меньше перемещения того конца ры- 


чага, к которому приложена сила Р. 
Согласно формуле (3), модуль силы 
тяжести, приложенной к грузу, во 
столько же раз больше Р. Отношение 
СИЛЫ «на выходе» к силе зна входе» 
(по модулю) называют передаточным 
числом рычага (иногда его называют 
также механической выгодой рычага). 
Рычаг позволяет, как говорят, звы- 
игрывать» в силе. Но за всякий вы- 
игрыш надо платить. И платой слу- 
жит «проигрыш» в перемещении: 
перемещение *‹на входе» во столько 
же раз больше перемещения «на вы- 
ходе», во сколько раз сила зна вы- 
ходе» больше силы «на входе». 

Это правило, применимое не только 
к рычагу, но и ко всем другим 
простым машинам, известно как +зо- 
лотое правило механики»е. 

Еще одна простая машина — на- 
клонная плоскость. Формула (3) спра- 
ведлива не только для рычага. Еще 
одним устройством, тоже называемым 
простой машиной, служит гладкая 
наклонная плоскость. Если, например, 
нужно поднять груз массой т на вы- 
соту й, то при равномерном движении 
по вертикали к грузу нужно было бы 
приложить. силу, равную силе тя- 
жести груза 8. Но если двигать этот 
груз равномерно по наклонной плос- 
кости длиной [, то для этого доста- 
точно силы, во столько раз меньшей 
тя, во сколько раз { больше й. Выиг- 
рыш в силе (передаточное число) 
равно, следовательно, отношению {/й. 
Но [/й =1 /з#т ‹, так что выигрыш в си- 
ле для наклонной плоскости равен 
1/з1п ф, где ‹ — угол наклона плос- 
кости к горизонту. 

Наклонная плоскость, как и рычаг, 
использовалась человеком с незапа- 
мятных времен. Издавна известны 
также и разновидности наклонной 
плоскости — клин и винт. Клин 
представляет собой сложенные вместе 
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Рис. 4. 


Рис. 3. 


основаниями две наклонные плос- 
кости, винт — наклонную плоскость, 
обернутую вокруг стержня. В качестве 
примера винтового устройства на ри- 
сунке 3 показан домкрат. Из рисун- 
ка 3 видно, что для подъема груза 
на высоту В (шаг винта) конец рукоят- 
ки, к которому приложена сила, дол- 
жен пройти путь, равный 2л8В, 
где В — расстояние от оси винта до 
конца рукоятки. Ясно, что выигрыш 
в силе в этом случае равен отно- 
шению 2д8В/В. Сила зна входе», сле- 
довательно, в 2лА/й раз меньше силы 


«на выходе». 

Разновидность рычага — блок. Еще 
один важный вид простых машин свя- 
зан с блоком. Сам по себе непод- 
вижный блок представляет собой раз- 
новидность рычага, но рычага равно- 


плечного, никакого выигрыша в силе 


не дающего. Но различные системы 
подвижных и неподвижных блоков 
известны как устройства, позволяю- 
щие не хуже рычагов и наклонных 
плоскостей заменять большие. силы 
на малые. 

На рисунке 4 показана типичная 
система блоков — полиспаст. Сила Р, 
приложенная к свободному концу ка- 
ната А, передается через блоки ка- 
натам В, Сир. Каждый из них 
действует на груз тоже с силой РЕ. 
Вместе они действуют с силой ЗР. 
Таким образом, сила зна выходе» 
втрое превосходит силу «на входе». 
Однако при подъеме груза, скажем 
на 1 метр, каждая веревка В, Сир 
укорачивается на 1 метр, поэтому сво- 
бодный конец каната А нужно удли- 
нить на 3 метра. Это — «плата» за 
выигрыш в силе. 


* я х 


Таким образом, основа всей зтех- 
ники» простых машин — рычаги 
и наклонные плоскости. С древней- 


ших времен они, их разновидности 
н комбинации облегчали труд чело- 
века (выигрыш в силе!). Несмотря 
на их почтенный возраст (тысяче- 
летия!), они не утратили своего зна- 
чения и в наши дни. Но теперь 
простые машины приводятся в движе- 
ние не мускульной силой человека 
или животных, а настоящими маши- 
нами — двигателями (электрически- 
ми, тепловыми, гидравлическими н 
т. д.). 


Диа- и парамагнетики 


Как известно; индукция магнитного 
поля в веществе может усиливаться 
или ослабляться по сравнению с ва- 
куумом. В первом случае вещество 
называют парамагнетиком, во вто- 
ром — диамагнетиком.*) В чем же 
причина пара- и диамагнетизма? 

Кратко природу парамагнетизма 
можно объяснить так. В атомах (или 
молекулах) электроны движутся по 
замкнутым траекториям (орбитам). 
Эти мельчайшие электрические токи, 
называемые молекулярными, создают 
магнитное поле. В отсутствие внешне- 
го магнитного поля из-за теплового 
движения атомов плоскости орбит 
ориентированы беспорядочно, поэто- 
му индукция собственного магнитного 
поля, создаваемого всеми атомами, в 
среднем равна нулю. 

Когда же вещество помещают во 
внешнее магнитное поле, плоскости 
орбит электронов (подобно рамкам с 
током) частично поворачиваются, так, 
чтобы векторы индукции создаваемых 
ими полей складывались с вектором 
индукции внешнего поля. В резуль- 
тате суммарная магнитная индукция 
оказывается больше индукции внеш- 
него поля. 

Природа  диамагнетизма — более 
сложная. Чтобы ее понять, вспомним 
явление электромагнитной индукции 
(«Физика 9», $ 92, 93). При изменении 
магнитного потока через электриче- 
ский контур в нем возникает индуци- 
рованный электрический ток. Соглас- 
но правилу Ленца, этот ток имеет 


*) Наряду с пара- н диамагинтными вещест- 
вамн существуют еще ферромагиетики. П них рас- 
сказывается в школьном учебнике («Физика 9», 
$ 90). 
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такое направление, что создаваемое 
им магнитное поле препятствует из- 
менению магнитного потока. В конту- 
ре, не обладающем электрическим со- 
противлением, например в сверхпро- 
водящем контуре или в «контуре», об- 
разуемом электроном, движущимся в 
атоме по своей орбите, индуцирован- 
ный ток не затухает. Он сохраняется 
до тех пор, пока существует внешнее 
магнитное поле. Магнитное поле ин- 
дуцированного тока направлено про- 
тивоположно внешнему полю, так что 
суммарная магнитная индукция в ве- 
ществе уменьшается. 

В каждом веществе проявляются 
оба эффекта. С одной стороны, внеш- 
нее магнитное поле ориентирует ор- 
биты электронов и вследствие этого 
усиливается. С другой стороны, оно 
изменяет скорость движения электро- 
нов по орбитам и вследствие этого, 
в соответствии с законами электро- 
магнитной индукции, ослабляется. 

Уменьшение магнитного поля обыч- 
но очень мало, и поэтому диамагне- 
Тизм заметно проявляется лишь в тех 
веществах, атомы которых собствен- 
ного магнитного поля не создают 
(и в которых, следовательно, нет па- 
рамагнитного эффекта). 

Простейший диамагнитный атом 
можно представить себе следующим 
образом: два электрона вращаются 
вокруг ядра по одной орбите, но в про- 
тивоположных направлениях. В этом 
случае создаваемые электронами маг- 
нитные поля компенсируют друг дру- 
га, н поворот плоскости орбиты не при- 
водит к усилению магнитного поля. 
А вот диамагнитный эффект прояв- 
ляется в полной мере. Рассмотрим его 
подробнее. 

Пусть каждый электрон в атоме в 
отсутствие внешнего манитного поля 
движется по круговой орбите радиу- 
сом В со скоростью го. При вклю- 
чении магнитного поля возникает 
вихревое электрическое поле, которое 
изменяет скорость движения электро- 
на. Предположим, что теперь она рав- 
на 0. Если считать, что вектор маг- 
нитной индукции В перпендикулярен 
плоскости орбиты, то на электрон со 
стороны магнитного поля действует 
сила Лоренца, равная по модулю 
РгеьВ. 

Запишем второй закон Ньютона 
для движения электрона по орбите 
до и после включения магнитного по- 
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ля (см. рисунок): 


2 2 
то то 
ра =Р, —5 —=Ё-еоВ, 
где Е — сила электрического притя- 


жения элетрона к ядру. Вычитая эти 
уразиеиия одно из другого, получаем 


’—и==А еоВ, 


причем выбор знака «|» или *«—» 
определяется направлением скорости 
электрона. 

В слабом магнитном поле изме- 
нение Ао модуля скорости электрона 


мало, и его можно найти приближен- 
2 


но, считая о— (ооо — о) = 
—=20№0. В результате имеем 
—-невВЕ 
Вот 2т °* 


Как видно, один электрон в нашем 
двухэлектронном атоме в магнитном 
поле начинает вратцаться чуть быст- 
рее, другой — чуть медленнее, и так, 
что при этом происходит ослабление 
внешнего поля. 

Величина ®,—=Аь/В=еВ/(2т) име- 


` ет размерность частоты. Ее называют 
ларморовской частотой — по имени 
английского физика Дж. Лармора. 
Хотя мы рассмотрели лишь частный 
случай, можно доказать общую теоре- 
му (теорему Лармора): в магнитном 
поле с индукцией движение элект- 
рона будет таким же, как и без поля, 
но с добавочным вращением вокруг 
вектора с частотой ®.. 

Важно, что эта теорема и выраже- 
ние для «, остаются справедливыми 
и при использовании для описания 
движения электрона законов кванто- 
вой механики. 


Опыты Резерфорда 
и явление 
радиоактивности 


Опыты Резерфорда, о которых рас- 
сказывается в $ 98 «Физики 10», двоя- 
ко связаны с явлением радиоактив- 
ности. С одной стороны, в этих опытах 
для бомбардировки атомов тяжелых 
элементов использовались положи- 
тельно заряженные быстрые альфа- 
частицы, испускаемые радиовктивиы- 
ми веществами. Радиоактивность, та- 
ким образом, дала зинструмент» для 
опытов. С другой стороны, результа- 
ты опытов Резерфорда, приведшие 
к созданию планетарной модели ато- 
ма, позволили подойти к объяснению 
самого явления радиоактивности, до 
того бывшего в высшей степени за- 
гадочным. 

Из опытов Резерфорда выяснилось, 
что атом любого элемента состоит из 
положительно заряженного ядра, 
размеры которого в десятки или да- 
же сотни тысяч раз меньше размеров 
атома, и отрицательно заряженных 
электронов, образующих электронную 
оболочку. При этом оказалось, что 
электрический заряд ядра, если его 
выразить через заряд электрона, при- 
нятый за единицу, равен порядковому 
номеру элемента в таблице Менделе- 
ева. В символической записи ядер их 
заряд выражается порядковым но- 
мером, который записывается в виде 
нижнего индекса при символе элемен- 
та. Верхний же индекс обозначает мас- 
су ядра, выраженную в атомных 
единицах массы. Например, ядра ато- 
мов железа и золота символически 
записываются так: 

зе; '55Ац, 

Радиоактивность — явление ядер- 
ное. В какой же части атома — ядре 
или электронной оболочке — проис- 
ходят процессы, приводящие к испус- 
канию радиоактивных излучений 
(альфа-, бета- и гамма-излучений)? 

Нетрудно понять, что все дело в 
атомном ядре. Это видно, во-первых, 
из того, что один из видов излуче- 
ния — альфа-излучение — это поток 
быстрых положительно заряженных 
частиц, а таких частиц в электронной 
оболочке просто нет. Правда, другой 
вид излучения — бета-излучение, со- 
стоящее из электронов, — в принципе 


мог бы исходить н из электронной 
оболочки. Однако, и это во-вторых, 
энергия бета-частиц столь велика (она 
достигает миллионов электронвольт), 
что электронная оболочка такую энер- 
гию сообщить явно не может. Извест- 
но, например, что при химических 
реакциях, в которых атомы участвуют 
своими электронными оболочками, 
энергия, приходящаяся на один атом, 
равна примерно 1 эВ. Энергия квантов 
видимого света, которые несомненно 
возникают в электронной оболочке, 
тоже около 1 эВ. Только энергия 
квантов рентгеновских лучей (они так- 
же исплускаются электронной обо- 
лочкой) может достигать тысяч и да- 
же десятков тысяч электронвольт. 
Миллионов же электронвольт элект- 
ронная оболочка «своим» электронам 
сообщить не может. 

Таким образом, и альфа- и бета-час- 
тицы могут испускаться только в ре- 
зультате каких-то процессов в атом- 
ном ядре. То же можно сказать и 
о гамма-излучении. 

Радиоактивные превращения. Итак, 
радиоактивные излучения испускают- 
ся ядрами атомов радиоактивных эле- 
ментов. Заряд же ядра равен по- 
рядковому номеру элемента в табли- 
це Менделеева. Тогда из закона сохра- 
нения электрического заряда лрямо 
следует, что когда какоечнибудь ядро 
испускает заряженную частицу, заряд 
ядра должен измениться: А это 
значит, что оно превращается в ядро 
атома другого элемента, занимающего 
другую клетку таблицы. 

Как выяснилось, альфа-частица об- 
ладает положительным электричес- 
ким зарядом, вдвое большим заряда 
электрона, и массой, вчетверо большей 
атомной единицы массы. Поэтому 
ядро, испустившее альфа-частицу, 
превращается в ядро атома элемента, 
у которого порядковый номер на 
две единицы меньше исходного, а мас- 
са меньше на четыре единицы. Если, 
например, радиоактивный элемент по- 
лоний с порядковым номером 84 и от- 
носительной атомной массой 218 испу- 
скает альфа-частицу, то оц превра- 
щается в ядро атома элемента, за- 
нимающего клетку номер 82 табли- 
цы (это свинец) с относительной 
атомной массой 214: 
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Ро—"“РЬ-Но. 
Поскольку а-частица представляет со- 
бой ядро атома гелия, этот процесс 


2 рРь 
82 


можно записать иначе; 

21 Ро-=2“РЬ-Не. 
Происходит, как говорят, распад ядра 
полония на две части.— ядро свинца 
н ядро гелия. 

Несколько иначе обстоит дело при 
испускании ядром бета-частицы, то 
есть быстрого электрона. Оно приво- 
дит не к уменьшению заряда ядра, 
а кего увеличению на одну единицу и, 
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следовательно, к превращению его в 
ядро атома, порядковый номер кото- 
рого на единицу больше исходного. 
Что касается массы, то она при таком 
превращении практически не изменя- 
ется, так как масса электрона в тыся- 
чи раз меньше массы любого ядра. 
С испусканием бета-частицы распа- 
дается, например, радиоактивный 
свинец °!1*РЬ: 

РЬ-— 4 ВЕ-ЕВ, или *РЬ->2Ва- че. 

Все такие превращения происходят 
так, что суммы нижних и верхних 
индексов по обе стороны стрелки, 
обозначающей превращение, равны 
друг другу. 

Радиоактивные ряды. Если радио- 
активное излучение сопровождается 
превращением ядер атомов в другие 
ядра, то естественно возникает воп- 
рос — почему же до сих пор сущест- 
вуют радиоактивные вещества? Если, 
например, радий (порядковый но- 
мер 88), испускающий альфа-части- 
цы, превращается в элемент с номером 
86, то почему он не исчез с лица 
Земли? Наверное, потому, что он-сам 
есть продукт распада какого-то друго- 
го элемента, 
радий. 

Раз радиоактивные элементы до 
сих пор существуют на Земле, зна- 
чит, есть, по крайней мере, один 
радиоактивный элемент, который рас- 
падается настолько медленно, что за 
время существования Земли он не ус- 
лел исчезнуть. Он-то, этот элемент, 
в «виноват» в том, что существуют и 
он сам, и тот элемент, в который 
он превращается (так сказать, его 
«сын»), и тот элемент, в который 
превращается этот зсын», и т. д. 

Физики выяснили, что такие очень 
медленно распадающиеся элементы 


Математика 10 


Откуда взять уравнение 


В статье «Многофигурная стерео- 
метрическая задача» (+«Квант», 1983, 
№ 2) мы видели, что при решении 
геометрических (в особенности, стерео- 
метрических) задач уравнения, связы- 
вающие отдельные элементы фигур, 
оказывают нам неоценимую услугу. 
Где же искать уравнения? На первый 
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превращающегося в’ 


действительно существуют. Один из 
них — уран с порядковым номе- 
ром 92 и относительной атомной мас- 
сой 238. Он служит родоначальни- 
ком одного из рядов (семейств) ра- 
диоактивных элементов, приведенно- 
го на рисунке. Над линиями в этом 
ряду, обозначающими превращения, 
указаны испускаемые частицы, а 
под ними — периоды полураспада, 
то есть промежутки времени, в тече- 
ние которых распадается половина 
первоначального числа радиоактив- 
ных ядер. В результате четырнадца- 
ти последовательных распадов уран 
превращается в конце концов в сви- 
нец с относительной атомной мас- 
сой 206. Это — стабильный (не радио- 
активный) свинец, в отличие от свинца 
с массами 214 и 210. 

Изотопы. Приведенный здесь радио- 
активный ряд показывает, что суще- 
ствуют атомы одного и того же хими- 
ческого элемента с различными отно- 
сительными атомными массами. Так, 
214РЬ, РЬ, °55РЬ — это ядра атомов 
свинца, поскольку у всех трех ядер 
один и тот же заряд и, значит, они 
занимают одну и ту же клетку в таб- 
лице Менделеева. Такие атомы — 
с одинаковым зарядом ядра, но с раз- 
ными массами — получили название 
изотопов. Как химические элементы 
они не отличимы друг от друга. Но 
свойства их ядер, например радиоак- 
тивные, совершенно различны. 


В рассмотренном радиоактивном 
ряду есть не только изотопы свинца, 
но и урана, тория, полония, висмута. 
Вообще, если ядро испытывает после- 
довательно одно альфа-превращение 
и два бета-превращения, то в резуль- 
тате непременно появляется изотоп 
исходного элемента. 


взгляд кажется, что сколько задач — 
столько вариантов уравнений, но это 
не совсем так. Нет, например, двух 
одинаковых грибов, но все грибы де- 
лятся на небольшое количество видов, 
и опытный грибник не будет обша- 
ривать каждый квадратный санти- 
метр леса: он знает, как выглядит 
то место, где можно ожидать тот или 
иной вид грибов, и будет осматривать 
только подходящие места, экономя 
тем свое время. Аналогично можно 
утверждать, что 99% уравнений 


Рис. 1. 


«растут» на чертеже во вполне опре- 
деленных местах (оставшийся про- 
цент зависит от неисчерпаемой фан- 
тазии авторов задач), и учащийся 
должен знать, как выглядит фрагмент 
чертежа, где можно ожидать уравне- 
ние, и какие уравнения там следует 
искать. 

Основными поставщиками уравне- 
ний служат треугольники и окруж- 
ности (с хордами, касательными, 
секущими) и их стереометрические 
аналоги: тетраэдры (треугольные пи- 
рамиды) и сферы. Вспомогательными 
элементами служат частично пра- 
зильные четырехугольники (паралле- 
лограммы, ромбы, прямоугольники, 
квадраты) и их стереометрические 
аналоги (параллелепипеды, призмы). 
Планиметрические фигуры более бо- 
гаты на уравнения и более обозримы, 
поэтому всегда следует стремиться 
получать планиметрические фрагмен- 
ты чертежа. Рассмотрим основные со- 
отношения, поставляемые нам тре- 
угольниками, тетраэдрами, окруж- 
ностями и шарами. 

1. Треугольник определяется, вооб- 
ше говоря, 3-мя своими элементами 
(не всякими). Если 3 заданных эзле- 
мента полностью определяют тре- 
угольник, то через них можно выра- 
зить все остальные элементы, для чего 
полезно знать основные соотношения 
в треугольниках. Обозначим: а, В, с — 


1 ВВС 


ТАБС ^ 


длины сторон, и, В. } — углы, 5$ — 
площадь, г. А — радиусы вписанной 
и описанной окружности, А, т., [, — 
высота, медиана и биссектриса, прове- 
денные из угла с (рис. 1, а). Тогда мож- 
но выписать следующие соотношения: 


а) а/зт чт Ване зт }=2Н корема си- 
нусов); 
6) с°==а*--5?—2аь созт (теорема косинусов); 


в) вые = ОО... | 

} 

_лИач+ь+е. вс. -а—Б+с  —а+Ь4-с | 
в. 2 2 2 2 


{Формула Герома); 


г) в,= = Бот 1; 
| 
д) ВР! __ В | _ 
И, 1 
е) т: =а и. соз т р 


(ло теореме косннусов из ДАСМ, рис. 1, б):. 


фзтту « 


9 
эт (= +7 | 
] 


] о теореме в из Аа реа У `в) 


Свотношения ыы — д) являются ос- 


ковными, их следует запомнить. Соот- 
ношения е} — ж)} являются вспомо- 
гательными: они выражают длины 
медианы и биссектрисы через основ- 
ные элементы треугольника путем 
применения теоремы синусов или ко- 
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синусов к +половинке» треугольника. — 
(Есть и более симметричные выряа- 
жения для длин медианы и бис- 
сектрисы.) 

Отметим, что школьники часто 
говорят, например, что теорема коси- 
нусов позволяет третью сторону 
выразить через первые две и угол 
между ними. Это не совсем верно: 
такая формулировка предполагает, 
что нам известны две стороны и угол 
между ними, а мы хотим вычислить 
третью, поэтому и применяют эту 
теорему в основном в этом случае. 
Более точно было бы сказать, что тео- 
рема косинусов связывает значения 
трех сторон и одного из углов: эта 
формулировка значительно расши- 
ряет сферу ее применения. А разре- 
шить формулу теоремы косинусов 
можно относительно любого из входя- 
щих в нее значений. 

Предположим, что эти соотношения 
мы запомнили (их всего 7). Посмот- 
рим, как их можно применять. Пусть 
треугольник задан длинами сторон, 
а найти надо радиус вписанной ок- 
ружности. В наших соотношениях мы 
имеем связь г са, Ь, с, 5 ($=ка-ь- 
-с)/2) и связь $ са, Ь, с (формула 
Герона), откуда, исключая 5, по- 
лучим: 


58 А (а-нь-+ с) (в НЬ—с)(а- вс) (—в-НЬ-с) 
2(а-Нь-+с) к 


Теперь пусть треугольник задан дли- 
ной одной стороны и двумя приле- 
жащими углами, найти надо г. 
Если вы сразу увидели уравнение 
(рис. 2) гс (/2)-{г сё (/2)=а, то 
это прекрасно, но если «‹геометри- 
ческое зрение» вам отказало, то 
пользуясь приведенными для преды- 
дущего случая рассуждениями и до- Рис. 4. 
бавив к ним соотношения а) (теорема 
синусов), можно получить выражения 
для Бис, и задача сводится к преды- 
дущей. После страницы алгебраи- 
ческих преобразований получим тот 
же ответ (попробуйте сделать это 
самостоятельно). Этим еще раз под- 
черкивается тот факт, что геометри- 
ческая идея всегда предпочтительнее, 
но в крайнем случае алгебра с три- 
‘гонометрией выручат, хотя и ценой 
дополнительной нетворческой работы. 

2. Тетраэдр по существу представ- 
ляет собой некоторую пространствен- 
ную „композицию ‘° треугольников Рис. 5. 
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(рис. 3), поэтому ничего принципиаль- 
но нового в составление уравнений 
не вносит. Следует только научиться 
связывать плоские углы трехграниого 
угла с двугранными и с углами накло- 
на одного из ребер к плоскости, 
образованной двумя другими. 

Проще всего для этого восполь- 
зоваться соотношениями для трех- 
гранного угла ОАВС: 


а) ат п/л А =вщ В/вп В=в1п у/вт С (тео- 
рема синусов); 


6) сов у—=<сов а соз В-Е п а зат В соз С (первая 


теорема косниусов); 


3) с0ё С=—сов А сов В вт А вт В созф 
вторая теорема косинусов). 


Здесь А, В, С — величины двуграиных 
углов ОА, ОВ, ОС трехгранного угла, 
а а, В, } — соответственно противо- 
лежащие им плоские углы*). 
Единственный новый момент в про- 
странственных фигурах — это их 
объем, соответственно появляются и 
формулы объема. тетраэдра (рис. 3): 


ее 


6 со эт а :- ат $. 


3. Окружность (круг) и сфера (шар) 
дают множество соотношений, когда 
они связаны с другими окружностями 
и шарами или с прямыми и плоскостя- 
ми. Соотношения эти абсолютно оди- 
наковы и для окружностей и для сфер, 
они связывают длины отрезков или 
углы с дугами. 


а) Расстояние между центрами равно сумме 
радиусов при внешнем касании и раз- 
ности — при внутреннем: 

6) пересекающиеся хорды: аа’=5' (рис. 4, а. 
из подобия треугольников); 


`и < 

в) пересекающиеся хорды: «=(АВ-- А’В’)/2 
(рис. 4, а); й 
г) касательные и секущие: и. (о и)=Р 
(рис. 4,6, из подобия треугольников), от- 
куда следует, что г + (о иш)==о’ + ии} 
и что все касательные, проведенные из одной 
точки, равны; 


< ` 
СЕЬ—ВР 
2 . 


д) касательиые и секущие: В—= 


АВ 
у= = (рис. 4, 6). (В соотношеннях между 


углами и дугами знак «==» означает чизме- 
ряетсяе.) 


*) Доказа тельство этих соотношений можио най- 
ти в «Киаите», 1984, № 12, <. 25—26. 


Кроме этого имеются соотношения 
между радиусом (диаметром) и дли- 
ной окружности, (площадями и объ- 
емом : 


а) длина окружиости: [=2лВ==10), длина 
дуги: 1.=В * с; 


6) площадь круга: $=лВ?= 4 В`, площадь 


а 
сектора: $,=Е* . 5; 
в) площадь поверхности шара: 5, ==4л 8”; 


г} объем шара: У= ее дА°. 


Несколько полезных соотношений 
поставляет нам конус, но они легко 
выводятся из соотношений для окруж- 
ностей и треугольников. 

Теперь посмотрим, как из перечис- 
ленных выше соотношений строятся 
уравнения. Для их построения важ- 
ную роль играют два принципа. 

Принцип 1. Для получения уравне- 
ния надо один и тот же элемент 
выразить двумя способами. 

Принцип 2. Для получения уравне- 
ния в треугольнике надо использовать 
четыре элемента (линейных или уг- 
ловых). 


Пример 1. Типичная для многих 
задач связка фигур (рис. 5): два ка- 
сающихся круга или шара н общая ка- 
сательная. Касание окружностей дает 
расстояние между центрами, касание 
с прямой дает перпендикулярность 
радиусов к этой прямой (радиус — 
часть секущей, стягивающей дугу 
в 180°). Треугольников здесь нет, 
значит, их надо построить. Проведя 
прямую О.В, мы получаем прямо- 
угольник и треугольник. Прямоуголь- 
ник позволяет перенести размер а 
с Р.Р, на отрезок О,В, и размер г — 
на отрезок ВР., после чего мы полу- 
чаем треугольник О'О-В, в котором 
имеются 4 элемента, включающие 
константы и интересующие нас вели- 
чины; 3 стороны и прямой угол. Лю- 
бой из этих элементов, например 
10.О-|, можно выразить двумя спосо- 
бами: непосредственно (г- А) ин по тео- 
реме Пифагора. В итоге получаем 
уравнение 


("+в =? (В—п)? или а=2л/ Вг. 
Рассмотрим теперь пример комплекс- 


ного использования рассмотренных 
выше идей. 
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Рис. 6. 


Пример 2. Имеются фисуры, пока- 
занные на рисунке 6, а. Надо найти 
радиус самой малой окружности 
(с центром в С). 

Радиус г, определяется тривиально: 
г =(1—1/2)/2. Для определения г> 
мы имеем длины отрезков АВ, АО 
и ВО, что недостаточно для состав- 
ления уравнения. Поэтому мы сгроим 
2 треугольника ОДВ и ОВО и прямо- 
угольник О@РЕВ, проводя перпендику- 
ляр ОВ к отрезку АО. Прямоугольник 
позволяет перенести размер г. на от- 
резок ОР, после чего получаем кар- 
тину, аналогичную примеру 1. Длина 
ОВ выражается двумя способами: 
Тов = (иг, = 

—(а—г,)*—(в/у/ 2+ г,)". 

Из уравнения можно получить г.. 
Объектом для выражения двумя спо- 
собами в следующей связке (рис. 6, 6) 
является отрезок РС. Вспомогательное 
построение (выделено красным) дает 
несколько прямоугольников, позво- 
ляющих перенести размеры. отрез- 
ка ОВ — на РЕ, г. — на ЕЁ, и ЕР. От- 
резок ЕС определяется из треугольни- 
ка ВЕС. Уравнение 
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Рис. 7. 
—@а Знучнаб-в)?= 
=(\ Зиг. Ру 4гог.)?* 


можно разрешить относительно г., 
так как значение г. найдено ранее. 

Другие примеры планиметрических 
задач на составление уравнений мож- 
но найти в статье «Метрические соот- 
ношения в треугольнике», помещен- 
ной в этом номере «Кванта». 

В заключение рассмотрим стерео- 
метрическую задачу. 

Пример 3. Правильную четырех- 
угольную пирамиду ЕАВСП пеуесе- 
кает плоскость, проходящая через вер- 
шину основания перпендикулярно 
противоположному боковому ребру. 
Площадь получившегося сечения 
ОСЕН в два раза меньше площади 
основания пирамиды. Найдите отно- 
шение длины высоты пирамиды 
к длине бокового ребра (рис. 7). 

Обозначим через а длину стороны 


. квадрата, О — его центр, и — вели- 


чину угла ЕВО. Пирамида правиль- 
ная, поэтому искомое отношение 
|ОЕ|/|ВЕ| равно эт ч. По условию 
площадь четырехугольника ДОСЕН 
равна а’/2. Для получения уравнения 
зыразим ее через а и и другим спо- 
собом. Проведя диагональ сечения РД, 
мы разбиваем сечение на 2 треуголь- 
ника, площади которых легко вычис- 
лить, так как отрезки второй диаго- 
нали СМ и МНЯ являются высотами 
этих треугольников (докажите само- 


стоятельно!).Поэтому $== сн 1125 | 


Из треугольника РЕВ получаем, что 
[РЕ | =ал'2 зт «. Далее, можно дока- 
зать, что СН] АС, значит, треуголь- 


ники СЕН и АЕС подобны, откуда 


1СН| _ |ЕМ| сн] _ |Е0|-- [мо] 
[АС БОГ п ПЕ " 
мо! га 
вн|=(1— ау. 
6н|=( т \ 
Очевидно, что |МО|=(4/\2) сша 


и [ЕО|=а/х2- шо, следовательно, 


МОЕ _ маки а 
[50]  шлЭщи в 
поэтому 


[СН | =а\2А — с? ад = те Но) Ваней 
эти 
и 
— а`(2 вт’ и—1) 
= эта ” 


В итоге получаем уравнение 


а’? ат и— 1) _ а 
зта 2 > 


равносильное уравнению 4зш’ и— 
— т и—2=0. Из двух корней урав- 
нения 4х’—х—2=—0 выбираем поло- 
жительный: х, =(1--\33)/8, посколь- 
ку и — угол в треугольнике и 
эта 0. 


Избранные 


школьные задачи 


Восьмой класс 
1. Какос из чисел больше 


5555555553 6666666664 
5555555551 ИЛИ 6666666669 


2 (Задача Ньютона). Трава на всем лугу 
растет одинаково густо н быстро. Известно, 
что 60 коров съели бы всю траву за 24 дня, 


В этой задаче мы опять вспомога- 
тельными построениями построили 
ряд треугольников, которые позво- 
лили провести нам нужные вычис- 
ления. 

Задачи 

1. Убецитесь, что хравнення в задачах из 
статьи 5 +«Кванте», 1983, № 2 голучены мето- 
дом, полностью совиздающим п приведенной 
схемой. 

2. Высота правильной треугольной пира- 
миды равна #. Точки пересечения высот 
каждой из боковых граней и вершина нпирами- 
ды лежат ша поверхности шара радиуса г. 
Найдите объем пирамиды. 

3. В грапеции АВСР точка А — середниа 
основания АВ, М — середина оспования СО. 
Найдите площадь трапеции, если нзвестно, что 
ДРК — биссектриса угла О. ВМ — биссектриса 
угла В, наибольший из углон ири пижнем 
основаики АВ равен 60", в периметр трапеции 


равен 30. 
4. Из плоскости дан прямой угол. Окруж- 
ность = центром, расположенным внутри 


этого угла, касается одной стороны угла, ° 
пересекает другую сторону в точках ЛА и В 
и пересекает биссектрису угла в точках С и р. 
Длина хорды АВ равна \ 6 см, длина хорды СО 
равна \7 см. Найдите радиус окружности. 

5. В треугольнике АВС угол А равен а, 
а противолежащая ему сторона равна а. 
Найдите две другие стороны, если известно, 
что сторона есть среднее геометрическое 
радиусов внисанного и описанного круюв 
этого треугольника. 

6. Ребро куба АВСОА.ВС.0, равно а, 
точка Е — середина ребра АЛ,. На продол- 
жении ребра ДА взята точка ЁР так. что 
]}ЕА |=а’2. Найдите радиус меньшей из сфер, 
проходящих через точкн Е и ГР и касающихся 
плоскостей ВВС,С н ОЬ,С,С. 

7. В иравильной четырехугольной пнрамиде 
центр вписанного шара делит высоту инира- 
миды в отношеини р: (р а)- Определите угол 
наклона ребра к основанию. 

8. Через точку О, ‘лежащую на ребре 
двугранного угла величины +. проведена пря- 
мая ОЛ, лежащая в одной из граней угла 
и образующая угол н с ребром двугранного 
угла. и прямая ОВ. лежащая в другой гранн 
и образующая © ребром угол В. Найднте угол А 
между зтими прямыми (рис. 8). 

9. Возьмнте произвольные 6 элементов, 
задающие (неправильный) тетраэдр и вы- 
числите все остальнье его злементы. 


Л. Ф. Штернберг 


а 30 коров — за 60 дией. Сколько коров 
съели бы всю траву за 100 дней? 

3. По виду графика квадратичной функции 
у=ах`-+ 6х Кс определите знаки коэффициентов 
а, Бис (рис. 1). 

4. Медиана и высота, проведенные из од- 
ной вершнны треугольника, делят его угол 
на три равные частн. Найдите углы треуголь- 
инка. 

5. а) Докажите, что угол с вершиной внутри 
круга нзмеряется полусуммой величнны дуги, 
заключенной между его сторонами, и велнчиной 
дДУгм, заключенной между продолжениями его 
сторон, а угол г вершиной вне круга — полу- 
разностью величин дуг, заключенных между 
его сторонами (рис. 2): 
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и= 5 (^АВ-+\^Ср), (1) 


В= 5 (</АВ—\^Ср). {2) 


При решении задач 6) и в) можно восполь- 
зоваться формулами (1) и (2). у 

5) Во вписанном четырехугольнике АВСР 
известны углы ии В между продолжеииями 
противоположных сторон (рис. 3). Найдите 
углы четырехугольника. 

в) В треугольнике АВС точка О — цеитр 
вписанной окружности, точка А, — точка пере- 
сечения прямой АО с описанной окружностью. 
Докажите, что |ВА,|=|ОА, | =|СА, |. 


Девятый класс 
6. Вычислите произведение 


6-е хь 


1 
ео. 


7. Найдите уравненне общей касательной 
к параболам 


ух? --4х--8 и ух" 8х4. 


8. Ортогональной проекцией прямого уг- 
ла АОВ на плоскость и является снова прямой 
угол. Докажите, что либо (АО}, либо (ВО) па- 
раллельна плоскости а. 

9. Найдите произведеиие: 

а) эт 10° 5т 50° эт 70°; 

6) п 2 7х 

0$ = 3 д. СОЗ — 
в 6. 

10. В трапеции АВСО с длинами оснований 
40 |= и |ВС|=6 проведен отрезок с концами 
на боковых сторонах трапеции, параллельный 
основаниям и делящнй ее на две равновеликие 
тралеции. Найдите длину этого отрезка. = 


Десятый класс 

11. Плоскость, проведенная через центр 
вписанного в конус шара параллельно осно- 
ваиню, делит зтот конус на две части одинако- 
вого объема. Найдите угол прн вершине осевого 
сечения конуса. 

12. Решите уравнення: 

а) {х^—х-+-1)* +24 + ==<>17; 

6) Уст УШУ 

13. Найдите площадь, ограниченную одной 
*полуволной» синусоиды ут Хх и касатель- 
ными, проведенными к графику синуса в точках 
с абециссами О ил (рис. 4). 

14. Известно, что 1ю#:12==, 109122426. Най- 
дите ]08:.168. 

15. а) Приведите пример, показывающий, 
что дзе высоты тетраэдра (или их продолже- 
ния) могут не пересекаться. 

6) В тетраэдре АВС проведены высоты 
АА,, ВВ,, СС, и 0р,. Докажмто, что если 
прямые АД, н ВВ, пересекаются, то и прямые 
СС: и ОО, тоже пересекаются. 


Публикацию подготовил Б. М. Ивлев 


‚ жа 
ант | 
Для младших школьников 


Задачи 


1. Существует ли трехзначное чис- 
ло, делящееся на 11, у которого пер- 
вая цифра больше второй, а вторая — 
больше третьей? 

2. Числа 2,15 и 8 обладают тем 
свойством, что произведение равно 
сумме составляющих их. цифр: 
2,15 . 8=2-7 +5 -{8=22. Найди 
еще хотя бы одну такую пару чисел. 

3. Нетрудно разрезать большой 
прямоугольник 4Жб на рисунке на 
две части так, чтобы из них и квадра- 
тика 1ЖХ1 можно было сложить квад- 
рат 5Ж5 (см. рис.). Но попробуйте 
каждую из этих двух фигур разрезать 
на две одинаковые части так, чтобы 
вновь из них можно было сложить 
квадрат 5 Х5. 

4. Пять тетрадей: синяя, желтая, 
серая, коричневая и красная в не- 
котором порядке лежали в стопке. 
Их выложили на стол. Сначала верх- 
нюю, потом следующую-за ней и т. д. 
В результате получили две стопки, 
изображенные на рисунке 1. Затем 
тетради собрали в стопку в прежнем 
порядке, а потом вновь выложили на 
стол, снимая также тетради свер- 
ху стопки. На этот раз получились 
две стопки, изображенные на ри- 
сунке 2. В каком порядке тетради 
лежали в стопке? 

5. Однажды я с двумя приятелями 
гулял за городом. Мы обратили вни- 
мание на з«гудящие» телефонные 
провода. Я спросил у друзей, почему 
гудят провода. *+Потому, что по ним 
идет разговор»,— сказал один. «Да 
нет, — засмеялся другой, — просто 


из-за того, что по ним идет ток. Ведь. 


провода высоковольтной передачи 
тоже гудят». А как думаете вы? 


Эти задачи иам предложили: Д. Г. Поляк, 
М. В. Варга, Н. К. Антонович, В. В. Произ- 
волов, А. П. Савин. 
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Может ли быть 
невозможное? 


Доктор технических наук 
Л. И. ТУЧИНСКИЙ 


+Осознай то. что уже знаешь», 
п ты научишься летоть.» 


Ричард Бах. Чайка по имени 
Джонатан Ливингстои 


Ответ на вопрос, поставленный в за- 
головке, может быть, по-момему, толь- 
ко один: конечно, может. Собственно 
говоря, мы привыкли к тому, что на 
наших глазах совершаются невозмож- 
ные вещи, и даже не удивляемся им. 
Мы считаем само собой разумеющим- 


ся, что с аэродромов взлетают само- 
леты, что в космосе работают люди, 
что стоит нажать на кнопку телевизо- 
ра — и моментально увидишь проис- 
ходящее за тысячи километров, что 
существуют машины, умеющие счи- 
тать и играть в шахматы, и ‘многое 
другое. 

А ведь если бы сто лет назад спро- 
сить у любого просвещенного челове- 
ка, может ли человек полететь на 
Луну или увидеть, что происходит 
в другом городе, он бы удивленно 
посмотрел на вас`и, наверное, усом- 
нился в здравости вашего рассудка. 
Действительно, тогда это было невоз- 
можно, а сейчас это обыденно. 

Все это я говорю к тому, что никогда 
не следует категорически утверждать: 
это невозможно, этого не может быть. 
А, собственно, почему? Только пото- 
му, что этого не может быть никогда? 
И, главное, не думайте, что невозмож-. 
ное может сделать кто-то другой, н9, 
только не вы. «Может тот, кто думает, 
что может» — гласит латинская по- 
словица. 

Давайте для примера решим вместе 
одну задачу из разряда «невозмож- 
ныхо. Эта задача из области материз- 
ловедения. Есть такая наука, которая 
занимается разработкой матеркалов, 
изучением их структуры и свойств. 

Мы редко задумываемся о том, что 
без новых материалов не было бы по- 
летов в космос, телевидения, лазеров, 
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сверхпроводников, самолетов, ма- 
щин... Когда в космос поднимается 
очередной аппарат, мы в первую оче- 
редь думаем о героизме космонавтов, 
о блистательной работе конструкторов 
и не подозреваем, сколько материало- 
ведческих вопросов пришлось решить, 
чтобы этот запуск стал возможным. 
И так во многих делах. Труд мате- 
риаловедов обычно остается в тени, 
но это вовсе не означает, что он менее 
важен или менее интересен, чем труд 
других специалистов. Болышинство 
же материаловедческих проблем сво- 
дится к решению физических задач. 
И вот одна из них, поставленная 
жизнью. 

Требуется создать материал, способ- 
ный работать при температуре, превы- 
шающей температуру его плавления. 
Что значит работать? Это значит, что 
детали (например, сопла ракеты), из- 
готовленные из этого материала, 
должны иметь достаточную жесткость 
и прочность, чтобы выдерживать си- 
лы, действующие на них, практически 
не изменяя своей формы и размеров. 

На первый взгляд задача абсурдна. 
Что значит — материал должен рабо- 
тать при температуре более высокой, 
чем его температура плавления? Что 
он должен нести нагрузку, находясь 
в жидком состоянии, или, как любят 
выражаться материаловеды, в жидкой 
фазе? Но жидкость не только нагруз- 
ки не может нести, она и формы не 
держит. Если нагреть деталь выше 
температуры плавления материала, 
из которого она изготовлена, она рас- 
ползется, станет бесформенной, и от 
нее останутся одни воспоминания. Все 
это так, и все-таки... 

И все-таки задачу решить можно, 
и ваших знаний по физике вполне 
достаточно для этого. Но сначала 
несколько слов в качестве информа- 
ции к размышлению. 

Один из самых перспективных пу- 
тей развития материаловедения — 
создание композиционных материа- 
лов, или композитов. Они включают 
в себя два или более материала и при- 
обретают в результате такого объеди- 
нения новые свойства. Типичный при- 
мер композита — железобетон (бетон, 
армированный металлическими пруть- 
ями), в котором объединяются свойст- 
ва бетона и стали. Или материал, полу- 
ченный из порошков меди и графита, 
обладающий наряду с хорощей элек- 


тропроводностью малым трением, что 
позволяет использовать его для сколь- 
зящих контактов. Сегодня создано 
множество самых разнообразных ком- 
позитов, их число с каждым годом 
растет, и это позволяет успешно справ- 
ляться с решением проблем, ранее 
считавшихся неразрешимыми. Поэто- 
му при анализе конкретных задач 
всегда полезно продумать вариант 
с применением композитов. Вот, пожа- 
луй, и вся необходимая нам материа- 
ловедческая информация. 

Что? У вас мелькнула мысль? Вы 
считаете, что если сделать композит 
из двух компонентов, один из которых 
легкоплавкий, а другой — тугоплав- 
кий, то такой материал сможет рабо- 
тать при температуре более высокой, 
чем температура плавления легко- 
плавкого компонента? Но не выше же 
температуры плавления тугоплавкого 
компонента! 

Должен вас огорчить. Я имел в виду 
работу материала именно при темпе- 
ратурах больших, чем температура 
плавления самого тугоплавкого ком- 
понента. Ну, не готовы ли вы заявить, 
что это из области фантастики? 

Нет, это вполне реально. Такие ма- 
териалы существуют, они успешно 
применяются в новой технике. 

Что же это за материалы? Их на- 
зывают псевдосплавами. Сегодня ›:] 
космической технике широко исполь- 
зуются псевдосплавы вольфрам — 
медь, вольфрам -— серебро, молиб- 
ден — медь и другие. Прежде чем рас- 
сказать, как они устроены и работают, 
давайте вспомним кое-что из школь- 
ной физики. 

При изучении агрегатных состо- 
яний вещества вы узнали, что процесс 
плавления чистых кристаллических 
веществ происходит при постоянной 
(для данного давления) температуре 
Т „., называемой температурой плавле- 
ния. Плавление твердого тела может 
происходить, только если к нему не- 
прерывно подводить тепло. Количе- 
ство теплоты, которое необходимо 
подвести для плавления к единице 
массы твердого тела при постоянной 
температуре Т..,называется удельной 
теплотой плавления /.. Подобным об- 
разом происходит кипение жидкости. 
Температура жидкости и сосуда, в ко- 
тором она кипит, не повышается, одна- 
ко все время жидкость превращается 
в пар. Количество теплоты Г, необхо- 


димое для превращения единицы мас- 
сы жидкости в пар при температуре 
кипения Т„„., называется удельной 
теплотой испарения, или парообразо- 
вания. 

Почему в процессе плавления и ки- 
пения температура не повышается? 
Потому что подводимое извне тепло 
тратится на увеличение внутренней 
энергии кристаллов (при плавлении) 
и жидкости (при кипении). Внутрен- 
няя энергия жидкости больше внут- 
ренней энергии кристалла, а внутрен- 
няя энергия пара больше внутренней 
энергии жидкости. 

Когда не существовало холодильни- 
ков, люди в жару хранили воду в по- 
ристых сосудах. Вода медленно проса- 
чивалась сквозь поры, испарялась г 
наружных стенок, охлаждая стенки 
сосуда и его содержимое... 

Внимание! Вот он, ключ к решению 
задачи. «Осознай то, что уже знаещь...з 
Ведь это же нам давно известно: пла- 
вящиеся твердые тела и испаряющие- 
ся жидкости отбирают тепло у сопри- 
касающихся с ними тел. Этот эффект 
и лежит в основе работы псевдоспла- 
вов, используемых при высоких тем- 
пературах. 

Представьте себе, что нам нужно 
изготовить сопло ракетного двигателя. 
Температура газов, образующихся 
при сгорании твердого топлива и исте- 
кающих из сопла, достигает 4000 °С. 
Это выше, чем температура плавления 
самого тугоплавкого металла — воль- 
фрама (3380 °С). Что же сделать, что- 
бы сопло из вольфрама могло надежно 
работать при таких температурах? 

Давайте поступим так. Изготовим 
сопло не из сплошного, монолитного, 
а из пористого вольфрама. Это можно 
сделать методами порошковой метал- 
лургии, когда вольфрамовый порошок 
прессуют и спекают. В результате та- 
ких операций получают вольфрам в 
виде пористой губки. Изменяя режи- 
мы прессования и спекания, можно 
регулировать количество и размеры 
пор. Далее этот пористый вольфрам 
надо пропитать легкоплавким метал- 
лом — медью или серебром. То, что 
получится, и будет псевдосплав воль- 
фрам — медь или вольфрам — 
серебро. 


{Окончание см. на с. 34) 
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ЭНЕРГИЯ 


{Начало см. ма с. 30} 


Почему он называется псевдоспла- 
вом? Потому что это не настоящий 
сплав, у которого кристаллическая 
решетка состоит из разнородных ато- 
мов. Здесь перемешивания компонен- 
тов на атомном уровне не происходит. 
Вольфрам с медью или серебром не 
растворяются друг в друге, их невоз- 
можно сплавить, можно только меха- 
нически смешать. В данном случае 
мы получили псевдосплав со структу- 
рой, представляющей собой вольфра- 
мовый каркас, поры которого запол- 
нены медью (серебром). 

Что же будет происходить с таким 
материалом при нагревании? Прибли- 
женная картина, например, в псевдо- 
сплаве вольфрам — медь, будет такой. 
Вначале температура композита ста- 
нет расти (см. рисунок) до тех пор, 
пока не достигнет температуры плав- 
ления меди (Т, =1083 °С). Подвод теп- 
ла к псевдосплаву не вызовет повы- 
шения его температуры в течение вре- 
мени, определяемого интервалом (т, 
т›). 

После того как вся медь расплавит- 
ся, температура псевдосплава вновь 
начнет повыщаться. Но при темпера- 
туре кипения меди Т.—2595 °С вновь 
произойдет остановка, и пока вся медь 
не испарится, температура псевдо- 
сплава не повысится (интервал време- 
ни (т., г.}). Температура газов, обра- 
зующихся при сгорании топлива, мо- 
жет превышать температуру плавле- 
ния вольфрама, но он плавиться не 
будет, потому что у него отнимает теп- 
ло кипящая медь, температура кото- 


о 


Фотография типичной микроструктуры 


псев- 
досплава. На сером фоне вольфрамового карка- 


са видны медные включения 
формы. 


неправильной 


34 


Температура 


плавления 


рой ниже температуры 
вольфрама. 

Конечно, сколь угодно долго такое 
положение сохраняться не будет. Пос- 
ле того как вся расплавленная медь 
перейдет в пар, температура псевдо- 
сплава вновь начнет повышаться, и, 
когда она достигнет значения Т., рав- 
ного температуре плавления вольфра- 
ма (3380 °С), материал расплавится. 
Собственно говоря, расплавится не 
псевдосплав (его уже фактически не 
будет), а вольфрамовый каркас, кото- 
рый без меди работать при такой тем- 
пературе не может. Вольфрам оказы- 
вается сильным до тех пор, пока есть 
у него пусть более слабый, но верный 
друг — медь, способная принести себя 
в жертву, испариться до последнего 
атома, чтобы облегчить судьбу своего 
друга. 

Однако для дружбы между матери- 
алами, как и между людьми, нужна 
совместимость. Например, в высоко- 
температурных псевдосплавах хоро- 
шими друзьями вольфраму оказыва- 
ются медь или серебро, но плохими — 
никель или железо. Дело в том, что 
медь и серебро отдают себя в жертву, 
не причиняя вольфраму вреда, а ни- 
кель и железо не согласны погибать 
в одиночку. С повышением температу- 
ры они начинают интенсивно разъ- 
едать вольфрам. От этого резко па- 
дает прочность каркаса, он становится 
неработоспособным. Друзей нужно 
уметь выбирать. 

Теперь давайте прикинем, что эф- 
фективнее отнимает тепло у матери- 


‚ ала — плавление или испарение. Оче- 


видно, тот процесс, который требует 
больших затрат тепла для протека- 
ния. Найдем в справочнике, чему рав- 
ны удельная теплота плавления и ис- 
парения. Для подавляющего большин- 
ства материалов затраты на исиаре- 
ние 1 грамма вещества оказываются 
во много раз больше, чем на. плавле- 
ние. Например, для воды /.=335 Дж/г, 


а 12260 Дж/г, для меди }= 
—176 Дж/г, а [—=5240 Дж/г. Таким 
образом, основную работу по спасе- 
нию вольфрама от расплавления медь 
выполняет при своем испарении. Оно 
должно идти все время, пока матери- 
ал находится в зоне мощных тепло- 
вых потоков. 


Обычно в ракетах требуется, чтобы 
материал «продержался» в пределах 
нескольких минут, а этот ресурс сопла 
из псевдосплава вполне могут оси- 
лить. Возможны различные варианты 
деталей, позволяющие увеличить срок 
их службы. Например, можно пред- 
ставить себе соединенный с исевдо- 
сплавом резервуар с расплавленной 
медью — из него происходит подпитка 
медью, компенсирующая ее испарение 
из материала. Это, правда, уже техни- 


Наша обложка 


Ложка и... 
фонтан 


Посмотрите на фотографии, представленные 
на первой странице обложки п здесь на ри: 
сунке. Такие фонтаны каждый из вас может 
легко воспроизвести у себя дома. 

Для этого не очень сильную струю воды 
{например, из водопроводного крана} акку- 
ратно направьте на ложку (отрегулируйте 
напор воды так, чтобы не забрызгать себя 
и окружающих). Отразившись от ложки, 
струя и образует фоитан. 

Обратите анимание на одну особенность 
наших фонтанов. 

Как известно, тело. брошенное нод углом к 
горизонту, летит по параболе. Поэтому струи 
обычных фонтанов, городских и дворцовых, 
также образуют параболы. Однако в нашем 
случае это явно не так — траектории, по 
которым двигаются капли воды, более сильно, 
чем параболы, изогнуты в направлении 
вертнкальной оси системы. Более того. воз- 
можно так подобрать условия опыта, что в 
некотором месте траектории становятся вер- 
тикальными, а затем как бы прижимаются к 
оси системы. 

Объяснить это можно, учитывая явление 
поверхностного натяжения в жидкостн. Если 
сделать мыслениый горизоитальный разрез 
нашего фонтана (в непосредственной близости 
к ложке), то в сечении вода будет пред- 
ставлять собой кольцо. Это кольцо оказы- 
вается как будто бы зажатым между двумя 
поверхностными пленками, которые действу- 
ют на отдельные участки кольця © снлами, 
направленными к центру. Вот этн-то силы и 
приводят к более существенному искривле- 
нию траекторий частнц воды, чем при их 
свободном движении- 


ческие детали, которые очень важны, 
но к принципиальному решению зада- 
чи отношения не имеют. 

На самом деле в псевдосплавах про- 
исходят более сложные процессы, чем 
те, что я обрисовал. Материал нерав- 
номерно прогревается ло толщине, 
в нем могут возникать большие тер- 
мические напряжения, способные 
иногда вызвать появление трещин. 
Интенсивность испарения будет зави- 
сеть от размера и структуры пор, хи- 
мической чистоты компонентов и ряда 
других факторов. Но это тоже частно- 
сти. Важно, что мы нашли принци- 
пиальный путь решения задачи. Мы 
заставили материал работать в среде, 
температура которой выше температу- 
ры его плавления. 

Оказывается, и невозможное воз- 
можно. 


Естьственно нанрашивается вонрос — ска- 
зывается ли поверхностное натяжение в слу- 


чае обычных фонтанов? Оказывается, Да, 
только гораздо менее заметно. А вот почему 
это так — попробуйте объяснить сами- 

А. А. Лапидес 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента 
основання`журнала. Публнку- 
емые в нем задачи нестандарт- 
ны, но для их решения не 
требуется знаний, выходящих 
за рамки школьной програм- 
мы. Нанболее трудные задачн 
отмечаются звездочкой. После 
формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто нам 
ее предложил. Разумеется, 
не все эти задачи публикуют- 
ся впервые. Решения задач из 
этого иомера можно отправ- 
лять не поздиее 45 июня 
1985 года по адресу: 103606 
Москва К-6, ул. Горького, 
32/1, «Квант». В графе «Но- 
муз напишите: зЗадачник 
«Кванта» № 4—85» и номера 
задач, решения которых вы 
посылаете, например «М916, 
№М917» или «$928». Решения 
задач из разных номеров жур- 
нала или по разиым предме- 
там (математнке и физике) 
присылайте в разных конвер- 
тах. В письмо вложите кон- 
верт с ваписанным на нем 
вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получите результаты 
проверкн решений). Условие 
каждой оригннальной задачи, 
предлагаемой для публика- 
вин, присылайте в отдельном 
конворте в двух экземплярах 
вместе с вашим решением 
этой задачи (на конверте по- 
метьте: «Задачник «Квантае, 
новзя задача по физике» ыли 
®..новая задача по математи- 
ке.). В начале каждого пнсь- 
ма просим указывать номер 
школы м классе, в котором 
вы учитесь. 
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задачнию 


аданта 


Задачи 


М916 — М920; Ф928 — Ф932 


М916. Из середины каждой стороны остроуголь- 
ного треугольника опущены перпендикуляры на 
две другие стороны. Докажите, что площадь огра- 
ниченного ими щестиугольника равна половине 
площади треугольника. 

А. А. Азамов 


М917. а) Чему равна длина максимальной серии 
идущих подряд несчастливых билетов? 6) Сколько 
существует таких серий максимальной длины? 
(Считается, что номера билетов изменяются от 
000000 до 999999 включительно; билет называ- 
ется счастливым, если сумма первых трех цифр 
его номера равна сумме трех последних цифр.) 

С. Ю. Оревков 


М918*. Радиус вписанной окружности треуголь- 
ника равен 1, а длины его сторс:1 — целые числа. 
Докажите, что эти числа — 3, 4 и 5. 

В. В. Прасолов 


№М919. а) Докажите равенство 
1/4 } 
\ шхах-- | агсфех ах = =. 
о О 

6)* Докажите неравенство 


3 


3 
9<\ ‘/ж-тах- /ж—1ах< 9,0001. 
о 1 


Ю. И. Ионин 


МЭ20. а) Найдите хотя бы одно решение уравнения 
жу- = уг 
в натуральных числах. 
6)* Докажите, что уравнение 
к] 3 З 2.230 
хи 2 =пхуа 
имеет натуральное решение лишь при п=1 и п=3 
и найдите все эти решения. 
Р. А. Мазов 


Ф928. Два одинаковых гладких полуцилиндра, 
общая масса которых т, подвешены на нерастя- 
жимой невесомой нити так, как показано на ри- 
сунке 1. Чему равны сила натяжения нити и сила 
давления одного полуцилиндра на другой? 

Л. Г. Маркович 


М\е \ауе \Ъеел рибИзЫвя 
Куапе$ соп4е54 ргоЫетаз еуегу 
топ! {тот Че усгу Йгз 
1550е оГ оишг таралте. ТНе 
рго\етз аге попзбапдага опсез, 
Биё (Нет зошНоп гедшгез по 
тГогтабоп още {фе зсоре 
ог Фе 055Е зесопдагу зсВоо1 
зуЦабм». Те шоге дИЙсои 
ргоЫега$ аге тагкеё \ИВ а 
Уваг (=). АНМег ее зыцетег 
оГ Те ргоШет, ме изоаПу 
афеме По ргорозей 34 40 в. 
Ц 20е$ УИВойё заутя Вай пой 
а! (Тезо ргоетз аге Г 
рибсанопз. Тье зо и юоп8 оЁ 
ргоЫств &хота 5 135ще (а 
Визнап ог а ЕряНзВ) тшау Бе 
розёеа по 1 (ег (Рап Зопе 15 
{0 Че ГоПоулик  аадгеява: 
0$$В. Мозсо\, 103006, Мо<- 
ква К-6, ул. Горького, 82/1, 
*«Кванте. Р1еазе зеп@ {Не зо]ш- 


Ф929. Известно, что охлаждая сосуд © водой и 
одновременно откачивая газ из сосуда, можно 
довести воду до кипения. Возможно ли закипание 
жидкости при охлаждении замкнутого сосуда с 
жидкостью и газом? 

Л. А. Ашкинази 


ФЭЗ0. Плотности поверхностного заряда на прямо- 
угольных пластинах плоского конденсатора рав- 
ны +0 и —о. Расстояние между пластинами мно- 
го меньше размера пластин. Определите напря- 
женность электрического поля в точке А (см. ри- 
сунок 2). 

Ц. Я. Савчекко 


Ф931. Точечный источник расположен на расстоя- 
нии 2Е от линзы с фокусным расстоянием Р. На 
расстоянии ЗР от линзы расположен экран (рис. 3). 
За линзой установлена круглая пластинка радиу- 
са В, пропускающая свет неравномерно (радиус 
пластинки не меньше радиуса линзы). При этом 
пятно, получающееся на экране, имеет равномер- 
ную максимально возможную освещенность. Как 
распределена *‹пропускная способность» пластин- 
ки вдоль ее радиуса? } 

А. А. Лапидес 


ФЭЗ2. Настройка гитары состоит в следующем: 
зажимая в определенном месте вторую струну, 
добиваюхся, чтобы она звучала в унисон с первой, 
далее так же настраивают другие струны. Может 
ли человек, у которого абсолютно отсутствует му- 
зыкальный слух (то есть умение различать звуки 
по высоте), настроить гитару? 

. И. И. Мазин 


РгоШетз 


№М916—М920; Р928—Р932 


№М916. Регреп1си]агз аге Чгауй {гот &Ве ее |. 
Арон: оЁ \Ще э14ез оЁ ап асше пал 40 Ме 
{о обТег з14ез. Ргоуе {фраф {Те агеа оЁ +Ъе Вехаёоп 
{Виз оБ{ате@ 13 Ва№ оЁ {Таё оЁ {Те иблапйе.. 

А. А. Агатог 


№М917. а) У/Вае 13 {Те 1еп2{1 о {Ве 1опрезф розз1Ые 
зеез оГр ишиску Искеё литЬегз? 5) Ном шапу 
зисН 1опзез& зег1ез аге &Теге? (Ц 13 аззитей {Та 
{Ще всКеё питьЬегз гапее Ёгот 000000 № 999999 
тс} азуе}]у; а иске питЪег 13 саПей ]исКу 1 Фе 
зита оЁ №5 5 4Игее Физ едца]5 {Ва оЁ Те 
]азё Епгее.) 

5. Уи. Оггеонои 


М918*. Тье гад1з оЁ а 41апё]е'з шешсе 13 1, Ве 
1спа 3 оЁ Из $14ез аге ш\февегз. Ргоуе +Ваф {Пезе 
И{евегз аге 3, 4 апа 5. 

У. И. Ргазооь 


бопк оГ рНу8!с3 ап та{Тетя- 
Исз ргоЫетз, аз ууеП аз ргоЬ- 
1ет8 {гот АМегепё 133068, 
ипаег зерагайе соуег; оп 1е 
епуеЮре чтйе {Ве \мог@з: 
«КУАМТ'5 РВОВТГЕМ$» апа 
{Не пишЪегз оГ аН {Ъе зоуеа 
ргоЫеп$; т уоиг 1е ег епс10зе 
зп ипзбатрей зеМНа@@геззей 
епу@оре — ме в\ма\№ изе и 
{ зепа уоц 1Ве соггесНоп 
гезиЦз. А{ {Веепа оГ фе саеп- 
Чаг уеаг ме зит пир \1е 
гези 8 оЁ {Пе Куапё ргоЫет 
с0п#е8$. И уоц Вауе ап ог рата] 
ргоЫет 40 ргорозе Гог руБН- 
саНоп, реазе зеп@ И 10 из ип- 
ег зерага{е соуег, зп &\0 со- 
рев (т Воззап ог т Епе в), 
тапате 4Ве зош оп. Оп фе 
епуФоре мгйе МЕМ РКОВГЕМ 
ТМ РНУЗ!С$ (ог МАТНЕМА- 
11С$). 


ии’ 


Рав. 1. 
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М919. а) Ргоуе фе геайоп 
я л/4 1 


) 4х 4х агсё хах= =. 
о Г] 4 
Ъ)* Ргоуе Фе шеадча у 
3 3 
9<$ У=ах+) УТ ах<9,0001 
о 1 
Уи. Г. опт 
М№М920. а) Рп@ а{ 1еа5ё опе зо оп оё {Ве едиайоп 
у = ху? 


ш пабага! питьЬегз. 
Ь)* Ргоуе а {Те едцайоп 


ху = пу”? 


Ваз пабига] зощмНоп8 оШу мНеп = ап4 п=3 апа 


Ёта а] Тезе зоайопз. 


В. А. Магор | 


Р928. Тмо 14еп® са! Па субпдегз о? 40а! тазз т 
Вапя оп ап шеазис мер езз зилщя аз зпомп 
оп Риш. 1. УБав 13 {Пе %4еп31оп т {Те зетЯ ап@ фе 
Фогсе ехее4 Бу опе Ва! суйп4ег оп {те оТег? 

Г. С. Магвалсв 


Р929. 13 Кпомп {Ва мжег сотбатей шт а уезе] 
сап Бе Бгоц В $0 Те БоШта ро уВИе соот Ве 


уеззе] ап ритршя оц ваз #гот Ц. Сап БоШпя Бе | 
асреуе4 дп сооНпя а с1юзе4 уеззе! сощбашитя Наша | 


ап@ каз? | 
. Г. А. АзпЕта2 
Р930. Тье 4епзез оЁ спагре оп {Те гецапящаг 
р1абез о а {а6 сарасИох ахе Ра ап — 9“. Тле 
Ч1з{апсе Бефмееп {Те р]а&ез 13 шись 1ез$ {Вап Фехг 
зе. Реёегиите {Ве фепз1оп о {Ме @есылс йе а 
\Ъе рош+ А (зее Е\в. 2). 
О. Уа. ЗаосвепКо 


Р9ЭЗ1. А рош зоигсе 13 1осайе@ аё фНе 415{апсе 2Е 
{гот а \епз Л ой №оса! Ф13{апсе ЕЁ. А поп-иаМот- 
те!у {гапзмзсеп& гоипа р\айе П о гаёмз по 1е5$ 
{Пап {Пай ой {№е ]еп$ 13 расе Бешта {Те 1аЦекг. 
А зэсгееп Э 13 расе аё {Те 91з3{апсе ЗЁ {гот Те 
1еп5 (Е1й. 3). Тве зроё обатей оп Ве зсгееп Ваз 
{Ве 1агрез розз1Ые апитозИу. Но\ 13 {Те ‘‘гапз- 
рагепсу” оЁ {Ве р1аёе Ч1зи1Ь щей аюпя И5 гал? 

А. А. Гараез 


Р932. А виЦаг 13 бапей аз ГоПо\з: Че зесопа 
згта 13 ргеззей ш а дейпИе зроф ап зёгесвей 
ип] 1 зоипаз ш ипзоп МИН Те #84 опе, {Пеп Фе 
фоПомтя 31 таз аге итей т а зипПаг мау. Сап а 
регзоп \По Ваз по еаг #ог тиз{с (1. е. 15 сарае оё 
Ч Зита тя а Ыерег пое Ёгош а 1о\ег опе) 
фипе а виЦаг? 


1. Г. Мат 


№896. Про выпуклый четы- 


‚рехугольник АВС известно. 
‚что окружность с диаметром 
`АВ касается прямой СР. До- 


кажите. что окружность с дид- 


‚метром СР касается прямой 
' ДВ тогда и только тогда, ког- 
'да прямые ВС и АБ парал- 


лельны. 


иных 


р 


—/—=—=—= ------.--- 


Рис. 2. `—— 


№897. Найдите хотя бы одну 
пару целых чисел (х,у) та- 


'кую. что число 


(ку-ку 


делится ва Т’. а число 


(х-ру) ху не делится на Г. 


ИБ кали и ых 


дары в — — 


2-0 


Решения задач 


мМ896 — М900; Ф908 — ФЭ12 


Первое решение. Пусть М и № — середины | 
сторон АВ и СР, Вии. — расстояния от точек | 
М и М до прямых СД и АВ, аи Ь — длины сторон | 
АВ ин СО (фис. |). Очевидно, прямые ВС и АП \ 
параллельны тогда и только тогда, когда каждая | 
из них параллельна средней линии ММ четырех- | 
угольника, то есть когда бихь=$ ммс и ЗмлА=$ыхь, 
(Буквой 5, как обычно, обозначены площади соот- | 
ветствующих треугольников.) А поскольку Зихд= | 
== илв== з . и. «Их = вх и, аналогично, $ ис= | 


И — —ом = Е (по условию #м=а/2), прямые 
ВС и АД параллельны тогда и только тогда, когда | 
В-—=6/2, то есть когда окружность с диаметром | 
СЛ касается АВ. 

Второе решение. Допустим сначала, что | 
прямые АВ и СД пересекаются в точке О (рис. 2). | 
Выполним последовательно симметрию относи-. 
тельно биссектрисы угла АОД и гомотетию с цент- | 
ром О и коэффициентом ОС/ОВ (так, чтобы точка _ 
В перешла в С). При этом точка А перейдет в неко- | 
торую точку О’ на луче ОД, а окружность с диа- | 
метром АВ — в окружность с диаметром СД’, | 
которая, очевидно, касается прямой АВ. Прямые | 
ВС и АБ’ параллельны, так как ОС:ОВ—=ОР’:ОА. | 
Поэтому для завершения доказательства остается | 
заметить, что окружность с диаметром СЛ каса- | 
ется прямой АВ тогда и только тогда, когда д=0’. 

Случай АВ!СЬ рассматривается аналогично: | 
надо только за ось симметрии взять прямую, равно-. 
удаленную от АВ и СР, а гомотетию заменить | 
параллельным переносом. 


} 


Н. Б. Васильев. В. Н. Дубровский | 
| 
| 


х* | 
Ответ: одна из искомых пар — х=1, у—18. 

Преобразуем данное выражение: 
(ВО - би 


=7хбу --21х'у?-+35х‘у3 35х31 +21х‘у°-7ху"= | 
= ху (х’-ЕЗху Е 5ху? +5 х‘у’+Зху у)= | 
= ху (хуя +2х‘у-ЕЗху? ху у). 

Я =Тху (х-Нуе Еху у). | 
Для. того чтобы это выражение делилось на (о 
необходимо, чтобы х?’+хиу-Ру? делилось на 17° (по 
условию ху(х-+у) не делится на 7). Положим, 
х=1 и попробуем найти такое у, чтобы 1-у += 
73-343. Это квадратное уравнение имеет корни | 
у, =18 и у›—=— 19, таким образом, одно из решений | 
задачи — (1; 18). 

Можно показать, что все пары целых чисел: 
(х. у), для которых х’+ху-+у’ делится на ыы 
(то есть решения нашей задачи), описываются! 
формулами: (343и-Ёв, 343т 184), (3430-18, 
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ук 


М898*. Для нечетных нату- 
ральных чисела<ь<с<а вы- 
полнены условия: а4д=е, 
а--4-=2* и Б4+с==2”, где К и 
т — некоторые ватуральные 
числа. Докажите, что 

а) а=1; 

6) для каждого т»3 суще- 
ствует. причем тольно один, 
набор чисел а, ФБ, с, 4. Е. удов- 
летворяющий этим условиям. 


№899. Назовем округлением 
нецелого числа х замену его 
на одно из двух ближайших 
целых чисел ([х] или [х]-| 1). 
а) Докажите, что в любом ра- 
венстве 


хх, +. хану, вуз. 
у, все нецелые слагаемые 
можно округлить так. что ра- 
венство останется верным. 
6) В таблицу из т строк и п 
столбцов записаны некоторые 
числа, причем суммы их по 
строкам а. а., -..-аи и по 
столбцам Ь,. В. .... В, — целые 
числа. Докажите, что все не- 
целые числа в таблице можно 
округлить так, что суммы по 
стронам и столбцам не изме- 
нятся. 

в)® Пусть теперь суммы а, 
а2.- „ат. Ь:. Ва, „.. 6, Не обяза- 
тельно целые. Докажите, что 
нецелые числа в таблице мож- 
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343. | Е), (343п 19, 343т РЕ), (343 п -{Е, 
343т—19Е), где п,Ё,т — произвольные целые 
числа. 

А. П. Савин 
Ф 


а) Установим сначала, что В >т. Используя дан- 
ные соотношения, получим: 


2 2"=а-а—(ь-+о= 
=а— 5-4 =“ (6—а)—(6—а)= 
=&—0)(4—1)>0 


(поскольку Бла, 4>Ъ). следовательно, > т. 
Докажем теперь, что а+5=2”-'. Равенство 
а4=ьс можно переписать в виде а (2*—а) = 
—=Ь (2"—Ъ), 10 есть  6-— а? = 2" 2 = 
=—=2"(ь— 2*—"а). Таким образом, произведение чи- 
сел Б-Ьа и Ба делится на 2” (мы видели, что 
2*^—" — целое число). В то же время их сумма 
равна 25, а Ь — нечетное число, поэтому оба эти 
числа не могут одновременно делиться на 4. А так 
как эти числа четные, одно из них должно делиться 
на 2”! (а другое — только на 2'). Но Б-а<ь< 
<(6--с)/2=2"”—\ поэтому на 2”-' делится а-Ь. 


Учитывая неравенство а Ь-+с=2” заклю- 
чаем, что а+ь=2”"-'. 
Таким образом, $=2”'—а, следовательно, 


с=2"_р—=2”"-1+-4, а а4=Ьс==2?"-*—0°, то есть 
а (а-+а)=2?”-?. Поскольку а — нечетное число, 
последнее равенство возможно только при а=1. 

6) Из полученных в конце пункта а) соотноше- 
ний следует, что числа а, 6, с, 4 и Ё удовлетворяют 
условию задачи тогда и только тогда, когда а=1, 


=2"—1—1, с=2"—1+-Ь 4=22”"-2--1, к=2т—2 
при т>83. 

А. П. Савин 
Ф 


а) Прежде всего, заметим, что утверждение задачи 
достаточно доказать для равенства вида 


х, +... Нх „=0. (*) 


(Общий случай сведется к этому, если перенести 
все слагаемые из правой части в левую и учесть, 
что округления числа — у, совпадают с округле- 
ниями у,. взятыми со знаком минус, поскольку 
—1—1<—у,&<—(..) 

Будем округлять числа х, в равенстве (+) пооче- 
редно: одно из них будет округляться, а какое-то 
другое мы одновременно изменим на такую же 
величину в противоположном направлении — при 
этом данное равенство не нарушится. Надо только 
позаботиться, чтобы округления изменяемых чисел 
оставались прежними. После не более чем т—1 
таких шагов мы округлим все числа в равенстве 
(*), причем оно останется верным. 

Итак, пусть в равенстве (*) есть нецелые числа. 
Очевидно, их, по крайней мере, два, скажем, х 


И 


но округлить так, что их сум- 
мы ло строкам и столбцам 
будут округлением соответст- 
вующих сумм а, 
5+, В», ... 


ат, .- а". 


и х, Допустим, что расстояние а от х, до ближай- 


шего целого х, не больше такого же расстояния 
для х, Заменим х, на х;, а х, на х’=х +(хх.). 
При этом число округленных слагаемых увели- 
чится, их сумма останется нулевой, а округления 
числа х; будут такими же, как у х„ так как 
[хх <[х 1. 

5), в) Будем действовать по тому же плану, как 
в пункте а). Припишем к {2-й строке число 9. 
1—=1....т, под м столбцом — число —5. 
1—1, -.. п, а в правом иижнем углу этой рРасширен- 
ной таблицы поставим сумму всех данных чисел 
8—0,-}-...-6„==6, +-...-Ь. Очевидно, достаточно 
доказать утверждение 6) (или в)) для новой табли- 
цы, То есть при условии, что суммы чисел по всем 
строкам и столбцам равны нулю. Чтобы это условие 
сохранилось при округлении очередного числа, 
нам надо. будет вместе с этим числом изменить 
целую цепочку чисел, причем их округления 
должны остаться прежними. Опишем построение 
такой цепочки. 

Возьмем в таблице какое-нибудь нецелое чис- 
ло х:; в одной строчке с ним обязательно есть 
еще одно нецелое число х., в одном столбце с 
х2. — нецелое х., в одной строчке с х. — нецелое 
Хх; ит. д. (см. рисунки 1, 2). В какой-то момент мы 
непременно придем к числу, которое стоит в одном 
ряду (строке или столбце) с числом, встречавшимея 
ранее. Пусть х, — первое такое число и пусть.онр 
стоит, скажем, в одном столбце с х, (158). 

Предположим, что х,.1 стоит в одной строне.с х, 
(рис. 1). Тогда рассмотрим цепочку чисел 
Хр Х1+ь ---. Хь Любые два последовательных нисла 
в этой цепочке стоят в одном ряду (следующим за 
х, считаем х), причем на каждом зпагу цепочка 
«поворачивает на 90°», поэтому в одной строке, 
а также в одном столбце с любым из них стоит 
еще ровно одно, а общее количество чисел в цепочке 
четно. Выберем то из них, которое стоит ближе 
всего к целому чиелу (если таких несколько, то 
любое из них), пусть это число х,, а ближайшее 
целое число равно х,--4. Заменим х, на.его окрур- 
ление х,-[а и, двигаясь по цепочке, будем к каж- 
дому следующему числу поочередно добавлять 
—4 или 4 (х,,, заменим на х,.1—а, х.., — на 
х:+27Н4 и т. д.). Когда мы пройдем вею цепочку, 
получится новая таблица с нулевыми суммами по 
строкам и столбцам, округления вевк нецелых 
чисел в ней будут такими же, как раньше, а коли- 
чество целых чисел возрастет. 

Если окажется, что х,,: стоит в одном столбце 
с х, (рис. 2), то точно такое же рассуждение надо 
провести с цепочкой х,+» х, +»... Хь 

После нескольких повторений этой операции все 
числа в таблице станут целыми. 

Для задачи в) мы попутно доказали, что сумма 
построенных нами округлений чисел исходной таб- 
лицы является округлением их суммы. 

А. П. Савин 


—=,АаЗ— 
зв и а п 

=. АРНЕ Е Е 

ыы тиви -- 

-- ——— ыы. 
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От редакции. Нашим читателям, видимо, будет интерес- 
но узнать. что решением задачи М899 (неожиданно для се 
автора н для редакции) заинтересовались работники ояного | 
из всесоюзных проектных инстнтутов, занимающиеся разра- 
боткой комплекса программ ЭВМ, пляинрующего распределе- 
ние рабочего времени сотрудников по хоздоговорным темам- 


Ф 
| М900. Может ли проекция а а) Ответ: может; см. пример на рисунке 1. р 
' плоскость выпуклого мото. 6) Ответ: не может. Доказательство приво- 
| о Ось дится ниже (пункт в)) сразу для общего случая- | 
ником? в)® Какое наибольшее в) Ответ: 2п—4 стороны. Пример п-гранника 


| число сторон может иметь с (2п—4)-угольной проекцией можно получить, ' 
нЕ: о ый срезая у правильного тетраэдра АВСР ребро Ср. 
призматической поверхностью с п—4 гранями, об- / 
разующие которой параллельны СФО (рис. 2, а). | 
Ортогональная проекция этого многогранника на’ 
плоскость, параллельную ребрам АВ и СО, имеет 
2п—4 стороны (рис. 2, 6). Докажем, что большего 
числа сторон получить нельзя. 

Мы можем предположить, что направление про- 
ектирования не параллельно ни одной из граней 
данного многогранника (иначе можно слегка по- 


1 вернуть многогранник; при этом число вершин 
проекции может лишь увеличиться). Обозначим 
его проекцию через П. Ребра многогранника, проек- 
тирующиеся на стороны многоугольника П, об- 
разуют замкнутый контур, который разбивает по- 

В верхность многогранника на два куска. Ребра, 


лежащие внутри одного куска, окрасим красным 
цветом, внутри другого — синим. Соответственно 
окрасим и проекции ребер. В дальнейшем будем 
рассматривать только проекцию. 


+ 
4 
| 

Заметим, что из каждой вершины многоуголь- 

ника П выходит по крайней мере одно красное 

из которых выходит хотя бы одно красное ребро- 

т<т,+т.<2 (пп )—4=2п—4. | 


или синее ребро. Оценим число т, тех его вершин, 
Пусть р, — число красных ребер; они задают 
некоторое разбиение многоугольника П. Число 
многоугольников в этом разбиении обозначим че- 
рез п„, а число их вершин, лежащих внутри П, — 
а, (рис. 3). Из каждой такой вершины выходит 


не менее трех красных ребер, поэтому число кон- 
цов красных ребер 2р„ не меньше т,„-+394,, то есть 
т„-+3а,<2р,. (1) 
Ниже мы докажем, что 
р,—=п„9„— 1. (2) 
Подставляя это выражение для р, в (1), полу- 
чаем: т„<2п,—9а.—2<2п,—2. Складывая это не- 
равенство с аналогичным неравенством для зсине- 
го» разбиения и учитывая, что число т вершин 
многоугольника П не превосходит т.т. и что 
п,п. — это число п граней данного многогран- | 
ника, получим нужную оценку: 


Формула (2), по сути дела, эквивалентна извест- | 
ной формуле Эйлера для «плоского графа», со- | 
ставленного из красных ребер (читателям нашего | 
журнала может быть более знакома формула 
Эйлера для выпуклого многогранника: В—Р--Г-= 


РИЧИ а ° } 
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ДЪД$——— 


п-&8 


т, 5, МЕ рРь-6. Чк-—2 
Рис. 3. 


Ф908. Самолеты летят по 0д- 
ной прямой навстречу друг 
другу с одинаковой скоро- 
стью и. Предельная дальность 
обнаружения — 1. Один само- 
лет после обнаружения дру- 
гого совершает разворот, не 
меняя значения скорости, и 
летит параллельно второму 
самолету, который продол- 
жает лететь со скоростью и. 
Потеряют ли самолеты друг 
друга из виду после разворо- 
та. если ускорение при пово- 
роте равно а? Спустя какое 
время после обнаружения на- 
до начинать разворот. чтобы 
в конце разворота расстояние 
между самолетами оказалось 
наименьшим? 


—2, где В, Ри Г — количества его вершин, ребер 
и граней *)). Мы выведем (2), следуя одному из 
многочисленных доказательств формулы Эйлера. 
Подсчитаем двумя путями сумму о всех углов всех `много- 
угольников «красного» разбиения. Сумма углов при вершинах 
многоугольника П равна (т—2)л, а сумма углов при 9, 
«внутренних» вершинах 24а„л. Следовательно, © = 
={т—2--20н) л. С другой стороиы, сложив`суммы углов каж- 
дого из многоугольников -разбиения, то есть величин вида 
(&—2) л, где Ё — число сторон многоугольника, мы найдем, что 
©=(М—2н,) л, где М — сумма чисел сторон всех этих много- 
угольников, равная т--2р,. Таким образом, т—2-+-24,= 

=т--2р„—2п», откуда вытекает (2). 
М. Д. Ковалев 


© 

Радиус разворота найдем из уравнения а=ь В: 
В=о*[а. 

Время, за которое происходит разворот, — 
Т=лВуь. 

Направим ось Х по начальной скорости первого 
самолета, а начало координат возьмем в началь- 
ной точке разворота. Если разворот начат через 
время т после обнаружения, то координата х вто- 
рого самолета к концу разворота будет - 

х=1—2и1—оТ==--яВ-зЗьт; 
к этому моменту координата у первого самолета 
будет у=-2Е (см. рисунок). Поэтому расстояние 
между самолетами после разворота определяется 
равенством 
2 2 2 2 2 
=х’ {у =(1-—лВ— 2)" +48". 

Понятно, что значение Г, (т) минимально при ми- 
нимально возможном значении |х (т) | (у не зависит 
от т). В связи с этим возникают два случая: при 
|>2л8В наименьшее Г—2Ю достигается при х=0, 
то есть когда 


т 


— 1-78 == 1 ( 1 ть - 
25 2 о я а - 
при [< лВ значение Г, минимально при т==0 и равно 
РУАН Е 
Г==/ 48+ —п8). 


В случае [2лЕ наименьшее значение Г.—=28 
заведомо меньше предельной дальности обнаруже- 
ния. Найдем, при каком наименьшем {= само- 
леты останутся еще в пределах видимости после 
разворота, то есть когда 


Г2=48?*+-(ию—дВ)?=0. 
Разрешая это уравнение относительно [., получим 


Итак, при > самолеты не потеряют друг друга 
из виду. В противоположном случае ({<{5} после 
разворота они окажутся вне пределов обнару- 
жения. 


И. И. Воробьев 


*) См.. напрнмер, статью М. Шубина «Топология и рельеф мест- 
ностнь («Квант», 1982, № 8, с. 14). й 


о 
*2 


$909. Нд невесомой горке, об- 
разованной двумя гладкими 
плоскостями, каждая из кото- 
рых составляет угол п с гори- 
зонтальной плоскостью (см. 
рисунок), находятся два ша- 
рика. Горна может без трения 
скользить по горизонтальной 
плоскости. Верхний шарин. 
масса которого та. отпускают. 
При каком условии нижний 
шарик, масса которого т.. 


начнет после этого взаби рать- 
ся» на горку? 


Ф910. На цилиндр радиуса В 
одето равномерно растянутое 
резиновое кольцо массы т. 
Длина кольца в нерастянутом 
состоянии равна КВ, жест- 
кость резины — К. Цилиндр 
начинают раскручивать с по- 
стоянным угловым ускоре- 
нием В. Через какое время 
кольцо начнет проскальзы- 
вать относительно. цилиндра, 
если коэффициент трения 
кольца п цилиндр равен и? 
Чему будет равна при этом 
угловая скорость кольца? 


Ясно, что если второй шарик будет достаточно 

легким, он начнет подниматься на горку. Найдем 
его предельную массу тх, при которой он еще не 
начал подниматься, но уже перестал давить на 
правую наклонную плоскость. 

Поскольку горка невесомая, при этом условии 
сумма горизонтальных проекций сил давления, 
действующих на горку со стороны шариков, долж- 
на быть равна нулю. Это озиачает, что (см. .ри- 
сунок) 

№, вт в =М. зщ а, то есть №, =М.. 

Кроме того, поскольку второй шарик не поднимает- 
ся, проекции ускорений шариков на нормаль к 
правой наклонной плоскости должны быть одина- 
ковые (и равны проекции ускорения горки на это 
направление). Как видно из рисунка, угол между 
силой № и правой наклонной плоскостью равен 
90°—2а, и, следовательно последнее условие мож- 
но записать в виде 


т: в соз «— М, 
ть 


Отсюда находим: 


о 
__ т26 сов а— М. соз 34 


ле 


те=ти соз 2а. 
Таким образом, нижний шарик будет «забирать- 
ся» на горку, если выполнено условие т> < т, созЗа. 
А. И. Буздин 


Ф 


Рассмотрим маленький элемент кольца, который 
виден из центра кольца в угле Ас (см. рисунок). 
Масса этого элемента Аты= 5 ‚ да. На него дей- 


г 
ствуют сила № нормальной реакции со стороны 
цилиндра, сила трения Ри силы натяжения со 
стороны соседних участков кольца (силой тяжести 
мы пренебрегаем). Так как кольцо растянуто рав- 
номерно, силы натяжения по абсолютной величине 
одинаковы и равны ТГ=Ёл (2В—Ю)=лЮ. Равно- 
действующая всех этих сил сообщает элементу 
кольца ускорение а. Проекция а на направление 
радиуса это центростремительное ускорение 
а, (Е) в данный момент времени, а проекция &' на 
направление касательной к цилиндру — это тан- 
генциальное ускорение а,(1) в данный момент. 
Поскольку линейная скорость в (№ связана с угло- 
вой скоростью ‹ (1) соотношением ь (= (1) : Е= 
—=ВВ: (:=0 — начало вращения), 


? 
а, (:)= [С т =В°В:’, 
а, (в) ==(ь (1) =ВВ. 
Цусть проскальзывакние кольца начинается че- 


рез время т после начала. вращения. Согласно 
второму закону Ньютона, при О<Е<т 


Ас Аа — №. . В? 84? 
27-5 —Ма)=Ат са (= + а РЕГ, (1) 


Е .-=Ат + а, (4) =. Ао ВВ (2) 


ЫЪ}Х&Д 


Ф911. На рисунке приведен 
график изменения давления 
пороховых т@306 в стволе 
ружья по мере продвижения 
пули в стволе. Определите ско- 
рость сгорания пороха (в кг/с) 
при давлении Рух. если Ско- 
рость пули в этот момент рав- 
на в. Площадь поперечного 
сечения ствола равна з. Темпе- 
ратиру пороховых газов счи- 
тать постоянной. Известно, 
что пороховые газы, образую- 
щиеся при сгорании массы по- 
роха М. в объеме У, создают 
давление ро. 


—_—————ы а ———ы——ы==—ыщ——ыыыы.„—ы—ы—ы=ы=—5„—=—_„—.—„—=———- 


ое ^ 
(мы учли, что Аа настолько мало, что зт 5. же 


2} 


Все это время Р., — сила трения покоя. Но мере | 
роста скорости сила М (1) уменьшается. Соответ- | 


ственно уменьшается максимальное 


значение 


ц - М (#) силы трения покоя; в момент времени т’ 
оно сравняется со значением. Ё„—Ат - ВЕ — нач- | 


нется проскальзывание. 


Подставляя в (1) и (2) #=т и Е, + М (1), 


находим значение т: 


о (в) у 


+ 


Изменение давления пороховых газов В стволе | 


А. А. Лапидес 


происходит за счет изменения массы сгорающего . 


пороха и за счет изменения объема, занимае- | 


| 


мого газами, по мере продвижения пули. По первой | 
причине должно происходить увеличение давле-_ 


ния, по второй — уменьшение. Как видно из 
рисунка, на участке 1—2 преобладает первая тен- 
денция, а на участке 2—3 — вторая. В момент 
времени т, когда давление равно Р.,„„ увеличение 
давления за счет сгорания пороха компенсирует 
уменьшение давления за счет продвижения пули. 

Запишем уравнение состояния газов в тот мо- 
мент времени т, когда давление их равно Р„„„: 


РиакИ== - ВТ, 


где т — масса сгоревитего к этому времени пороха, 
У — объем пространства в стволе за пулей. Пусть 
за малый промежуток времени Ат, в течение кото- 
рого давление можно считать постоянным и рав- 


ным р.» сгорает масса пороха Ат. Объем запуль- 


ного пространства за это время увеличился на 
АУ, =03 + Ат 
(Ат настолько мало, что скорость и пули можно 
считать постоянной). Давление газов за время Ат 
не изменилось; это означает, что газ, образовав- 
шийся при сгорании массы Ат пороха, при давле- 
ний Р.., занимает как раз объем АУ;, то есть 
Ат Ат 
Ртах * = уу ВТ, или Рико * т = и ЕТ. 

Из последнего равенства находим скорость егора- 
ния пороха в момеит времени т: 

Ат 


= ==Ры 5 


к 
Ат ВТ. 


м 
Из условия задачи известно, что роУ‹= «АТ. От- 


т . 
сюда находим, что о и окончательно по- 
лучаем 
Ат —_ МРиах8о 
Ат РоКо 


Л. Г. Маркович 
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Ф912. В катушне из сверхпро- 
водящего провода создают`по- 
стоянный ток, подключив ее к 
источнину тока через ключ К, 
(см. рисунок). После этого к 
концам катушки подключают 
батарею из двух одинаковых 
конденсаторов. включенных 
параллельно. Ключ К, размы- 
кают, после чего ток начинает 
течь через конденсаторы, за- 
ряжая их. В момент времени, 
когда напряжение на конден- 
саторах мансимально. а ток 
равен нулю, двойной ключ К. 
перебрасывают из положения 
1 в положение 2, так чтб кон- 
денсаторы оказываются вндю- 
ченными последоватезьно, а 
напряжение на катушке удва- 
ивается. Поскольну индуктив- 
ность катушки не изменилась,» 
а напряжение возросло, ман- 
симальный ток через катуш- 
ку, а значит, и запасенная 
энергия будут больше перво- 
начальных. Найдите ошабки 
в приведенных рассуждениях. 


При обоих положениях ключа К, система пред: 
ставляет собой колебательный контур. Индуктив. 
ность, входящая в контур, в обоих случаях одна и 
та, же, а емкость — разная: в положении 1 С, =2С, | 


1 
а в положении 2 С.—= 5 С. Соответственно различ-' 
ны частоты собственных колебаний в контуре: 
1 1 я 
&), = © == а. о) . 
‘ ТС, еб бт. а 


Поэтому индуктивное сопротивление в цепи при! 
различных положениях ключа К. оказывается’ 


различным: 
Е г 
Х =, [= и 2С , Хи==02[. = 2, 


то есть 
Х:=2Х 
— индуктивное сопротивление в положении 2: 
больше, чем в положении [, в 2 раза. 
Следовательно, увеличение напряжения на ка- 
тушке в 2 раза +компенсируется» увеличением; 
индуктивного сопротивления, а амплитудное зна- 
чение тока в катушке остается неизменным: 


Па 


1 
| 
0” | 
| 
| 
| 


Соответственно, энергия, запасенная в катушке, 
в обоих случаях одна и та же. 
Д. В. Павлов 


Формула 
площади 
сегмента 


Площадь сегмента АлВ 
(рис. 1) можно найти по фор- 
муле 


лЯ? В: 
и— — та, 


360° ° 2 


сегм — 


Рис. 1. 
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где центральный угол а вы- 
ражеи в градусах; или, если 
этот же угол в радианах ранен 
©, по формуле 


2 
2 


> 7 (®— вт о}- {2} 


Эеегы в 


Формулу (1} легко вывести: 
площадь сегмента АлВ равиа 
разности площадей сектора 


‚ а, то есть пло- 
щадь сектора в одии градус, 
умноженная на количество 


градусов) . и треугольни- 
ка ОАВ ((В`/2) эта ). 


и} 


Рис. 3. 


Эта полезная формула за- 
мечзательна тем, что она верна 
не только для случая, когда 
а < 180° -(как иа рисунке 1), 
но и при любых а. в том числе 
и>180° (рис. 2, 3). Действи- 
тельно, при а>180° (рис. 2) 
к площади сектора ОАлВ 
нужно прибавить площадь 
треугольиика ОАВ, но в этом 
случае эт а< 0 и формула (2) 
снова дает правильный ответ! 
Случай а=180° тоже подхо- 
дит под формулу (2), так как 
тогда зта=0, в площадь 
вырожденного треугольнн- 
ка ОАВ равиа нулю (рис. 3). 

При переходе через угол 
а—180° знак синуса изме- 
няется с плюса на минус; 
на рисунке это как раз отве. 
чает тому, что заштрихован- 
пыс фигуры иужио не вычи- 
тать, а складывать. Подобный 
же эффект наблюдается в. тео- 
реме косинусов, когда знак ме- 
няется при переходе через 


угол у—90°. 
Б. С. Эппель 


УЗАМИ УЛЬШВА ЕО 


Рыбная ловля 
глазами ученого 


Это было давно, когда я 
только кончия титут п 
приехал работать в будущую 
‚ Дубиу — маленький поселок 
Иваньково, окружениый со 
всех сторон водой. Естествен- 
но. что обилие воды вокруг 


привело к всеобщему увлече- 


иию водным туризмом и ры- 
балкой. 

Я предпочитал байдарку, 
ио рыбы вокруг было так 
мкого, что друзья уговорили 
меня посвятить рыбалке це- 
лый отпуск, чему немало со- 
действовало решение нашего 
адыинистративного директора 
приобрести для отдыха сот- 
рудников ииститута старый 
списанный пароход. Я купил 
в Москве самый дорогой спин- 
нинг, с трудом нашел в одном 
из магазинов редкую в то 
время безынерционную спин- 
нинговую катушку н запасся 
всевозможными блеснамн, от 
набора для начинающего ры- 
болова до блесен для ловли 
тайменя. 

Наконец, ключи от каюты 
на «Санта-Марии»х (тек назы- 
вался среди дубненцев ивх 
пароход} были в моем карма- 
ие. Три недели каждый деиь 
с восхода солнца и до вечера 
я бросал блесну. Я уже знал 
эсе коряги на дне Москов- 
ского моря, на которых иавеч- 
но оставались мои блесны. 
Но улов не радовал. За 
три недели я поймал 3 рыбы: 
одну щуку и двух окуней, 
причем окуни зацепились за 
крючок плавниками. Выходи- 
ло, что рыбу не интересовали 
ни блёсны на тайменя, ни 
блёсны начинающего спнн- 
ниигиста. Зацеллялась она за 
мой крючок случайно. 


На этом я закончил рыбал- 
ку п занялся расчетами. Если 
взаимодействие крючка с ры- 
бой происходило случайно, 

‚ то вероятиость такого столк- 
„ новения, как в ядерной физи- 
_ ке, можно было характеризо- 

вать величиной, называемой 
сечением процесса. Естествен- 
но было предполагать, что 
сечение взаимодействия крюч- 
ка с рыбой п равно средней 
площади проекции одной ры- 
бины иа плоскость, перпенди- 
кулярную направлению двн- 
жения блесны. Зная средкий 
размер пойманных мною рыб 
в прикинув длину свободного 
пробега блесиы ) (средний 
путь, пройденный блесной в 
воде до столкновения @ оче- 
редным окунем). л == 5 - 10° см, 
я вычислил из результатов 
трехиедельных экспериментов 
среднюю плотность рыбы в 
Московском море: 


1 1 
0—5; Тем : 30см? 


==10—8 см-—3. 


Проверить эту цяфру было 
несложно. Рядом с *«Саита- 
Марией» располагалась Кона- 
ковская рыболовецкая артель. 
Ца следующее утро с баркаса 
бригадира артели я оцеиил 
объем воды, прочесывасмой 
неводом (У =: 10:1 см3), и сосчи- 
тал количество попавщихся в 
невод рыб (№ = 10°). Плотность 
рыб 


==10—8 см—3 


совпала с оценкой из двиных 
по блеснению. Эксперимент 
был закоичен. Доказано, что 
мой новый спиининг с бе3- 
ынерционной катушкой рыб 
не привлекал. 

В. А. Свиридов 


ие, 


Практикум абитуриента 


( 


Метрические 


соотношения 
в треугольнике 


Кандидат физико-математических наук 
А. А. БОЛИБРУХ, 

Кандидат физико-математических наук 
В. М. УРОЕВ, 

профессор М. И. ШАБУНИН 


Опыт проведения экзаменов в вузы 
показывает, что многие абитуриенты 
не обладают достаточными навыками 
в решении геометрических задач. Са- 
мые простые планиметрические за- 
дачи порой становятся камнем прет- 
кновения даже для тех абитуриентов, 
которые успешно справляются с во- 
просами по алгебре и тригонометрии. 
Причем это относится не только к за- 
дачам, для решения которых необхо- 
димо проявить определенную изобре- 
тательность, но и к задачам, решае- 
мым с применением стандартных тео- 
рем и формул школьного курса, та- 
ких, как теорема косинусов, теорема 
синусов, формулы площади треуголь- 
ника и др. 

В настоящей статье рассматривают- 
ся задачи, в основном предлагавшие- 
ся в разные годы на вступительных 
экзаменах в МФТИ. Из большого ма- 
териала авторы отобрали задачи, при 
решении которых используются ос- 
новные метрические соотношения 
между элементами треугольника. 

Выпишем эти соотношения. Рас- 
смотрим треугольник АВС и _введем 
следующие обозначения: =|ВС |, 
ь =|АС|, с =|АВ|, В — радиус опи- 
санной около треугольника АВС ок- 
ружности, г — радиус вписанной ок- 
ружности, #, — длина высоты, опу- 
щенной на сторону ВС, $ — площадь 
треугольника. Тогда 


зт В 
(теорема синусов}, 


п А 


(7) 
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а?—=Ь? +с'—2ьс соз А 


(теорема косинусов), (ТГ) 

га: 4 
8= > в.а, (ТГ) 
$ = — ос ат А, (ТУ) 
= т (а-кь+о) х. (У) 


Эти формулы абитуриент должен 
знать, уметь их доказывать, а также 
применять их при решении задач. 
Есть и другие формулы, знание кото- 
рых уже не предусмотрено програм- 
мой для поступающих, но которые 
часто бывают полезны при решении 
задач. Например, формула Герона 


$ = М рр—а) (р (фЬ—с), (УП 


где р==(а -+Ь-+с)/2 — полупериметр 
треугольника или формула 


(УП) 


которая легко получается, подставляя 
значение зп А, найденное из теоремы 
синусов (Г), в формулу (У). 

. Начнем с задач на применение тео- 
ремы синусов. 

1. В равнобедренном треугольнике 
АВС (| АВ|=|ВС]) медиана АР и бис- 
сектриса СЕ перпендикулярны. Опре- 
делите величину угла АПВ. 

Решение. Пусть а — искомый 
угол, О — точка пересечения отрезков 
АР и СЕ (рис. 1). В ЛАДС биссектри- 
са СО является одновременно высо- 
той, значит, ^АРС — равнобедрен- 
ный и РАСАБСЕЯ—а, А=б= 
—2а—л,  ВАР= =А—РАС=За—2л. 
В треугольнике АВО согласно усло- 
вию |ВО|=1/2|АВ|. Применяя тео- 


ем синусов получаем АВ| =— 
рему у , У а 
7:72] 1 1 
о тк У 
эт (38—21) а зто 2 ат За’ 


2 зп За=зщ а, Зала (3—4 вт? а) = 
—ат @, зт* а==5/8. Но. из условия за- 
дачи следует, что осо —=0—д/2>0, 
с другой стороны, и<л, то есть л/2< 
<а«л, поэтому зШ а=л^/10/4, а= 
—=л—агсат ^/10/4. 

Ответ: л—агсаш 4/ 10/4. 

2. В равнобедренном треугольнике 
АВС длина высоты ВО, опущенной на 
основание, равна р}, п радиус вписан- 
ной окружности равен г. Найдите ра- 
диус окружности, описанной около 
этого треугольника. 


Решение. Пусть О — центр впи- 
санной окружности, ЕЁ — точка каса- 
ния окружности с отрезком АВ, 
]АС| = (рис. 2). По теореме синусов 
радиус А описанной окружности ‚ра- 


вен —®_-. Из АВОЕ находим эп В = 
2 эт 2 
РК |ОЕ | к г С < 
— |0! кр другои стороны, 
В | _ь 
Е 5 т отсюда 
Я #1 з 
—21 4% - и В= = 
эт В 
ох у. > (1—г)_ 
й В 2 (#— 2х) 
= со 2 
. @-* 
Ответ: 2. 


3. Углы при вершинах А и С тре- 
угольника АВС соответственно равны 
я/4ил/6. Найдите угол между высо- 
той ВЛ и медианой ВЕ этого треуголь- 
ника. 

Решени ге. Обозначим |АВ|=с, 
[АС] =6, РВЕ = `(рис. 3). Тогда 
14] ==с соз А==с\/5/2, |РЕ|=|ВО] Хх 
ХЕ ч=(с/2 1 9)/2. Следовательно, 
6/24 АЕ|=|АР|+|0Е|] = су2х 
Хх (1-4 4)/2. По теореме синусов для 


ДАВС получаем 


Рис. 3. 


зт В = “п ВА С) = эщ (А +5) = 


== ^^ соз 608 5 зт^ = ВЕ 
6 6 4 4 
х(1 +3. 
Отсюда находим 
е _ 4 @+№ 4) __ \3--1 
Щи 4 $: 2 (4 
'3— 
Ответ: агсёЕ У 


При рещении следующих задач ис- 
пользуется теорема косинусов. 

4. Биссектрисы АД и СЕ треугольни- 
ка АВС пересекают стороны ВС и АВ 
в точках Д и Е соответственно. Найди- 
те длину отрезка РП. если [АС |= 6, 
| АР|=2, [СО |=3. 

Решение. Обозначим |ВО|=х, 
| ВЕ | = у (рис. 4). Воспользуемся важ- 
ным свойством биссектрисы: биссек- 
триса делит сторону треугольника на 
части, пропорциональные длинам 
прилежащих сторон. Таким образом, 
АВС! =х/3, ВС] АС[ = у? 
или (2--у)/6=х/З, (х-43)/6=5/2, от- 
куда х=9/5, у=8/5, |АВ|=18/5, 
|ВС | =24/5. Для вычисления |ОР | вос- 
пользуемся теоремой косинусов для 
^ЕВО. 

[РР] '=х°-+у?—2ху соз В, (2) 
где соз В,в свою очередь, ‚найдем из 
соотношения |АС|?°=|АВ|?-+ |ВС|*— 
—2|АВ|-|ВС|соз В. Подставляя най- 


Рис. 4. 


Рис. 6. 
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18°, 24’ 2-18.24 
получаем 36— рт + э5 — —.:—*х 


Х соз В, откуда созВ=0, В==л/2, 
[РЕ | = ^/145/5. 


Ответ: ^/145/5. 


5. В треугольнике АВС:В==атгссоз ы 
| АС|=Ь, а высота, опущенная из вер- 
шины В, равна сумме двух других вы- 
сот. Найдите площадь треугольника 
А ВС. 

Решение. Пусть|АВ|=х,|ВС | =у 
{рис. 5). Тогда по теореме косинусов 


Вх и’— 2ху со5 В=х? +у’— ху. 
(3) 
Далее, п,= =, п.=—, В, = ” где 


$ — площадь ЛАВС, ав, „В, — его 

высоты. Так как по условию задачи 

ВВ, [Вр то 1=А+ + или х{у= 
ху 


Ь х 
— 2, откуда х’-у?= = —2ху. От- 


сюда и из уравнения (3) получаем 
уравнение относительно 2==ху: 


Б? = н—22— т», 


откуда 2==ху=4Ь’. Поэтому $ = 
== ху зт В ` [5 2 
бо < ф°. 


15 2 
4 $`. 


Ответ: 


Замечание к теореме косинусов. 

С помощью теоремы косинусов легко 
получить формулу, выражающую 
длину медианы через длины сторон 
треугольника. Обозначим |АВ]=с, 
АС] =ь, |ВС | = а, длину медианы 
АД через т „ ВРА ==Ф (рис. 6). По тео- 
реме косинусов для треугольников 
АВО и АДС получаем: 

а’/4 +т:—ат,соз Ч==с’, 

а*/4-+2т*—ат „сов (л— =". 
Складывая эти уравнения ин исполь- 
зуя то; что соз (л—4)==—с08 4, нахо- 
дим в°`/2--2т. = с? Ь?, откуда 


т.= 5 У (с) —а?. — (4) 


6. В треугольнике АВС длины сто- 
рон связаны соотношением |ВС|? | 
+ |АС|?=5|АВ]?. Найдите угол меж- 
ду медианами АМ и ВМ. 

Решение. Обозначим [АВ| = с, 
[ВС |= а, [АС] =, МОМ =‹, [АМ | = 
=т„, | ВМ | =т , (рис. 7). Поскольку в 
точке пересечения медианы делятся 
в отношении 2:1, считая от вершины, 
то согласно формуле (4), получаем: 


Г 2 
[ОМ М2 (с) —а7, 


ОМ Пе (а Че). 


Рис. 10. 


По теореме косинусов для АМОМ с 


учетом того, что [ММ| = 5. находим 
2 2 2 
= ть 2тоть с 
о 9 ©0з ф= -; или 25° + 


ое —а? + 2а? {+ 2с?—ь `—8т тов 
—9с?, откуда 8т т ‚соз ф=а? В 
Значит, ф=д/2. 

Ответ: л/2. 

Рассмотрим несколько задач, в кото- 
рых применяются различные форму- 
лы для вычисления площади 5$ тре- 
угольника АВС. 

Используя формулу (ПТ), легко до- 
казать следующее утверждение: если 
отрезки АВ и СР лежат на одной пря- 
мой, не проходящей через точку М, 
и бл и 55 — площади треугольников 
МАВ и МСР соответственно (рис. 8}, 
то 

$:/52=|АВ|/|СО|. (5) 

1. В треугольнике АВС на сторонё 
АС взята точка М, а на стороне ВС — 
точка №. Отрезки ВМ и АМ пересека- 
ются в точке О (рис. 9). Найдите пло- 
щадь треугольника СММ, если площа- 
ди треугольников АОМ, АОВ и ВОМ 
соответственно 5\, 52, 53. 

ие Пусть 5$лмом == @» 


— @.. Из (5) следует, что 

5. 19, —= [АО|/|ОМ|= 52/5, откуда 

1 =$5,5:/52. Аналогично @›/(@,-+- 

$.) =1см|/мв| = (@,-+09,+5$0 / 
/ ($2483), откуда @—@-9,$ 


1 

+9,$:+$,5$:)/($.—@,). Подставляя в 
последнюю формулу найденное зна- 
чение @,, получаем О0.. 
5:5:($. 51) ($. +5.) 

5.($:—5,5) ^ 

8. В треугольнике АВС на стороне 
ВС выбрана точка РБ так, что 
|вЬ|:|СЬ|=1:2. В каком отношении 
медиана СЕ делит отрезок АГ? 

Первый способ решения осно- 
ван на сравнении плозцадей треуголь- 
ников. Пусть М — точка пересечения 
[А] и [СЕ] (4фрис. 19). Обозначим 
5, 5., 5., &, площади треугольников 
АЕМ, ЕМВ, МВО, СМР соответственно. 
Используя формулу (5), получаем: 


$ =5> 5.=25., 
Залвь-= 281 +83 = 5 


‹ 1 
$ дквс==853 $5, = > $ лАвс 


Отсюда 8 ^Авс=З (25, +5.)=2 (35.-Е 
+5,), или 35. —=45$,. Теперь легко най- 
дем искомое отношение: | АМ]: |МО|= 
=5$ длвм: 9 двыр ==. :$5,28:2. 


Ответ: 


$ 2. АВС 


Второй способ. Проведем через 
точку Е прямую ЕЁ, параллельную 
(АР) и пересекающую сторону ВС в 
точке Е (рис. 11)- Тогда [ЕЁ] — сред- 
няя линия в треугольнике АВР и по- 


этому |ЕР|== | АБ|и |В#|=|РБ|= 


Е =1ВС]. Из подобия треугольников 
СМР и СРЕ следует, что 


— = = -—. 


Отсюда | МР | = ЕР] = 
|«АМ|: М5] =8: 2. 

Ответ: 3:2. 

9. В треугольнике АВС через осно- 
вание р высоты ВШ параллельно сто- 
роне АВ проведена прямая, пересе- 
кающшая [ВС] в точке К. Найдите 
1ВЕ|:|КЕС|, если $ довк:$ лаве ==8 : 16. 

Решение. По теореме Фалеса 
|вк |: |КС|=| АБ |: |ЪС (рис. 12). Обо- 
значим | ВЕ |/|КС]| =х, по формуле (5) 
получаем: 

$ ловк/ $ львс== | ВК |/]ВС| =х/(1 + х), 
$ ллвс/ $ довс-= | АС |/|РС|=х-1. 
Следовательно, $ ловк/® ллос == 


ъ АО, то есть 


=х/(1 ху Решая уравнение 
х/{1-х)?=3/16, ‘находим х=8, 
х,—=1/3. 

Ответ: 3 или 1/3. 


10. Все стороны треугольника мень- 
ше 1 см. Докажите, что площадь тре- 
угольника меньше 3/4 см’. 

Решение. Заметим, что хотя бы 
один из углов треугольника не превос- 
ходит 60°, в противном случае их сум- 
ма была бы больше 180°. Пусть, на- 
пример, угол С между сторонами АС 
и ВС треугольника меньше 60°. Вы- 
числяя площадь треугольника по фор- 
муле (У), получаем рценку: 5$ = 
= таь зт б< а сай (см?). 

11. На стороне АС треугольника 
АВС взята точка М, а на стороне ВС — 
точка М так, что |СМ |: |МА | =5. Пло- 
щади многоугольников ММС и АМВМ 
относятся как 5:6. Найдите |СМ| : [МВ]. 

Решение. Пусть |СМ|/|ВС |= 
(рис. 13). По формуле (ТУ) получаем: 


з 1 
$амме = >11 [СМ зщ @ чь х 
х З1АС| - &|ВС зщ б= 5 Е длвс, от- 
куда $ лвмх == $ ллвс-—— $ лмыс == 
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Рис. 13. 


Рис. 14. 
5 
а (1 8 Е) 5 ‚двс Согласно условию 


(1-53) 

—-—= = =, следовательно, Е—=6/11 
® я 

н |СМ|:|МВ| =6:5. 

Ответ: 6:5. 

12. В треугольнике АВС проведены 
медиана АМ, биссектриса АЕ и высо- 
та АД. Площадь треугольника ЛЕМ 
равна 1/14 площади треугольника 
АВС, а площадь треугольника АРМ 
равна 1/50 площади треугольника 
АВС. Найдите углы треугольника 
А ВС. 

Решение. Обозначим |ВС|]=—а, 
[АС] =Ь, |АВ|=с (рис. 14). Из фор- 
мулы (5) вытекает, что |ЕМ | =а/14, 
|2М | =7Та/50. Отсюда |ВО]=|ВМ|— 
— | МО | =9а/25, |СО | =16а/25, | ВЕ |= 
= (ВМ | — |ЕМ | =3а/7, |СЕ|=4а/Т. 
По свойству биссектрисы треугольни- 
ка получаем: 

|1ВЕ|/|ЕС]=е/ь, с/6=3/4. (6) 
Из треугольников ВАД и АСД нахо- 
дим длину катета АД: 
[40]*=с?—(9/25)?а*=? —(16/25)?а”. 

(7) 

Решая систему уравнений (6)— (7), по- 
лучаем: Б—4/5а, с—=3/5а, следова- 
тельно, 6-1 с? =". Отсюда легко выра- 
зить искомые углы. 
‚ Ответ: А=90°, В=агсят (4/5), 
С —атгсет (3/5). 

13. Пусть |. — длина биссектрисы 
угла С треугольника АВС (рис. 15). 
Докажите, что тогда 


1.=2аь соз С Иа +5). (8) 


Решение. Для доказательства 
формулы (8) достаточно выразить 
площади 5, 5., 5 треугольников АСР, 
СРВ, АВС по формуле (ГУ): 


м. С Е 
$ = 5 п 5’ $›= -5` 8 5’ 
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Рис. 15. 


__ ав. я 
— уз С, 


и воспользоваться 
$ +8.=$8. 

Упражнения 

1. В равнобедрениом треугольнике АВС точ- 
ки риЕ делят боковые стороны в отношении 
{82 |: [БА [= ВЕ |: [ЕС | ==3. Найдите углы тре- 
угольника, если (АЕ) /) (СБ). 

2. Прямая. проходящая через вершину А 
равнобедренного треугольника АВС (|АВ [= 
—=|!ВС|) и центр вписанной в него окружности, 
пересекает сторону ВС в точке 0. Найдите отно- 
шение | АР|/|1АВ], ссли В=о. 

3. Через вершнну А равнобедренного. тре- 
угольника АВС (|АВ|-=|ВС]) и центр описан- 
ной около него окружности проведена прямая, 
пересскающия сторону ВС в точке р. Найдите 
]АБ| и радиус описанной окружности, еслн 
АВ | ==с. АВС—ма. 

3. В треугольнике АВС угол А вдвое больше 
угла С, 'АВ|==с, |АС} >56. Найдите |ВС |. 

5. В треугольнике АВС перпендикуляр, про- 
ходящий через середину сторопы АВ, пересе- 
кает иродолжение стороны ВС в точке М. Пер- 
пендикуляр, проходящий через середину сторо- 
ны ВС, пересекает сторону АС в точке №. Изве- 
стно, что | АМ|]/| мс] =1/2, |МС|/|МВ | =1/5. 
Найдите углы треугольника АВС. 

6. На сторонах АВи АС треугольника АВС 
выбраны точки ри Е соответственно, так что 
|: #2) ре РЕ] =|ЕС |. Найдите площадь треуголь- 
ника АДЕ, если |АВ|-:2, |АС|=3, [ВС [= 7. 

71. Точка Г лежнт на стороне АС треуголь- 
ника АВС. Отрезок ВТ, псресекает медиану СМ 
в точке О. Известно, что площадь треугольника 
ВМО равна 3 см*, а площадь четырехугольника 
АМОГ рэвна 4 см’. Найдите площадь тре- 
угольника АВС. 

8. На сторонах АВ и ВС треугольника выбра- 
ны точки Ми №. Отрезки СМ и АМ пересекаются 
а точке О. Докажите, что площади треугольии- 
ков АОМ и СОМ равны тогда и только тогда, 
когда прямые ММ и АВ параллельны. 

9. На боковых сторонах АВ и 8С равиобед- 
рениого треугольннка АВС расположены соот- 
ветственно точки М и М так, что | АМ |: |ВМ ; = 
=3:2, {СМ (: [ВМ [==5:2. Прямая ММ пересекает 
высоту ВР треугольника в точке О. Найдите 
отношенне |РО|/|ВО]. 

10. В прямоугольиом треугольнике АВС 
проведена биссектриса СГ) прямого угла С. Из- 
вестно, что | АД |=3 см. |ВО|==1 см. Найдите 
высоту. опущенную из вершины угла С. 

11. В треугольннке АВС проведена биссек- 
триса АД. В каком отношении медиана СЁ де- 
лит эту бисбектрису, если |АВ|:|АС|]=3:2? 


равенством 


Информация 


Заочная физическая 
школа при МГУ 


Заочная физическая школа (3\?Ш) при физическом факультете Московского государственного 
университета нм. М. В. Ломоносова (МГУ) объявляет прием учащихся в Э и 10 классы на оче- 
редной учебный год. 

Основная цель З3ЗФШ — помочь учащимся средией школы глубже изучить физику в объеме 
школьной программы. а также лучше подготовнться к вступительным экзаменам по физике 
в высшие учебные заведения, в первую очередь — на физический факультет МГУ. 

Прием в ЗФШ проводится по результатам решения вступительного задания, публикуемого 
ниже. Решение вступительного задания необходимо отослать до {Г сентября по вдресу: 
119899. Москва, ГСП, Ленинские горы, МГУ, физический факультет, ЗФЦ. В письмо вложите 
также два экземпляра анкеты, написанной на листах плотной бумаги размером 7Х12 см иза- 
полненной по следующему образцу: 


Фамилия, имя, отчество Сидоров Иван Петрович 
Класс ЗФЩ 9-й 
Профессия родителей мать — врач 
отец — инженер 
Подробный домашний адрес 248016. г. Калуга, ул. К. Либкнехта, 9. 4, кв. 73 
Номер и адрес школы школа № 10, ул. Пушкина, 9. 3. 

Решение приемной комиссии ЗФШ с зачислении будет сообщено до 15 октября. Проверенные 
вступительные задания обратио не высылаются. 

Зачисленным в ЗФШ в течение года высылаются методические раэработкн и контрольные 
задания по разделам физикн, изучаемым в средней школе. Решенные задания оцениваются, 
рецензируются и высылаются обратно. Учащиеся 9 класса ЗФШ по окончании года переводятся 
в 10 класс на основанни оценок, полученных за решение коитрольных заданий. Успещно 


окончившие обучение получают справку об окончании ЗФШ. 


Вступительное задание 

Поступающие в 9 класс ЗФ решают 
задачи 1—4, а поступающие в 10 класс — 
задачи 4—1. 

1. «Точка встречи». Вертикально вверх с ии- 
тервалом времени т выброшены из одной и той 
же точки два шарика со скоростью г каждый. 
Через какое время после вылета второго 
1марика они столкнутся? 

2. «Монета на клине». На клине о углом а 
лежит монета. С каким наименьшим уско- 
рением должен двигаться клин по горизонталь- 
ной плоскости, чтобы монета свободно падала 
вкиз? 

3. «Лощадиная снлаз. Какую мощность раз- 
вивает лошадь при движении саней, если она 
равномерно тянет их в гору со скоростью и? 
Масса саней т. коэффициент трения п, угол 
наклона горы а. 

4. «Сверхсветовая скорость». Два стержня 
пересекаются под углом 2а и движутся © оди- 


наковыми скоростями о перпендикулярно 
самим себе. Какова скорость точки пересе- 
чения стрежней? Может ли она превысить ско- 
рость света? 

5. «Связанные заряды». Три заряда 9, 
4. п 93. связанные друг с другом двумя ии- 
тями длиной 1, находятся на одной прямой. 
Чему равны силы иатяжения нитей? 

6. «Нензвестная формула». Найдите форму- 
лу соединения азота п кислородом, если т=1 г 
его в газообразном состоянии в объеме У=1 л 
создает при температуре #—17 °С давление 
р=314 гПа. 

7. «Черный ящик». К ящику ю двумя 
клеммами подключили амперметр, резистор 
сопротивлением В=-1 Ом и источник постоян- 
но напряжения И, —5 В (соединение после- 
довательное). Амперметр показал ток 1[,=\ А. 
Когда включили другой источник напряжения 
.=20 В, амперметр показал ток Г,=2 А. 
Что находится внутри ящнка? 


Советуем 
купить Ре 
{Начало см. на с. 11) мация. 


Вып. 43. М. В. Волькен- 
Энтропия ин инфор- 


т, -.. # (элементарное введение 
в физику элементарных час- 
тно). 


Вып. 42. Л. В. Тарасов. Ла- 
зеры: действительность и на- 
дежды. 


Вып. 44. Л. Е. Садовский, 
А. Л. Садовский. Математика 
я спорт. 

Вып. 45. Л. Б. Окунь. в, В, 


Вып. 46. Я. Е. Гегузин. Пу- 
зыри. 

Вып. 47. Л. С. Марочник.- 
Свндание с кометой. 
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Варианты вступительных экзаменов 


Ленинградский 
государственный 
университет 

А. А. Жданова 


Математыка 


Письменный экзамен 

Вариаит 1 

(факультет прикладной математики — 
процессов управления} 


1. Частоты х, у генов а, Б соответственно 
преобразуются в результате одного тура отбора 
в новые частоты 


х— Жи) — 


их ку) 
Вх -+2ху- ки" ` ы 


кх +2 ху К° 


генов а, $ следующего поколения. Определить 
первоначальные частоты, если известно, что 
коэффициент приспособленности #=1/2, а 
в следующем поколении на каждые 40 генов 
а приходятся 33 гена Ь. 

2. Решить уравнение 


соз ЗХ=—с08 Хх ай х-+ =) сы х+ 2) . 


3. При каком значении ЬЕ [0; 1] максн- 
мальная абсолютная погрешность приближен- 


ной ие 
- =) + 


33 х 
53 +35 <> ва 


ух=ь(3 +3 


на промежутке [1; 4} будет нанменьшей? 

4. В окружность радиуса И вписаи равно- 
сторонний треугольник. Найти на окружности 
точку, для которой сумма расстояний до двух 
ближайших вершин треугольника есть данная 
величина Г. 

5. Шар радиуса К н окружность радиуса 
5/4 В имеют общий центр О. Точка А располо- 
жена в пространстве так, что |АО|=58 /4 
н множество точек даниой окружности, которые 
можно соединить в А прямой, не пересекаю- 
щейся с шаром. есть дуга, соответствующая 
центральному углу и. Найти угол между (ОА] 
и плоскостью, содержащей данную окружность. 

Вариант 2 

{математико-механический факультет) 


1 
1. На промежутке т ‚ 10} определить 


иаибольшее значение абсолютной погрешности 
приближенного вычисления у==ух по следую- 
ев правилу: если (&—1)/<х< А? (Е=, 2, ...), 


х 


.- 3 Зх 
Ах = 8 ^+ ак 8?” 
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2. Решить уравнение 


эт 4х(2--5т 14х} =2 сё Зх ‹ соз 4х. 
3. При каком условин на коэффициенты 
а, Ь линейная замена 


х==ау-Ньх, 
утай-ьхХ, 
2—аХ | 6У 
оставляет неизменной кубическую форму 


@(х, у. 2)==х--у‘+2-—Зхуг? 


4. В равнобедренной трапеции диагональ 
нериендикулярна к боковой стороне, большее 
основание равно @, а сумма меньшего осно- 
вания и боковой стороны равна 3За/4. Найти 
меньшее основание. 

5. Через вершину А правильного тетраэд- 
ра АВСО, ребро которого равно а. проведена 
плоскость, параллельная СО. Известно, что се- 
чение АЕЁ тетраэдра плоскостью есть треуголь- 
ник периметра р. Найти |ВЕ]. 


Варнант 3 

(физический факультет) 

1. При столкновении двух частиц, движу- 
щихся наастречу друг другу, в результате сля- 
плания и последующего расщепления рож- 
дается серня новых частиц общей массы М. 
Известно, что новые частицы разлетаются и раз- 
личных направлениях, составляющих угол & 
с ивправлением движения одной из перво- 
начальных частиц, но о одинаковыми ско- 
ростями, равными скорости второй из перво- 
начальных частиц, причем эта вторая частица 
до столкиовения имела импульс Р. Определить 
наименьшую из возможных скоростей сближе- 
ния сталкивающихся частиц. 

2. Решнть уравнение 


ск хш 2х=с Вы 
3. Решить Е уравнений 


[ее 9) +——— я —0, 
(уу 2 у—ю5их #8). 

4. Вершины одного квадрата лежат на 
границе второго квадрата. Найти отношения 
длын отрезков, на которые эти вершины раз- 
бивают стороны второго квадрата, если из- 
вестно, что отношение площадей квадратов 
равно р. 

5. В цилиндр вписана правильная треуголь- 
ная пирамида так, что одно из ее боко- 
вых ребер есть образующая цилиндра. Найти 
объем пирамиды по раднусу К основания ци- 
линдра и по величине двугранного угла й при 
боковом ребре пнрамиды- 


Вариант 4 
(химический факультет) 
1. Два слитка серебра к медью имеют оди- 


‘наковый вес. Каждый из них сплавляют с та- 


кнм количеством меди, какое имеется в дру- 
гом. В результате получаются два новых 
слитка, отношение весов которых равио 6/7, 
а отношение проб — 7/8. Каковы пробы 
обоих первоначальных слитков? (Проба сплаяа 
есть отношение веса благородного металла с 
общему весу сплава.) 
2. Решить уравнение 


х—106. ^/31— 9х = 1-10: \/ 137779. 


3. Для каких п в множестве решений нера- 
венства 


х+^/х— 2ах> 1 
. 1 
содержится промежуток [-4 ‚1? 
3. Решить уравнение 
2 (соз* хат х за 2х ат“ х)= 
==е08 х— 1? 2х-4 сов 2х. 
5. В правнльной четырехугольной пирамн- 
де двуграиный угол при основании равен а, 
а длина стороны основания равна а. Найтн 
объем пирамиды, отсекаемой от данной пи- 
рамиды плоскостью, проходящей через сто- 


рону основания под углом $ к плоскости 
основания- 


Вариант 5 

(геологический и географический 

факультеты) 

1. Велосипедист отправился с некоторой по- 
стоянной скоростью из пункта А в пункт В, 
отстоящий от А на 75 км. Затем он выехал 
обратно с той же скоростью, но через 2 часа 
лосле выезда нз пункта В был вынужден оста- 
новиться на 45 минут. После этого велоснпе- 
дист продолжит путь, увеличив скорость на 
5 км/ч. Найти первоначальную скорость вело- 
сипедиста, если известно, что на обратный путь 
он затратил столько же времени, что и на путь 
от А до В. 

2.1 (Для геологического факультета). Ре- 
жить уравнение 


с03 Зх— зш бх -Гаш 2х—с05 7х=0. 
2.2 (Для географического факультета). На 
промежутке [0; д] решить уравнение 
08 Зх— м бх— с08 1х— 2 зщ 2х==0. 
3. Решить неравенство 


^/ 2-ой, 9 081,3 Х< 2. 

4. В равнобедренной трапеции АВСР диаго- 
наль [АС] перпендикулярна к боковой стороне 
[СО]. Найти |ВС|, если известно, что | АО |=а, 
[АВ]?--|ВС | =119а*/16. 

5. Каждый из двугранных углов трехгран- 
ного угла равен и. Как удалена от вершины 
трехграниого угла точка, которая находится 
внутри угла на расстоянии а от каждого ребра? 


Вариант 6 

(биолого-почвенный факультет) 

1. Расстояние между двумя городами равно 
480 км. Нассажирский поезд проходит это рас- 
стояние на 4 ч скорее, чем товарный. Если 
скорость пассажирского поезда увеличить на 
8 км/ч, а скорость товарного — на 2 км/ч, 
то пассажирский поезд проедет все расстояние 
иа 5 ч быстрее товарного. ; 

2.1 (Для отделения биологин). Решить урав- 
нение. 


с03* Х—3 соа? х-соз х= 
=2 сов( © +=) вы ( 8% — =). 


2.2 (Для отделения почвоведения). Решить 
уравнение 


Звш? х--б соз* х=2 (1 {вт 2х). 


3.1 (Для отделения биологии). Решить урав- 
нение 


108 .5-5(3—х)=—2-Нюйз_ ‚ (14х— 3х? 15). 


3.2 (Для отделения почвоведения). Решить 
уравненне 


( 1) пе №" В: в 


4. Через даиную точку, лежащую внутри 
угла, провести прямую так, чтобы сумма длин 
отрезков, отсекаемых от сторон угла этой пря- 
мой, была наименьшей. Вычислить это наимень- 
шее значение суммы. 

5. Основанием пирамиды служит равнобед- 
ренный треугольник, боковые стороны которого 
равны 6, а угол между ними равен а. Две боко- 
вые грани пирамиды, проходящие через рав- 
ные стороны основания, перпеидикулярны к 
основанию, а третья грань наклонена к нему 
под углом и. Определить радиус шара, вписан. 
ного в пирамиду. 


Физика 


Письменный экзамен 
Физический факультет 
Вариант 1 


1. На рисунке Г изображены два одинаковых 
кубика массой М каждый. К середине неве- 
сомой нити, прнкрепленной к ним в точках 


— 
А и В, приложена горизонтальная сила Р. 
Прин каких зиачениях ЕЁ верхний кубик будет 
неподвижен, если нижний жестко закреплен 
на поверхности? Коэффициент трения между 


кубиками и, а АСВ-=2а. 

2. Поршни двух одинаковых неподвижных 
цилиидров жестко ‘скреплены между собой 
так, что объемы под поршнями одинаковы 
(рис. 2). В одном цилиндре находится кисло- 
род, а во втором — азот. Массы газов 
равны. В начальный момент равны и их темпе- 
ратуры. Затем температура кислорода повы- 
шается в два раза, а его давление меняется 
по закону рУ’=сопз Температура азота 
остается неизменной. Окределите относитель- 
ные изменения внешнего давления, давления 
газов и объемов, которые они занимают. 
Молярная масса кислорода М,-—32 кг/кмоль, 
а азота М.-—=28 кг/кмоль. Газы считать идеаль- 
ными, а поршни — невесомыми. 

3. Каким условиям должны удовлетворять 
значения ЭДС ® н внутреннего сопротивления г 
источника тока, чтобы их можно было опреде- 
жить. имея в распоряжении два одинаковых 
вольтметра с пределом измерения {/ и внутрен- 
ним сопротивлением К? 

4. В обычном бытовэм зеркале предметы 
кажутся нскаженными, если смотреть в зеркало 
издали. Если же зеркало находится блнзко 
от наблюдвтеля, то предметы не кажутся искв- 
женнымн. Объясните, почему? 

5. Теоретический вопрре: кипенне. 


Вармант 2 

1. Однородное тело массой М в виде парал- 
лелепнпеда со сторонами й и В поконтся на го- 
ризонтальной поверхности (рис. 3). Груз какой 
массы необходимо подвесить к нити, перекину- 
той через блок, чтобы началось скольжение 
теяа по поверхности? Коэффициент трения 
© поверхность и. Радиус блока, а также массы 
блока и нити пренебрежимо малы. 

2. Поршни двух одинаковых цилиидров 
жестко связаны так, что объемы под поршнями 
равны между собой (см. рис. 2). В сосудах 
находится идеальный газ, причем во втором 
цилиндре его масса. в № раз больше, чем 
в первом, в начальные температуры равиы. 
Внешнее давление меняют в п раз. Чтобы оста- 
вить объемы, занимаемые газами, неизмениы- 
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Рис. 1. 


Рис. 2. 


ми, пришлось изменить температуру. Как 
изменилась температура газа во втором ци- 
линдре, если в первом она изменилась п т раз? 
Поршни можно считать невесомыми. 
‚ 3. Каким условням должны удовлетворять 
эдс н внутрениее сопротивленне г двух 
одинаковых источников тока, чтобы их можио 
было онределить, используя один вольтметр 
ю пределом нзмерения И и внутренним сопро- 
тивлением В7 

4. Узкий параллельный пучок света от ла- 
зерв, распространяющийся в воде, фокусн- 
рустся иа экраи, находящийся на расстоянии 
Р от собирающей линзы. На пути пучка до 
лиизы на расстоянии а от иее оказывается 
пузырек воздуха п виде сферы радиуса г, 
который много меньше расстояния а, ио много 
больше раднуса пучка. Куда следует пере- 
местить экран, чтобы виовь увидеть на нем 
точку? 

5. Теоретический вопрос: фотоэффект. 


Задачи устного экзамена 

Математико-механнческяй факультет, фа- 
культет прикладной математики — процессов 
управления, химический и геологический фа- 
культеты 

1. Тело плавает ш воде так, что под водой 
находится 1/3 часть его объема. Какая часть 
тела окажется погруженной ш воду, если сосуд 
© водой, и котором плавает тело, будет дви- 
гаться вверх с ускорением а? 

2. Стеклянный баллон был взвешен трижды: 
а) откачанный, 6) заполненный воздухом при 
нормальиом атмосферном давлении, в) запол- 
ненный неизвестиым газом при давлении 
р=1,5 атм. Ноказания вссов соотьетственио 
были равными ли! =200 г, п1:==204 г, ть 210 г. 
Температура оставалась постоянной. Опреде- 
лите молярную массу газа. 

3. В цилиндре под поршнем находится не- 
которая масса идеального газа при темиературе 
{—=30 "С, занимающая при давлении р==2 аты 
объем И=8 л. На сколько понизилась темпе- 
ратура газа, когда объем его умснышпился при 
исизменном давлении настолько, что при этом 
была совершена работа А== 50 Дж? 


4. В плоский конденсатор влетает электрон 


со скоростью г’ (к ==? - 10’ м/с), направленной 
параллельно обкладкам конденсатора. На какое 
расстояние ст своего первоначальмого иаправ- 
лення сместится электрон за время нолета 
внутри конденсатора, если расстояние между 
пластинами 4==2 сы, длина конденсатора Ё= 
=5 см п разность нотенциалов между 
пластинами (0-—200 В? Отношение заряда 
электрона к его массе составляет е/т= 
=1,16 - 10" Клу/кг. 

5. От источника к напряжением /=1750 В 
необходимо нередать мощность Р=5 кВт на не 
которое расетояние. Какое наибольшее сопро- 
тивление может иметь линия лередачм, чтобы 
потери мощности в ней не превышали `10 % 
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Рис. 3. 


от передаваемой мощности, то есть мош- 
ности, дошедшей до потребителя? 

6. Две линзы с фокусным расстоянием 
Р=30 см находнтся на расстоянии [=15 см 
друг от друга. При каких условиях эта 
система дает действительное изображение пред- 
мета? 

1. Красная граница фотоэффекта для 
материала Ффотокатода ^ пах 2100 нм. Отноше- 
ние скоростей вылетающих электронов при 
освещении светом с длинами волн ^, н А, равно 
&—=3/4. Определите ^., если ^,=600 им. 


Публикацию подготовили 
А. Е. Кучма, В. Ф. Осипов, В. Н. Скребов 


Ленинградский 
политехнический 
институт 

им. М. И. Калинина 


Матемятика 


Письменный экзамен 

Варнант 1 

(физико-механический и радиофизический 

факультеты) 

1. Упростите выражение: 

зы и 
(бат? (Уа\/а5) 
($ (45) ® 
2. Найдите область определения фуикцин 
Го МО 3х— 10) 17 (х— 3). 

3. В основанин треугольной пирамиды АВС 
лежит правнльный треугольник АБС со сторо- 
ной длины \3, ребро ЗА имеет длину 6. Нан- 
дите объем пирамиды, если известно, что се 
боковые грани имеют равные площади. 

4. Докажите, что для углов А, В, С остро- 


угольного равнобедренного треугольника спра- 
ведливы неравейства 


о ие 
1<^/соз А +-4/соз В+ Усов С< >. 


Вариант 2 
{факультет технической кибернетики) 
1. Решите уравнение 
1 = 
21082 х-—2 105: — э=8 1: х. 
х 
2. Решнте уравненне 


с08 Х-+-соз 2х-соз 3х==0. 


3. Найдите область определения, множество 
значеннй н ннтервалы монотоиности функции 


. 1—1 .\° 
АХ —8 у Хх 
1—\х 


И.Т. 


1х 3 
х = 
ух-1 
4. В основании треугольной пнрамиды АВС 


лежит правильный треугольник АВС со сторо- 
ной, длина которой. равиа у5. Найдите объем 


этой пирамиды, если известно, что АЗС=А$В = 
л д 
=, $А8= 3 


ых (1—\ х-'. 


Физика 

Задачи устного экзамена 

Задачи 2, 4 предлагались на вступинтель- 
ных экзаменах на физико-механический фа- 
культет, 5 — на радиофизический, 6, 8 — ма 
электромеханнческий, 1, 7 — на гидротехниче- 
ский и 3 — ма вечерний факультет. 

1. Первую треть пути велосипедист едет со 
скоростью и,=2,0 м/с, вторую — со скоростью 
#2223,0 м/с, а последнюю треть — со скоростью 
03=—=5,0 м/с. Найдите среднюю скорость вело- 
сипедиста. 

2. Вдоль невесомого резинового тинура длн- 
ной {5 соскальзывает металлическая шайба. 
Сила трения, действующая между шнуром 
и шайбой, постоянна и по модулю равна /. 
Жесткость шнура й. Найдите выделившееся 
при этом количество теплоты. Какая часть 
работы силы трения, действующей на шиур, 
превратится в тепло? 

3. Плотность пара равна 0=2,4 кг/м“ при 
температуре Т—=295 К н давлении р—10^ На. 
Найдите массу одного киломоля и одной мо- 
лекулы пара, считая его идеальным газом. 
Универсальную газовую постоянную считать 
равиой В»8,3 Дж/(моль : К). 

4. Стеклянная пластинка целиком запол- 
няет зазор между обкладками плоского кон- 
денсатора, емкость которого прн отсутствни 
пластинки равна С.. Конденсатор подключен 
к источнику постоянного ивпряження {/. Най- 
дите механическую работу, которую необходи- 
мо совершить против электрических сил, чтобы 
иввлечь пластинку из конденсатора. 

5. В схеме, изображениой на рисунке \1, 
известны ЭДСфи @.‹ источников, сопротивле- 
ния Ви В. резисторов, а также емкость С кон- 
денсатора. Виутреннне сопротивления нсточни- 
ков пренебрежимо малы. Найдите заряд на об- 
кладке {1 конденсатора. 

6. Две электрические лампочки включили 
п сеть сначала последовательно. а затем парал- 
лельно (рис. 2). Сопротивление первой лампочки 
равно ЕЁ, =360 Ом, второй — В.=240 Ом. Ка- 
кая из лампочек потребляет большую мощ- 
ность и во сколько раз ш первом и втором 
случаях? 

7. Два математических маятника начинают 
колебаться одновременно. За одно и то же время 
первый маятник совершает № —=16. а второй 


Рис. 1. 


М№М.==8 колебаний. Найдите отношение длин 
маятников. 

8. Угол падения света на границу двух 
сред (прн переходе его из первой среды во вто- 
рую) «=30`. Абсолютный иноказатель прелом- 
лення второй среды п›:=2,40. Найдите абсо- 
лютный показатель преломления первой среды, 
если угол между отраженным н преломленным 
лучами ^—=90°. 

Цубликацию подготовили Ю. Н. Волгин, 
Ю. О. Максимов, Б. П. Попов. 
С. П. Преображенский. Б. А. Чихачев 


Ленинградский 
государственный 
педагогический институт 
им. А. И. Герцена 


Математика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
{математический факультет) 
1. Найдите область опредсления выражения 


2 11 2 


ха+?5. ем —азь + З-—1 
БИС ^^ еомЕЕыЕиниакаяЕ 
а? 4? уа-+—2/7а8 


и упростите его. 
2. Решите уравнение 
08: (2х+-21)—1юв. 14—х)—210& "1, 
3. Докажите тождество 


эт" ( - +в) 
же @таЕЮ “ 
эл? р 
= 
3: 
зи (7 —ачжь 


4. Две окружности касаются внутренним об- 
разом а точке №. Отрезок ММ является диамст- 
ром большей окружности. Хорда МК большей 
окружности касается меньшей окружности в 
точке С. Докажите, что МС является биссектри- 
сой (ММК. 


$. В правильной треугольиой пнрамиде вс- 
личина плоского угла при вершине равна ци, 
а кратчайшее расстояние между боковым реб- 
ром и противолежащей стороной основания рав- 
но {. Найдите объем пирамиды. 


—<08 #— за Й. 


Рис. 2. 
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Варнант 2 

{физический факультет) 

1. Упростите выражение 
1 


т 
—23 з з 
( а —22° +1) тн . 


а“ —1 
2. Решите неравенство 


(2) и 


3. Решите уравнение 


9+] та 


1—а 


__ 1-ой х * 104. В 
— 108 2 
4. Докажите справедливость равенства 
* эт? и с03* п 
с08 и (1-Е) эта И Кеш и) 
5. Определнте объем правильной шести- 
угольной призмы, есяи известно, что ее самая 
болышая диагональ имеет длину Я и состав- 
ляет к боковым ребром призмы угол а. 


1-Н1юв. (х— 1) 


==5п (—с08 К. 


Задачи устного экзамена 
1. Вычислнте без таблиц 


ат 18" - с0з 18° › со$ 36° 


с03 18° 
2. Найдите область определения функции 
2 
О НЫЕ ЕЕ Зы 
ув (< —х— 2) 8“ 


3. Вычислите 
165.5 юЯ: 25—1 . 51 5 
4. Решите уравиение 


в) 81х=32—0%7; 6) 5'—5'` '=20; 

в) 10; (1-10; (1 +3 108; х))-=1. 

5. Решите неравенство 

а) 'х’—3х—ТО>х—2; 6) (8х—1) юё.х>0; 

8) (0,44 2—2 <(0,4)3 +25; 

г) ЮЕ, ЮЕ. х> 1. 

Е 

6. Найдите наибольшее и наименьшее значе- 
ння функцин у=4х`— 6х на промежутке [0; 3]- 

7. Основанием пирамиды служит прямо- 
угольный треугольник, все боковые ребра пира- 
миды имеют равные длины. Докажите, что 
вершина пирамиды проектируется в середину 
гипотенузы ее основания. 

8. Что больше: объем шара радиуса {1 дм 
или объем правильного тетраэдра с ребром 
4 дм? 

9. Найдите объем воронки, развертка боко- 
вой поверхности которой представляет собой 
полукруг радиуса В. 

10. Докажите, что площадь прямоугольной 
трапеции. в которую можио внисать окруж- 
ность, равна произведению длин ее осиований. 

Физика 


Задачи устного экзамена 


Физический факультет 

1. Тело. двигаясь равиоускореино из состоя- 
ния покоя, прошло некоторый путь. Чему 
равно отношение средней скорости движения 
тела на второй половнне пути к средней ско- 
рости на первой половине? 

2. Над сосудом с водой укреплены две 
колбы горлышком вниз так, что горлышки на- 
ходятся в воде. Колбы частично заполнены 
водой. Ирн этом уровень воды в них различный. 
Объясните наблюдаемое явление. Каким обра- 
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00 НЕ 


23 2.835 ©, МДж 


зом можно изменить уровень воды только 
в одной из колб? 

3. График, приведенный иа рисунке, ил- 
люстрирует процесс превращеиня водяного па- 
ра в лед. Используя график, определите, каково 
первоначальное количество водяного пара и ка. 
кое его колнчество превратилось в лед. 

4. Луч света падает под углом и=30° на 
поверхность воды, налитой в аквариум. На дне 
аквариума находится плоское зеркало. Во 
сколько раз изменится расстояние между вхо- 
дящим и выходящим лучами, еслн воду за- 
менить другой жидкостью, показатель прелом- 
ления которой будет в два раза больше, чем 
у воды? Уровень жидкости прежний. 


Математический факультет 

1. Из пунктов А и В одновремеино навстречу 
друг другу начали двигаться два тела. После 
того как они повстречались, первое тело через 
!, =10 = прибыло в пункт В, а второе, проехав 
$ ==100 м за [.т=.40 с, прибыло в пункт А. Опре- 
делите скорости движения тел, если движение 
было равномерным и прямолинейным. 


2.`Герметнчески закрытая консервная бан- 
ка заполнена водой. В крышке, дне и боковой 
стенке банки сделали по одному малому от- 
верстию. Как, закрыв лншь одно из отверстий, 
прекратить вытекание воды_из банки? 

3. Источник тока е ЭДС © -—30 В и внутрен- 
иим сопротивлением г==б6 Ом замкнули на два 
резистора, соеднненных параллельио. При зтом 
на первом резисторе выделяется колнчество теп- 
лоты в трн раза больше, а на втором — 
в шесть раз больше, чем на внутреннем сопро- 
тивленин источника. Какой ток протекает че- 
рез каждый резистор и через источник? 


Иидустриально-педатогический факультет 

1. К висящей вертикально пружине, массой 
которой можно пренебречь. подвешивают груз: 
сначала к ее свободному концу, в затем — 
к середние. Во сколько раз деформация пружи- 
ны в первом случае будет больше, чем 
во втором? 

2. Ижеются две двойные одинаковые по 
размерам оконные рамы. Расстояние между 
стеклами у ннх одинаковое. Во второй раме 
посередине сделана сплошная горизонтальная 
перемычка. Будут ли различаться данные рамы 
по теплопередаче? Ответ объясните. 

3. Имеется гильза из фольги, подвешенная 
на шелковой нити, и две пластины на изо- 
лирующих ручках: одна из эбонита. другая 
из плексигласа. Как экспернментально опре- 
делить, заряжена гильза или нет, если ее заряд 
будет много меньше заряда, образующегося при 
трении друг о друга имеющихся в распоря- 
жении пластинок? 

Публикацию подготовили 
Л. А. Бирюков, 3. И. Новосельцева 


Ответы, указання, решення 


„Ченннградский государственный университет 
ним. А. А. Жданова 
Математнка 


Вариант 1 


4 - 
1. х=-: у=-—, Указание. По условию, 


г =} : о 5 (#1. х-*у==1. Подставляя з (+) 8 =1;2, 


х(х+Зу) 


а после упрощения систему ЕЕ ) = 


40 
— 43: ХНУ 1. 
д Кл я Гл я 
6+3: = 5 {. {С 1). Ука- 


зание. Воспользуйтесь тождеством 
ик (+=) а (5+2) - 
са Ц 3) 8 = 


и 
3. 42 - Указание. Исследуйте разность меж- 


ду левой и правой частями приближенного 

равенства с помощью производной. 

4. Искомая точка находится на расстоянии 
у А: 

Е ЕЕ 


вершин треугольника (\ 3 АЗЬх28). 


2. х,=—= 


1—2 с05 2х 
1--2 соз 2х` 


до одной из двух ближайших 


1 
5. агссов ( Бат) при О «< агссов 7/25. 
Вариант 2 
1. ба. Указание. На промежутках 


1 
я 3х1; 15х54: 4% хс 9: Эах& 1 иссле- 


дуйте с помощью производиой разность между 
левой и правой частями ириближенного 
равенства. 

2. х—= а А+ (АЕ 7). 


3. +=. Указание. Подставив в выра- 
жение х’-у’+2“—Зхуг аместо х, у и 2 их 
выражения через Х. У. 7. получим 


ау +2 -—Зхуг = (а? +5) (ХУ 4+7— 


—3ЗХУ2). 
2—у3. 
4. =— а. 
. [ВЕ [= ‚ори, если 
2а<р<3а: |ВЕ|=0, если р==2а; |ВЕ|==а, 


если р=3а. 
Варнант В 


1. 17 +008). Указание. Пусть т, и 


т. — массы частиц (т, +т.2=М). аз но: — 
скорости, г которыми они движутся. Из закона 
сохранения импульса следует, что 


МР со5 п 
т ‚>, —Р = Щ—. 
—т, 


С другой стороны, 


а 
ь МЪ—т, ы 
Поэтому 
ибо. _МРА-соз и). 


(М— тот, 
Поскольку наибольшее значение знаменателя 


м 
достигается при т, =—т.=— 22’ наименьшая 


скорость сближения равна а -со$ п). 


2. х= 5 + Ел (ЁЕ 2). 


3. {(9, 3)}. 4. Отношение больнее из отрезков = 


12 0— 

меньшему равно &=— РУ 2р— ‚ если << 
—р 

<р<\1. При р-=й квадраты совпадают. 


80‘ а 


5. 


В? при А <а<^. 
= “л/ Е ° - 
эт > 4 эт ры, 


Вариант 4 


1. 0.6; 0,8. 
З 
2. х=-5. 
3. а —1. Указанне. Пусть /,(х) — левая 
часть неравенства. Должно быть > Ь 


и. ( 4) >1. Отсюда следуег, что ах —Ъ но 


1 
при а< —1, все х из промежутка | > |] 


удовлетворяют исходному неравенству. 


4. х=+ & +2; х.== Аа (, 17). 
5 1 эп? а созф вт (и—®. 
6 созазтКа+4) 
Варнант 5 
1. 15 км/ч. 2.1. 
2.2. 10, 5: д}. 
11 3 
3. 15, 310 1, | . 4.1 
5. —\3 9/2 1 
\3 42? ч/2—1 
Вариант 6 
1. 40 км/ч; 30 км/ч. 2.1. х,= 5 +вл, х.=л | 
Е, 159. 
2.2. {агск Зил. Зил] С). 
3.1. {8/3}. 3.2. ли 32}. 
4. (за +^/6 )?, где в, Б — длины сторои 
параллелограмма, одна мз вершия которого 
совпадаст с вершиной угла, вторая — Сс дан- 
ной точкой, а остальные лежат ма сторо- 
нах угла. 
|н $ 
5. Б с08--18-. 
Физика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
1. На рисунке 1 изображены силы, действую- 
щие нв верхний кубик: сила тяжести 


>> 


о 
МЕ ‚ сила реакции опоры №, сила трения Р.р 
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Рис. 1. 


Рис. 2. 


зы 
и сила натяжения нити Т. Очевидно, что под 
действием этих сил кубик может не только 
двигаться поступательно, но и поворачиваться. 
Поэтому кеобходимо проанализировать 06бе 
возможности. 

1) Поступательное движение. 

Уравнение поступательного движения имеет 
вил: 


м — — -- = 
№ 4Мя +Т +. р"=Ма. 
нли (в проекциях на оси координат) 
М№-— МЕ —Тзт а«=Ма,, 
Т соз и— Ма... 
Поскольку кубик должен находиться в покое, 
ускорение а=0. то есть а.==а,-=0, откуда по. 
лучаем 
№= Ми + Тата, 
Ргр=Т с06 «= Е/2. 
Поскольку О«Р.,< М, окончательно имеем: 
2.М. 
ыы . (1) 
1 ра 
Так как Р>0, это условие является огра- 
ничением только при } —п М 1>0. Если же 


ЕР 


@) 6} 
Рис. 3. 
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НЕ ">|, то иаступает ззаклинивание», то 
есть при любом значении А кубик не сможет 
двигаться поступательно. 

2) Вращение. 

Кубик может опрокинуться, поворачиваясь 
относительно оси, проходящей через точку О, 
в которой при опрокидывании будет приложе- 


иа сила реакции опоры №. Максимальное 
значение силы натяжения Нити. при кото- 
ром кубик еще не опрокинется. можно найти 
из условия равенства нулю суммы момснтов 
сил 


Ме 5—Та со п—0. 


Учитывая, что Гсоз «=Р)/2, получим 
Р—=МЕ. 


Очевидно, что опрокидывания не произойдет, 
если 


Р< Ма. (2) 


Рассматривая совместно условия (1) м (2), 
находим, что при 


р т 
< %*(а} —= — 
и<р*(а) о-ва 
кубик г ростом Р раныше начнет скользить, 
а при выполнении противоположного нера- 
венства — опрокидываться. 
Полученный ответ можно наглядно предста- 
вить графически. Рисунок соответствует 
случаю фикснрованного и, для которого 
О<щШа<2. Допустимые значения параметров 
Г/Мая и и лежат в заштрихованкой области 
(физический смысл имеет область вх). 
При я--0 значение р®—>1/2 и риа) ос. 
При 6 ч>2 величииа пк лежит в интервале 
и*(ч) Зи кр(ч) < 1/2. 
2. Условие равновесия невесомых поршней 
достаточно очеандно — удвоенное виешнее 
давление равно сумме давлений газов ш со- 
судах. Используя это условие, а также 
уравнение состояния идеальиого газа 
т 
м 
получим для начвльного состояння 
2М.рь 14 
= ——щ—ы—ыы > — и 
р! М, +М, 15 Ро 
м, 36 
р2= м. Р'- -15 Ро, 


рУ= КТ, 


где р, — внешнее давление, р, р› — давлеиия 

кислорода и азота в сосудах, а М; и М; — 

их молярные массы. Так как в процессе на- 

грева рУ*—=<соп8\, то. используя уравиение со- 

стояния идеального газа, можно показать, что 
ТИ=—сопвь 


откуда имеем 


„) 


Г/В, 
Рис. 4. 
АУТ } 1 
пр = = 


Здесь И, ТГ — объем, занимаемый кислоро- 
ром, и ето температура до нагрева, а 
’’и Т — значения тех же величин 
после нагрева. 

Давлениг кислорода р: после нагрева найдем 
из уравнения газового состояния: 


‚ РТ’ 56 

ИТ 
Аналогично для азота, учитывая, Что сго 
температура остается неизмениой, получим: 


а - 
2: ту Р:== Тв Ре 


Относительные изменения давления газов в 
сосудах равны 


Ар: — Р!—Р: |" 3. Ар: __ РР? 3 $}. 
р р: р? р» 
Условие равновесия поршней после иагрева 
2р.=р: + р 


дает возможность вычислить внешнее давление 


и, В конечном счете, его относительное из- 
менение: 
АРе Ри — Ро 
= =2. 
ро Ро 


3. Возможны три способа включення при- 
боров, показаниые на рисунке 3. 

Необходимо, чтобы напряжение на каждом 
нз вольтметров не превосходило предельного. 
Отсюда вытекают следующие ограничения: 


а) © <О(-+Г/К), 
6)& <«А2-+Г/В), 
в) <0(1+-2г/В). 


Для определения @Фнг следует провести два 
измерения. Указанные неравенства дают воз- 
можность выбрать две схемы, обеспечияающие 
наиболее шнрокий диапазон допустимых пара- 
метров. Анализ удобно провести графически. 


-— 


а) 
Рис. 5- 


6) 


На рисунке 4 прямые в), 6) и в) — графики 
правых частей соответствующих неравенств. 
Заштрихованная область — область разрешен- 
ных значений и г. Видно, что для опре- 
деления и г всегда лучше производить 
измерения по ехеме 6) и в). 

Пусть (= @/(2+г/В} — показания вольт- 
метров в схеме 6}. а и = Фа-+2г/ в) -- 
в схеме в), тогда 


4. В зависимости от расстояния межлу глазом 
наблюдателя и зеркалом размеры участка 
зеркала, формирующего изображение, меняют- 
ся. Путем постросиия хода лучей можно убе- 
диться. что по мере удаления глаза эти 
размеры увеличиваются. Если неа малом рас- 
стоянии они по порядку величины равны 
диаметру зрачка, то с увеличением рас- 
стояния приобретают порядок размеров рас- 
сматриваемого объекта или зеркала (меньший 
из двух). Поскольку бытовое зеркало не яв- 
ляется идеально плоским, то на большом 
участке его поверхности неизбежио наличие 
неровностей, которые н служат причиной воз- 
никающих искажений. 


Вариант 2 


1. Тело будет скользить 
если аыполияется условие 


5 М 1 
2—1 т, 
( | ) < < т 1, 
что возможно в случаях, когда 


1 — 
2/а—1 


в<а (Об<рХИ. 


2. Температура газа во втором цилиндре 
изменилась в 


по поверхности, 


БЪа и н< 


илн 


_ я(М+Ю-т 
м 
раз; при этом должно выполийяться условне 
х> 0, то есть 
(Мот. 

3. Возможные варианты включения приведены 
на рисунке 5. Область разрешсниых зна- 
чений параметров источников показана на 


рисунке 6. В области г> В. величины @ и гопре 
деляются по формулам 


@—= #0, г Ш 2-0. 
200 в 3—0 
где С; и И. — показциия вольтметра в схемах, 


изображенных иа рисунках 5, а и 5, 6 соответ. 
ственно. В области гхИ имеем 


ФИ г В) 
201—и,’ В 2—0. ° 
где {, — показание вольтметра в схеме на ри- 


сунке 5, 6. 


#) 
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Г/В 
Рис. 6. 


4. Так как показатель преломления воздуха 
меньше показателя преломления воды, действие 
пузырька эквивалентно действию рассеиваю- 
щей линзы, которая параллельный пучок 
лучей преобразует п расходящийся. Если точка 
пересечения продолжений расходящихся лу- 
чей окажется от линзы на расстояиии, 
большем фокусного, экран следует удалить 
от линзы. Если же указаниое расстояние 
окажется рапиым или меньшим фокусного, 
получить сфокусированное изображение на эк- 
ране невозможно. 

Задачи устного экзамена 

1. Глубина погружения Тела не изменится. 
2. И и: 20 — 48 кг/кмоль (здесь 
т—т Р 

М„—=29 кг/кмоль — молярная масса воздуха, 
р.=1 атм — пормальное атмосферное дав- 
ленне). 


== ко Е С = ше 
5. А = Р аа е) Ом (здесь а 0,1. 


6. Предмет должен находнться на расстоянии 
а<Е/3=10 см от первой линзы. 

К). пах 
так (1—7. 


Ленниградский политехнический институт 
им. М. И. Калинина 


1. =, == 540 нм. 


Математика 
Вариант 1 

Е Ц 
1.а С-В * при 6 >0, а>0. 
2. [5; +0914]. 
3. 2.25; 0,15\ 11; 0,25\/105. Указание. Вер- 
шина 5 проектируется либо. в центр ваи- 
саиной окружности, либо в центр одной из 
вневписанных окружностей "). 
4. Указание. Задача сводится к исследо- 


ванню функции /(х)=2\/соз х--^/ —соз 5х при 
- 
хе ] и ‚ 5 * 


Вариант 2 
ее: л 2л 
1. {12:2}; 2. жи 4 (28+; х.=+ з +2лп 


®) Внезписанной называется окружность. ка- 
сающаяся одной из сторои треугольника м про- 
должений двух других его сторои. 
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(, лб 2). 
3. р(р=Ю; Шо}; об Е@ф=ю; ее. 
4. (14/3/66; Ц. Указание. 
Возможны два случея: 1) ЛАВСОЛА$О и 

5л 


и ^^ ^ Чл . 
2) АС5$=СА$ ===, == 
) 15 ИВ 15 поскольку, по 


эп АС5 эп АЗС 


[АГ = ГАС] 


‚ то есть эт АС5$=ыт АВ. Поэто- 


теореме синусов 


—_ вп АВ5 
145] 


либо АСЗ=АВ$ == п 


© ^^ —^ 
== АЗС, либо АС5=л— АВ = 


му и тогла ЛАВ 


5л 
15 и тогда 
имеет место случай 2. | 
Физика 

З 
Тур +171. 


2. 9=И1к—1/(2Ь)); работа силы трения, дей- 
ствующей на шнур, превращается в тепло на- 
половину. 


з. м “ВТ у 
р 


1. пер = 2,9 м/с. 


0°=58,8 кг/кмоль; 


м 
10°М№МА 
(здесь №А=6.02 . 10° 1/моль — постоянная 
Авогадро). 
4. Ам =#—1)С.07/2 (здесь г — диэлектри- 
ческая проницаемость стекла). 

С(#.— $) 
5. = о. 

Е +В 

6. В первом случае первая лампочка по- 
требляет в 1,5 раза ббльшую мощность, чем 
вторая. & во втором случае вторая лам- 
почка потребляет в 1,5 раза большую мощ- 
ность, чем первая. 
т. эмм =14. 
8. п =12/48 «=; 4,15. 
Ленинградский государственный 
педагогический ниститут им. А. И. Герцена 
Математика 
Письменный экзамен 
Вариант 1 
1. Выражение определено при а>0, &>0, 


== 9,7 - 10--26 кг 


= 


а--ь и равно ры при а>би Ве при аз. 


ь-—а 
2. {3}. 
4. Указание. Пусть О; и О› — центры _дан- 
ных окружностей (рис. 7). Так как МСО.— 


—=МЕМ —90°. прямые СО, ци КМ параллельны. 
Поэтому Т=2, но 1==$, поскольку треуголь- 
ник О.СМ — равнобедренный. 

К 


А 
С 


(У 


Рис. 7. 


В 
5. = 
3 эп — ч 
2 

Указаиие. Пусть в пирамиде 5АВС точ- 
ка _ -- середина ВС. РК — общий перпендику- 
ляр Аб и ВС, О — основание высоты, |ВС | =х. 
Найдите х из соотношения |КО|. |А$ |= 
==|30| - |АБ|, предварительно выразив АР, 
50. АЗ через [, хич. 


Вариант 2 


1 
1. 1,2. ]| ©; —3[(0]}2; <. 3. {2}. 
5. ЗУ эт п т 24. 
Задачи устного экзамена 
1 


1 
2. | — ©; —1[:]2; $013; => [. 
З 


4 оон 


5. а) }14; ©; 8 10; 3 11: 05; №) ] — 05: 


а 1+6. со [; г) ]0: „ЗЕ. 
2 
6. узы = 2; 
У тах — (3) =254. 


. Объем правильного тетраэдра © ребром 4 
больше объема шара радиуса 1. 

Я. 
9. х 3. 

24 
Физика 
Физический факультет 
1. бора И ера 2 +1 = 2,4. 
2. Различие в уровнях воды объясняется раз- 
личием давления воздуха в колбах {давле- 
ние больше там. где уровень ниже}. Для из- 
менения уровня воды а одной из колб не- 
обходимо изменить давление воздуха в нсй, 
нагрев или охладив колбу, например п по- 
мощью тряпочки, смоченной горячей или хо- 
лодной водой. 
$. т‚-=1 кг: т, = 0,35 кг. 
4. Расстояние между лучами уменьшится при- 
мерно в 2,2 раза. 
Математический факультет 
1. в 5/5 м/с; 3/6. =2.5 м/с. 
2. Закрыв одно из отверстий (любое), нужно 
поворачивать банку до тех пор, пока два 
других отверстия не окажутся на одном го- 
ризонтальном уровне. 


3. Г 2102 —1/2А; 


Индустриальио-ледагогическни факультет 


1. Деформация пружины в первом случае в 
2 раза больше, чем во втором. 

2. Теплопередача осуществляется за счет из- 
лучення, теплопроводности н конвекции. Два 
первых процесса для обеих рам происходят 
одинаково. Конвекция же для второй рамы 
будет затруднена, поэтому вторая рама будет 
лучше сохраиять тепло в помещении. 

3. Нужио потереть пластины друг о друга, 
расположить их параллельно (с целью созда- 
ния однородного злектростатического поля) и 
поместить между ними гильзу. Если гильза 


ТТ. =1:6А; Тна= 1/ЗА. 


отклонится от положения равновесия, значит, 
она заряжена. 


Шахматная стракичка 

(см. «Кванте № 1) 

Задание 1 (А. Казанцев, 1949—1950 гг.). 
1. Кс2 Се? 2. с7 Леб 3. а7 Л:с2 4. С42 а2 
5. а8Ф а1Ф 6. Ф:а! С:аЁ 7. се8Ф--! Л:е8 
8. Сс3! ЛЬ 9. СЬ2! Ла8 10. С44! Ле8 11. Се5! 
Несмотря на лишнюю ладью и полную без- 
защитность взбесившегося слона, черные вы- 
нуждены повторять ходы, смнряясь с ничьей! 
Задание 2 (А. Казанцев, 1953 г.). 1. ЛЬ7Т! Феб 
2. Са1-+ Краб 3. 54+ Краб 4. Се?! Ф:е2 
5. Крь8! Феб 6. Крс8 Фе8 + 7. Крс7 С:45 
8. аа—Ф-+И Ф:а8 9. ЛЬб-+- Кра7 10. 55 С 
14. Лаб! С:а6 12. 568 Хх! 

А. Карпов об этом этюде сказал так: «Этюд 
заслуживает самой высокой похвалы. В ием 
удивительно изящный финал, которому пред- 
шествует увлекательная вступительная игра». 


Жвант для младших школьнаков 

(см. «Кент» № 2) 

1. Если 16 блокиотов стоят х рублей м на 
1 рубль можно купить х блокнотов, то один 
бяокнот стоит х:16 и 1:х, то есть х/16==1 ух, 
откуда х?-16, то есть х-=4, а один блокнот 
стоит 1:4—0,25 рубля. 

2. Обозначим путь, пройденный иа лыжах 
сегодня, через х, а вчера — через у. Тогда 
позавчера был пройден путь у- 3 км. Из второго 
соотношения следует, что и{40=у--3З+х. 
Отсюда х—=87 км. 

3. В многоугольнике, у которого каждая сто- 
рона лнбо вертикальна, либо горизонтальна, 
чнсло сторон четно, так как его стороны 
последовательно чередуются: вертикальная — 
горизонтальная — вертикальная — ... — гори- 
зонтальная, 

4. В этом высказывании нарушен закон сохра- 
нения энергии. 


«Кваять для мнадших школьников 
(см. «Квант» № 3) 
1. 14+2-3 
—1--2+3-=4 
12—3—4=— 
314+2—3—445+-6=7 
14+24+8—4+5—6--7=8 
1213-4—5—6--7+8—9. 
2. Нв первом месте 6«Гь. на втором 6+Аь, 
иа третьем 6.Бь и на четвертом 6*В». 
3.6, 2и1. _ 
4. 1--2--3--...41 12-14 =92. 
5. Воздух, иаходящнйся в горячем стакане, 
нагревается от его стенок, расширяется и на- 
чинает выходить из-под стакана. Обраэуется 
«воздушная подушка», из-за чего резко 
уменьшается трение, и стакаи начннает 
скользить по столу в сторону иаклона стола, 
даже если этот наклон почти не заметен. 


Назза обложка 


(см. «Квант» № 3) 

Задача г четвертой страницы обложки третье- 
го номера является хорошей иллюстрацией 
того, что чересчур подробный чертеж может 
даже несколько затруднить поиск решения- 
Из чертежа на обложке третьего номера на- 
до увндеть, что искомый угол равен по ве- 
личийе плоскому углу АДО, где О — центр 
шара (прямвя ДА перпендикулярна ВЛ (ли- 
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мии пересечения плоскостей) по условию, 
а РО — по теореые о трех перпендику- 
лярах (проекция прямой ДО на плоскость 
АВС есть прямая ОА)); после этого можно 
избавиться от лишних деталей чертежа (рис. 8) 
и перейти к решению. 
Первое решение. Цусть + — величина 
искомого угла; тогда 45 $-=ОД : ДА >25 :а. 
где А — радиус шара, а — длина ребра 
основания пирамиды. Выразим В через а. 
составив и приравияв два выражения для 
расстояния Об от центра шара до вершины 
пнрамиды. Мз прямоугольного треугольника 
ОР$ (Р — точка касания прямой В5 с шз- 
ром} имеем 

_ 05° ОР"-РЗ* = В Не—6* (1) 
(Р5=РВ=В5=ВА — В5=а— 1, где ь — длина 
бокового ребра пирамиды; отрезки ВР и ВА 
равны как касательные, проведенные к шару из 
одной точки). 


т: Чч= 2—3). 

Из треугольника ОА5, в котором угол Ответ: ч—атсё (2 \ 

ОА$ равен 45° (АО — перпендикуляр к В я ре ее. Пусть 2 АВО= 
плоскости АВС, а прямая АЗ наклонена “ 2 ВО = и. Тогда 

и ней под углом 45”), по теореме косину- ВА. во 85-в0 

сов получаем второе равенство: ©03 «= (3) 


р з Е ВА.ВО ‘В5-ВО’ 
О5`:=ОА`+А5`—2ОА ‹ Аб - соз 45° = 


=В*-Ь—ВЬУ8. (2) 
Теперь выразим В через а из прямоуголь 
ных треугольников АНХ и АНР (5Н — вы: 


сота пирамиды): 
- ^/ 2 
УЗ ре з’ 


подставим это выражение в (1) и (2) и 
приравняем правые части этих соотношений: —ВН - ВА - сов 30"4Н$ - АО. 


2 ю 
В+ (1-2) а’—8?- а вв Подставляя эти выражения в (3) н поль- 
3 3 зуясь тем, что /НВ$—=45°, получим ответ. 


Имеем: 

ВА . ВОВА -(ВА+АО)--ВА? (Г ВАО-90`). 
Аналогично, 

И В$ . ВО-(ВИ +Н5) - (ВА +АО)-- 


ВН - ВА-ЕН$ - АО== 
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Шахматная страничка 


Консультирует — чемпион 
мира по шахматам, между- 
народный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страничку 
мастер спорта СССР ло 
шахматам, кандидат техниче- 
ских наук Е. Я. Гик. 


ФИГУРЫ 
НА СВОИХ МЕСТАХ 


Любителям’. головоломок 
хорошо известна задача 
С. Лойда. в которой все фигу- 
ры белых занимают исходные 
места. 


Мат в 3 хода. 


1. 94! Кри5 2. Фа3 и 
3. ФиЗх, 1... Кря4 2. е4- 
КрьА 3. е3 >. Заметим, что 


14 — единственное поле, ина 
котором одинокий чериый ко- 
роль умудряется получить 


мат так быстро- 

Расемотрим еще ряд при- 
меров на ту же тему — в иих 
все фигуры белых, ирисутст- 
вующие на доске. расположе- 
ны на своих первоначальных 
полях. Этот жаир шахматной 
композиции довольно привле- 
кателен; может быть, дело в 
том, ЧТо работа композитора 
в этом влучае как бы вдаое 
упрощается!? 

Белые: Кре!, Фа1, Сс\, 
СГ1: черные: Кре4. Мат в 3 
хода. 

Эту трехходовку составил 
гроссмейстер П. Бенко. один 
из немногих шахматистов- 
практиков, всерьез занимаю- 
щихся композицией. Решает 
«дебют слона» — 1. С6е4! Креб 
2. Ф45+ Кргб 3. Фебх. 1... 
Крё5 2. $13+ Кре5 3. ах 
(2... Кряб 3. $17 Х}. 

В следующих двух пози- 
циях белые фигуры располо- 


жены‘ на тех же местах, а `` 


черного короля сопровождает 
слон или пешка. 


А. Шуряков. Белые: Кре1, 
Фа1. СсА, СЁ1; черные: КреЗ, 
СВ5, Мат в два хола. 


Це проходит }. 244 с по- 
пыткой 2. Ф{ах (1... Сява 
2. ФЁ2Х). Это так называемая 
нллюзорная игра, черные от- 
вечают 1... КрН2! и мата нет. 
Решает 1. 942! с той же угро- 
зой 2, $14, и тенерь 1... 


Крь4 (СкА) 2. Феб (2)х.. 


В. Лашманов. Белые: Кре1. 
Фат, Сс1, СЁ1; чериые: Кра5. 
п. 55. Мат в 2 хода. 


К целн ведет 1. 96! Чер- 
ные п цугцванге, мат ие гро- 
зит, но 1... Кра4 2. ФаЗх, 
1... 64 2. Фаб Хх. 

В рассмотренной позиции 
черную пешку можио снять 
с доски (1. Фав Кра4 
2. Фазх), но тогда пропадает 
тема цугцванга и исчезает вто- 
рой симпатнчный мат с по- 
ля аб. 

А. Шуряков придумал сра- 
зу два квартета-близнеца, 


а) Белые: Крей Фа1, С!{1; 
черные: Кре3З. 

6) Белые: Кре!, ФА, Сс!: 
черные: КрсЗ. 

Мат п 4 хода. 


При помощи белопольного 
слоиа мат ставится на краю 
доски: №. Фа4 КрёЗ 2. Фа4 
Крёз 3. Фед Кры? 4. Феах, 
а прн чернопольном — в цент- 
ре: {. Фа4 КраЗ 2. С52 Крез 
3. Фё4 Кр43 4. Фе? х. 

Рекорд принадлежит сле: 
дующей задаче-малютке. 


М. Гориславский. Белые: 
Крей, ФА; чериые: КрИ2. 
Мат в 2 хола. 


В этой двухходовке на сьо- 
их местах стоят белый король 
ни ферзь. 1. КрЁ2 и 2. Фи м. 
Очевидно. одну белую фигуру 
оставлять на своем месте бес- 
полезно... 


В. Антинов. Белые: Кре!, 
Фат. Кё!; черные: Кры!. СЕ! , 
п. №2. Мат в 3 хода. 

Король и ферзь опять на 
своих местах, в роль слона 
взял има себя конь. Черного 
короля сопровождает слон и 
пешка. 1. КВЗ! Черные в цуг- 
цванге. 1... Се? 2. Фа5-- (#3 


3.2: {3 х, 1... С:В3 (или любой 
другой ход слона) 2. Кр!2 | 
С 3. Ф:АХ, 1... Кре2 
2. Фё4-- Кры1 3. К2х. 

И в заключение задача-го- 
ловоломка, придумаиная ир- 
ландским писателем лордом 
3. Даисэии. 


Мат в 4 хода. 

Ключом к разгадке служит 
то обстоятельство, что король 
и ферзь черных стоят не на 
своих местах. Значит, они уже 
перемещались, а тогда двига- 
лись я пешки. Но пешки назад 
не ходят, из чего мы заключа- 
ем, что произошла путаница 
н доску нужио развернуть на 
1807. Теперь решение ме вы: 
зывает труда: 1. Ка КЁ 
(при трех других возможных 
ходах коней следует 2. Ке5 и 
мат на 93 или #3) 2. Кс5! 
Ке5! 3. Ф:е5 и 4. КаЗх. Как 
выяснилось, белые фигуры в 
данном случае занимали не 
свои места, а чужие. 


Конкурсные задания 


3 3 
о 


8. Мат в 3 хола. 


Срок огправки решений — 
25 июня 1985 2. (с пометкой 
на конверте: «Шахматный 
хонкурс «Кванта», задания 
7. 8»). 


В этом номере публикуется 
заметка «О простых машинах». 
В ней рассказывается а 
механизмах. когорые 

г незапамятных времен 
использовались человеком. 
Глядя на приведенную здесь 
старинную гравюру, 
попробуйте определить, какие 
именно механизмы 
применялись гогда для работы 


МЕ Ги 


|. — — — 
ЫЕмхХО млм снинРрнис мытру 


Цена 40 кои. 


Индеке 70465 


ЮБИЛЕЙ КОСМИЧЕСКОЙ СВЯЗИ 


20 лет назад, 23 апреля 1965 года, в нашей 
стране был выведен на орбиту первый искусст- 
венный спутник связи «Молния-1ъ, и вскоре 
с 620 помощью начались передачи программ 
Центрального телевидения, а также телефон- 
ных разговоров, телеграфных п фототелеграф- 
ных сообщений из Москвы во Владивосток 
и обратно. Такие спутники выводятся на силь- 
но вытянугые эллиптические орбиты с макси- 
мальным удалением от поверхности Земли 
около 40000 км и периодом обращения около 
12 часов. В течение 6—8 часов они видны 


%#.. 


и. 


со всей территории нашей страны, и их ре- 
транслирующие устройства передают разнооб- 
разную информацию между весьма удаленны- 
ми друг от друга пунктами. Спутники связи 
«Молния» позволили создать систему косми- 
ческой телевизионной связи «Орбита». 
Создание космической связи явилось круп- 
ным событием в истории отечественной науки 
и техники. Оно было отмечено выпуском спе- 
циальных знаков почтовой оплаты как в нашей 
стране. гак и за рубежом. На приведенной 
здесь подборке воспроизведены марки и почто- 
вый блок с изображением советских спутников 
связи серии «Молния». В. Рудов 


ха лмьььлл ла 


охофвоь оо + ^ во то ооо точ оо чае о ростов очое 


МОТМУМА 1:1965\.23 [ 

4 бобтлеврык сх 2 
ВЕЛУИЬОГО ОТР © уиеитя» 6 658 
ЭСТУМИЛА Ш СТРОЯ ® ОзничАйТ Гао 
СЕТЬ СТАНЦИЙ ш м массовому вс 
—ОРЗАТ В+ -ТУННТОВ Ф пощьзоаанит) ис. 
ПЕМЕМА ЛЕСА © 2 МИНЕСОА ТЕлмилн 
Фнных ооо, 53 лесам ис 
ПЕРЕДАЗАЕМЫХ @ 915< 
СПУТЖиНАМИ * 

«МОЛНИЯ 3+ р 
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МА У РРАТОРИю 
СССР СЮОРУНЕТО 
ОГ 20 ПРИЕМНЫХ 
СТАНЦИЙ ТО ю 
ЗвоРлЛО ЭФЕЛМ 
мать чисвО аРиСУ 
ЛЕР ОбОтРАЫм цгн. 
727:75{-} Дави 
ДЕНЫЙ БОЛЯЕ Им 
ма 30 чамкысной 
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40 лет 
Великой Победы 


Исполнилось сорок лет с того дня, 
когда народы всего мира торжествен- 
но ‘отпраздновали победу над гитле- 
ровским фашизмом. Дорогую цену 
пришлось заплатить им за эту победу. 
Решающий вклад в разгром фашист- 
ских полчищ, покоривших почти все 
страны Европы и подчинивших себе 
всю их экономическую мощь, внес 
советский народ. История знает, что не 
было в те годы другой страны, спо- 
собной на такой подвиг. Более двад- 
цати миллионов советских людей по- 
гибли в этой войне, которую мы спра- 
ведливо называем Великой Отечест- 
венной, и среди них много совсем 
молодых, стоявших, как и наши чита- 
тели, на пороге своей жизни. Война 
всколыхнула весь народ — на фронт 
стремились все. Юноши и девушки, 
не достигшие призывного возраста, 
всеми правдами и неправдами стара- 
лись попасть н действующую армию. 
Особенно много школьников боролось 
в тылу врага, в подпольных организа- 


СХ 


циях и партизанских отрядах. Мо- 
лодогвардейцы Краснодона, юные 
разведчики в отрядах Ковпака, Федо- 
роза, Попудренко, герои крымских 
катакомб, сироты, усыновленные 
воинскими частями, — память о них 
навсегда останется в наших сердцах. 

Огромную помощь в те годы наша 
армия нолучила от ученых. С первых 
же дней войны они повсюду переклю- 
чились на разработку проблем, свя- 
занных с укреплением обороны стра- 
ны. Благодаря их усилиям у нашей 
армии появились такие виды оружия, 
которые по своим характеристикам 
намного превосходили оружие вра- 
га, — реактивная артиллерия (+ Катю- 
ши»), танки «Т-34», самолеты «Ил-2»ь, 
«Як-3», «Пе-2», противотанковые ору- 
дия с усовершенствованными снаря- 
дами. Советская наука с честью вы- 
держала суровую проверку войной. 

Советский Союз является главным 
оплотом мира. Благодаря миролюби- 
вой политике нашего народа в Евро- 
пе сорок лет не было никаких войн. 
Борясь за мир, мы твердо помним, 
что его не выпрашивают, а доби- 
ваются. 

Агрессивные империалистические 
силы угрожают нам новой войной. 
Они расходуют колоссальные средст- 
ва на совершенствование оружия мас- 
сового уничтожения и увеличение его 
запасов, пытаются перенести гонку во- 
оружений н космическое пространст- 
во. Но послевоенные годы убедитель- 
но показали, что советские ученые 
вместе со всем народом способны 
решать самые сложные оборонные 


` проблемы и быстро ликвидировать все 


надежды империалистов на военное 
превосходство. Так было с атомным 
и термоядерным оружием, ракетными 
вооружениями, многозарядными бое- 
головками и т. п. Так недавно 
произошло и с крылатыми ракетами. 
В этом залог нашей безопасности и 
безопасности всего человечества. 

Народы мира давно уже ведут ак- 
тивную борьбу против агрессивных 
планов империалистов и в первых ря- 
дах этих борцов мы неизменно видим 
нашу великую Родину. 


о 


№: ИЕ 


40 лет Великой Победы 


Эта статья оказалась последней из тех, ко- 
торые академик И. К. Кикоин готовил для 
нашего журнала. Диктовал он ее, находясь 
в больнице. И в те дни его постоянно ин- 
тересовали дела п публикации «Кванта». 
Он считал необходимым рассказать школь- 
никам о работах ученых-физиков, прове 
денных маканцие ш в0 время войны, ра- 
ботах, целью которых было одно — помочь 
фронту, способствовать нашей победе. Сам 

К. Кикоин был как очевидцем, так 
ы непосредственным участником многих 
из этих работ, в начале 40-х годов он 
возглавил одно из ведущих направлений 
в решении атомной проблемы, став бли- 
жайшим соратником академика НИ. В. Кур- 
чаговд. 


Физики — 


фронту 
Академик [Й. Е. ЕИКОЙН! 


Великая Отечественная война вско- 
лыхнула весь советский народ, в том 
числе и людей, занимающихся нау- 
кой, и, конечно, физиков. Всем понят- 
но, что значительную роль в создании 
современного оружия играет техника, 
основой которой служит физическая 
наука. 

Разумеется, крупные военно-науч- 
ные проблемы решаются заранее, и 
это требует немалого времени. Одна- 
ко некоторые вопросы, связанные с 
усовершенствованием военной техни- 
ки, нужно и можно было решать и 
во время войны, в относительно ко- 
роткие сроки. 

Из крупных разработок, подготов- 
ленных до войны и потребовавших 
нескольких лет, прежде всего следует 
назвать радиолокацию. Сама идея ра- 
днолокации очень проста. Она заклю- 
чается в том, что электромагнит- 
ные волны, достигая металлических 
объектов, отражаются от них, и по 
отраженным волнам можно, по край- 
ней мере принципиально, определить 
положение объекта в любой момент 
времени. Само это явление обнару- 
жил основоположник радиотехники 
А. С. Попов, заметивший, что про- 
ходящие корабли мешали передаче 
радиосигналов. От идеи до техниче- 
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ского ее воплощения лежал огром- 
ный путь, который еще предстояло 
пройти. Дело в Том, что радиовол- 
ны, достигшие поверхности металли- 
ческого объекта, отражаются назад в 
ничтожной степени, потому что часть 
из них поглощается, остальные же 
рассеиваются объектом во все сторо- 
ны. В приемник отраженных радио- 
волн попадает лишь малая часть энер- 
гии, первоначально направленной на 
изучаемый объект, скажем, самолет. 
И вот эту ничтожную часть надо бы- 
ло суметь зарегистрировать. 

Первая попытка технического ре- 
шения этой задачи относится к на- 
чалу тридцатых годов. Затем в те- 
чение нескольких лет техника разви- 
валась, совершенствовалась, и уже 
в 1939 году нашей армией был принят 
на вооружение РУС — радиоулавли- 
ватель самолетов. Вскоре была реше- 
на задача совмещения в одной стан- 


ции источника электромагнитных 
воли и приемника отраженных волн. 
Она была названа РЛС — радиоло- 


кационной станцией, и, насколько мне 
известно, научный приоритет, то есть 
первенство, в ее разработке принадле- 
жит именно советским физикам. 

Нынешние РЛС сильно отличают- 
ся от тех, что применялись в начале 
Великой Отечественной войны, по той 
простой причине, что тогда еще не бы- 
ла разработана полупроводниковая 
техника, все делалось на лампах — 
и генераторы, и приемники. На полу- 
проводниковые системы перешли уже 
во время войны. Такие радиолокато- 
ры можно было уже тогда устанав- 
ливать и на самолетах, а не только 
на земле. Это позволило вести ночной 
бой, то есть «видеть» вражеский са- 
молет в темноте. 

Успешное использование радиоло- 
каторов для обнаружения движущих- 
ся военных объектов — самолетов. 
кораблей и т. д.— сыграло огромную 
роль в военном деле и способствовало 
нашей победе. 

Примерно такая же судьба еложи- 
лась у метода защиты военных кораб- 
лей от вражеских магнитных мин. 
Напомню вкратце саму идею таких 
мин и как можно было от них за- 
щищаться. 

Известно, что Земной шар создает 
вокруг себя магнитное поле. Оно не- 
большое по величине, всего около де- 
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сятитысячной доли теслы. Однако 
его достаточно, чтобы ориентировать 
стрелку компаса по своим силовым 
линиям. Если в этом поле находится 
массивный предмет, например ко- 
рабль, и железа (вернее, стали) в нем 
много, несколько тысяч тонн, то маг- 
нитное поле концентрируется и может 
увеличиться в несколько десятков раз. 

С одной стороны, для навигации с 
использованием компаса в качестве 
указателя направления движения 
корабля это мешает. Корабль иска- 
жает истинное направление земного 
магнитного поля, приходится учи- 
тывать влияние стального корпуса на 
компас. 


Но, с другой стороны, это усилен- 
ное кораблем магнитное поле может 
проявиться и таким образом. Оно спо- 
собво привести в действие какой-ни- 
будь механизм, поворачивающийся 
под влиянием магнитной силы и за- 
мыкающий электрическую цепь. В эту 
цепь можно включить детонатор, по- 
груженный во взрывчатое вещество 
мины. Такие магнитные мины отли- 
чаются от обычных, на которые ко- 
рабль непосредственно натыкается и 
этим вызывает взрыв, тем, что лежат 
на дне моря и взрываются на рас- 
стоянии — под действием лишь маг- 
нитного поля корабля. 


Было известно, что эти мины раз- 
рабатывались во многих странах, и, 
вероятно, находились в распоряже- 
нии военно-морских сил фашистской 
Германии. Задача по борьбе с магнит- 
ными мияами была поставлена за не- 
сколько лет до начала войны в Ленин- 
градском физико-техническом инсти- 
туте. Требовалось +«размагнитить» ко- 
рабли, чтобы ликвидировать усилен- 
ное ими магнитное поле. Каким 
путем? 


На корабле специальным способом 
располагали большие катушки из про- 
водов, по которым пропускался элект- 
рический ток. Он порождал магнитное 
поле, компенсирующее поле корабля, 
то есть поле прямо противоположно- 
го направления. К. началу войны проб- 
лема была научно разрешена, и ее 
надо было перевести на технические 
рельсы, то есть создать такие устрой- 
ства на действующих кораблях совет- 
ского флота. 

Это было очень быстро организо- 
вано. Все боевые корабли подверга- 
лись в портах зантимагнитной» об- 
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работке и выходили в море размаг- 
ниченными. Тем самым были спасе- 
ны многие тысячи жизней наших 
военных моряков. Понятно, что для 
такой работы потребовались знания 
физиков, хорошие физические лабо- 
ратории, что и предопределило ее 
успех. 

Перед войной была решена еще 
одна задача, казалось бы, ие имевшая 
непосредственного отношения к воен- 
ным действиям, однако ее решение 
оказало существенное влияние на 
технику. 

В военное время расходуется очень 
много алюминия — для самолетов, 
меди — для снарядов. Эти материа- 
лы получают электролитическим пу- 
тем. И если их производят в больших 
количествах, то через электролитиче- 
скую ванну проходят токи, достигаю- 
щие десятков тысяч ампер. Так вот, 
на одном из алюминиевых заводов, 
который запускали перед войной, и 
предполагалось использовать такие 
большие токи. Обычный способ изме- 
рения токов шунтами не годился, шун- 
ты были рассчитаны максимум на 
10 тысяч ампер. Чтобы ток можно 
было регулировать, надо было приду- 
мать способ его измерения, не имея 
шунтов. 

Тут без физических знаний нель- 
зя было обойтись. Ясно, что когда по 
проводнику проходит такой большой 
ток, то созданное им магнитное поле 
тоже довольно велико. Измерив поле, 
мы узнаем, како.з ток. К сожалению, 
форма проводов была не цилиндриче- 
ской, это был ряд прямоугольных 
шин, сложенных параллельно. 
И связь магнитного поля с током, 
протекающим по такому проводнику, 
было очень трудно установить, гото- 
вых формул не было. 

Тем не менее физикам удалось про- 
вести расчеты и разработать прибор, 
который сперва на модели, а потом 
непосредственно на заводе позволял 
промерять поле и ток. Таких прибо- 
ров нужно было немного, всего не- 
сколько десятков экземпляров, и их 
изготовили прямо в лаборатории в те- 


‘чение сравнительно неболышого вре- 


мени. 

Перед самым началом войны завод 
был отрегулирован, пущен, впервые 
на нем применяли гигантские токи, 
а продукция его шла на авиазаводы. 
И здесь помощь физиков оказалась 
очень полезной. 


До сих пор речь шла о «заблаго- 
временных» работах. Однако я упоми- 
нал о вопросах, которые можно было 
решать и во время войны. 

Например, на одном из крупных 
уральских заводов, выпускавшем ар- 
тиллерийские снаряды, значительная 
часть продукции браковалась. Снаря- 
ды не должны были разрываться до 
вылета из ствола орудия. Поэтому 
каждый из них проверялся, и если 
имелся хоть маленький дефект, сна- 
ряд браковали: военные приемщики 
действовали по строгим инструкциям. 

Группа уральских физиков, побы- 
вавших на этом заводе, заметила 
сравнительно большие склады с не- 
годной продукцией и заинтересова- 
лась, действительно ли это брак, ко- 
торый может привести к преждевре- 
менному разрыву снарядов. По каким 
признакам велась отбраковка? Ока- 
залось, что на глаз, по внешнему 
виду снаряда. Однако известно, что 
сталь, из которой делали снаряды, 
легко намагничивается, и сколько- 
нибудь значительный дефект может 
быть обнаружен чисто магнитным пу- 
тем. Магнитная характеристика изде- 
лия очень чувствительна ко всяким 
нарушениям его целостности, ств- 
бильности структуры. 


И вот ученые исследовали маг- 
нитные характеристики бракованных 
снарядов и выяснили, что многие по- 
верхностные, видимые глазом дефек- 
ты в толщу снаряда не проходят. Ни- 
какого вреда, никакого уменьшения 
прочности снаряда они не вызывают. 
Предложили вместо внешнего осмотра 
производить отбраковку, пользуясь 
приборами, которые позволяли енять 
своего рода топографию магнитного 
поля снаряда. По этой картине сило- 
вых линий магнитного поля можно 
было судить, есть ли заслуживающие 
внимания дефекты. 

Такие приборы были разработаны, 
и ими стали пользоваться непосредст- 
венно на предприятиях. Этому по- 
могли крупные достижения наших 
физиков, специалистов по магнетизму. 
На заводах, изготовлявших снаряды, 
им были очень благодарны, поскольку 
значительная часть ранее забракован- 
ных снарядов была возвращена н чис- 
ло действующих. Практически уве- 
личение выпуска снарядов произошло 
бесплатно, за счет уменьшения кажу- 
щегося брака. 


Станция дальнего обнаружения РУС-2 {прием- 
ная установка). 


Метод стал широко распростра- 
няться, и сейчас, как вы, наверное, 
слышали, существует специальная 
техническая наука, называемая маг- 
нитной дефектоскопией. Она позво- 
ляет обнаруживать дефекты в готовых 
изделиях по их магнитным харак- 
теристикам. 

Тот же самый принцип — иссле- 
дование магнитного поля стальных 
изделий — был использован на одном 
из уральских заводов, выпускавших 
танковые двигатели. Важнейшая 
часть двигателя — коленчатый вал, 
шейки которого вращаются в под- 
шипниках. Эти шейки должны быть 
очень точно изготовлены. Они дела- 
ются из калёной стали и шлифуются 
на специальных станках. 

Тогда еше не было станков с чис- 
ловым управлением, все делалось 
вручную, и рабочий-шлифовщик ча- 
сто останавливал станок и измерял 
диаметр шейки. Ведь если он снимет 
лишний слой стали, уменьшит раз- 
меры — деталь пойдет в брак. Из-за 
таких частых остановок производи- 
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тельность станка, естественно, исполь- 
зовалась не полностью. 

Уральские физики придумали не- 
плохой способ непрерывного измере- 
ния диаметра шейки без остановки 
шлифовального станка. Для этого 
вблизи обтачиваемой щейки ставился 
небольшой прибор, реагирующий на 
магнитное поле шейки. Оно, разу- 
меется, зависит от расстояния между 
прибором н поверхностью шейки. По 
мере сошлифовывания, уменьшения 
диаметра детали, менялись и пока- 
зания прибора. Нужно было только 
наблюдать за его стрелкой и по до- 
стижении ею определенной метки на 
шкале останавливать станок и .сни- 
мать деталь — всё без промежуточ- 
ных измерений. 

Такие приборы непрерывного дей- 
ствия были установлены в больших 
цехах, где изготовлялись коленчатые 
валы. Производительность шлифо- 
вальных станков резко возросла. Зна- 
чит, увеличилось число выпускаемых 
двигателей и, соответственно, танков. 
Это прямо способствовало росту воен- 
ной техники на полях сражений. Так 
во время войны в течение нескольких 
месяцев была решена очень важная 
задача. 

Еще один пример. Перед знамени- 
той битвой на Курской дуге в 1943 го- 
ду немцы стали выпускать новые ти- 
пы танков — «Пантерыь и «Тигры». 
Это были танки с резко усиленной 
броней, которую обычные снаряды 
пробивали с трудом или вообще не 
пробивали. За несколько месяцев до 
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Линкор «Марат» был первым 
из крупнейших кораблей Во- 
енно-Морского Флота СССР, 
оборудованных размагничи- 
вающей системой. 


битвы нашим войскам удалось захва- 
тить несколько таких танков и уста- 
новить,, насколько прочна их броня. 
Чтобы пробить ее, надо было приду- 
мать снаряды с улучшенными харак- 
теристиками. Эта задача была пору- 
чена нашим металловедам в одном из 
институтов Москвы. 

Хорошо известно, что для увеличе- 
ния твердости стали следует добавить 
в нее вольфрам. Однако он плавится 
при очень высокой температуре, 
обычная технология выплавления та- 
кой стали очень трудна. Организо- 
вать в массовом масштабе выплавку 
вольфрамистой стали было невозмож- 
но, промышленность не была к этому 
подготовлена. И вот сотрудники ин- 
ститута предложили изготовить го- 
ловки снарядов из металлического 
порошка с добавкой порошка вольф- 
рама. Мелкий порошок довольно хо- 
рошо спекается при большой темпе- 
ратуре. С помощью методов порош- 
ковой металлургии такие головки бы- 
ли сделаны, и они оказались необы- 
чайно прочными. 


Испытания, проведенные с новыми 
снарядами, показали, что они с лег- 
костью пробивают самую толстую бро- 
ню +Тигровь и «Пантер». Массовое 
производство снарядов с головками из 
вольфрамистой стали было налажено 
довольно быстро. И когда на Курской 
дуге наши артиллеристы встретились 
с немецкими танками, стало ясно, 
что планы гитлеровского командова- 
ния, связанные с неуязвимостью но- 


вой техники, провалились. Советские 
снаряды «внесли» свой вклад в сокру- 
шительное поражение немецких войск. 

Ну и, конечно, физики не остались 
в стороне от задачи упрочения брони 
наших танков. В Советском Союзе фи- 
зика твердого тела получила широкое 
развитие, особенно в Ленинградском 
физико-техническом институте. Ди- 
ректор ЛФТИ академик А. Ф. Иоффе 
с сотрудниками занимались изуче- 
нием специальных сталей, в том числе 
и таких, из которых делается броня. 

Поэтому неудивительно, что зна- 
ния и опыт этих физиков были ис- 
пользованы во время войны. Броня 
наших танков была в значительной 
степени усилена и отвечала, пожалуй, 
самым высоким требованиям науки 
и техники военного времени. Таким 
образом, специалисты в области физи- 
ки металлов непосредственно участ- 
вовали в создании грозного оружия 
Советской Армии, наших бронетан- 
ковых сил. 

Думаю, что будет интересен корот- 
кий рассказ о сухопутных магнитных 
минах. В начале войны к ученым об- 
ратились представители инженерных 
войск с просьбой выяснить, нельзя ли 
разработать подобную мину не для 
кораблей, а для танков. Танк, конечно, 
весит много меньше корабля, десят- 
ки тонн. Возможно, его магнитное по- 
ле не очень велико. Надо было про- 
верить. 

Эта работа была сделана на Ура- 
ле. Физикам предоставили несколько 
танков. Провели измерения магнитно- 
го поля под ними на разных глубинах. 
Оказалось, что поле довольно замет- 
ное, и можно было попробовать при- 
менить магнитный механизм для под- 
рыва танков. Однако, ставилось важ- 
ное дополнительное требование: сама 
мина должна содержать как можно 
меньше металла. Ведь к тому времени 
уже были разработаны миноискатели. 

Потребовалось придумать  спе- 
циальный сплав для своеобразной 
стрелки «компасаь, замыкающей цепь, 
содержащую небольшую батарейку, 
сплав‚легко намагничивающийся под 
действием поля танка. В результате 
работы суммарное количество метал- 
ла ограничивалось 2—3 граммами 
на одну мину, а магнитик из сплава 
был настолько хорош, что позволял 
подорвать не только танк, но и авто- 
машину. Что уж говорить о паро- 
возах... 
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Памятная доска. установленная в Институте 
физических проблем им. С. И. Вавилова 
АН СССР. 


Нельзя не сказать и о физической 
задаче огромной важности, которую 
решили физики, оставшиеся во время 
блокады в Ленинграде. Как извест- 
но, довольно долго единственным пу- 
тем, связывающим. город со страной, 
была Дорога Жизни, проложенная по 
льду Ладожского озера. Вопрос за- 
ключался в том, можно ли и в каких 
масштабах проводить по дороге грузы 
ранней зимой или весной, когда озеро 
только что замерзло или лед начинал 
подтаивать. Нужно было непосред- 
ственно измерять прочность льда, ука- 
зывать, какой груз он может вы- 
держать. 

Ленинградские физики вместе с 
гидрологами и моряками проделали 
замечательную работу, с блеском ре- 
шив эту задачу. Они нашли способ 
определения прочности ледяного по- 
крова. Прямо на месте, в разных точ- 
ках Ладожского озера днем и ночью 
проводились измерения. Именно ими 
практически руководствовались, вы- 
ясняя, на каком расстоянии, с каким 
грузом должны двигаться машины. 
Без этих указаний было бы много 
аварий, погибло бы много людей, го- 
род недополучил бы продовольствия 
и боеприпасов. Это пример добросо- 
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Фнзино-Техническому Институту 
Академия Ндук СССР 


Управление Военно-Восстаковительных работ Ленинградского 
фронта просит организовать изученые физико-механнческих свойств 
льда Шлиссельбургской губы Ладожского озера в эыму 1942-43 года. 


Цель изучения - хспользовзияе ледяного покрова для пропу- 
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Письмо Управления военно-восстановительных в заградительных работ Ленинградского фронта 
в Физико-технический институт АН СССР об организации изучения свойств льда Ладожского 
озера Эля прокладывания железнодорожной линии. 


вестной и интенсивной работы в слож- 
ных условиях. 

Конечно, можно было бы еще рас- 
сказать о помощи, которую оказали 
физики фронту. Но думаю, что при- 
веденных примеров достаточно, чтобы 
убедительно показать, как ученые со- 
действовали успеху наших вооружен- 
ных сил. 

Трудно в небольшой статье гово- 
рить и о других науках, занятых 
военным делом. Упомяну только, что 
советская школа физико-химиков, воз- 
главляемая академиком Н. Н. Семе- 
новым, долгое время занималась изу- 
чением процессов горения и взрыва. 
Во время войны этим ученым при- 
шлось использовать накопленный ба- 
гаж знаний для прямых военных це- 
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лей, активно способствовать нашей 
исторической победе. 

После войны немцы признали, что 
нащи наука и техника были на высоте 
требований, которые предъявило вре- 
мя. И действительно, советские уче- 
ные, в частности физики, самым непо- 
средственным образом исполнили 
свой патриотический долг помощи 
фронту. 


40 лет Великой Победы 


Математика 

и математики 
в Великой 
Отечественной 
войне 


Академик АН УССР ВБ. В. ГНЕДЕНКО 


Сорок лет прошло со дня победы 
советского народа в Великой Оте- 
чественной войне. Неисчислимые 
жертвы понесла страна во имя неза- 
висимости, свободы и общественных 
идеалов: миллионы погибших ин ра- 
неных, страдания от голода, тысячи 
разрушенных городов и деревень, 
сотни тысяч угнанных на фашистскую 
каторгу. Несмотря ни на что совет- 
ский народ выстоял и победил. 


На защиту Родины 


С первых дней войны математики 
принимали участие в защите страны: 
призывались в армию, записывались 
в народное ополчение, шли на фронт 
добровольцами. В самые тяжелые для 
страны дни они показали себя вер- 
ными сыновьями Родины, способ- 
ными на самопожертвование и гото- 
выми отдать жизнь во имя свобо- 
ды Отчизны. И действительно, мно- 
гие из тех, кто ушел на фронт, не воз- 
вратились и не приступили к своей 
любимой работе. Среди погибших 
было много талантливых математи- 
ков, подававших болыпие надежды, 
способных внести большой вклад 
в прогресс наигих знаний. 

В ту пору я работал в Москов- 
ском университете, был доцентом ка- 
федры теории вероятностей и уче- 
ным секретарем Института матема- 
тики МГУ. Как только стало из- 


вестно с нападении фашистской Гер- 
мании на наше Отечество, всюду на 
заводах и в учреждениях прошли ми- 
тинги, н возникло общенародное дви- 
жение по записи в народное опол- 
чение. На нашем механико-математи- 
ческом факультете в ополчение за- 
писались практически все студенты н 
аспиранты и подавляющее болыьшин- 
ство ассистентов, доцентов и профес- 
соров, в том числе и те, кто по воз- 
расту и состоянию здоровья был осво- 
божден от воинской службы. Позднее 
некоторые ополченцы были вычеркну- 
ты из списков, так как они имели 
профессорские звания или степени 
доктора. В эту категорию попал и я, 
поскольку к тому времени мной была 
защищена докторская диссертация. 
В результате мне пришлось не с ору- 
жием в руках защищать страну, а 
участвовать в создании этого оружия, 
а также в разработке методов рацио- 
нального его использования. 

Большое число математиков, как 
мы уже отмечали, были мобилизова- 
ны или ушли на фронт доброволь- 
цами. Они храбро воевали и честно 
исполняли свой гражданский долг. 
Несомненно, что при этом страна 
потеряла огромное число талантливой 
молодежи, которая могла бы стать 
гордостью отечественной науки. Об 
этом мы можем судить, во-первых, 
по тому, что среди возвратившихся 
после участия в сражениях Вели- 
кой Отечественной войны значитель- 
ное число стало крупными учены- 
ми — профессорами, членами-коррес- 
пондентами и академиками Всесоюз- 
ной и республикаиских академий на- 
ук. Достаточно назвать такие имена 
как академики Ю. В. Линник, Ю. А. 
Митропольский, Г. Г. Черный, Н. П. 
Еругин, О. С. Парасюк, чтобы убе- 
диться в этом. А во-вторых, каждый 
из университетов потерял многих мо- 
лодых ученых, уже сумевших про- 
явить себя и обещавших в будущем 
очень многое, но не вернувшихся с 
войны. Так, Московский университет 
потерял талантливых молодых мате- 
матиков Г. М. Бавли, М. В. Бебуто- 
ва, Н. Б. Веденисова, В. Н. Засухина 
и многих, многих других. Они могли 
бы стать гордостью нашей науки, но 
война прервала м зачеркнула раз- 
витие так славно начатого ими науч- 
ного пути. 
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В народном ополченни: 
бой под Ельней 


Помимо преподавателей, аспиран- 
тов и студентов, получивших мобили- 
зационные извещения уже в первые 
дни войны и попавших в регуляр- 
ные воинские части, механико-мате- 
матический факультет Московского 
университета дал 213 человек в 
8-ю Краснопресненскую дивизию на- 
родного ополчения. Все они были за- 
числены в 975-й артиллерийский полк 
этой дивизии и после короткого обу- 
чения уже в августе заняли оборо- 
нительный рубеж на ржевско-вязем- 
ском направлении. Вместе со всеми 
наши товарищи создавали оборони- 
тельный рубеж: рыли окопы, противо- 
танковые рвы, минные поля, уста- 
навливали орудия. Но на фронте не 
все происходит так, как предполагает 
обороняющийся. В начале октября по- 
ложение на ельнинском направлении 
резко обострилось, поскольку немцы 
сосредоточили здесь большие свежие 
силы и начали наступательную опе- 
рацию. В связи с этим командова- 
ние фронтом передало 8-ю Краено- 
пресненскую дивизию из 32-й в 24-ю 
армию и срочно перебросило ее с под- 
готовленных позиций в район деревни 
Уварово, расположенной несколько 
южнее Ельни. К сожалению, подго- 
товленных позиций там не оказалось 
и пришлось задерживать врага бук- 
вально «с марша». Дивизия выпол- 
нила боевую задачу: она задержала 
врага на несколько дней и тем са- 
мым оказала значительную помощь 
обороне Москвы. По сохранившимся 
сведениям это сражение дорого обо- 
шлось оккупантам: около 45 тысяч 
солдат и офицеров они потеряли под 
Ельней в результате стойкой оборо- 
ны советских солдат. Но и мы запла- 
тили за это дорогую цену: около 
трети ополченцев 8-ой дивизии погиб- 
ли в этих боях. Среди них были 
аспиранты или уже защитившие дис- 
сертации А. И. Герчиков, М. Е. Гле- 
зерман, В. Н. Засухин, И. Р. Лепе- 
хин, Х. М. Милыштейн, С. С. Куда- 
шев, С. Я. Карнов, А. Т. Павлов, 
М. И. Песин и ряд других. Трудно 
переоценить тяжесть этой потери для 
страны и для советской науки, а 
нам, преподавателям факультета, 
знавшим их лично, ценившим их спо- 
собности и увлеченность наукой, эта 
потеря особенно горька. 
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Академик и директор Института 
механики МГУ Г. Г. Черный расска- 
зывал, что 975-й артиллерийский 
полк 5 октября отбивал ожесточен- 
ные атаки наседавшего со всех сто- 
рон противника. Одно за другим 
выходили из строя орудия. Когда 
был отдан приказ об отходе на но- 
вую позицию, из них осталось лишь 
шесть. Отходить к лесу пришлось 
по открытому полю под огнем про- 
тивника; еце четыре орудия были 
выведены из строя. Расчеты оставших- 
ся двух орудий изготовились к бою, 
а пехота залегла рядом, на опушке, 
в наспех вырытых окопчиках. В это 
время разведка донесла, что вблизи 
от леса движется большая колонна 
противника — машины с солдатами, 
самоходные орудия, минометы, бое- 
припасы. Было принято немедлен- 
ное решение — атаковать наличными 
средствами беспечного противника. 
Наводчиком одного из орудий был 
Г. Г. Черный, другого — также мех- 
матовец И. Степанов. Тщательное 
прицеливание, залп и оба снаряда 
разорвались в колонне. Дальше бе- 
шеный огонь по противнику, разби- 
тые машины, мотоциклы, уничто- 
женные солдаты. Однако растерян- 
ность врага прошла, и в ответ по- 
летели снаряды и мины. Дуэль 
длилась до тех пор, пока у наших 
оставались снаряды. 


Медсестры, летчицы 
и артиллеристы 


Многие студентки после прохожде- 
ния двухмесячных курсов медсестер 
были направлены в госпитали, мед- 
санбаты и непосредственно на пере- 
довую. Кроме того, студентки универ- 
ситета откликнулись на призыв из- 
вестной летчицы Героя Советского 
Союза Марины Расковой и стали 
штурманами и летчицами, в част- 
ности, 46-го гвардейского полка ноч- 
ных бомбардировщиков. Летали эти 
летчицы на тихоходном и незащи- 
щенном от огня самолете ‹«У-2», но 
наносили противнику весьма значи- 
тельный ущерб. Пяти летчицам вы- 
пускницам мехмата было присвоено 
звание Героя Советского Союза. Вот их 
имена: Е. Руднева, Е. Пасько, Р. Га- 
шева, А. Зубкова, Е. Рябова. Еще три 
выпускника факультета были Героя- 
ми Советского Союза — Г. Барыков, 
Г. Волохов, Л. Ратушная. 


Герой Советского Союза Бка- 
терина Рябова перед боевым 
вылетом. 


Добровольцем пошел в Армию и 
профессор А. А. Ляпунов и, как мно- 
гие мехматовцы, стал артиллерий- 
ским офицером. Он не только храбро 
воевал, но и вносил много ценного 
в правила стрельбы. Но здесь он ис- 
пользовал свой опыт математика, ко- 
торому свойственно искать самые 
лучшие решения. Его предложения 
позволили увеличить эффективность 
стрельбы. За работы в области кибер- 
нетики, теории множеств и програм- 
мирования А. А. Ляпунов уже после 
войны был избран член-корреспонден- 
том АН СССР. 

Математики нашей страны в период 
тягчайших испытаний проявили себя 
как подлинные патриоты, проявляли 
величайшее мужество, были храбры- 
ми и расчетливыми воинами. 


Математические задачи — 
для фронта 


Мы должны преклоняться перед вы- 
держкой, самоотверженностью и вер- 
ностью Отчизне, которую проявля- 
ли математики-воины. Однако нельзя 
забывать и о другом вкладе мате- 
матиков в победу советского народа 
над сильным и коварным врагом. Этот 
вклад состоит в использовании тех 
специфических знаний н умений, ко- 
торыми обладают математики. Зна- 
чение этого фактора особенно важ- 
но Е наши дни, когда война стала, в 
первую очередь, соревнованием ра- 
зума, изобретательности ци точного 
расчета. Дело в том, что для воен- 
ных действий привлекаются все до- 
стижения естествознания, а вместе с 
ними и математика во всех ее прояв- 
лениях. Создание атомного и ракет- 
ного оружия потребовало не только 


использования физических законов, 


но и обширных математических 
расчетов, создания новых математи- 
ческих моделей и даже новых вет- 
вей математики. Без таких предва- 
рительных математических исследо- 
ваний не создается ни одна техни- 
ческая система и, чем она сложнее, 
тем разнообразнее и шире ее мате- 
матический аппарат. Для примера, 
крейсер представляет собой такую 
сложную техническую систему. Преж- 
де чем начать его постройку, необ- 
ходимо выявить геометрические обво- 
ды корпуса судна, чтобы при движе- 
нии не создавались дополнительные 
сопротивления и чтобы одновременно 
он был послушен управляющим воз- 
действиям руля. Предварительно не- 
обходимо обеспечить живучесть ко- 
рабля, надежность его управления, 
рассчитать влияние на остойчивость 
расположения различного рода 
масс — машин, орудий, торпедных 
аппаратов ин пр. Но и этого мало — 
требуется обеспечить связь со всеми 
боевыми единицами корабля, то есть 
создать эффективную систему управ- 
ления кораблем н его оружием. 

Мы перечислили лишь ничтожную 
долю тех задач, которые должен ре- 
шить математик, прежде чем корабль 
можно начать строить. Но серьезные 
задачи необходимо решать и в период 
его эксплуатации — штурманские 
расчеты, расчеты стрельб и т. д. 


Совершенствование военной 
техники 


В период Великой Отечественной 
войны техника была разнообразной и 
сложной. Она также требовала широ- 
кого использования математических 
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Академик М. А. Лаврентьев 
за изучением пробивного дей- 
ствия взрывчатых вещеста 
(1944 2.). 


расчетов для ее изготовления и эксп- 
луатации. Увеличение скорости поле- 
та самолетов требовало не только по- 
вышения мощности двигателей, но и 
выбора оптимального профиля фюзе- 
ляжа и крыльев, я также решения 
многих других вопросов. В России 
над этими вопросами еще с прошло- 
го века работал ряд ученых и в пер- 
вую очередь Н. Е. Жуковский (1847 — 
1921), названный В..И. Лениным от- 
цом русской авиации. Он закономер- 
но считается основоположником но- 
вой математической науки — азро- 
динамики, в которой ему удалось 
создать ряд сильных методов иссле- 
дования и решить многочисленные 
актуальные задачи, основать боль- 
игую научную школу, состоящую из 
ближайших учеников по университету 
и старейшему высшему техническому 
заведению Москвы — Московскому 
высшему техническому училищу. Жу- 
ковский заложил основы Военно- 
воздушной академии, получившей 
впоследствии его имя, а также Цент- 
ральный аэрогидродинамический ин- 
ститут. Это научное учреждение дол- 
гие годы работало под руководством 
одного из ближайших учеников и 
сотрудников Н. Е. Жуковского — 
С. А. Чаплыгина (1869—1942) и объ- 
единила многих выдающихся иссле- 
дователей — М. В. Келдыша (1911— 
3978), В. В. Голубева (1884—1954), 
М. А. Лаврентьева (1900—1980) и др. 
Теоретический отдел разрабатывал 
многие важные проблемы, в том числе 
и для военной авиации. Многие из 
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этих разработок пригодились и были 
широко использованы для создания 
новых систем истребителей, штурмо- 
виков и бомбардировщиков, обладав- 
ших повышенной маневренностью, 
скоростью, надежностью. 

Большое значение получили теории 
двух явлений — штопора и шимми 
(или флаттера), представлявших в ту 
пору основную опасность для авиато- 
ров. Как правило, самолет, попав- 
ший в состояние штопора или шимми 
(особые вибрации самолета. приво- 
дившие к его разрушению) уже не 
могли из него выйти. Теорию этих 
явлений создал М. В. Келдыш (впо- 
следствии президент Академии наук 
СССР, главный теоретик космонавти- 
ки). Однако он пошел дальше и на 
основании теории сделал заключе- 
ния о том, как устранять эти явле- 
ния. В результате практика полетов 
получила надежное средство для 
борьбы г шимми и штопором и за 
все время войны практически не бы- 
ло в нашей авиации гибели само- 
летов и летчиков по.этим причинам. 
Переоценить результаты этих исследо- 
ваний невозможно, поскольку они 
помогли не только сохранить 
жизнь летчиков и самолеты, но и 
позволили летать на больших ско- 
ростях. 


Теория стрельбы 


Традиционная область деятельно- 
сти ученых нашей страны — ис- 
следование артиллерийских систем. 


Этим занимались М. В. Остроград- 
ский (1801—1862) и П. Л. Чебы- 
шёв (1821—1894), и последующие по- 
коления ученых. Проблемы пристрел- 
ки, разработанные еще в ХХ веке 
в связи с появлением новых типов 
артиллерии потребовали в период 
Великой Отечественной войны до- 
полнительных исследований и состав- 
ления таблиц. Стрельба с самолета 
по самолету и по наземным целям 
также привела к математическим за- 
дачам, которые нужно было срочно 
решить. Ими занимались упорно как 
специалисты в области артиллерии, 
так и математики. Проблемы бом- 
бометания привели к необходимости 
составления таблиц, позволяющих 
находить оптимальное время для 
сброса бомб на цель, область, кото- 
рую накроет бомбовой удар. Такие 
таблицы были составлены еще до на- 
чала войны, но для самолетов, об- 
ладающих большими скоростями. 
Во время войны выявилась полез- 
ная возможность использования ти- 
хоходных учебных самолетов для 
ночных бомбежек. Были созданы 
специальные полки ночных бомбарди- 
ровщиков, но для них не было сво- 
евременно создано таблиц бомбомета- 
ния. Возникла срочная задача про- 
изводства соответствующих расчетов. 
Таблицы были созданы и они оказали 
несомненную помощь нашим летчи- 
кам и летчицам. 


Интересная задача возникла у мо- 
ряков в связи с желанием увеличить 
вероятность попадания в цель при 
торпедном залпе. Возникла идея за 
счет искусственного рассеивания уве- 
личить эту вероятность. Этой зада- 
чей занялся один из крупнейших на- 
ших математиков академик А. Н. Кол- 
могоров. Ему удалось найти полное 
решение задачи и довести его до 
практического использования. Не- 
сомиенно, что какую-то долю успе- 
хов наших моряков следует отнести 
и на счет этой решенной Колмого- 
ровым задачи. Позднее его выводы 
были перенесены и на проблемы, 
связанные со стрельбой зенитной ар- 
тиллерии по самолетам. Вообще нуж- 
но сказать, что актуальная математи- 
ческая задача, решенная в одной 
практической ситуации, очень быстро 
находит и другие применения, порой 
очень далекие от первоначального 
направления исследований. 


Статистический контроль 
в военном производстве 


Имеется еще один аспект работы 
советских математиков на помощь 
фронту, о котором нельзя умалчи- 
вать — это работа по организации 
производственного процесса, направ- 
ленная на повышение производитель- 
ности труда и на улучшение каче- 
ства продукции. Здесь мы столкну- 
лись с огромным числом проблем, 
которые по самому их существу нуж- 
дались в математических методах ив 
усилиях математиков. Мы затронем 
здесь лишь одну проблему, получив- 
шую наименование контроля качества 
массовой промышленной продукции 
и управления качеством в процессе 
производства. Эта проблема со всей 
остротой возникла перед промыш- 
ленностью уже в первые дни войны, 
поскольку прошла массовая мобили- 
зация и квалифицированные рабочие 
стали солдатами... Им на смену приш- 
ли женщины и подростки без квали- 
фикации и рабочего опыта. 

Я вспоминаю такой случай: мне 
пришлось быть на одном из прибо- 
ростроительных заводов в Свердлов- 
ске. Он изготовлял крайне необхо- 
димые приборы для авиации и ар- 
тиллерии. У станков я увидел прак- 
тически только подростков 13— 
15 лет. Увидел я также огромные 
кучи бракованных деталей. Сопро- 
вождавший меня мастер пояснил, что 
эти детали выходят за пределы до- 
пуска и поэтому непригодны для 
сборки. А вот если бы удалось 
собрать из этих «запоротыхь» деталей 
пригодные приборы, мы бы смогли 
сразу же удовлетворить потребности 
на месяц вперед. 

Слова мастера не давали мне по- 
коя. В результате общения с инжене- 
рами завода родилась мысль разбить 
детали на 6 групп по размерам, 
которые уже было бы возможно со- 
прягать между собой. В шестую груп- 
пу входили детали совершенно не- 
пригодные для сборки. Исследования 
показали, что так собранные прибо- 
ры оказались вполне пригодными для 
дела. Они обладали одним недостат- 
ком: если какая-либо деталь выходи- 
ла из строя, то ее можно было за- 
менять лишь деталью той же груп- 
пы, из деталей которой собран при- 
бор. Но в ту пору ин для тех це- 
лей, для которых были предназначе- 
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ны приборы, можно было обойтись 
заменой приборов, а не деталей. Нам 
удалось успешно использовать чзава- 
лы» испорченных подростками де- 
талей. 

Задача контроля качества изготов- 
ленной продукции состоит в следую- 
щем. Пусть изготовлено М изделий, 
они должны удовлетворять некото- 
рым требованиям. Скажем, снаряды 
должны быть определенного диамет- 
ра, не выходящего за пределы от- 
резка ([2,. О.], иначе они будут не- 
пригодны для стрельбы. Они должны 
обладать определенной кучностью при 
стрельбе, иначе будут затруднения 
при стрельбе по цели. И если с пер- 
вой задачей справиться легко — нуж- 
но замерить диаметры изготовленных 
снарядов и отобрать те из них, 
которые не удовлетворяют требова- 
ниям, то с другим требованием поло- 
жение значительно сложнее. Действи- 
тельно, чтобы проверить кучность 
стрельбы, необходимо провести 
стрельбы. А что же останется после 
иснытаний? Испытания нужно произ- 
вести так, чтобы подавляющая часть 
продукции осталась пригодной для 
дальнейшего использования. Мы стол- 
кнулись с основным требованием: по 
испытанию малой части изделий на- 
учиться судить о качестве всей пар- 
тии. Методы, которые были для этой 
цели предложены, получили название 
статистических. Их теория берет свое 
начало с одной работы 1848 года 
академика М. В. Остроградского. 
Позднее этой задачей занимались 
профессор В. И. Романовский (1879— 
1954) в Ташкенте и его ученики. Во 
время войны их совершенствованием 
занялся А. Н. Колмогоров и его уче- 
ники. 


Задача, о которой только что было 
рассказано, обладает одним дефектом 
в самой ее постановке: партия про- 
дукции уже изготовлена и нужно 
сказать, можно ее принять или же 
следует ее отвергнуть? Но, спраши- 
вается, зачем же изготовлять пар- 
тию, чтобы ее затем браковать? 
Нельзя ли так организовать произ- 
водственный процесс, чтобы уже при 
изготовлении поставить заслон для 
изготовления некачественной про- 
дукции? Такие методы были предло- 
жены и.получили название статисти- 
ческих методов текущего контроля. 
Время от времени со станка берутся 
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несколько (скажем пять) только что 
изготовленных изделий и замеряются 
параметры их качества. Если все эти 
параметры находятся в допустимых 
пределах, то производственный .про- 
цесс продолжается, если же хотя бы 
одно изделие выходит за пределы до- 
пуска, то подается сигнал о необ- 
ходимой переналадке станка или о 


‚смене режущего инструмента. Какое 


отклонение параметра от номинала 
допустимо, чтобы вся партия была 
изготовлена качественно? Это требует 
специальных расчетов. | 
После окончания войны выясни- 
лось, что аналогичные исследования 
проводили математики США. Они 
подсчитали, что результаты их рабо- 
ты принесли за годы войны стране 
миллиардную экономию. То же самое 
можно сказать и о работах советских 
математиков и инженеров. 


* * * 


До сих пор нет сводного труда, 
который бы показал как много ма- 
тематики дали фронту для победы, 
как их исследования помогали совер- 
шенствовать оружие, которое исполь- 
зовали воины в боях”). Этот пробел 
следует восполнить как можно быст- 
рее, поскольку многих из тех, кто это 
делал, уже нет в живых, поскольку 
человеческая память несовершенна и 
многое забывается. А нам никак нель- 
зя забывать о том, что подвиг на- 
рода в Великой Отечественной войне 
не ограничивается только славными 
делами фронтовиков, что основы побе- 
ды ковались и в тылу, где руками 
рабочих и их разумом, руками и ра- 
зумом инженеров и ученых создава- 
лась и совершенствовалась военная 
техника. Нельзя нам забывать и то- 
го, что по многим параметрам к 
концу войны наши танки, самолеты, 
артиллерийские орудия стали со- 
вершеннее тех, которые противопо- 
ставлял нам враг. Нельзя забывать, 
что в конце войны мы вынуждены 
были вплотную заняться созданием 
собственного атомного оружия, а для 
этого пришлось объединить интеллек- 
туальные усилия физиков, химиков, 
технологов, математиков, металлур- 
гов и самостоятельно пройти тот путь, 


*) Есть. однако. книга на более общую тему 
(см. [3])- 


который уже был пройден СИТА и их 
западными союзниками. Мы его про- 
шли сами, тогда как в США рабо- 
тали лучшие ученые со всей Евро- 
пы — Англии, Франции, Италии, 
Дании, Германии (эмигранты), Поль- 
ши, Венгрии и, конечно, самих Со- 
единенных Штатов Америки, 

Со времени Победы прошло сорок 
лет. Советские математики многое да- 
ли восстановлению и развитию народ- 
ного хозяйства, а также прогрессу 
теоретической математики. К, сожале- 
нию, и теперь положение в мире 
таково, что страна, а вместе с ней 
и математики, вынуждены уделять 
внимание разработке проблем оборо- 


ны. Однако это не самоцель, а вы- 
нужденная необходимость. Каждый 
же из нас мечтает о том времени, 
когда человечество забудет о войнах 
и о подготовке к ним. 
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Дипломом и значком журнала «Квант» 


По математике 

Н. АГАЗАРЯН — Ереван, ФМШ № 1 при ЕрГУ, 
Я кл. 

Р. АЛЕКСЕЕВ — Ленинград, ФМШ № 45 при 
ЛГУ, 10 кл. 

Я. АЛИЕВ — Баку. ФМШ № 1, 10 к`. 

А. БАРАБАШ — Киев. с. ш. № 145, 10 кл. 
А. БАТЫРЕВ — Москва, с. ш1. № 57, 10 кл. 
Р. ВИДГОЛ — Баку, с. ш. М 175, 9 кл. 
Г. ГАЗАРЯН — Ереван, ФМШ № 1 при ЕрГУ, 
9 кл. 

8. ГОРОДНИЦКИИ — Днепропетровск, с. 1. 
№ 43, 10 вл. 

Н. ГРИГОРЬЕВА — Андропов, с. ш. № 33, 9 кл. 
Л. ИВАНОВ — Москва, ФМШ № 18 при МГУ, 
10 кл. 

П. КИРИЛИН — Дубна, с. ш. № 10, 10 кл. 
А. КИСЕЛЕВ — Ленинград, с. ш. № 30, 9 кл. 
С. КЯРАС — Молетай, с. ш. № 2, 10 кл. 
С. МИНАЕВ — Свердловск, с. ш. № 9, 10 кл. 
В. ПОРОШИН — Ленинград, с. ш. № 239, 9 кл. 


Т. РАДЬКО — Корсунь-Шевченковский, с. 1. 
№ 4, 9 кл. 

Е. РОМАНОВ — Димитровград, с. и1., № 25, 
10 кл. 

С. СТАРЦЕВ — Уфа, с. зи. № 11, 10 кл. 

В. СУДАКОВ — Тбилиси. ФМШ им. В. М. Ко- 
марова, 9 кл. 

М. ТЕЙТЕЛЬ — Киев, с. ш. № 148, 10 кл. 
А. ЧЕРЕВАТЫЙ — Кисв, ФМИТ № 2 при КГУ, 
$ кл. 

С. ШЕЙНИН — Молодечно, с. ш. № Т, 9 кл. 


По физике 

В. БАРЗЫКИН — п. Черноголовка Москов- 
ской обл., с. м. № 82. 10 кл. 

О. ВАСИЛЬЕВ — Алма.Ата, РОФМШ, 10 кл. 
И. ГАВРИК — Часов-Яр, с. ш. № 11. \0 кл. 
В. ГАЛУХИН — Рязань, с. иг. № 14, 10 кл. 
В. ГУСЕВ — Красноярск, ©. ш. № 3, 10 кл. 
И. КАЛИНОВСКИЙ — Киев, с. 1. № 145, 19 кл. 
А. КЛИМАЧЕВ — Минск, с. ш. № 116. 10 кл. 
С. МАШКЕВИЧ — Киев, с. ш. № 145, 19 кл. 
К. МОСЕЙЧЕВ — Зеленоград. с. щ. № 609, 
10 кл. 

С. МЯГЧИЛОВ — Свердловск, с. ш. № 16, 9 кл. 
С. НИКОНЕНКО — Киев, с. ш. № 145. 10 кл. 
А. ПЕРЕПЕЛИЧНЫЙ — Киев. ФМШ № 2 при 
КГУ, 10 кл. 

Ю. РЫБАЛОЧКА — Киев, ФМШ № # при КГУ, 
В кл. 

А. СОМОВ — Киев, с. ш. № 206, 9 кл. 

Г. СПИВАК — Киев, с. ш. № 206, 10 кл. 
В. ТАРТАКОВСКИЙ — Киев, с. ш. № 145, 
10 кл. 

И. ТЕРЕЗ -—— Симферополь, с. ш. № Т. 9 кл. 
А. УМНОВ `— Миасс, с. ш. № 6, 10 кл. 

Л. ФЕЛЬДМАН — Саратов. с. ш. № 13, 10 кл, 
В. ФУРМАН — Ташкент, с. ш. № 19, 10 кл. 
Г. ШВЕЦ -- Киев, с. ш. № 145, 9 кл. 
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Свидание. 
с кометой 


Доктор 
физико-математических 
наук 

Л. С. МАРОЧНИК 


Вступление от редакции 


В июльском номере нашо- 
го журнала за 1982 год была 
опубликовала статья Л. С. Ма- 
рочинка «Кометы. В ней рас- 
сказывалось о том, что пред- 
ставляют собон кометы, что 
в физике комет ясно и что не 
ясно па сегодияшний день, 
чем интересны для ученых 
кометы, иа какие вопросы 
они, по миению исследовате- 
лей, могут дать ответы. 

В той статье была расска- 
зана «биография» одной из 
самых знаменитых комет — 
кометы Галлея; биография до- 
вольно драматическая, с мей 
связаны имена многих заме- 
чательных ученых. Там же 
говорнлось о проектах экепе- 
диций к комете Галлея, о том, 
какие научные цели будут 
преслеловать эти экспедиции. 

Тогда, в 1982 году, все 
еще было впереди — н стар- 
ты, и встречи космических 
мнссионеров со знаменитой 
кометой. Сегодня до встреч 
еще далеко — оии произон- 
дут в марте 1986 года, а вот. 
первый старт уже состоялся. 
Две советские космические 
станции «Вега-|» н *«Вега-2» 
успешно стартовали 15 и 
21 декабря 1984 года. Назва- 
ние станций (как и название 
всего проекта) — «Вега» — 
это сокращение от полного 
названия Международной 
экспедиции «Вепера — коме- 
та Галлея». В проекте «Вега» 
участвуют Австрия, Нарол- 
ная Республика Болгария, 
Германекая Демократическая 
Реслублика, Венгерская На- 
родиая Республика, Польская 
Народная Республика, Фран- 
ция, СССР, Чехословацкая 
Социалистнческая Республи- 
ка. Общество имени Макса 
Планка (ФРГ). Проект «Вега» 
предусматривает совмещение 
исследований Веперы и коме- 
ты Галлея. 

В серии оБиблнотечка 
«Кваит» готовнтся к печати 
книга «Свидание с коме- 
той». Ниже мы публикуем 
небольшие отрыяки из этой 
кингн, подготовленные ее ав- 
.ором, Л. С. Марочником, 
для читателей «Кванта». 


1. Выбор цели 


Итак, мы стартуем к комете Галлея. 
Прежде всего, почему именно к ней? 
Очевидно, готовить экспедиции нужно 
заранее — это многолетняя трудоем- 
кая работа; но заранее можно гото- 
виться только к встрече с какой-либо 
знакомой кометой, периодичность по- 
явления которой изучена. Естествен- 
но, это — короткопериодические ко- 
меты. С другой стороны, с точки зре- 
ния физических интересов ясно, что 
комета должна быть активной — яр- 
кой, с бурным выделением газов, 
«пышнымь хвостом, развитой атмо- 
сферой, «серьезной» ионосферой и т. п. 
Активными бывают, как правило, 
молодые кометы, впервые подлетаю- 
щие к Солнцу, но такие «небесные 
гостьи», внезапно появляясь в поле 
зрения, стремительно проносятся че- 
рез перигелий и вновь уходят в «не- 
бытие». Подготовить космический 
аппарат и запустить сго навстречу 
такой комете невозможно. (В лермон- 
товском «Демоне»ь есть строчки о том, 
как 

«...бегущая комета 

Улыбкой ласковой привета 

Любила поменяться с ним...» 

Это как раз та самая ситуация — ни- 
чего, кроме ‹привета», ни космиче- 
ский аппарат, ни комета не успеют 
передать друг другу.) 

Поэтому все-таки приходится ори- 
ентироваться на короткопериодиче- 
ские кометы. Но такие кометы, как 
правило, не слишком активны — 
часто проходя вблизи Солнца в тече- 
ние своей «жизни», они теряют лету- 
чие вещества и схановятся малоинте- 
ресными, свидания с ними не вызы- 
вают особого энтузиазма. 


Взаимная ориентация орбит 
планет м кометы Галален. 
В июне 1955 года. когда «Ве: 
га» встретится с Венерой. ко- 
мета будет между орбитами 
Юпитера в Сатурна. 


Перагели» 1986 


Комета Галлея в этом смысле яв- 
ляётся исключительной. Несмотря на 
то, что ее появления вблизи Солнца 
регистрируются человечеством уже 
более 2000 лет, а в действительности 
на своей нынешней (или близкой к ны- 
нешней) орбите она пребывает, воз- 
можно, более 100 тысяч лет, эта коме- 
та продолжает оставаться весьма ак- 
тивной. Трудно сказать, в чем сек- 
рет ее молодости, но, может быть, мы 
узнаем это после первого свидания. 


2. Дороги, которые мы выбираем 


Проект «Вега» возник потому, что 
его автор — известный советский фи- 
зик академик Р. 3. Сагдеев — обратил 
внимание на удачное расположение 
Венеры в эпоху прохождения кометой 
Галлея ее перигелия. Положение Вене- 
ры случайно оказалось таким, что воз- 
никла возможность совместить, образ- 
но говоря, «приятное с полезным». 
В декабре 1984 года в СССР планиро- 
вался запуск автоматических стан- 
ций в сторону Венеры. Но оказалось, 
что небольшого маневра в поле тяго- 
тения Венеры могло бы хватить на то, 
чтобы направить станцию, выполнив- 
шую свои исследовательские «венери- 
анские задачиь, к комете Галлея. Рас- 
четы показали, что идея осуществима, 
и проект «Венера — комета Галлея» 
обрел жизнь. 

Обратимся теперь к «дорогам, ко- 
торые мы выбираемь. На языке науки 
речь идет о стратегии выбора траек- 
тории полета космических апнаратов 
к комете Галлея. Стратегия эта опре- 
деляется современным уровнем воз- 
можностей космической техники. Де- 
ло в том, что Земля летит по своей 
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гелиоцентрической орбите со ско- 
ростью около 30 км/с. Стартовые ско- 
рости, которые при современном уров- 
не техники могут быть сообщены кос- 
мическому аппарату, находящемуся 
на орбите спутника Земли, — порядка 
3—5 км/с. Такие малые по отношению 
к орбитальной скорости Земли старто- 
вые скорости не позволяют организо- 
вать встречу с кем бы то ни было дале- 
ко от плоскости эклиптики. Это об- 
стоятельство определяет время запус- 
ка аппаратов к Венере и момент нача- 
ла гравитационного маневра, направ- 
ляющего аппарат от Венеры к комете. 
Венера вращается вокруг Солнца 
быстрее Земли в 1,6 раза. Поэтому 
«догнать» Венеру космический аппа- 
рат, запущенный с Земли, не в состоя- 
нии. Его надо запускать в тот пе- 
риод, когда Венера начинает +дого- 
нять» Землю в своем гелиоцентриче- 
ском вращении. Отсюда возникают 
«окна» запуска на Венеру длитель- 
ностью в две недели. «Внутри» этих 
двух недель нужно оптимально вы- 
брать дату пуска, чтобы космический 
аппарат подошел к Венере как раз 
в нужный момент и мог снова зстар- 
товать» — Теперь уже к комете. 


Плоскость орбиты кометы Галлея 
наклонена к плоскости эклиптики под 
углом 18°. Понятно, что встречи воз- 
можны лишь вблизи узлов орбиты ко- 
меты — восходящего, где она подни- 
мается из-под плоскости эклиптики и 
переходит в северное полушарие неба, 
или нисходящего, где она снова ухо- 
дит после прохождения перигелия под 
плоскость эклиптики в южное полу- 
шарие. Таким образом, точки встречи 
с кометой Галлея определяются сразу 
же, так как уровень современной 
космической техники не допускает 
других решений этой задачи. Таких 
точек, однако, две, и следующий воп- 
рос заключается в том, какую из них 
выбрать. 

Из чего следует исходить при реше- 
нии этого вопроса? Успех физических 
экспериментов зависит от степени ак- 
тивности кометы в момент встречи. 


Наблюдения кометы Галлея в 1910 го- 


ду выявили некую, присущую именно 
этой комете, особенность: после про- 
хождения перигелия она стала намно- 
го активнее, чем при подлете к нему. 
Это обстоятельство является сильным 
аргументом в пользу того, чтобы на- 
править кометную миссию в нисходя- 


18 


Плоскость 


орбиты 


Лезьгельй 
В Весходящий 
‹ зол 


Плоскость 
Эклийтики 


Некоторые элементы орбиты. плоскость кото- 
рой не совпадает г плоскостью эклиптики. 


щий узел орбиты. Но есть к другие 
моменты, которые нужно учитывать, 
свои рго и соп4та. 


3. «Сценарий» экспедиции ‹Вега» 


В Институте космических исследо- 
ваний АН СССР были выполнены 
на компьютере расчеты оптимальных 
траекторий полета в восходящий и 
нисходящий узлы орбиты кометы Гал- 
лея. Проанализировав расчетные дан- 
ные, советские специалисты останови- 
лись на следующем сценарии экспе- 
диции. 

В конце декабря 1984 года с не- 
большим интервалом стартуют две 
станции (для обеспечения. надежно- 
сти). Их программы идентичны, поэто- 
му дальше мы будем говорить об од- 
ной (любой) из них. Станция летит 
к Венере так, чтобы встретиться с ней 
(июнь, 1985) на втором полувитке 
своей эллиптической гелиоцентриче- 
ской орбиты. За двое суток до подлета 
к Венере происходит разделение стан- 
ции на спускаемый (СА) и пролет- 
ный (ПА) аппараты. Спускаемый ап- 
парат входит в атмосферу Венеры и 
совершает посадку на ее поверхность. 
Пролетный аппарат совершает грави- 
тационный маневр в поле тяготения. 
Венеры и направляется на встречу 
с кометой Галлея. В процессе полета 
к комете двигатель пролетного аппа- 
рата будет включаться несколько раз, 
так как нужно будет провести не- 
сколько коррекций траектории по ме- 
ре уточнения элементов орбиты коме- 
ты при ее приближении к Солнцу. 

Вот некоторые «узловые» моменты 
и количественные данные сценария 
полета по проекту «Вега». 


Старт с Земли: 15 и 21 декабря 1984 года. 

Коррекции траектории на трассе Земля — 
Венера. 

Встреча с Венерой: середина июня 1985 го- 
да; расстояние Земля — Венера в это вре- 
мя — около 103 млн. км. 

Продолжительность полета п Венере — 
приблизительно 115—180 суток. 

Коррекция траектории ПА на трассе Ве- 
нера — комета Галлея. 

Встреча с кометой: первая половина марта 
1986 года; расстояние до Землн от точки встре- 
чи ПА с кометой — около 118 млн. км. 

Относительная скорость сближения ПА с ко- 
метой при встрече — 78 км/с. 

Общая продолжительность полета к ко- 
мете — оконо 450 суток. 


Положения основных ‹действую- 
щих лиць этого сценария в разные 
моменты показаны на рисунке на вто- 
рой странице обложки этого номера 
журнала. 


4. Свидание с Венерой 


Так же как «театр начинается с ве- 
шалки»ь, +Вега» начинается с Венеры. 
Поэтому разговор о сценарии проек- 
та без хотя бы краткого описания 
подлета к Венере и предполагаемых 
исследований этой планеты невозмо- 
жен. 

К тому моменту, как вы будете чи- 
тать эти строки, бблышая часть зпер- 
вого акта » ‘сценария уже будет позади. 
Многоступенчатая ракета-носитель 
вывела космическую стаицию вместе 
с так называемой разгонной ступенью 
на орбиту искусственного спутника 
Земли. На первом витке орбиты вклю- 
чилась разгонная ступень, и станция 
перешла на траекторию полета к Ве- 
нере. 

За двое суток до подлета к планете, 
как уже говорилось, «Вега» разделя- 
ется на спускаемый аппарат и про- 
летный аппарат. При движении в ат- 
мосфере Вснеры от спускаемого аппа- 
рата отделяется аэростатный зонд. Со- 
гласно научной программе зонд дол- 
жен дрейфовать в атмосфере и переда- 
вать на Землю информацию о ско- 
рости венерианских атмосферных те- 
чений, температуре, давлении и дру- 
гих параметрах вдоль своей траекто- 
рии. Для приема этой информации на 
Земле будет использована междуна- 
родная сеть радиотелескопов. Поэтому 
и спускаемый аппарат, и аэростатный 
зонд должны входить в атмосферу Ве- 
неры так, чтобы и на входе, и в течение 
всего времени дрейфа (1—2 суток) 
оставаться на видимой с Земли части 
диска Венеры. 

Со спускаемого аппарата информа- 


ция может передаваться на Землю 
только через ретранслятор. Таким 
ретранслятором будет служить про- 
летный аппарат. Тогда получается, 
что требования, которые предъявляет 
к нему комплексный характер экспе- 
римента «Вега», взаимно противоре- 
чивы. Пролетный аппарат должен 
ввести в атмосферу Венеры спускае- 
мый аппарат и аэростатный зонд, не 
имеющие собственных систем управ- 
ления полетом в космосе, вполне опре- 
деленным образом, но при этом сам он 
не должен входить в атмосферу пла- 
неты — ведь ему еще лететь дальше. 
Кроме того, во время работы спускае- 
мого аппарата на Венере пролетный 
аппарат должен находиться в зоне 
связи, чтобы ретранслировать полу- 
чаемую информацию на Землю. Ока- 
зывается, что при этом пролетный ап- 
парат не может выйти на траекторию 
полета к комете Галлея. Отсюда и воз- 
никает необходимость в гравитацион- 
ном маневре — выполнив свои функ- 
ции, пролетный аппарат должен 
включить реактивную тягу и изменить 
свою траекторию, чтобы направиться 
к комете. 


5. От Венеры — к комете 


Через 2—4 недели после пролета Ве- 
неры планируется произвести первую 
коррекцию и перевести пролетный 
аппарат на траекторию полета к коме- 
те Галлея. Здесь начинается специфи- 
ка, с которой специалистам пока не 
приходилось сталкиваться. Дело в 
том, что впервые в мире осуществ- 
ляется полет к небесному телу, пара- 
метры движения которого в момент 
старта с требуемой точностью не бу- 
дут известны. Довольно часто спе- 
циалисты ошибались в прогнозах мо- 
мента прохождения кометой ее пери- 
гелия, даже при использовании совре- 
менных математических методов вы- 
числений. Поэтому совершенно необ- 
ходимо постоянное уточнение эле- 
ментов орбиты кометы по наземным 
наблюдениям уже в ходе полета к ней. 
По этой причине сейчас создана точ- 
ная небесно-механическая теория дви- 
жения кометы Галлея. Основанная на 
анализе данных о ее движении 
в 1759, 1835, 1910 годах, эта теория 
показала очень хорошее согласие 
с набяюдениями. 
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Всего на участке полета Венера — 
комета будет произведено три коррек- 
ции. О первой уже говорилось. Вто- 
рая будет осуществлена в середине 
полета и третья — за 2—4 недели 
до подлета к комете. Первый сеанс 
научных исследований начинается 
за двое суток до подлета, когда 
расстояние до кометы будет состав- 
лять 14 млн. км. Второй сеанс начи- 
нается за одни сутки до нподлета 
на расстоянии 7 млн. км. Третий 
сеанс начинается при встрече с ко- 
метой. 


Вопрос, остающийся достаточно 
неопределенным и, соответственно, 
всех волнующий, — это расстояние 


от ядра кометы Галлея, на котором 
пройдет космический аппарат. Здесь 
все определяется точностью, с которой 
известна орбита кометы, а эта точ- 
ность не слишком велика. Последнее 
обстоятельство связано с тем, что 
в районе перигелия комета испыты- 
вает значительные негравитационные 
ускорения. Они вызваны, главным об- 
разом, действием реактивных сил, ко- 
торые возникают при мощном испа- 
рении льдов, входящих в состав ядра 
кометы. 

Если основываться на предыдущих 
прохождениях кометы Галлея, то 
прогноз местоположения узла ее орби- 
ты можно сделать с совершенно 
неудовлетворительной точностью — 
порядка 10° км. А диаметр головы 
кометы Галлея всего лишь 4 . 107 км. 
Так легко и промахнуться, пролететь 
мимо кометы. Если, однако, включить 
в расчеты уже ведущиеся наблюде- 
ния за движением этой кометы, 
то точность, с которой специалисты 
программы «Вега» надеются попасть 
в нее, повышается. Сейчас предпола- 
гается, что космический аппарат про- 
летит на расстоянии приблизительно 
10‘’км от ядра кометы. 

И еще один очень важный вопрос: 
пролетит ли аппарат без повреждений 
через атмосферу кометы? По мере 
приближения к ядру плотность комет- 
ной пыли заметно увеличивается, и, 
хотя масса пылинок мала, скорости, 
с которыми они будут *+налетать» 
на аппарат, огромны '— можно счи- 
тать, что они равны относительной 
скорости аппарата и кометы при встре- 
че, то есть близки к 80 км/с. Так что 
кинетическая энергия пналетающих 
пылинок будет велика, а от нее, по- 
нятно, в прямой зависимости иаходят- 
ся размеры возможных повреждений. 
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6. №85 
Комета и „„Вега” 
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По такой схеме должен проходить второй зтап 
полета — от Венеры до кометы Галлея. 


Эти соображения заставили создате- 
лей корабля продумать надежные 
меры защиты. Цо расчетам советских 
и зарубежных специалистов вероят- 
ность того, что повреждение произой- 
дет, составляет лишь несколько про- 
центов. Вероятность весьма неболь- 
шая, но все же не равная нулю. 

В полетах к планетам Солнечной 
системы, где метеорная опасность 
неизмеримо ниже, научная и служеб- 
ная информация записывается на за- 
ломинающее устройство, с которого 
она передается на Землю в сеансы 
связи. От этой практики пришлось 
отказаться, так как лучше иметь 
«синицу в руках, чем журавля в не- 
без»: если произойдет повреждение 
научной или служебной аппаратуры, 
то это поставит под удар услех экспе- 
диции. Поэтому в проекте «Вега» 
предусмотрена прямая передача ин- 
формации на Землю. Конечно, это 
потребовало отказа от сложившихся 
технических решений. Например, ин- 
формативность служебного радио- 
комплекса, ответственного за отправ- 
ку на Землю данных научных изме- 
рений, увеличена более чем в 20 раз. 
Радиоантенна, установленная на про- 
летном аппарате, при пролете через 
атмосферу кометы Галлея будет все 
время направлена на Землю. 


Заключение от автора 


Разумеется, мой рассказ — 
весьма беглый обзор ‹насущных» 
проблем и трудностей, с которыми 
столкнулись сиециалисты при проек- 
тировании первых в истории чело- 
вечества миссий к кометам. Очень 
многое осталось чза бортом» — ведь 
нельзя объять необъятное (а тем бо- 
лее в журнальной статье). Среди этого 
«многого» — и уже решенные науч- 
но-технические проблемы, связанные 
с проектом «Всга», и те вопросы, ко- 
торые ученые «задают» комете... Но на 
одном «философскомь вопросе, кото- 
рый, наверное, возникал не раз, я хо- 
тел бы немного задержаться. 

Зачем все это? Не лучше ли потра- 
тить деньги на хозяйственные нужды? 
Построить, например, больше жилых 
домов, заводов, санаториев? Можно 
ответить коротко: не хлебом единым 
жив человек. Но можно и подробнее. 


это 


Прогресс в прикладных областях 
науки и техники, тех, которые создают 
станки, подъемные краны, хлебоубо- 
рочные машины, производят медика- 
менты и т. п., невозможен без 
прогресса в фундаментальных иссле- 


они не связаны между собой. 

Искусственные спутники Земли и 
управляемые космонавтами корабли, 
первоначально предназначенные для 
исследования околоземного космиче- 
ского пространства — области, дале- 
кой, казалось бы, от нужд народного 
хозяйства, сегодня дают бесценную 
информацию о наших земных при- 
родных ресурсах, о залегании полез- 
ных ископаемых на поверхности на- 
шей планеты, позволяют делать дол- 
госрочные метеорологические прогно- 
зы, так необходимые в народно- 
хозяйственной деятельности. 

Я не хочу становиться на зыбкую 
почву предсказаний того, что могут 
я будущем дать человечеству миссии 
к кометам вообще и комете Галлея 
в частности. Следующее перигелийное 
прохождение кометы Галлея должно 
произойти в 2061 году, и специалисты 
всех космических программ не забыли 
подумать о будущих поколениях: 
научная информация, полученная 
экспедициями, будет собрана в Ми- 
ровом центре данных, чтобы дети 
и внуки современных людей могли 
ею воспользоваться при следующем 
возвращении этой замечательной ко- 
меты. 


дованиях, хотя на первый взгляд 
Информация 
Ленинградская 
юношеская 
астрономическая 
экспедиция 


16 окгября 1982 года было зарегистри- 
ровано появление кометы Галлея 8 созвез- 
дии Малого Пса. С этого дня астрономы 
всего мира следят за движением кометы 
по созвездиям. Уже проведены уточнения 
элементов ее орбиты п вычислена эфеме- 
риди, которая поможет наблюдателям изу- 
чать это уникальное природное явление. 

В советской программе исследований ко- 
меты Галлея (СОПРОГ)} болошое место уде- 
лено любительским наблюдениям. Это связа- 
но с тем, что такие наблюдения, несмотря 
на скромность астрономического оборудова- 
ния, когорым располагают любителц, могут 
внести существенный вклад, если проводят- 
ся по единой программе. 


В Ленинграде уже много лет постоянно дей- 
ствует любительская астрономическая эксяеди- 
ция. п которой участлуют люди различных 
возрастов и профессий. Для наблюдения кометы 
Галлея организуется юношесхая экснедиция. 
Возрастной состав ее — от 13 до 20 лет. В ней 


примут участне школьники, учащиеся ПТУ, 
студенты техникумов и вузов (всего около 
двадцати человек}. 

Согласно расчетам, в районе Ленинграда 
условия наблюдений кометы п основном будут 
неудовлетворительными, а п благоприятное 
время блеск кометы будет настолько слаб, что 
се можно будет видеть лишь при помощи сне- 
циальных астрономических приборов. И хотя в 
октябре — декабре 1985 года все-такн плани- 
руется провести ряд экспериментов и предва- 
рительные работы в окрестностях Ленинграда, 
встал воирос а снаряжении экспедиции в южные 
районы страны, удобные для наблюдений. 

Координационный центр по любительским 
наблюдениям СОПРОГ выделил для лснинград- 
ской юношеской экспедиции райой города 
Алма-Аты. Работы там будут проходить, орн- 
ентировочно, с 5 марта но 27 апреля 1986 года. 

Подготовка экспедиции осуществляется уже 
сейчас. Составлена предварительная научная 
программа. В нее входит фотографирование, 
сиектрографирование кометы, определение ее 
формы, размеров. блеска самой кометы и ее 
ядра, и т. д. В экспедиции будет работать 
служба времени. 

Материалы экспедиции, результаты науч- 
ных наблюдений будут лереданы в центр сбора 
информации СОПРОГ. 

Ответственный по печати экспедиции 
С. Н. Ерлыков 
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Царевна Дидона, 
изопериметры 


и мыльные 
пленки 


Кандидат физико-математических наук 
В. В. ТРОФИМОВ 


В этой статье речь идег об одном классе 
элементарно формулируежых задач, извест- 
ных еще в Древней Греции. Рассказывается, 
как эти задачы возникли, как они ре- 
шаются математически ш как их решения 
можно промоделировать с пожощью жыль- 
ных пленок. Статья доступна восьжиклас- 
сникам, но, мы надеемся, заинтересует 
и более старших читателей. 


Легенда о царевне Дидоне 


Давным давно финикийская царев- 
на Дидона с небольшим отрядом пре- 
данных ей людей покинула родной 
город Тир, спасаясь от преследований 
своего брата, тирана Пигмалиона. 
Ее корабли отправились на запад 
по Средиземному морю и плыли, 
подгоняемые попутным ветром, пока 
Дидона не облюбовала удобное для по- 
селения место на африканском побе- 
режье, в нынешнем "Тунисском за- 
ливе. 

Высадившиеся финикийцы были 
встречены ие очень гостеприимно 
местными жителями, нумидийцами. 
Король нумидийцев Ярб воинственно 
и презрительно разговаривал с не- 
прошеной гостьей. Он принял дра- 
гоценности, предложенные Дидоной 
для покупки земли, но решительно 
заявил, что взамен он согласен усту- 
пить ей лишь клочок земли, +ко- 
торый можно окружить бычьей шку- 
рой». Царевна безропотно согласи- 
лась. Ярб понял хитрость и коварство 
финикианки слишком поздно: Дидона 
изготовила из бычьей шкуры тонкий, 
длинный ремень и отгородила им от 
берега значительную территорию. 
Простодушный, но честный Ярб не 
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стал отказываться от данного слова. 
А Дидона на этом месте основала 
город Карфаген. В память об этой 
истории карфагенская цитадель была 
названа «Бирса», что на языке оби- 
тателей Карфагена означает «бычья 
шкура». 

Заметим, что размеры первоначаль- 
ной территории могли быть достаточ- 
но велики. Представим себе бычью 
шкуру как прямоугольник 1Ж2 м 
и будем считать, что Дидона разре- 
зала шкуру на полоски шириной 
1 мм по схеме, показанной на ри- 
сунке 1. Тогда легко подсчитать 
длину полученного ремня — она бу- 
дет равна примерно 2 км, так что 
Дидона могла бы в этом случае отго- 
родить от берега (который мы будем 
считать прямым), скажем, прямо- 
угольный участок 0,5 км? = 
—500 мх1000 м. 

Легенда относит описанные события 
к 825 г. до н. э. и нам, конечно, судить 
об их достоверности трудно. Но не ис- 
торические события интересуют нас 
здесь, а математическая задача, ко- 
торую, видимо, пришлось решать Ди- 
доне: 

Задача 1 (задача Дидоны )- 

Как нужно расположить шнур фик- 
сированной длины ТГ, чтобы он 
отгораживал от прямолинейного бере- 
га участок земли максимальной пло- 
щади? 


Изопериметрические задачи 


Задача Дидоны является частным 
случаем так называемых изоперимет- 
рических задач. Это название проис- 
ходит от двух греческих слов 1803 — 
равный и регитегоп — обмер, обвод. 
Изопериметрическая задача состоит 
в том, чтобы среди данной сово- 
купности фигур, имеющих одинако- 
вую длину контура (одинаковый пе- 


а. “ 


Рис. 1. 


риметр), найти ту, чья площадь боль- 
ше площади любой другой фигуры 
рассматриваемой совокупности. 

Рассмотрим два простых примера. 
Пусть выделенный класс геометри- 
ческих фигур состоит из всех тре- 
угольников с данным периметром РЁ. 
Тогда изопериметрическая задача 
заключается в том, чтобы найти 
треугольник периметра Ё, у которого 
площадь максимальна. Таким тре- 
угольником является равносторонний 
(со стороной Ё/3). Если в качестве 
выделенного класса взять множество 
всех прямоугольников с фиксирован- 
ным периметром, то решением соот- 
ветствующей изопериметрической за- 
дачи будет квадрат. Доказательства 
этих утверждений мы оставим в ка- 
честве упражнений читателю. 

Значительно более сложной яв- 
ляется 

Основная изопериметриче- 
ская задача. Среди всех плоских 
фигур данного периметра Г, найдите 
ту, которая имеет максимальную пло- 
щадь. 

Ответ, конечно — круг. Еще в древ- 
ней Греции было известно, что круг 
имеет большую площадь, чем все дру- 
гие фигуры с тем же самым пе- 
риметром, а шар — наибольший объ- 
ем среди всех тел с одной и той же 
поверхностью. Недаром круг и шар 
были в древности символами геомет- 
рического совершенства. В начале вто- 
рого века до нашей эры греческий 
геометр Зенодор написал специаль- 
ный трактат «О фигурах, имеющих 
равную периферию». О существова- 
нии этого трактата мы узнаем из 
сочинений греческих комментаторов 
Зенодора — Паппа (ПТ в. н. 5.) 
и Теона (ТУ в. н. э.). Сама рукопись 
Зенодора утеряна. 

Хотя ответ в основной изопери- 
метрической задаче очевиден, про 
доказательство это сказать никак 
нельзя. Лишь в ХУПТ в. великому 
Леонардо Эйлеру удалось привести 
убедительное доказательство изопери- 
метрического свойства круга, для чего 
ему потребовалось создать так назы- 
ваемое вариационное исчисление. Об 
одной нолытке привести элементарное 
доказательство, предпринятой швей- 
царским математиком Я. Штейнером 
(1796—1863). мы расскажем ниже. 

Сформулируем еще несколько изо- 
периметрических задач. Как мы потом 


увидим, их решения, также как и ре- 
шение задачи Дидоны, легко и краси- 
во следуют из изопериметрического 
свойства круга. 

Задача 2. Среди всех линий фик- 
сированной длины [ с концами в дан- 
ных точках А, В, найти ту, которая 
ограничивает вместе с прямой (АВ) 
фигуру наибольшей площади. 

Задача 3. Среди всех линий фик- 
сированной длины { с концами на 
сторонах угла в 45°, найти ту. кото- 
рая ограничивает внутри угла фигуру 
наибольшей площади. 

К основной изопериметрической за- 
даче сводятся также некоторые зада- 
чи, в формулировку которых явно 
не входит изопериметричность. На- 
пример, такая 

Задача 4. Найти кратчайшую ли- 
нию, делящую равносторонний тре- 
угольник на две фигуры равной пло- 
щади. 


Решение Штейяера основной 
изопериметрической задачн 


Мы рассматриваем всевозможные 
фигуры на плоскости с данным 
периметром р. Установим сперва неко- 
торые свойства максимальных (по 
площади) фигур этого класса. 

Первое свойство. Всякая мак- 
симальная фигура выпукла. то есть 
любая хорда, соединяющая две ее 
точки, целиком в ней лежит. 

Пусть хорда А,В,, соединяющая 
точки А,, В, нашей фигуры, не лежит 
целиком внутри нее. Тогда, очевидно, 
некоторый отрезок этой хорды, ска- 
жем АВ, лежит весь (кроме концов} 
вне фигуры. Можно считать поэтому, 
что дана фигура с периметром АаВС, 
равным р, не содержащая хорду АВ 
(рис. 2). Заменим дугу а хордой АВ. 
Периметр при такой замене умень- 
шится, а площадь увеличится на 
часть АсВ. Построим теперь фигуру, 
подобную построенной фигуре А\ВС, 
но с периметром, равным периметру 
первоначальной фигуры АчВС. У но- 
вой фигуры площадь будет больше, 
чем у второй (поскольку коэффи- 
циент подобия болыше единицы), 
и подавно больше, чем у перво- 
начальной. 

Второе свойство. Всякая хорда 
максимальной фигуры с перимет- 
ром р, делящая пополам ее периметр, 
обязательно делит ровно пополам и ее 
площадь. 
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Рис. 2. 


Действительно, пусть у фигу- 
ры АВСР с периметром р хорда АС 
делит периметр пополам (рис. 3). 
Обозначим через 5, площадь фигу- 
ры АВС, а через 5. — площадь АДС. 
Предположим, что 5,>5.. Построим 
тогда новую фигуру АВСЕА, заменив 
линию АДС линией АЕС, симметрич- 
ной п АВС относительно хорды АС. 
Новая фигура АВСЕАД, имея прежний 
периметр, имеет площадь больше 
площади первоначальной фигуры, 
так как площадь новой фигуры равна 
25, а площадь первоначальной равна 
$, -$., в то время как по предпо- 
ложению $255 и, следовательно, 
2$, >5,-5.. Поэтому фигура АВСРА 
не является, вопреки предположению, 
максимальной. Это доказывает, что 
предположение 5, >5, неверно. Ана- 
логично доказывается, что и предпо- 
ложение 5,<5$, приводит к противо- 
речию. Окончательно, 5,=5.. 

Назовем всякую хорду, делящую 
периметр фигуры пополам, ее диамет- 
ром. 

Третье свойство. Всякий диа- 
метр любой максимальной фигуры 
виден из всех точек ее контура под 
прямым углом (то есть для любого 
диаметра АС и любой точки В контура 
угол АВС равен 90°). 

Для доказательства этого свойства 
нам потребуется следующее свойство 
треугольников: из всех треугольников 
с двумя данными сторонами наиболь- 
шую площадь имеет тот, у которого 
эти две стороны взаимно перпен- 
дикулярны. Это утверждение мы ос- 
тавляем читателю в качестве легкого 
упражнения и перейдем к дока- 
зательству третьего свойства. Пред- 
положим, что некоторый диаметр АС 
фигуры АВСЬ с периметром р виден 
из какой-нибудь точки В ее контура 
не под прямым углом: /АВС-=: 90° 
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ис. 3. 


(рис. 4). Докажем, что в этом случае 
фигура АВСР не обладает наиболь- 
шей площадью при фиксированном 
периметре р. Обозначим площади 
фигур АВС и АСР через 5, и 5, 
соответственно. Построим _ прямо- 
угольный треугольник А’В’С’ с пря- 
мым углом при вершине В’ такой, 
что А’В’=АВ. Другими словами, 
сдвинем или раздвинем стороны АВ 
и ВС, сохраняя их длины без изме- 
нения, так, чтобы они образовали при 
вершине В’ прямой угол. К сторонам 
А’В и В'’С’ приложим сегменты 
А’Е’В’и В'’Е’С’ (рис. 5), равные соот- 
ветствующим сегментам на рисунке 4. 
В силу максимальности прямоуголь- 
ного треугольника имеем неравенство 
З-л:8-с > ^двс. Следовательно, пло- 
щадь фигуры А’Е’В’Е’С”А’ больше 
площади 5, первоначальной фигуры. 
Присоединим к фигуре А’Е’В’Е’С’А’ 
симметричную с нею относительно оси 
А’С’ фигуру А'К’О’Г/С’А’, полу- 
чим фигуру А’Е’ В' РС’ О’К’' А’ с 
прежним периметром р, но с боль- 
шей площадью (рис. 6). Итак, фигу- 
ра АВСРА не является максимальной, 
если хотя бы из одной точки ее 
контура какой-нибудь ее диаметр 
виден не под прямым углом. 


Рис. 4. 


Рис. 5. 


Из третьего свойства сразу следует, 
что искомая максимальная фигура 
является кругом. Действительно, вы- 
берем произвольный диаметр; тогда 
контур фигуры, по третьему свойству, 
состоит из вершин прямых углов, 
опирающихся на этот диаметр, то есть 
является окружностью. Что и тре- 
бовалось доказать. 

Рассуждение Штейнера, изложен- 
ное выше, заимствовано нами из 
замечательной, но труднодоступной 
книги А. Б. Крыжановского «Изо- 
периметры» (М. — Л., Физматлит, 
1959). Оно, как может показаться на 
первый взгляд, завершает доказа- 
тельство основной теоремы 06 изо- 
периметрах. Однако мы в нем сде- 
лали одно не правомочное предпо- 
ложение. А именно, мы с самого 
начала предположили, что решение 
основной изопериметрической задачи 
существует. 

Это незаконное предположение. Яр- 
кий пример, показывающий, что су- 
ществование решения надо доказы- 
вать, доставляет следующая моди- 
фикация парадокса Перрона. 

«Теорема ъ. Среди всех квадратов 
наибольшую площадь имеет квадрат 
со стороной 1. 


Рис. 6. 


«Доказательствое. Пусть наи- 
большую площадь имеет квадрат со 
стороной &=а’. Рассмотрим два слу- 
чая: а 1 иа>1. Если а< 1, то а*<1 
и площадь квадрата со стороной а 
ие является наибольшей (она меньше 
площади единичного квадрата). Если 
же а>1, мы возьмем квадрат со сто- 
роной 6 —а?. Тогда 6 >а (так кака> 1), 
и площадь квадрата со стороной $ 
будет 5, притом 6?>а? (так как 
> а). Значит, квадрат со стороной @ 
не имеет наибольшую площадь, во- 
преки предположению. «Теорема» до- 
казана. 

Читатель, конечно, понимает, в чем 
ошибка в этом рассуждении. Однако 
оно проводится по той же схеме, 
что и приведенное выше *зрешение» 
изопериметрической задачи, которое 
поэтому нельзя считать исчерпываю- 
щим. 

Строгое решение этой задачи при- 
водится в современкых учебниках 
по вариационному исчислению. Убе- 
дительное доказательство существова- 
ния можно получить и Из зэлемен- 
тарных» соображений, но на этом пу- 
ти нужно будет провести довольно 
тонкое рассуждение «по непрерыв- 
ности»; мы здесь не будем этим за- 
ниматься, отсылая читателей к цити- 
рованной книге А. Б. Крыжановского 
или к книге Р. Куранта и У. Роббинса 
«Что такое математика» (М., «Просве- 
щение», 1967, с. 408). Читателю, 
сомневающемуся теперь в существо- 
вании решения изопериметрических 
задач, мы советуем обратиться к по- 
следнему разделу нашей статьи. 


Решение задач 


Наша ближайшая цель — привести 
ренения четырех ранее сформулиро- 
ванных изопериметрических задач. 
При этом мы будем предполагать 
известным изопериметрическое свой- 
ство круга. 

Решение задачи Дидоны. 
Пусть АВС и А’В’С’ представляют 
собой полукруг и какую-нибудь дру- 
гую фигуру, удовлетворяющую всем 
условиям задачи. Прибавляя к этим 
фигурам фигуры АДС и А’О’С’, сим- 
метричные г первыми относительно 
осей АСи А’С’, составим две новые 
фигуры: круг АВСЬ и отличную от 
круга фигуру А’В’С’Ь’, периметры 
которых равны 21. Согласно основной- 
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теореме об изопериметрах, площадь 
круга АВС больше площади фиту- 
ры А’В’С’О’. Поэтому площадь полу- 
круга АВС больше площади фигу- 
ры А’В’С’, и полукруг АВС будет 
решением задачи Дидоны. 

Решение задачи 2. Ответом 
будет дуга окружности АВ длины р 
(рис. 1). Доказательство такое же, 
как и предыдущей задаче: дугу АВ 
нужно продолжить до окружности 
и применить  изопериметрическое 
свойство круга. 

Решение задачи 3. Ответом бу- 
дет дуга б окружности с центром в вер- 
шине угла О, длины р. Для дока- 
зательства проведем еще 6 лучей из 
точки О так, чтобы разбить плоскость 
на Я углов по 45°. Если бы ответ — 
кривая } — отличался от дуги 6, 
то мы могли бы построить в каждом 
из семи построенных углов по экземп- 
ляру кривой \, а тогда объединение 
этих кривых (длиной 8А) ограничива- 
ла бы площадь большую, чем площадь 
круга периметра 8р, вопреки изопери- 
метрическому свойству круга. 

Решение задачи 4. Ответом бу- 
дет дуга окружности с центром в од- 
ной из вершин. Доказательство, ана- 
логичное предыдущему, мы оставляем 
читателю, так же как вычисление 
радиуса искомой окружности. 


Мыльные пленки 


Для тех читателей, которые стали 
сомневаться в существовании реше- 
ний изопериметрических задач, а так- 
же для всех любителей красивых 
физических экспериментов, мы пред- 
лагаем несколько очень простых 
опытов о мыльной пленкой, под- 
тверждающих правильность наших 
решений. Конечно, физический опыт 
не может заменить строгое мате- 


Рис. 7. 
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Фото 1. 


Фото 2. 


матическое доказательство, он Только 
делает более правдоподобным полу- 
ченный результат. 

Для проведения первых — самых 
простых — опытов, вам потребуется 
насыщенный мыльный раствор (луч- 
ие использовать хорошее туалетное 
мыло, можно добавить немного гли- 
церина), тонкая проволока, обыкно- 
венная нитка; для следующих потре- 
буются еще и небольшие колечки 
(свободно скользящие по проволоке) 
н несколько прямых тонких соло- 
минок. 

Первый опыт. Проволочную 
рамку погрузите и мыльный раствор 
м осторожно выньте из него. Рамка 
затянется тонкой пленкой из мыль- 
ной воды. На пленку плавно поло- 
жите связанную концами тонкую нит- 
ку, предварительно смоченную п 
мыльной воде. Эта петля плавает 
на пленке, имея неправильную форму 
(Фото Г). Затем пленку внутри петли 
проколите горячей иглой — петля 
мгновенно и точно принимает форму 
окружности (фото 2). 

Описанное явление объясняется 
так: из общих физических прин- 
цииов следует, что устойчивое поло- 
жение равновесия мыльной пленки 
отвечает минимуму энергии ее натя- 


Фото 3. 


жения; минимум же энергии дости- 
гается, естественно, при минимальной 
площади поверхности, внешней по от- 
ношению к ниточной петле, то есть 
при максимальной площади ды- 
ры. 

Таким образом, этот опыт демонст- 
рирует правильностЪ решения основ- 
ной изопериметрической задачи. 

Второй опыт. Привяжите теперь 
нитку двумя концами к одному из 
прямолинейных участков рамки так, 
чтобы расстояние между концами бы- 
ло примерно равно четверти длины 
нитки. Погрузите рамку в раствор 
и выньте ее так, чтобы нитка плавала 
по поверхности полученной пленки. 
Проколите пленку внутри петли — 
петля мгновенно и точно принимает 
форму дуги окружности (фото 3). 
Двигая один из концов нитки вдоль 
рамки, вы сможете получить дуги 
окружностей разных радиусов. 

Этот опыт демонстрирует правиль- 
ность решения задачи 3. Следую- 
щий опыт демонстрирует решение 
задачи Дидоны. 

Третий опыт. Наденьте два ма- 
леньких колечка на рамку и привя- 
жите к ним нитку. Погрузите рамку 
в раствор и выньте ее так, чтобы 
нитка плавала по поверхности пленки. 
Проколите маленькие пленочки, обра- 
зовавшиеся внутри колечек и проверь- 
те, что колечки свободно двигаются 
по рамке. Проколите теперь пленку 
внутри петли — петля мгновенно 
и точно примет форму полуокруж- 
ности. (Этот более тонкий экспе- 
римент может получиться не сразу — 
нужно, чтобы трение колечек с рам- 
кой было очень малым.) 

Четвертый опыт. Соедините 
концы двух прямолинейных проволок 
нитками одинаковой длины, натяните 
проволочки так, чтобы получился пря- 


Фото 4. 


Фото 5. 


моугольник. Опустите прямоугольник 
в раствор и выньте (фото 4), а затем 
дайте проволочкам несколько сбли- 
зиться. ТогдЕ нитяные стороны при- 
мут форму правильных дуг окруж- 
ности (фото 5). 

Пятый опыт. Возьмите несколь- 
ко кусков тонкой соломы и пропусти- 
те сквозь них нить, длина которой 
больше суммы длин соломинок. Свя- 
зав концы чити вместе, вы полу- 
чите фигуру, в которой криволиней- 
ные части, образуемые частями нити 
между соломинками, могут произ- 
вольно изменять форму, сохраняя об- 
щую длину. Эту фигуру, смоченную 
в воде, поместите на мыльную пленку, 
затягивающую рамку и проколите 
пленку внутри фигуры. После этого 
ваша фигура принимает такую форму, 
что все нити образуют дуги одного 
и того же круга, соломинки же изоб- 
ражают его хорды. 
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Школа в «Ивантее 


Вы, 


Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Импульс 
п кинетическая эмергия» предназначена 
восьмиклассникам, «Скин-эффект» — девя- 
тиклассникам, «Две загадки бета-распа- 
да» — десятиклассникам. 

Материалы подготовил Н. К. Белкин. 


Импульс 
и кинетическая энергия 


Одна из основных идей механики 
состоит в том, что сила, приложен- 
ная к телу, есть причина изменения 
его скорости. Второй закон Ньютона 
и выражает эту идею: 


> 


= 
— .—и 3 
тат Ри =— Р. 


В механике используются еще две 
величины, связанные со скоростью. 
Это — имиульс тела (другое, сейчас 
почти вышедшее из употребления, 
название этой величины — количест- 
во движения) и кинетическая энер- 


гия тела. Импульс тела Р -— векторная 
величина, равная (по определению) 


произведению массы тела ина его 
скорость: 

Р=ри. 
Еинетическая энергия Е, тела — ска- 


лярная величина, равная (тоже по 
определению) половине произведения 
массы тела на квадрат его скорости: 


„2 
Е =7 
К 


Поскольку и импульс, и кинети- 
ческая энергия непосредственно вы- 
ражаются через скорость тела, а изме- 
нение скорости вызывается деиствую- 
щей на тело силой, очевидно, что изме- 
нения импульса и кинетической энер- 
гии тоже связаны © силой. 

Для импульса тела эта связь 
следует непосредственно из второго 
закона Ньютона, записанного в виде 


Б.Р, = (1) 
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— изменение импульса тела равно 
произведению силы на время ее дейст- 
вия, то есть импульсу силы (*Фи- 
зика 8+, 5 50). 


Связь кинетической энергии тела 
с силой выглядит так: 
р с0$ «= А, (2) 


где $ — модуль вектора перемещения 
тела, и — угол между векторами 


Е и $, а произведение #Е$ соз и-=А — 
работа действующей на тело силы. 
Таким образом, эта запись означает, 
что изменение кинетической энергии 
тела равно работе приложенной к телу 
силы («Физика 8», 8 55). 


Роль импульса и кинетической энер- 
гии в описании движения. Различие 
между величинами Ри Е. не ограни- 
чивается тем, что одна из них век- 
торная, а другая скалярная. 

Из равенства (1) видно, что если 


сила Г задана, изменение импульса 
определяется только временем дейст- 
вия силы и не зависит от того, к ка- 
кому телу она приложена. Любое тело 
(тело любой массы} под действием 
данной силы за данное время изменит 
свой импульс на одну и ту же вели- 
чину. Даже если бы, например, столк- 
нулись герои басни Крылова «Слон 
и Моська, то импульс каждого из них 
изменился бы одинаково. 

Равенство (2) говорит о том, что при 
заданной силе изменение кинетичес- 


‚кой энергии тела определяется только 


расстоянием, пройденным телом в на- 
правлении действия силы (произведе- 
ние $с0$ и — это проекция лереме- 
щения на направление силы). Любое 
тело под действием данной силы на 
данном расстоянии изменит свою ки- 
нетическую энергию на одну и ту же 
величину. 

Таким образом, изменение импуль- 
са связано с промежутком времени, 
необходимым для изменения скорости 
тела, а изменение кинетической энер- 
гии связано с расстоянием, которое 
тело должно пройти для изменения 
его скорости (разумеется, при задан- 
ной силе}. 

Другими словами, изменение им- 
пульса — это характеристика дейст- 
вия силы ‘во времени, а изменение 
кинетической энергии — характери- 
стика действия силы в пространстве. 


Еще одно различие между импуль- 
сом и кинетической энергией. По- 
жалуй, самое замечательное свойство 
импульса тела состоит в том, что 
общий импульс замкнутой системы 
тел (то есть векторная сумма им- 
пульсов всех тел системы) остается 
неизменным при любых взаимодейст- 
виях и любых движениях тел этой 
системы. Эт0 — закон сохранения 
импульса (*Физика 8», 5 51). 

„Обладает ли свойством «сохранять- 
ся» кинетическая энерги ? Рассмот- 
рим простой пример, из которого сра- 
зу станет видно, что в этом импульс 
и кинетическая энергия отличаются 
друг от друга. 

Пусть по гладкой (без трения) го- 
ризонтальной поверхности движутся 
навстречу друг другу с одинаковыми 
по модулю скоростями и два одина- 
ковых, например стальных, шарика 
массой т каждый (см. рисунок). 
В какой-то момент шарики сопри- 
коснутся, затем какое-то время будут 
продолжать приближаться друг к 


другу, потом на мгновение остано- 
вятся и после этого начнут расхо- 
диться, пока не станут двигаться 


в противоположные стороны с преж- 
ними по модулю скоростями. 

Посмотрим, чему равны суммарные 
импульсы и кинетические энергии 
обоих шариков до, во время и после 
столкновения. 

До столкновения импульсы шари- 
ков равны по модулю и противо- 
положны по направлению, поэтому 


Р.+Р.=(то)-+(—то)=0, 
а кинетические энергии шариков оди- 
наковы и равны 77/2 каждая, так 
что 
м ы 2 ра 
Ев Е += —то`. 


Во время столкновения в тот момент 
времени, когда оба шарика покоятся, 


' т’ 


в Г 


их скорости равны нулю, следова- 
тельно, 

Р; Р.=0, 

Ен + Ел›==0. 


После столкновения шарики, как 
и до столкновения, движутся в про- 
тивоположные стороны с одинаковы- 
ми по модулю скоростями, поэтому 


Р,+Р,—=—тб+4тб-=0, 


Е: ЧЕр= 9 мы ся — т”. 

Таким образом, суммарный им- 
пульс системы двух шариков все вре- 
мя оставался одним и тем же. Кине- 
тическая же энергия до и после столк- 
новения одинакова (именно такое 
столкновение и называют упругим), 
а во время столкновения она изме- 
нялась, так что в какой-то момент да- 
же временно исчезла совсем. Значит, 
существует закон сохранения им- 
пульса, но нет закона сохранения 
кинетической энергии. 

Заметим, что если бы шарики были 
не из стали, а из мягкой глины или 
пластилина, то при столкновении они 
бы слиплись, остановились и больше 
бы не двигались (такое столкнове- 
ние называют абсолютно неупругим). 
Их общий импульс был бы по-преж- 
нему равен нулю, а кинетическая 
энергия во время столкновения ис- 
чезла бы не временно, а навсегда. 

Как известно, закон сохранения су- 
ществует и для энергии, но не для 
кинетической, а для полной, включаю- 
щей в себя и другие формы энергии. 
Так, в нашем примере временная про- 
пажа кинетической энергии при упру- 
гом столкновении шариков означает 
лишь тот факт, что в этот момент 
она полностью превратилась в потен- 
циальную энергию упругой деформа- 
ции шариков. В конце столкновения 
потенциальная энергия вновь целиком 
превратилась в кинетическую. При 
неупругом же ударе кинетическая 
энергия шариков переходит во внут- 
реннюю энергию (шарики нагре- 
ваются), которая обратно в кине- 
тическую энергию уже не превра- 
щается. 
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Скин-эффект 


Из школьного курса физики («Фи- 
зика Э», 6 94) известно, что вследствие 
явления электромагнитной индукции 
в любом проводнике под действием 
изменяющегося магнитного поля на- 
водятся вихревые токи (токи Фуко). 
Они вызываются индукционным элек- 
трическим полем, которое возникает 
при изменении магнитного поля. Си- 
ловые линии индукционного элект- 
рического поля всегда замкнуты, по- 
этому и токи Фуко тоже замкнутые 
(вихревые). Так как обычно провод- 
ники обладают электрическим сопро- 
тивлением, энергия токов Фуко пере- 
ходит в тепло (проводник нагрева- 
ется), а сами токи при этом зату- 
хают. 

Оказывается, что быстроперемеи- 
ные токи Фуко не проникают в глубь 
проводника и текут практически 
только в его поверхностном слое. 
Это явление называют скин-эффектом 
(от английского слова зЮтп — кожа). 
Его надо учитывать при использова- 
нии переменных токов (и полей) в 
технике. 

Причину возникновения скин-эф- 
фекта качественно можно объяснить 
с помощью правила Ленца для элект- 
ромагнитной индукции. Согласно это- 
му правилу, направление индукцион- 
ных токов всегда таково, что они 
своим магнитным полем «мешають 
изменению магнитного потока, кото- 
рое эти токи вызвало. Поэтому при 
помещении проводника во внешнее 
переменное поле возникают токи Фу- 
ко, которые ослабляют это поле в про- 
воднике, экранируют его. Причем чем 
дальше от поверхности в глубь про- 
водника, тем меньшим становится 
суммарное магнитное поле. Соответст- 
венно и величина тока в провод- 
нике с глубиной тоже убывает. Убы- 
вание происходит по столь быстрому 
закону, что, начиная с некоторой 
глубины, поле и ток можно считать 
практически равными нулю. Эту глу- 
бину называют толщиной скин-слоя. 

От чего зависит толщина скин- 
слоя? С одной стороны, чем быстрее 
изменяется магнитное поле, тем боль- 
ше возникающая электродвижущая 
сила индукции и тем большие токи 
Фуко текут в проводнике. С другой 
стороны, сила тока зависит и от 
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удельного сопротивления проводни- 
ка — в проводниках с меньшим удель- 
ным сопротивлением наводятся боль- 
шие токи Фуко и магнитное поле 
экранируется сильнее. Поэтому при 
увеличении частоты изменения поля и 
при уменьшении сопротивления про- 
водника толщина скин-слоя умень- 
шается. 

Точный расчет показывает, что для 
меди, например, при частоте промыш- 
ленного переменного тока х=50 Гц 
толщина скин-слоя составляет приб- 
лизительно 1 см. Это не слишком 
малая величина, поэтому в провод- 
никах диаметром до нескольких сан- 
тиметров переменный ток распреде- 
ляется по всему сечению провода, 
а скин-эффект проявляется в полной 
мере в гораздо более толстых прово- 
дах. В то же время в диапазоне 
средних радиоволн с частотой у— 
—10' Гц для толщины скин-слоя в ме- 
ди имеем —=10`_“ см. Это уже доста- 
точно малая величина. Быстропере- 
менные токи такой частоты текут 
практически только по поверхности 
проводов. Можно проводники сделать 
вообще полыми, и это почти не ска- 
жется на их сопротивлении. Иногда 
для уменьшения потерь проводники 
в радиосхемах покрывают тонким сло- 
ем серебра — токи текут только в 
этом слое, а серебро обладает мень- 
шим удельным сопротивлением, чем 
медь. 

Интересно, что в сверхпроводниках 
индукционные токи вообще не зату- 
хают (сопротивление равно нулю), 
и поэтому они способны экрани- 
ровать даже постоянное магнитное 
поле. В толще сверхпроводника сум- 
марная индукция внешнего магнитно- 
го поля и магнитного поля экрани- 
рующих токов равна нулю. Это яв- 
ление называют эффектом Мейснера*). 


Две загадки бета-распада 


Как известно, естественный бета- 
радиоактивный распад состоит в том, 
что ядра атомов одного элемента 
самопроизвольно испускают бета-час- 
тицы, то есть электроны, и при этом 


*) Об этом эффекте подробно рассказывается 
в статье Л. Г. Асламазова ›Сверхироводящне 
магниты », опубликованной в девятом номере « Кьаи- 
та» за 1984 год. 


превращаются в ядра другого элемен- 
та с атомным номером на единицу 
большим, но с прежней массой («Фи- 
зика 10», 5 103). Символически это 
превращение записывается так: 


м м 
2Х — гну ие. 


Здесь Х — исходное ядро, У — про- 
дукт распада, е — электрон (верхний 
индекс «О» показывает, что масся 
электрона по сравнению с атомной 
единицей массы очень мала). 

Тщательное изучение бета-распада 
показало, что это явление таит в себе 
две загадки. 

Загадка первая: «пропажа» энер- 
гии. Если ядро Х самопроизвольно 
превращается в ядро У’, то это значит, 
что энергия У, ядра Х больше, чем 
энергия У’, ядра У. А энергия выле- 
тающей при этом бета-частицы долж- 
на быть равна разности энергий 
У,— И”, (если пренебречь энергией 
отдачи). 


Поскольку все исходные ядра Х 
одинаковы, равно как одинаковы и все 
получающиеся из них ядра У, все 
вылетающие бета-частицы должны 
иметь одну и ту же энергию. Опыты 
же показывают, что энергия практи- 
чески всех бета-частиц меньше, чем 
разность энергий У„—И’”,. Точнее: 
В-частицы имеют различные энергии, 
и все они лежат в пределах от нуля 
до максимального значения, равного 
И, —У, . Например, для бета-частиц, 
испускаемых ядрами 2178] (период по- 
лураспада 5 дней), максимальное зна- 
чение энергии около 1 МЭВ, а средняя 
энергия, приходящаяся на долю од- 
ной частицы, меныше чем 0,4 МэВ. 

Создавалось впечатление, что бета- 
распад — это процесс, в котором, 
в нарушение закона сохранения энер- 
гии, энергия пропадает бесследно. Не- 
которые физики склонны были ду- 
мать, что закон сохранения энергии, 
безусловно верный в мире макро- 
скопических процессов, чнеобязате- 
лен» для некоторых процессов, свя- 
занных с элементарными частицами. 
К этой мысли (о возможности нару- 
шения закона сохранения энергии) 
склонялся даже такой физик, как 
Нильс Бор. Высказывались и другие 
мнения, что возможно найдутся про- 
цессы, при которых энергия не про- 
падает бесследно (как в случае бета- 


распада}, а 
ничего. 

Нейтрино. Закон сохранения энер- 
гии был, однако, «спасен» швейцар- 
ским физиком-теоретиком Вольфган- 
гом Паули. В 1930 году он высказал 
предположение, что при бета-распаде 
из ядра вылетает не только электрон, 
но и еще одна частица, на долю ко- 
торой и приходится недостающая 
энергия. Но почему эта частица никак 
себя не обнаруживает: не ионизует 
газ, как это делает электрон; ее энер- 
гия при столкновениях с атомами 
не переходит в тепло и т. д.? Паули 
объяснял это тем, что придуманная 
им частица электрически нейтральна 
и не обладает массой покоя *). 

Очень странной казалась эта части- 
ца, которой итальянский физик Энри- 
ко Ферми дал имя нейтрино. 
Все назначение нейтрино состояло 
в том, чтобы спасти» закон сохра- 
нения энергии. С такими частицами 
физикам иметь дело еще не прихо- 
дилось. Тем не менее, идея Паули 
о новой частице быстро получила 
всеобщее признание. Советский физик 
А. И. Лейпунский уже в 1936 году 
придумал способ ее обнаружения. Од- 
нако окончательно ее реальное су- 
ществование было доказано только 
в 1956 году, почти через 26 лет после 
того, как она «родилась» в мозгу фи- 
зика с богатым воображением 
В. Паули. 

Загадка вторая: откуда берутся 
электроны? Эта загадка бета-распада 
(ее можно было бы поставить и на 
первое место) состояла вот в чем. 

Как известно («Физика 10», 5 107), 
атомные ядра всех элементов состоят 
только из протонов и нейтронов. Как 
же из ядер могут вылетать электро- 
ны, которых там нет, и нейтрино, 
которых там тоже нет? 

Объяснить этот удивительный факт 
(из ядра вылетает то, чего там нет) 
можно только тем, что частицы 
протоны и нейтроны, образующие яд- 
ро, способны взаимно превращаться 
друг в друга. В частности, бета-распад 
состоит в том, что один из нейтронов, 
входящих в ядро радиоактивного 
элемента, превращается в протон. 


наоборот возникает из 


{Окончание см. на с. 34) 


*) Сейчас существует и другая точка зрения — 
что у нейтрино есть очень малая масса покоя. Од- 
нак^ пока этот факт нельзя ститать бе’сиоркым. 
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Калейдоскоп «Кванта» 


Математика является 
наукой, которая 
не только показывает 
в каждом случае 
соотношения, 
но и определяет причины, 
от которых 
они зависят по природе 
самих вещей. 

Л. Эйлер 


Леонард Эйлер (1707— 
1783) принадлежит к чис- 
лу величайших математи- 
ков, заложивших в ХУЦ — 
ХУ! веках основы со- 


временной математики. 
Сын швейцарского иасто- 
ра, он в 1126 году приез- 
жает в Россию для работы 
в Петербургской Акаде- 
мии наук и остается здесь 
до конца своей долгой жиз- 
ни, за исключением пе- 
риода (1741—1765) рабо- 
ты в Берлинской акаде- 
мии наук. 

Совершенно удивитель- 
ны как его работоснособ- 
ность (около 800 трудов, 
собранных в настоящее 
время в 72 томах), так и 
умение увидеть главное 
в любой изучаемой им 
области математики. В 
большинстве математичес- 
ких наук обязательно су- 
\здествуют основополагаю- 
щие теоремы, формулы, 
уравнения, носящие имя 
Эйлера. 

Подробнее об Эйлере 
и его работах можно про- 
честь в 10-м номере на- 
шего журнала за 1983 год. 


— несе: 
21110 2 
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Как разрезать пирог 


Математика — наука 
точная. Она учит считать, 
измерять и многому дру- 
гому. Поэтому не удиви- 
тельно, что когда на дне 
рождения у Васи потребо- 
валось разрезать празд- 
ничный пирог на 11 час- 
тей, то все закричали: 
«Пусть это сделает Ми- 
ша!» — ведь Миша луч- 
ший математик класса. 
Мижа взглянул на пирог. 
Пирог был круглым, но ие 
очень, и с одной стороны 
потолще, в с другой — по- 
тоньше. Да, задача оказа- 
лась трудной- 


«Пусть я действительно - 


разрежу пирог на равно- 
ценные части, но вдруг 
кому-нибудь покажется, 
что сму досталось меньше, 
чем соседу. Как мне дока- 
зать, что части действи- 
тельно одинаковы?» — ду- 
мал Миша. 

Но тут он вспомнил, как 
он делил несколько дней 
назад с именинником мо- 
роженое, купленное на два 
гривениика — его и свой. 
«Тогда п разрезал моро- 
женое на две части, по- 
моему, поровну, но вместо 
того, чтобы прятать их 


1. В вмагическом квад- 
рате» 3ЖЗ суммы чисел 
во всех горизонтальных 
п вертикальных рядах, 
а также по диагоналям, 
одинаковы (рис. 1). Нри 
этом в его центре обяза- 
тельно стоит число 5. Если 
же мы поставим в цент- 
ральную клетку число 1 
{рис. 2). то расставить 
остальные числа от 2 до 9 
в клетках квадрата так. 
чтобы все указанные сум- 
мы были равны, оказы 
вается невозможным. По- 
пробуйте их расставить 
так, чтобы й горизонталь- 
ных и вертикальных рядах 
суммы были одинаковы. 

у М. В. Варга 


за спиной, положил их на 
стол перед Васей — вы- 
бирай ту половину, кото- 
рая тебе кажется большей. 
И оба мы были довольны. 
Нельзя ли и тут ноступить 
подобным образом?» — 
думал Миша. И после 
некоторого размышления 
он воскликиул: 

«Ребята, становитесь за 
мной в очередь. Сейчас 
я отрежу часть пирога, 
которая составляет, как 
мне кажется, 1/11 его 
часть. Кто стоит за мной? 
Ссрежа? Если ты счи- 


таешь, что в куске боль- 
це 1/11 части пирога, то 
отрежь от него столько, 
чтобы, по-твоему, в нем 


действительно осталась 
1/11, еслн же ты сынтаешь, 
что в нем не больше 1/11 
части пирога, то есть в ос- 
татке не меньше 10/11, то 
проходи, не прикасаясь к 
пирогу. После тебя с пер- 
вым куском так же сможет 
поступить следующий по 
очереди и т. д., пока не бу- 
дут опрошены все ребята. 
Тот, кто последним прикос- 
нулся к куску, тот и заби- 
рает его, в частиости, если 
никто из вас ничего не от- 
режет, кусок достанется 
мне. Справедливо?» «Вро- 
де бы так, — ответил за 
ребят Коля, — а дальше? 

«Дальше, — радостно 
улыбаясь от сознания вер- 
но решенной задачи, про- 
изнес Миша, — останется 


2. Разгадайте серию ре- 
бусов «Времена года»: 


ВЕесна-в=ЕИСКЕ 
лето:в=орле 
осень-в=москве 
ЗИМОИ.В=илимМе 


В. М. Радунский 

3. Эту головоломку 
очень просто сделать, но 
совсем не просто решить. 
Нужно начертить фигуру. 


10 челсвек, уверенных, что 
в оставшейся части не ме- 
нее 10/11 от всего пирога. 
Тем же способом мы кому- 
то из них отдадим 1/10 
этой части, то есть 1/11 
всего пирога, и так далее, 
пока последний не полу- 
чит свою часть пирога, 
которую он, в соответствии 
с правилами, заведомо бу- 
дет считать не меньшей, 
чем 1/11 часть всего пи- 
рога, как и все остальные». 

История эта выдумана 
и ее решение имеет ско- 
рее теоретическую, чем 
практическую — ценность, 
особенко если пирог легко 
крошится. Впрочем, этой 
проблемы не будет, если 
торт сделан из морожено- 
го. Однако задача о дележс 


изображенную на рисун- 
ке 3, и изготовить пять 


пирога неправильной фор- 
мы между несколькими 
людьми так, чтобы каж- 
дый считал, что ему доста- 
лось не меньше, чем пола- 
гается в случае равного 
раздела, появилась до- 
вольно давно. Вместе с ре- 
ением она содержится 
в книге «Математические 
соревнования», изданной 
в серии «Библиотека фи- 
зико-математической шко- 
лыьв 1974 г. Приведенное 


здесь решение проще из- 
ложеиного вн книге, его 
прислал нам ученик 7 «В» 
класса колы № 2 г. Моск- 
вы Миша Ободовский, сей- 


час он уже восьмиклас- 
сник. . 


А. п. . 


Рис. 1 
цепочек, каждая из кото- 
рых содержит по пять 
квадратиков. Цепочки 
удобно делать из картона, 
оклеивая нитку г двух сто- 
рон картонными квадрати- 
ками (рис. 4). Теперь 
попробуйте замостить фи- 
гуру полученными цепоч- 
ками. 

Н. И. Авилов 
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(Начало см. на с. 28} 


При этом в ядре оказывается одним 
протоном больше, чем было, а общее 
число частиц остается прежнцм. Прос- 
то один из нейтронов стал протоном. 
Но если бы дело только тем и огра- 
ничилось, был бы нарушен закон сох- 
ранения электрического заряда. При- 
рода таких процессов не допускает! 
Так вот, ‘оказывается, что вместе 
с превращением нейтрона в протон 
в ядре рождаются электрон, отрица- 
тельный заряд которого компенси- 
рует положительный заряд появив- 
шегося протона, и нейтрино, которое 
уносит определенную долю энергии. 

Таким образом, при бета-распаде 


в ядре происходит превращение од- 
ного из нейтронов в протон и рож- 
дение двух частиц — электрона и 
нейтрино. Протон остается в ядре, 
электрон же и нейтрино, которым в яд- 
ре быть «не полагается», вылетают 
из него. 

Заметим, что процесс бета-радиоак- 
тивного распада несколько напоми- 
нает процесс испускания светового 
кванта (фотона). Бета-частица и нейт- 
рино рождаются в момент перехода 
ядра из одного состояния в другое, 
аналогично тому как фотон испус- 
кается атомом при переходе электро- 
на, входящего в состав электронной 
оболочки атома, с одного энерге- 
тического уровня на другой. 


Математика 10 


С помощью 
обратной функции 


В школе интегралы вычисляют по 
формуле Ньютона— Лейбница. Чтобы 
вычислить таким способом интеграл 

1 
=) агсям х ах, 
© 
надо знать первообразную для функ- 
ции агсзт ох, а вы ее не знаете. 
Как быть? 

Обратимся к геометрическому смыс- 
лу интеграла: интеграл есть пло- 
щаль. В частности, Г, — площадь 
области, окрашенной на рисунке 1 
в голубой цвет. Найдем эту площадь 
как разность площади соответствую- 
щего прямоугольника и площади 
с, «желтой области». Поскольку 
график функции агсят х представ- 
ляет собой «перевернутый» (полу- 


ченный симметрией около прямой 
у=х) график функции эт ох, пло- 


щадь о равна площади под сину- 
соидой х=$щ у на участке изменения 


уст 0 до : 


п 
л 


2 еы 
2 
о, =( зт у4у=— сову в =1. 
[* 


Следовательно, [= = —1. 


Вычислим теперь интеграл 
[-) 


1,= ( шхах (1<а<5). 
а 

Снова обратимся к рисунку (рис. 2). 
На этот раз «голубая плолцадьь Г. 
равна площади «большого прямо- 
угольника» минус площадь ‹малень- 
кого прямоугольника» и площадь 
9 «желтой области». График функ- 
ции шох есть «перевернутый» гра- 
фик обратной функции е, поэтому 
о. — площадь под графиком функ- 
ции х==еУ на участке изменения у 
от па до ТЬ: 


к: е'ду=е" |. а 


ша 


Рис. 1. Рис. 2. 


Рис. 3. 


У=Нх) 


уыЙх) У} 


Рис. 1. 


Следовательно, Т.=6 + пах 


Хшт а—(5—а)=6 - т © —а. т > : 


Мы дважды выразили интеграл 
от некоторой функции (агсзт х, шх) 
через интеграл от обратной функции 
(311 х, ех). 

тх и ех — взаимно-обратные функции. 
Но агсзтх и эшх — не взаимно-обрат- 
ные функции (3т х — не обратимая функ- 
ция); взаимно-обратными являются агсзтх 
и 5мх, рассматриваемый на отрезке 


да 
м тэ а]. или, как говорят математики, су- 
я л 
ав Ь 


Нельзя ли это сделать и в общем 
случае? Если, например, график 
функции { имеет такой вид, как на 
рисунке 3, и функция 8 — обратная 
для [ на [а; 6], то из рисунка 3 


[1 


$ Издах= 


жение функции эт ох на отрезок | — 


из 
= + КБ) —а + (а)— {| в(у)ау. 
Ко] 
Но если график функции }{ имеет 
такой вид, как на рисунках 4, а 
или 4, 6, то из рисунка равенство 
(1) не получается. Верно ли оно 
все-таки? Если верно, то как его 
доказать? 

Как доказать равенство (1) для 
интеграла, не ясно. Попробуем до- 
казать соответствующее утверждение 
для первообразной. Заменим в (1) 
$ на д: 

х 
} поа= 


[2 


(1) 


Дх) 
=х + ха + Ца)— | вау (2) 

{а} 
(для простоты мы заменили также 
неременную интегрирования х на Ё; 
от обозначения переменной интегри- 
рования величина интеграла, очевид- 


но не зависит: 
ь 


5`- 


ь $ 
ИЮах= цоя Кг)а2=...). 


Как известно, функция } КИОЧЕ явля- 
а 
ется первообразной для непрерыв- 
ной функции { («Алгебра и начала 
анализа 9—10», задача 1046). Поз- 
тому, если равенство (2) верно, то 
функция 
Ио) 
х. (х)—а + Ка)— | вузу, 


Ка} 


или, что все равно, отличающаяся 
от нее на константу функция 
Ц) 


Ф(х)=х + Кх)— \ я(у)ау, 
Ка) 


(3) 


также будет первообразной для /[. 

Чтобы проверить, верно ли это, 
надо продифференцировать правую 
часть равенства (3). Потребуем по- 
этому, чтобы функция { была диф- 
ференцируема. 


Их) 


| а(рау, входящая в 
а} 


Функция 


правую часть равенства (3), является 
композицией функции 2={х) и функ- 
ции \ &(у)4у. Поскольку 

Ка} 


(} арау) = (2), (4) 
На} 
по правилу дифференцирования ком- 


позиции 


Их) 


(| (еалау) ас) + Род. 
Ка} 


Так как функция & — обратная для 
[, #(Их))=х. Следовательно, 


Их) . 
( } в(узау) —х + Г(х). 
Ив) 
Поэтому 


Рис. 5. 


Их) 
ох нх + К | вау = 


=) 
Их) й 


=(х + ду { ауау) = 


Ла} 


=Их)-Нх + Р(х)—х + Г(х)= Их). 
Таким образом, функция Ф действи- 
тельно является первообразной для 
функции [. 

Нами вроде бы доказана 

Теорема 1. Пусть функция |{ 
дифференцириуема и обратима на ин- 
тервале |4; РГ и Функция к — об- 
ратная для | на ]а; В. Тогда для 
любого а ]а; В Функция 

Их) 
Ф(х)=х + КХ— | «(уу 
а) 
является первообразной для { на 
]9; В. 

Слова «вроде бы» поставлены на- 
ми на всякий случай, поскольку 
мы вели вычисления, еще не дав 
формулировки и не особенно следя 
за их обоснованностью. Просмотрев 
еще раз выкладку, видим, что для 
верности (4) нужна непрерывность 
функции &. Можно доказать. что эта 
непрерывность вытекает из непре- 
рывности и обратимости функции /; 
непрерывность же функции { сле-' 
дует из ее. дифференцируемости. 


Упражнение 1. Найднте первообрезную 
для функции. в) агсашт х, 6) ш х. 


Вернемся к равенству (1). Теперь 
легко доказывается 

Теорема 2. Пусть функция { 
дифференцириема и обратима на ин- 
тервале }1<«; В и функция # — обрат- 
ная для [ на ]а; В[. Тогда для любых 
а, вс]; В 
ь 
} демх-ь + [(6)-—а - Ка)— 


ды 


&(у)ау. 


Па} 
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Учитывая теорему 1, по формуле 
Ньютона — Лейбница получаем 


ы ь 
ихах=ацх) | = 


Ц») 


ь 
=[х › Кх)— } #()ау]| = 
(а) 
ды 


= - /(6)— | вау — 
Ка) 
Иа) 
—а. Ка)-+ } в(у)ау= 
На} 
ль 
=6 - Ца + Ка)— | врау, 
Их} 


что и требовалось доказать, 


1 диф- 
1+ух 
ференцируема и обратима на 10; 
-о[ (рис. 5). Легко подсчитать, 
что обратной для нее будет функция 


2 
х=(:. —1) (0<и<1). Поэтому 


Например, функция у= 


Подспудная 
показать, как 


цель этой статьи — 
бывает полезно сде- 
лать чертеж, проинтерпретировать 
аналитические понятия геометричес- 
ки (попробуйте «открыть» форму- 
лу (1) без чертежа!). Перефразируя 
известные слова Цезаря, можно эту 
идею выразить так: «Нарисовал, уви- 
дел, доказал!». 

Упражнення. 

2. Найдите первообразную на [1: + 
для функции а) у==\; х?- 1-х, 6) у>=\, ж-л. 
о 


3- Вычиелите а) агссоз х 4х. 6) 
—1 
1 1 р | — 
ыы ах - х 
} агсвыл `хах, в} \ о г) } ое ах. 
о о ту х р 


П. Г. САТЬЯНОВ 


ант 
для младших школьников 


Задачи 


1. Найдите все такие двузначные 
числа, которые делятся на каждую из 
цифр в их записи. 


2. Однажды в Артеке за круглым 
столом оказались пятеро ребят родом 
из Москвы, Ленинграда, Горького, 
Перми и Свердловска — Юра, Толя, 
Леша, Коля и Витя. 

Москвич сидит между свердловча- 
нином и Витей, ленинградец между 
Юрой и Толей, а напротив него сидят 
пермяк и Леша. Коля никогда не был 
в Ленинграде, Юра бывал в Горьком, 
но не был в Свердловске, а сверд- 
ловчанин с Толей регулярно перепи- 
сываются. Определите, кто из ребят 
где живет. 


3. Найдите наименьшее четырех- 
значное число, квадратный корень 
из которого равен числу, образо- 
ванному первыми двумя цифрами 
‘в сумме с квадратным корнем из 
числа, образованного последними дву- 
мя его цифрами. 


4. Для открывания флакона с туго 
сидящей в нем притертой пробкой 
рекомендуют горлышко флакона на- 
греть. На чем основан этот рецепт? 


5. Восстановите пропущенные циф- 
ры в равенствах на рисунке. 


Эти задачи нам предложили: В. Ф. Лев. 
М. Л. Роллова. Н. К. Антонович. Л. П. Савин. 
С. [. Олехник. 


Этот раздел ведется у нас яз 
номера в номер с момента ос- 
нования журяала. Публи- 
куемые в нем задачи нестан- 
дартны. но для мх решемия 
не требуется знаний, выходя- 
щых за рамкн школьной про- 
граммы. Наиболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки за- 
дачи мы обычно указываем, 
кто вам ее предложил. Ра- 
зумеется, не все эты задачи 
публикуются впервые. Реше- 
имя задач ыз этого помер 


можно отправлять не позднее 
15 июля 1985 года по адресу: 


103006 Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1, «Квант». В графе 
«Кому» напишите: ‹Задач- 
ннк «Кванта». № 3—85% и но- 
мера задач, решения которых 
вы посылаете, например, 
*М921, 922. или + Ф9З3Зь. Ре- 
шения задач из разных номе- 
ров журиала или по разным 
предметам (математике м фи- 
зике) присылайте в разных 
конвертах. В письмо вложите 
конверт с написанным на нем 
вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получите результаты 
проверки решений). Условие 
каждой оригинальвой задачи, 
предлагаемой для публика- 
ции, присылайте в отдельном 
конверте в двух экземплярах 
вместе к вашим решением 
этой задачи (ина конверте по- 
метьте: «Задачник +«Кваитах, 
новая задача по физике. яли 
®... новая задача по математи- 
ке»). В начаяе каждого пись- 
ма просим указать номер шко- 
лы и класс, в котором вы учи- 
тесь. 
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задачник 


пбанта 


Задачи 


№М921—№М925; Ф933—ФэЭЗ7 

№М921. В выпуклом четырехугольнике АВСШ изве- 
стны величины двух углов Х(А=а и (В=В, 
а его удвоенная площадь равна АВ.СО--ВС.АО. 
Найдите отношение длин всех его сторон 
АВ:ВС:СО:РА, если 

а) «=5л/12, В==7л/12; 6) а=я/2, В==я/3 *); 

в) Выясните, для каких а и В существует такой 
четырехугольник, и выразите через а и В отноше- 
ние его сторон. 


№М922. Докажите, что уравнение 
п? х-- с08* х=1, 
гдери 4 — положительные числа, имеет решение 
на интервале 0< х<л/2 тогда и только тогда, 
когда (р—2)(9—2)<0 или р=а-==2. 
А. М. Седлецкий 


№М923. Докажите, что площадь проекции куба с 
ребром 1 на любую плоскость численно равна дли- 
не его проекции на прямую, перпендикулярную 
этой плоскости. 


М924. Каждые две из п точек (никакие три из кото- 
рых не лежат на одной прямой} соединены отрез- 
ком, и на всех отрезках расставлены стрелки. Тре- 
угольник А ВС с вершинами в данных точках назы- 
вается ориентированным, если стрелки расстав- 
лены в направлениях АВ, ВС, СА или АС, СВ, ВА 
(например, на рисунке 1 всего три ориентирован- 
ных треугольника из 10). 
а) Объясните, как расставить стрелки, чтобы не 
возникло ни одного ориентированного треуголь- 
ника. 
6)* Каково наибольшее возможное число ориенти- 
розанных треугольников (для каждого п)? (Нари- 
суйте соответствующие примеры для п==4, 5 и 6.) 
И. Цаленчук, ученик 10 кл. 


№М925. (Эволюция кляксы.) На белой плоскости 
расположена синяя фигура К... Из нее получается 
новая синяя фигура К; по следующему правилу, 
применяемому одновременно ко всем точкам М 
плоскости: если не менее половины площади круга 
радиуса 1 с центром в точке М занято синим 
цветом, то точка М становится синей, а если менее 
половины — то белой **). На следующем шагу из 


*) Близкие к в} и 6) задачи предлагались на вступительных 
экзаменах 1984 года на экономическом факультете МГУ. 

%*) Предлолагается, что получающнеся на каждом шагу фигуры 
нмеют площадь: так будет, налример, еслн фигура Ко ограничена 
отрезками прямых и дугами окружностей. 


полученной синей фигуры К, по тому же правилу 
получается фигура К., затем из нее — К, ит. д. 
Докажите, что а) для произвольной ограниченной 
фигуры К, начиная с некоторого мага, вся плос- 
кость станет белой; 6) если К, — круг радиуса 100, 
то это случится не позже чем через миллион 
шагов. 


А. Л. Тоом 


$933. Два куска сахара можно поместить в стакан 
с чаем различными способами. Можно просто по- 
ложить сахар на дно (рис. 2, а), а можно устано- 
вить куски *«враспор», если стакан имеет кониче- 
скую форму (рис.2, 6). В каком случае сахар рас- 
творится скорее, если чай не перемешивать? 

Л. А. Ашкинази 


$934. Теплоизолированный сосуд разделен на две 
части легким поршнем. В левой части сосуда на- 


а} 6} ходится т,=3 г водорода при температуре 
Т, =300 К, в правой части — т. =16 г кислорода 
Рис. 2. при температуре Т.=400 К. Поршень слабо про- 


1 
| 
1 
} 
водит тепло, и температура в сосуде постепенно | 
зыразвнивается. Какое количество тепла отдаст 
кислород к тому моменту, когда поршень пере- 
станет двигаться? 

3. А. Рафаилов 


Ф935. По длинному прямому проводнику постоян- 


А ВрЬ 
ного сечения течет ток Г[.. На участке АВ провод- | 
р > . ника (рис.3) его удельное сопротивление умень- | 
к Вы щается от р, в сечении А —А до р. в сечении | 


В— В. Какой по величине и знаку объемный за- 
ряд образуется: на участке АВ? ! 


Рис. 3. В. В. Можаев \ 


ФЭз6. По длинному сверхпроводящему соленоиду 
с индуктивностью Го —=0,1 Гн, содержащему М№= 
—200 витков, течет ток [,==0,1 А. Издали к соле- 
ноиду подносят замкнутый проводящий виток 
того же радиуса, что и витки соленоида; индук- 
тивность витка Г,-=1.10-"Гн. Виток вставляют 
между витками соленоида соосно с ними. Как изме- 
нится ток, текущий по соленоиду? Как изменит- 
ся энергия системы? 


Ф937. На вертикальной стене нарисован челове- 
чек «ростом» #=20 см, голова человечка вахо- 
дится на высоте Н-=2 м над полом. При помощи 
линзы с фокусным расстоянием Р —=0,1 м получают 
изображение человечка на полу. Найти размер 
наиболее четкого изображения. 


А. Р. Зильберман 


Ргоемсз 
мМ921—М925: Р933—Р937 


ыы и ие мы М921. ТВе апез А=а апа В-=В оЁ Фе сопуех 
чай © ре $ счегу ; , у м: 
и (ош Ив чегу гы Чцадг]а4ега! АВС аге Кпомп; #$ доцЫеЯ агеа 


1езие оГ ошг тайатте. тАе еаца!3 АВ-СО-+ВС-АО. Ета {Ве га\0$ [953 5 
реоеплз агс попзваи4акй опез, 514е$ АВ:ВС:СО:РА и 


пития пы 
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Биё (Вог зомбоп гедштез по 
ибогтайоп ош 4е {Пе зсоре 
о? {Не 055В ‹есопдагу зсВоо! 
зуПаБиз. ТНе тоге ЗИйеой 
ргоШетз аге тагКкеё %НЬ а 
з4аг (+). АЦег (те зкетепе 
©{ ЧНе ргоШет, \е эзызМу 
лакае По ргорозе@ И {0 из. 
Ц яое5 УИНоШ хаушя (Наё по 
аП ЧНезе ргоетз аге Пт 
рыб сай олз. Тве вош@олз оГ 
ргоМетз Ргои {13 15чие (т 
Киззал ог т ЕляйзВ) тау Бе 
роса по 14: (ал Зму 5, 
1985 +0 Ше ГоПомлаи а@@гезз: 
0$$5, Мозсо®, 103006, Моск- 
ва, К-6, ул. Горького, д. 32/1, 
+Кванте. Р]ензе зел@ Не зо[и- 
Бопз 0Г рБузюз ала таве- 
тайс3 ргоЫегпз, аз ууей ах вго- 
Шеглз (хоп\ аИСезей& зззщез, 
ип4дег зерага\е соуег; оп {Не 
епуеюре \гце Ше зогаз: 
“КУАМТ'$ РКОВЬЕМ$” ала 
{Фе пипфекх оЁ а] те зоуей 
ргоел1$; 31 уоик еМег епс- 
105е ап илзбатрей зеМа@@гез- 
зе спуеюре — ме зВаЙ мзе 
| © зепа уси (ве соггесбоп 
гений. Аё {Те епа ой Ще уеаг 
уе зит ир Ше гезиМ$ ог Фе 
Куаюё ргоет соп{е5(. И уоц 
Вауе ао опйрта[ ргоМет о 
ргорозе бог рибйсаНол, р!еазе 
зепб & 40 чз цадехг кератае 
соуег, т 40 сорез (т Визыап 
ог п ЕляНсВ), пешЯта Ше 50- 
шоп. Оп с епу@оре мгИе 
МЕМ’ РКОВЕЕМ [№ РНУ$1 0$ 
(ог МАТНЕМАТ1С$). 


А 2 


а) 6) 


Ра. 2. 
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а) «=5д/12, В=7л1/12; 5} «=л/е, В-=л/З. 
с) Ет@ 11е уашез ог х апа В Гог иБсВ зись 
а ЧоабтИацега! ех1з!з ап ехргезз х апа В шт 
феги13 ОГ {Те $14ез’ гацо. 


М9Э22. Ргоуе ат {Ще едцамой 
$тР х -- 08° х=1, 
\Неге рап4 @ аге розуе питЬегз, Баз а зо оп 
оп Ме и\цегуа! 0<х< 1/2 Ш апа отшу И 
{р 2) (9—2) 0 ог р=а=2. 
4. М. Зе 
М923. Ргоуе {Так {1е агеа оё а сиЪе’з рго]есвоп 


оп апу р1апе 13 едиа!] 10 {1е 1епёВ о{ Из ргодесвоп 
оп регрепалсшагз {0 Ме рапе. 


М924. Апу 4%0 оЁ п рол (по {1гее оЁ уысН аге 
соНпезг) аге }озпеё Ъу а \пе зевтепь; аЙ \е 
зейтел{; аге зиррНей \ИВ агго\мз. Те ичапе 
АВС ми} уегисез аф {Тезе розп{з 13 саЦед опете4, 
И Ме агго\с дейегпипе Фе дзгеснопз ДВ, ВС, СА 
ог Те Чшесйопз АС, СВ, ВА (+Ъиз, 4ЧВтее о? 1Ве 
феп 1апе$ оп Еш. 1 аге очепе9). 
а) Ехр!а1т Во\ {Ве агго\$ зношЯ Бе очемеЯ ш 
ог4ег 40 ауо! сгеайтЕ апу опеше@ иапез 
\Пафзоеуег. 
Ь)* У! Вау {3 11е 1агрез+ роз5\Ые питЬег оЁ оцете а 
Флапез (ог еасй п)? Ггам 4Ре арргораайе 
ехатр]ез Рог п=3, 4, ай 4 6. 

Г. ТзаепсвиЕ, 101й ыга4е ищет 


№М925. (шК Ыо+ еуощцНоп). А Ыце Ириге Ко 13 
Чгамл оп а уВЦе р]апе. А пем Мие Ёриге К, 13 
оМатеЯ {гот 1 ассогдатя 40 Че ГоПоуйте ге, 
аррИе9 1тиЙапеоцз у 40 а ройт+з М оЁ 41е раце: 
1Р 1езз ап ВаМ оЁ Ме агеа оГ Че схае ог 
га4!11$ 1 ап4 сегёхе М 15 Ыце, еп Ве рош М 
пизё Бесоте Ыце, о\Кегчисе 3№ миаз Ъесоте 
\пие *). АБ Те пехф з4ер Те Я киге К. 13 омашед 
гот К, ш 4Те зате \ау, её. Ргоуе 1Ваё а) 
Фог апу Боцлве® Браге К. \йе епихе р1апе м 
Бесоте уНИе аМег а ЙпЦце питЬег оЁ черз; 
Ъ) И К, 15 {Те с«е оё га@аз 100, 1515 Ш Варреп 
по }24ег {Мал т опе шоп зерз. 

Д. Г. Тоот 


Р933. Тую 1атарз 0{ закат тау ое р}асей зло 
а сир оЁ 41еа м @а1Негепё \ууауз. ТВе 1атрз тау 
<ипр1у Бе @горред оп Фе Бойот оР \е сир 
(Е. 2,4), ог, № Ме сир 13 сопе-зВаред, р]асеа 
50 1 а1 {Пеу Во ур еасВ оВег т 11е сир’з пиа@}е 
(ЕЕ. 3, 6). п \ЫеВ сазе мШ Ве штрз 41ззайуе 
тоге гар1 у, 1 4\1е феа 15 поё з@ггед? 

1. А. Азрытах 


Р9Э34. А цвеайзозеЯ уеззь] 13 @блуей и\фо \мо 
зесвопз Бу а ЦВ разфоп. Те ]е{+ зесйоп сопфащз 


*) 1 13 аввитеЯ &Нэф сВе агеа’ ог зре щитез омазтей в засН 
вер 18 аймауБ Чейптей; Иа м Бе (Ве саве 1 К, в Бомифев оу 
зака! кЫь пез ап стсшаг ахсв. 


А Вы 
[1 —> 

А вы 
Рав. 3. 


М901. Биссектрисы АК и ВМ 
треугольника АВС пересека- 
ются в точке О. Докажите, 
что если ОК =ОМ. то либо 
углы А ы В треугольника рав- 
ны. либо угол С равен 60°. 


т,=3 & ПуЧговеп аф ф1етрегафике Т,=300 К, {Ве 
паре зесйоп сопфа11$ т.=16 в охупепй аф фетре- 
гафиге Т.-—400 К. ТЬе рзюп меаЮу сопдис&$ 
Веа%, зо {Паф {Те 4етрегафиге 1 {Те зесвопз вга- 
ЧицаПу еацаН2ез. Ном тисЬ Веаф иШ Фе охувеп 
Вауе ге]са5е а \№е тотепё увеп \Ъе р1зюп 
5ор$ тоутЕ? 


7. А. Ваайоь 


Р935. А Чшес# сиггеп& оЁ Го П0\5$ а1опё а гесй- 
Ппеаг улге о сопзфапф зесйоп. А]оп& {Те зевтеп+ 
АВ © 4Те мише (Е. 3) Из зрес Ис тезсамсе 
Чесгеазез гот р, аф {Не зесИоп А -—- А Юр. а 11е 
зесмоп В—В. \Ваб ж Те абзойие уэще ап@ 
{Те зп ой Те сБегве \Таф Ёогт$ а]опё ШЪе зев- 
шеп& АВ? 

У. И. Могваеь 


Р936. А сигтепф о# [.—=0,1 А Йомз ап а 1018. 


хесийлеах заретсолвасйтя со! 0 шазейуйу 
№=0,1 “ИН М№М=200 1оорз. А с1!0зе4 сопдисИпЕ 
]1юор ог 1е зате газ аз {Те ]оорз оЁ {Не сой 
153 БгоцеВ {гот а Фзапсе ап расе ЪБеф\увеп 
{Ре зо]епо!4’; 1оорз зо аз 40 Вауе а соттоп ах: 


У\ИИ ЧТет. Тве пем 10ор’з тдисНуНу 15 (=. 


—=1.10-“ Но. Ноу Ш Те сиггеп& Номтя т Ве 
зоепо!:А свапре? Ном иЩ Ве епетву ой Ве зузбет 
сВапре? 
Р937. А Витап Бешя оЁ «НешНь» й—=20 ст 1$ 
агамп оп а уегЫса!| маЙ $0 Шаф Из Неа4 15 аф 11е 
аНниде Н=2 ш абоуе Ноопеуе!. Ап Итаве ой 
+Ве Вишап Бешя 15 омаште оп Ме ИЙоог Бу 
тшеапз оЁ а 1епз оЁ Коса! 4134апсе Ё=0,1 т. Ета 
{Ве зе ой Ве се атез& роззИЩе утаве. 

А. В. ДИЬегтап 


Решения задач 
№901 —№М904; Ф913—Ф916 


Опустим из точки О перпендикуляры ОР и ОФ на 
стороны АС и ВС. Поскольку О — точка пересече- 
ния биссектрис, эти перпендикуляры имеют рав- 
ные длины, следовательно, прямоугольные тре- 
угольники ОМР и ОК@ равны. Выразим их острые 
углы при вершинах М и К через углы треуголь- 
ника АВС. Если точка Р лежит на отрезке СМ 
(рис. 1), то угол М треугольника ОМР, как внеш- 


ний угол треугольника АМВ, равен ХА 5 с В; 
если точка Р лежит на отрезке АМ (рис. 2), то этот 
угол равен углу АМВ, то есть 180°— (А — г & В= 


= и В+ СС. Аналогичные две возможности име- 


ются и для точки ©. 
Таким образом, исходный треугольник удовлет- 
воряет одному из двух равенств: либо Х АМВ-= 


Рис. 2. 


№902. Натуральный ряд 1. 2, 
3. .. разбит на несколько 
арифметических прогрессий. 
Докажите. что хотя бы у 00- 
ной из этих прогрессий пер- 
вый член делится на ее раз- 
ность. 


№М903. Существует ли выпук- 
лый многогранник, любое се- 
чение которого плоскостью. не 
проходящей через вершину, 
является многоугольником с 
а) чегным; 6) нечетным чис- 
лом сторон? 


№904. Для каждого натураль- 
ного числа 
А =: 10"а, - 10" ‘а, |+... 

... т 104, 4% 
{с десятичиой записью аа. 
...а.а,} положим 


= АКВ, то есть $ (В+ ИС=УСАЧиЕС или 
ХА=иВ; либо / АМВ-+ СХ АКВ--180°, то есть 
ДАВС АИВ= 5 (ГАНИВ) = 180° 
или (С=180°—(ГАЧИВ)=60°. 


В. Л. Гугенмахер 


®* 

Обозначим через а,,а., ..., а. первые члены прогрес- 
сий, на которые разбит нэтуральный ряд, через 
4. 4..4. — их разности. Произведение всех 
разностей входит н одну из прогрессий, то есть 


для некоторого &, 1<Ё<л, и некоторого натураль- 
ного Ё 


а: 4>...4, =а:-+ Еа,. 
Из этого равенства следует, что а, делится на 4. 
А. В. Келарев 


® 

а) Ответ: существует. Покажем, что условию 
задачи удовлетворяет пюбой многограиник, из 
каждой вершины которого выходит четное число 
ребер, например, октаэдр (см. рисунок). 

Рассмотрим произвольное сечение такого много- 
гранника, не проходящее через вершины. Очевид- 
но, его можно чуть-чуть пошевелить так, чтобы оно 
стало непараллельным ни одному из ребер много- 
гранника, а число его сторон осталось прежним. 
Будем теперь параллельно перемещать плоскость 
сечения. Тогда число его сторон будет изменяться 
только при переходе через вершины, причем каж- 
дый раз будет проходиться только одна вершина. 
Если в ней сходится четное число п ребер и 2 из них 
пересекали плоскость сечения до перехода через 
эту нершину (а значит, п-Ё — после перехода; 
см. рисунок), то число вершин сечения при этом 
переходе изменится на г — 2Ё и следовательно, его 
четность сохранится. А поскольку в конце концов 
плоскость сечения не будет пересекать ни одно из 
ребер, число сторон сечения должно оставаться 
четным все время, за исключением моментов про- 
хождения вершин. 

6) Ответ: не существует. Из решения задачи 
а) следует, что если у всех сечений многогранника, 
не проходящих через вершины, число сторон имеет 
одинаковую четность (в частности, нечетно), то из 
каждой вершины выходит четное число ребер. Но 
тогда, как было показано там же, число сторон 
у любого такого сечения должно быть чётно. 

Н. Б. Васильев, В. Н. Дубровский 


®* 

а) Докажем, что если десятичная запись числа 4 

содержит не менее двух знаков и А -^ 19, то 
О(А)< А. 


Пусть А —=10'а,-- 10“ ‘а,_,-... Рас, а. >1, тогда А > 10". 
В то же время 


Р(А)-=а.- 2. + 22а, +. 

„„. 2" ‘а, + 2"ас- 
Например, 0 (1985) =1+ 2х 
х94-2?-8-+2.5=91, 
0911 =9+2.1=11, 

1 (11)==3. 

а) Докажите, что для любого 
натурального А—А. в после- 
довательности А, =р (Ао). 
А.=р(А/).... встретится число 
А*-—А, < 20, для которого 
Р(А*)=А*. . 
6)* Чему равно. А* для А 
=1957 


Ф913. С горизонтальной по- 
верхности земли бросили под 
углом а=860° к горизонту со 
скоростью 1==12 м/с комок 
сырой глины. Одновременно 
комок вдвое большей массы 
бросили навстречу первому 
под углом В—30° к горизонту, 
причем начальные скорости 
комков оказались лежащими 
в одной вертикальной плоско- 
сти. В результате стодкнове- 
ния комки слиплись. Найти 
скорость (по модулю) упавше- 
го ва землю  слипшегося 
комка. 


РА) = а. 20. +... + а 59 -+2.9 4..4 2".9= 

=912”- "И 18.2” < 10?.2“-1. 
Следовательно, Д(А}< А при п>2. При п-=1, то есть для 
А = Фа, | в, имеем: 


А—Р(А)—= а, а. — а — 22а, =9а, —а,>0 
при всех значениях а, и в., кроме а,--1, а,--9 (А = 19}, 
а 0(19)—19. Наконец, при п=0, то есть для однозначных 
чисел А, очевидно, р: А)=А. 

Таким образом, последовательность А=А., 
А, А.,... будет строго убывать, пока в ней не 
встретится число Ак = А*, равное 19 или однознач- 
ное; для этого числа Р(А*)=А*. 

6) Ответ: А*—19. Докажем, что если число А 
делится на 19, то и Р(А) делится на 19. Отсюда 
вытекает, что для А = 19° число А* делится на 19, 
а так как в силу утверждения а) А*—_ 20, это 
возможно только при А*—= 19. 

Для любого числа А =10”а, - 10" ‘а._,-+... + ао 
рассмотрим разность 
2^А—Р(А)=(20"—1)а„-+-2 (20"—' —1)а,-, +... 

..{ 2” '.(20—Па,. 

Каждое слагаемое в правой части этого равенства 

делится на 19, так как 20“—1=19-(20'—'-- 

+- 20"? +... №), поэтому, если А делится на 19, 
то и Р(А) тоже делится на 19. 

Е. Н. Гурвич. А. Л. Федоров 


Ф* 
Рассмотрим движение центра масс (ц. м.) комков. 
Скорость ц.м. непосредственно перед ударом о 
землю равна по модулю скорости ц. м. при броса- 
нии комков, причем 
Зто=ти + 2ть. (1) 

где о — скорость ц. м. при бросании, ь, ии. — ско- 
рости комков в этот момент, т — масса мень- 
шего комка. 

Поместим начало координат в точке бросания 


комка массы т, направив ось Х горизонтально так, 
чтобы она проходила через точку бросания боль- 
шего комка, а ось У — вертикально вверх. Запишем 
равенство (1) в проекциях на оси Х и У, предвари- 
тельно разделив обе части.его на т: 

Зи, = с0за— 20. с0$ В, (2) 
Зи, =; мп а-- 202 эт В 


рость и. найдем из условия, что в точке столкнове- 
ния, которое произошло через время {, координата 


(здесь и; и и, — проекции ь на оси Х и У). Ско- 
по оси У у комков одна и та же: 


р 


: г Е : 
о зщ а— > == 31 р— =. . 


откуда 


Подставляя найденное выражение для у. в (2), 
получаем: 


и, — 5. 


5 ь,, и,— А 


5 6. 


914. П закрытом сосицде объ- 
енма У=33.6 дм? находится 
азот и ‹=1 моль воды. При 
температуре {1 —=100 °С давле- 
ние в сосуде равно = 
—=2. 10° Па. Определить коли- 
чество азота в сосуде. 


Ф915. Жидкость с диэлектри- 
ческой проницаемостью г про- 
текает между пластинами изо- 
лированного плоского конден- 
сатора со скоростью и. Пер- 
пендикулярно скорости г и па- 
раллельно пластинам направ- 
лено магнитное поле с индук- 
цией В. Определить напряже- 
ние на пластинах конденсато- 
ра. Расстояние между пла- 
стинами 4. 


Таким образом, скорость слипшегося комка при 
ударе о землю -—- 

ь=Уй =“ 01 == 14 м/с. 

В. И. Чивилёв 

®* 
Давление р в сосуде складывается из парциальных 
давлений азота р, и паров воды р.. Максимальное 
возможное значение р, — это давление насыщен- 
ных водяных паров р, при данном значении темпе- 
ратуры. При Т=373 К р,=10” Па. Посмотрим, 
каким должно быть количество х, пара п сосуде, 
чтобы создать давление В»: 
РУ __ 10.33,6.10 ' 


Е ВЕ С 


мольг 


= 1,1 моль. 


Значит, при испарении * = 1 моль воды образовав- 
шийся пар будет не насыщенным. Давление этого 
пара — 


. КТ ю 

р. =\ 7 == 0,9 . 107 Па. 
Следовательно, парциальное давление азота в со- 
суде — 

р. =р—р,=11. 10° Па, 
и количество азота в сосуде — 
РУ 
к 


\, = = 1,2 моль. 


С. М. Коршунов 


® 
На разноименные заряды движущихся диполей 
диэлектрика со стороны магнитного поля дейст- 
вуют силы Лоренца, направленные в противопо- 
ложные стороны (см. рисунок). Это приводит к 
поляризации диэлектрика, и в результате у верх- 
ней и нижней пластин конденсатора в диэлектрике 
будут существовать равные по абсолютной вели- 
чине поверхностные заряды противоположных 
знаков. Эти поляризационные заряды создают 
электрическое поле. 

Пусть напряженность этого поля равна Е (на 


рисунке Е направлено сверху вниз). Тогда сила, 
действующая на положительный заряд движуще- 
гося диполя, равна 
Е=аВ-Е). 

Согласно определению диэлектрической проницае- 
мости эта сила должна быть в + раз меньше той 
силы Р., которая действовала бы на заряд 4, дви- 
жущийся со скоростью 0, в отсутствие диэлек- 
трика. Но в отсутствие диэлектрика ЕЁ=0, и 
Р.=4%08В. Так что 


В 


р" => чыВ-Е=4“”. 


откуда находим ЕЁ: 


$916. В схеме. приведенной 
на рисунке 1 (Д — идеальный 
9и09), ключ К замыкают на 
время т. @ затем размыкают. 
В момент размыкания сила то- 
ка в катушке индуктивности 
равна Г‹. Через сколько вре- 
мени после размыкания клю- 
ча ток [| в катушке достигнет 
максимального значения, ес- 
ли оно равно 2Г? Построить 
график зависимости 1; от вре- 
мени # (0 с). 


Рис. 2. 


Таким образом, разность потенциалов между 
пластинами конденсатора равна 


И=Еа= оВд. 


Е. А. Ромишевский 


Ф 


После замыкания ключа К за очень короткий про- 
межуток времени напряжение на конденсаторе и 
на катушке индуктивности станет равным ЭДС 
источника (см. рис. 1: $ =‹.—4„, ток через 
диод не течет). В течение времени т на конденсаторе 
будет сохраняться постоянный заряд 4 =С© ‚ а ток 
через катушку будет нарастать по линейному за- 
кону: 


рф 5=6: 0<#<т. 
В момент Не согласно условию, #=—[, то есть 
—@ 
Го рт. 


Если в этот момент разомкнуть ключ К, ток через 
катушку будет продолжать расти со временем за 
счет разрядки конденсатора, как это происходит 
в обычном колебательном контуре, то есть по зако- 
ну синуса с периодом Г=2л ЕС. 

Когда ток достигнет максимального значения, 
напряжение на катушке индуктивности, диоде, 
конденсаторе станет равным нулю, то есть конден- 
сатор полностью разрядится. На основании закона 
= + —— т _— А ак 

те 
Нав т, находим ЁС == 31". 


Значение функции у=аюм ох изменяется от 0,5 
до 1 при изменении аргумента от л/б до л/2, 
то есть за 1/6 часть периода. Поэтому время Ат, 
за которое сила тока в катушке изменяется от 
Го до 21, равно Т/6, то есть 


т 3 = 1,81. 


В момент времени #—=т-+ Ат=- 2,8т потенциалы 
точек А и В сравниваются, сопротивление участка, 
содержащего диод, в направлении от Вк А стано- 
вится равным нулю. Таким образом, в последую- 
щие моменты времени через катушку индуктив- 
ности и диод будет течь постоянный ток 1=21., 
заряд конденсатора будет равен нулю. 

График зависимости 1 (:) приведен на рисунке 2. 

Необходимо сделать еще одно важное пояснение. 
В момент времени Ё=1т происходит плавный 
(то есть без скачка производной) переход с линей- 
ного участка на часть синусоиды. Это связано с 
тем, что производной 4/4 пропорционально на- 
пряжение на катушке индуктивности {), =’, ко- 
торое в каждый момент времени равно напряже- 
нию на конденсаторе . =а4/С. А так как заряд на 
конденсаторе скачком измениться не может, на 
графике 1 ({} не может быть изломов. 

А. И. Киркинский. Е. А. Ромишевский 


сохранения энергии имеем: 


Учитывая, что 1,» 


[1 = и 
Ат 5 
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—_—_—_ А ————————————ыд———————— 


Практикум абитуриента 


| 
$ 


Механическая 
работа 

и механическая 
энергия 


О. Ю. ОВЧИННИКОВ 


$1. В механике работа, совершаемая 
лостоянной силой РЁ при перемещении 


тела на величину 5, равна ироизве- 
дению модулей силы и перемещения, 
умноженному на косинус угла и меж- 
ду векторами силы и перемещения: 
А —=Р$ ©0$ а. 
Такое нонятие не всегда соответствует 
обыденному представлению о работе. 
Например, штангист, удерживающий 
груз на поднятых руках, или носиль- 


ик, несущий тяжелый чемодан, 
механической работы не совершают 
(объясните — почему?). 


Когда действующая на тело сила 
не постоянна (меняется ее модуль 
или направление), работу такой силы 
можно найти следующим образом. 
Разобьем все перемещение тела на та- 


кие малые участки 5,, 55, ...› я» чтобы 
на каждом из них силу можно было 
считать постоянной и равной соот- 


ветственно Ё,,Р., ..., #„. Затем найдем 
работу на каждом участке: 


А, —=Р,$, с0з а, 


А. =Р.$, ©0$ ао, .--. 
А.=Р.5, ©03 Ча; 


а полная работа будет равна сумме 
работ на отдельных участках: 
А—=А | А,-...-НА,. 

В тех случаях, когда известно, как 
изменяется от точки к точке проек- 
ция силы на направление перемеже- 
ния Р.—=Р с0$ и, работу можно найти 
графически (рис. 1). Полная работа 
на участке ВС численно равна площа- 
ди фигуры ВОЕС. 

Задача 1. Чему равна работа по 
равномерному подъему однородной 
гладкой цепочки на гладкий гори- 
зонтальный стол? Первоначальное 
положение цепочки указано на ри- 
сунке 2, а; ее длина 1—6 м; масса т= 
—3 кг. 

В начальный момент на цепочку 
действует сила тяжести та, и для ее 
удержания требуется сила 

Ро=т8. 
По мере поднятия цепочки на стол си- 
ла, необходимая для поднятия, будет 
уменьшаться. Обозначим длину час- 
ти цепочки, уже лежащей на столе, 
через х (рис. 2, 6). В этот момент 
к цепочке надо приложить силу 


Е=тар— сы У: 

Построим график зависимости Ё= 
=Е(х) (рис. 2, в). Тогда работа, ко- 
торую совершит эта сила при равно- 
мерном подъеме всей цепочки, будет 
численно равна площади заштрихо- 
ванного треугольника: 


А=- тё1=90 Дж. 
Заметим, что совершенная работа 
равна работе по подъему центра 
тяжести цепочки. Поскольку в началь- 


Рис. 2 


Рис. 3. 


ный момент он находится на рас- 
стоянии 1/2 от поверхности стола, 
потребуется работа А —=тв8(1/2). 

Задача 2. К точкам В и С, нахо- 
дяшимся на одной горизонтали, под- 
вешены однородная цепочка длиной 
2 и система из двух стержней, соеди- 
ненных шарниром, каждый из кото- 
рых имеет длину 1 (рис. 3, а). Масса 
цепочки равна массе обоих стержней. 
Какой из центров тяжести — цепочки 
или системы стержней — находится 
ниже? 

Подействуем на цепочку таким об- 
разом, чтобы ее положение совпало 
с положением системы стержней 
(рис. 3, 6). Очевидно, что в этом 
случае центры тяжести цепочки и 
стержней тоже совпадают. Поскольку 
для того чтобы перевести цепочку 
в новое положение потребовалось над 
ней совершить некоторую работу, 
можно утверждать, что ее новое по- 
ложение центра тяжести выше преж- 
него. 

Следовательно, первоначально 
центр тяжести цепочки находился 
ниже центра тяжести системы стерж- 
ней. 

Задача 3. В первом опыте пружи- 
ну. имеющую жесткость Е и длину 
в недеформированном состоянии (., 
растягивают до длины 1. Во втором 
опыте эту пружину сначала разре- 
зают на две равные части. затем берут 
одну из них и растягивают ее тоже 
до длины 1. Определите работу, ко- 
торую надо совершить в первом и 
во втором опытах. 

Согласно закону Гука, при растя- 
жении пружины на величину х 


Рик. 4. 


возникает сила упругости Ё‚„=—— Ах 
(знак «минус» говорит о том, что си- 
ла упругости стремится вернуть пру- 
жину в исходное состояние). Для того 
чтобы растянуть пружину, к ней надо 


приложить внешнюю силу Е, равную 
по модулю силе упругости, но про- 
тивоположную ей по направлению: 
Е=—Р,р==ЁХ. 
Построим график зависимости 
Р=Р(х) (рис. 4, а) и по нему найдем 
работу, которую должна совершить 
внешняя сила для растяжения не- 
деформированной пружины на вели- 
чину х: 


1 №х: 


В случае, когда пружина уже была 
растянута на величину х,, а тенерь 
ее надо растянуть до х., работа 
внешней силы будет равна (рис. 4, 6) 


Теперь вернемся к нашей задаче. 
В первом опыте для растяжения це- 
лой пружины с жесткостью # из не- 
деформированного состояния до дли- 
ны [ необходимо совершить работу 

ны Щи г 
2 2 

Во втором опыте до той же дли- 
ны { растягивают лишь половину пру- 
жины так, что удлинение х.—{— 1/2. 
Кроме того, жесткость половины 
пружины не такая, как жесткость 
целой пружины: она в два раза 
больше (покажите это самостоятель- 
но). Поэтому во втором опыте необ- 
ходимо совершить работу 
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2Е)х: (ЭР; 92 2 
и ее —=#(1-- “) 
$2. В механике принято разли- 
чать кинетическую энергию, обуслов- 
ленную движением, и потенциаль- 
ную, определяемую взаимным распо- 
ложением тел системы или частей 
одного и того же тела. 
Кинетическая энергия тела массой 
т, движущегося со скоростью ь, 
равна 


е 


__ те’ 
Е. 


Потенциальная энергия тела, нахо- 

дящегося в поле тяжести на высо- 

те й над нулевым уровнем, равна 
Е =таЕН, 

а потенциальная энергия упруго де- 

формированного тела равна 


вх 

ЕЯ 
`Между понятиями «механическая 
работа» и ч+механическая энергия» 
есть тесная связь. Работа равно- 
действующей сил, приложенных к 
системе, равна изменению кинетиче- 

.‚ ской энергии системы: 


А—=Е,,—Ев- 


Работа сил тяжести или упругости, 
действующих в системе, равна взя- 
тому с противоположным знаком из- 
менению потенциальной энергии сис- 
темы: 

А=—(Е›— р1)- 

Задача 4. На рогатке -закреплена 
длинная (по сравнению с размерами 
рогатки} резина с жесткостью К. 
Найдите максимальную скорость кам- 
ня массой т, выпущенного из ро- 
гатки, если предварительно его оття- 
нули на расстояние х (рис. 5). 

Поскольку резина длинная, можно 
считать, что на камень действуют 
две параллельные силы упругости 


резины #. При оттягивании камня 
на расстояние х суммарное удлине- 
ние пружины будет 2х, и модуль 
силы упругости Р==А(2х)}=28х. 

При возвращении в исходное неде- 
формированное состояние резины си- 
лы . упругости, действующие на ка- 
мень, совершат работу 


А=2 (Ах ок. 


г 


За счет этой работы камень лпри- 
обретет кинетическую энергию 
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откуда 


ьахА/*. 


Задача 5. Какая работа будет 
совершена силой Е=30 Н при подъеме 
тела массой т-—? кг на высоту 
й—20 м? 

Согласно определению, работа при- 
ложенной к телу силы равна 


А—Рр—600 Дж. 
С другой стороны, при подъеме те- 


ла на высоту й против силы тя- 
жести тё совершается работа 

А’—тЕй—400 Дж. 

Конечно же, ничего странного в 
расхождении полученных результа- 
тов нет. Дело в том, что А’ — 
это минимальная работа, которую 
нужно совершить для поднятия тела. 
За счет этой работы увеличивается 
его потенциальная энергия в поле 
тяжести Земли: 

АЕ, =тЕй=400 Дж. 
Остальная же часть работы идет на 
увеличение кинетической энергии те- 
ла (тело движется се ускорением, 
а почему?): 

АЕ, =А—А'’—=200 Дж. 

Задача 6. На невесомой конст- 
рукции из стержней. соединенных 
шарнирно, подвешен груз массой т 
{рис. 6). Чему равно натяжение 
нити? 

Мысленно уменьшим длину нити 
на величину х, настолько малую, 


чтобы изменением силы натяжения 
нити можно было пренебречь. Тогда 
груз поднимется на высоту Эх {(нока- 
жите это). 


Рис. 5. Рис. 6. 


Рис. 7 


Работа силы натяжения нити при 
этом будет равна 
А=Р,х, 
а потенциальная энергия груза в поле 
тяжести Земли изменится на 
АЕ„=тв(2х)-—=2тах. 
Таким образом, 
Р„х==2твах, 
откуда 
Р,=2тя. 

83. Энергия принадлежит к тем 
немногим физическим величинам, для 
которых выполняются эаконы сохра- 
нения. 

В частвости, если система тел 
замкнута и тела взаимодействуют 
друг с другом только силами тяго- 
тения и упругости, то полная меха- 
ническая энергия системы (то есть 
сумма кинетической и потенциаль- 
ной энергий) остается постоянной. 
Действие же силы трения приводит 
к тому, что часть механической 
энергии превращается во внутреннюю 
энергию системы. Но и в этом случае 
сумма всех видов энергии системы 
сохраияется неизменной. 

Задача 7. Мальчик на коньках 
разгоняется до скорости ь и вкаты- 
вается на горку, покрытую льдом. 
До какой высоты, считая от осно- 
вания горки, он сможет подняться, 
если коэффициент трения в, а угол 
наклона горки к горизонту а? 

В начальный момент мальчик 
обладает кинетической энергией 
то?/2, а в конечный момент — 
потенциальной энергией тай (здесь 
т — масса мальчика, В — искомая 
высота подъема). За счет уменьше- 
ния полной механической энергии 
совершается работа против силы 
трения Е, „—ртяЯсо3 а: 

ти? 
—5- —тав—(рта соз а)". = 
Отсюда находим искомую высоту #й: 


р 
ЗЕ ис а) ° 


Задача 8. Камень массой т со- 
скальзывает с гладкой горки высотой 
Н. Рассмотрим этот процесс в двух 
различных инерциальных системах 
отсчета. С точкы зрения наблюда- 
теля в неподвижной системе по- 
тенциальная энергия камня тёН пе- 
реходит в кинетическую энергию 
ту? /2, так что после соскальзывания 
с горки камень имеет скорость в 
(рис. 7). Наблюдатель, находящийся 
в системе отсчета, движущейся со ско- 
роестью п вправо, скажет, что вначале 
у камня есть потенциальная энергия 
тяН и кинетическая энергия то?/?, 
а в конце нет ни той ни другой. Куда 
же «пропала» энергия?*) 

Сразу же скажем, что закон со- 
хранения энергии выполняется и в 
этом случае. Причина сформулиро- 
ванного в условии парадокса в том, 
что рассуждения проводились для 
незамкнутой системы — одного кам- 
ня, а Земля, с которой камень взаи- 
модействует, не учитывалась. Ис- 
правим эту ошибку. 

а) В неподвижной системе отсчета 
(связанной с центром масс системы 
камень — Земля) в начальный мо- 
мент камень и Земля покоятся, и 
вся энергия равна потенциальной 
энергии системы. В конечный мо- 
мент камень приобретает скорость 


—> — 
р, а Земля — скорость и, кото- 


рую можно найти из закона сохра- 
нения импульса: 


ти—Ми= 9, 
откуда 


и 


&З 


где М — масса Земли. 
Согласно закону сохранения энер- 
гии, 


эенйе : р =" о" м. 


Поскольку масса камня ничтожно 
мала по сравнению с массой Земли, 
величиной т/М по сравнению с 
единицей можно пренебречь. Тогда по- 
лучим 


таН—= "”, 


*) Аквлогичные вопросы подробно разбираются 
в статье В. А. Орлова «Парадокс «большого» тела», 
опубликованной в третьем номере журнала за 
1978 год- (Примеч. ред-) 
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Рис. 8 


что целиком соответствует условию 
задачи. 

6) В движущейся системе отсчета 
в начальный момент общая энергия 
системы равна тЕН-+то?/2--Ми?/2, 
а в конечный она равна Ми?”/2. Из за- 
кона сохранения импульса 


то--Мои—Ми=0 


получаем 
т 
и=0(1-+^ 
и 
Ми М ти т 
НИЯ (2+) 


Тогда из закона сохранения энергии 


Школа в «Кванте» 


имеем 


Ми? 
2 


тан 7” + 


или, пренебрегая величиной т/М по 
сравнению с двойкой, 


= 
то 
2 


— тот же самый результат, что и с 
точки зрения неподвижного наблю- 
дателя! 


тяН = 


Упражнения 

1. Тело массой Мг-990 г лежит на го- 
ризонтальной плоскости. В него попадает 
пуля массой т=-10 г, летящая горизоитально 
со скоростью и=100 м, и застревает в 
нем. Какой путь пройдет тело до остановки, 
если коэффициент трения между ним п 
плоскостью и=0,05? 

2. В вагоне равиомерно идущего поезда 
стоит человек, натягивающий пружину © 


===> 

силой ЕЁ (рис. 8). Поезд прошел путь {[. 
Какую работу при этом совершил человек 
в системе отсчета, связаиной г поездом, и в 
системе отсчета, связанной © Землей? 


Избранные 
школьные задачи 


Восьмой клвсс 
1. Докажите. что 


а 
а а 07 
я 1 
== 51 ++ 52 4 ... + 100 . 
2. а) Найдите наименьшее натуральное 


число, сумма цифр которого делится на Т, 
такое, что сумма цифр следующего за ним чис- 
ла тоже делится на Т. 

6) Докажите, что среди любых 13 последо- 
вательных натуральных чисел найдется число 
с суммой цифр, деяящейся на 7. 

3. Б треугольнике АВС проведена ме- 
диана АМ, точка К лежит на АМ, причем 
АК/АМ-=1/3. Через точку К и вершину В 
проведена прямая, пересекающая АС в точке Г. 
Найдите площадь треугольника АКГ. если 
Завс=5- 

4. Решите систему уравнений 

и 
ху-хх-Ну2 =3. 

5. Впишите в данный оетрый угол треуголь- 
ник наименьшего периметра, одна из вершин 
которого совпадает = данной точкой А внутри 
угла, а вершины Ви С лежат на сторонах угла. 
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Девятый класс 

6. Докажите. что при целых х, у, 2 чис- 
ло ху +2—Зхул делится на хКу-| 2. 

7. В треугольнике АВС проведены медиа- 
ны АМ и ВМ, причем |АМ|=т,, |ВМ|=т, 
и блас==2т,т,/3. Найдите |АВ|. 

8. Какое нз чисел больше 

290 50 
2" или 3 17 

9. Найдите расстояние между скрещиваю- 
щимися диагоналями двух смежных граией ку- 
ба с ребром а. 

10. Решите уравнение 


х (7—7) ==(3--4%). 

Десятый класс 

11. Решите уравиение 

т? х-+-с05? 4х==8 зм?х + соз 4х. 

12. Какое из двух чисел больше 

а) 1,0001 '"”*°или 1,0002'"*"; 

6} ='’илн д’? 

13. Точки М, №, Ри Я — середины ре. 
бер АВ, АР, $С и 5) четырехугольной пи- 
рамиды ЗАВСО объема У. Найдите объем тре- 
угольной пирамиды ММР@, если иззестно, 
что Завр=5всь- 

14. Могут ли числа 3. 5 и 1 быть члеиами 
(не обязательно соседними} олной геометри- 
ческой прогрессии? 

15. Докажите, что если сумма квадратов 
длин сторон некоторого четырехугольника 
равна сумме квадратов длин его диагонален, 
то этот четырехугольник — израллелограмм. 

Публикацию подготовил А. А. Егоров 


Варианты вступительных экзаменов 


Новосибирский 
государственный 
университет 

им. Ленинского 
комсомола 


Физика 


Письменный экзамен 
Физический факультет 


Каждый вариант состоял из пяти задач 
трех типов. 

Первые три задачи — расчетные, раз- 
личной трудности: от почти стандартных до 
сравнительно сложиых, требующих смекалки, 
глубоких знаний, умения разобраться в не- 
привычной или усложиеиной физической си- 
туации. 

. Четвертая задача — это задача-оценка. 
Для ее решения надо понять рассматриваемое 
физическое явление, сформулировать простую 
(так как иужина только оценка) физическую 
модель этого явления, ‘выбрать разумиые 
числовые значения физических величин и, на- 
конец, получить числеиный результат, более 
или менее соответствующий реальности. В тек- 
сте задачИ подчеркивалось, что абитуриеит 
может сам выбрать необходимые для реше- 
ния задачи физические величины и их число- 
вые значения. 

Пятая звдача — это задача-демоистра- 
ция, в которой надо объяснить физическое 
явление, демонстрируемое в аудитории. Здесь 
важно понять сущиость явления и среди раз- 
личных факторов выделить главиый. 

На решение задач давалось пять часов. 
начиная с завершения демонстрации. 

Вариант 41 

1. Провод АСВ изогнут так, что точки 
А. Си В образуют правильный треугольник 
(рис. 1). К серединам сторон АС н ВС под- 


ключеиа перемычка ЕЁ из провода с вдвое 
меньшей площадью сечения. К точкам А и В 
приложено напряжение (. Найдите падение 
напряжения на перемычке. 

2. Два закреплениых цилиндра, площади 
сечения которых равны 5, и 5., соединены 
трубкой (рис. 2). Цнлиидры перекрыты поршня- 
ми, жестко соединенными между собой. Объем 
газа, ограниченный поршнями, виачале был 
равен У, а давление внутри системы было рав- 
но атмосферному давлению сиаружи р.. За- 
тем атмосферное давление изменяется до зиаче- 
ния р,. На какое расстояние сдвииутся порш- 
ни? Температура постоянна. Трением преие- 
бречь. 

3. Колесо снабжено тормозом ВС, который 
шариирно закреплен в точке В на той же 
жесткой раме, что и ось колеса А (рис. 3). 
Растянутая пружнна АС прижимает тормозную 
колодку С к ободу колеса так, что угол 
АСВ равен а. При вращении колеса но часовой 
стрелке сила трения, создаваемвя колодкой тор- 
моза, равна Р,. Коэффициент трения колодки 
06 обод равен р. Найдите силу трения при 
вращении колеса против часовой стрелки. 

4. Продолжите мыслеино прямую, проходя- 
щую вдоль отвеса (висящей вертикально нити с 
грузиком). Оценяте для средиих шнрот, на ка- 
ком расстоянии от центра Земли пройдет эта 
прямая. 

5. Если в герметичный цилиндр вставить 
поршень, способный почти без трения сколь- 
зить по стенкам цилиндра, н прикрепить к 
иему груз, то поршень сравнительно легко 
выскальзывает из цилиидра. Если же налить в 
цилиидр воду, то поршень держится иесмотря 
ня значительную массу груза. Объясиите яв- 
ление. 

Вариаит 2 

1. Каким должен быть внешняй радиус 
изгиба световода, сделанного из прозрачного 
вещества с показателем преломления л, чтобы 
при диаметре световода [ свет, вошедший в све- 
товод перпендикулярно плоскости ссчения, рас- 
пространялся, не выходя иаружу через боко- 
вую поверхность (рис. 4)? 

2. Через трубку переменного сечения про- 
дувают воздух (рис. 5). Вхолное отверстие 
имеет площадь $, выходное — $,. На входе 
скорость воздуха постоянна и равиа г, темпе- 
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Рис. 7. 


ратура Т, давление р. На выходе температурь 
Т.. давление р,. Найдите скорость воздуха в 
выходном сечении. 

3. В точках А и В (рис. 6) ина расстоянии 
|АВ|[=а закреплены заряды 1-99 и —9. Вдоль 
прямой АВ = ним движется частица массой 
т, имеющая заряд +9. Какую наименьшую 
скорость должиа была иметь эта частица на 
очень большом расстоянии, чтобы она смогла 
достигнуть точки В? 

4. Оцените, при какой минимальной скоро- 
сти ветра он может опрокинуть автобус. 

5. Два одинаковых сосуда иагреваются до 
одиой н той же температуры. При этом одии 
сосуд ополаскивается горячей водой, а другой 
остается сухим. Затем оба сосуда ставятся на 
холодную воду, оба горльшиком вниз. После 
их остывания уровии воды, втянутой в сосу- 
ды, заметно различаются. Объясните явление. 


Вариант 3 
1. Из одной точки вылетают одновремеи- 
но две частицы с горизонтальными, противо- 


—- — 
положно направленными скоростями 1, и 0.-- 


Через какой интервал времени угол между 
иаправленнямй скоростей этих частиц станет 
равным 90“? Ускорение свободного падения 
равно {. 

2. Жесткое тонкое непроводящее кольцо мас- 
сой М, равномерно заряженное зарядом -{@, 
имсет в районе точки А неболышой зазор 
размера [, много меньшего, чем радиус кольца 
(рис. 7). Кольшо расположено в горизонтальной 
плоскости так, что может только свободно 
зразаться относительно вертикальной оси, 
проходящей через центр кольца О. Покоивщееся 
вначале кольцо пряшло в движение после то- 
го, как было включено постоянное горизои- 
тальное однородное злектрическое поле с 


Рис. 8. 


—> 
напряжениостью Е, перпендикуляриое ОА. 
Найдите максимальную величииу скорости 
кольца. 

3. Вертикально стоящие закрытые ци- 
линдры А и В имеют одинаковую высоту 
Н и площадн дна $ и 5/2 соответственно. 
Они закреплены иа дие широкого открыто- 
го цилиндра С с площадью дна 35 (рис. 8). 
В верхней части цилиндры А и В соедииеиы 
трубкой 1, а в нижней — через небольшие 
отверстия в дне все три цилиидра связаны друг 
с другом общим узким каналом 2. Первоиа- 
чально цилиндр А доверху наполнен водой, 
а отверстие в дне этого цилиндра закрыто. 
Найдите высоту уровия воды, установивше- 
гося в цилиндре С после открывания отвер- 
стия в цилиндре А. Атмосферное давлейие 
Ро› плотность воды (©, ускореиие свободного 
падения д. Температура постоянна. Объемом 
трубки, камала и стенок сосудов пренебречь. 

4. Оцените изменение объема футбольно- 
го мяча при сильиом ударе. 

5. Когда между лампочкой и линзой поме- 
щена прозрачная с плоскими стенками кювета 
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с волой, ма зкране видно резкое изображение 
спирали лампочки. Если же кювету убрать, 
изображение становится размытым. Объясните 
явление. 


Публиквцию лодтотовил 
Г. В. Меледин 


Московское 

высшее техническое 
училище 

им. Н. 9. Баумана 


Математика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
1. Теилоход прошел 6 км вверх против тече- 
ния реки н затем прошел еще 27 км вниз по те- 
чению, затратив на все 1 час. Найдите скорость 
теплохода и стоячей воде, если скорость реки 
б км/ч. 
2. Решите уравнение 


с03 2х-с08 х--соз Зх==0. 


3. Решите уравнение 


3°=3-+-2(/3)". 
4. Решите неравенство 


105 1(х—3) 
з 


в < 0. 

5. В конус с радиусом осиования В и осевым 
сечением, являющимся правильным треуголь- 
ником, вписана правильная треугольная приз- 
ма так, что одна ее боковая грань лежит в плос- 
кости основания комуса, а две остальные вер- 
лины лежат ив ето боковой ловерхности. Цай- 
дите объем призмы, если ее высота равна */- В. 

Вариант 2 

1. Сумма первого и четвертого членов 
геометрической прогрессии равна 28, а сумма 
второго я третьего членов равна 12. Найдите 
прогрессяю. 


2. Решите уравнение 


9 3—2. 333. 


3. Решите уравнение 


х\/ 2-16 =8/х. 
4. Решите неравенство 
5х4 5 
> Ш д. 
“. х—2 ы 4 
5. В куб с ребром длиной @ вписана правнль- 
ная шестиугольмая призма так, что диагональ 
куба проходит через центры оснований призмы 
и на каждой грани куба лежат по две вершины 
призмы. Найдите объем призмы, если стороиа 
ее основания в 3 раза меньше ребра куба. 


Физика . 

Задачи устного экзамена 

\. Тело массой т=0,\ кг вращается в вер- 
тикальной плоскости на иити длиной #=1 м. 


Ось вращения расположена над полом иа вы- 
соте Н=? м. При прохождении нижнего по- 


ложения иять обрывается, и тело падает иа пол 
иа расстоянии Ё—=А м (по горизонтали) от 
точки обрыва. Определите силу натяжения нити 
в момент ее обрыва. Сопротивлением воздуха 
можно пренебречь. Ускорение свободного па- 
дения &—=10 м/с". у 

2. Два пара, имеющие одинаковый диаметр, 
связайы иитью и опускаются медлемио и вер- 
тикально один над другим с постоянной ско- 
ростью в жидкости. Определите силу натя- 
жения иити, если массы шаров 12, =2 кг и т.= 
=—1.6 кг. Ускорение свободного падения 
#=10 м/с’. Силой сопротивления жидкости 
пренебречь- . 

3- Воздух при температуре #,==20 °С имеет 
относительную влажность ф==70 %. Сколько во- 
дяного пара сконденсируетоя из У==10 м’ воз- 
духа. если темиература воздуха понизнтся до 
{==10 °С? Давлеиие насыщенного пара при 
температуре {, равно р, =2,3 „ 10° Ца, а при 
{.—Р„2=1,2 . 10° Па. Универсальная газовая 
постоянная В-=8,3 Дж/(моль . К). 

4. Колба г холодной водой, начальная тем- 
пература которой &=:5 °С, закипает на плите 
через время т,, а Через ‹,—=10 мии с начала 
нагревания вода полностью испаряется. Опре- 
делите время т,. Удельная теплоемкость воды 
с=4,2 . 10^ Дж/(кг . К), удельиая теплота па- 
рообразоваиия воды г-—2,3 . 10° Дж,кг. 

5. Электрическое поле образовано внеш- 
иим однородным электрическим полем н элек- 
трическим полем заряженной металлической 
пластииы, которое вблизи пластины тоже мож- 
но считать однородным (рис. 1). Напряжен- 

ность результирующего электрического поля 
справа от пластины Е, =$3 - 10' В/м, а слева 
Ео==5 - 10* В/м. Определите заряд пластины, 
если сила, действующая иа пластину со сто- 
роны виешнего электрического поля, Ё=0,7 Н. 

6. Шарик массой т=2 г, имеющий поло- 
жительиый заряд 49, начинает скользить без 
начальной скорости из точки А но сфери- 
ческой поверхности радиуса А==10 см (рис. 2). 
Потеициальиая энергия взаимодействия заря- 

да 9 и неподвижного отрицательного за- 
ряда @ в иачальный момент равна И’А= 
—=—2.10”* Дж. Определите потенциальную 
энергию взаимодействия варядов, когда заряд а 
находится в точке В, если п этом случае ре- 
зультирующая сил реакции со стороны сфери- 
` ческой поверхности н кулоновекого взаимо- 
действия, приложенная к шарику, равна 
Е=0.1 Н. Ускорение свободного падения 
&==10 м/с’. Трением между шариком н сфе- 
рической поверхностью пренебречь. 

Ч. Атом иеона ионивируется при столкно- 
вении с электроном, если энергия последнего 
равна И/=21,6 зВ (энергия ионизации). Длина 

" сзободиого пробега электрома в неоновой лампе 
между двумя последовательными соударения- 


Рис 2. 


ми равна {=1 мм. Расстояние между плоскими 
электродами лампы 4=1 см. Определите напря- 
жение, при котором зажигается неоновая лам- 
па (будет происходить ‘процесс ионизации). 
Считать, что при ударе электрои полностью 
иередает энергию атому неона. Заряд элект- 
рона е==1,6 - 10-' Кл. 1 эВ—1.6 - 10-'° Дж. 

8. Катушка, имеющая М —100 витков, расно- 
ложена в однородном магнитном поле с ин- 
дукцией В=10_° Тл. Плоскости ее витков 
перпендикулярны линиям магинтной индук- 
ции, площадь одного витка $==10 см”. Катушка 
присоединена к баллистическому гальваномет- 
ру так. что сопротивление всей цени А -=10 Ом. 
При повороте катушки на угол п через галь- 
ванометр проходит заряд 9225 - 10° Кл. Опре- 
делнте угол а. 

3. Проиеллер, имеющий лопасти длиной 
1=5 см, вращается с частотой п=0,1 г ' пер- 
пендикулярно плоскости зеркала, которое дви- 
жется с поступательной скоростью и=0.01 м/с 
(рис. 3). На концы лопастей пропеллера 
нанесемы точки А ин В. Определите ско- 
рости изображений точек А им В зв зеркале 
в тот момент, когда пропеллер проходит 
вертикальное положение. 

10. При взаимодейстии ядра изотопа лития 
Че и протона образуются две одицаковые 
частицы и выделяется энергия Е‹==17,3 МэВ. 
Определите частицу н энергию, которая вы- 
делится, если с протонами прореагируют ядра, 
содержащиеся в т==1 г изотопа лития. Число 
Азогадро №л=6 - 10° моль ', И вв 
—=1,6 10 '° Дж. 

Публикацию подготовили 
Н. А. Гладков. В. Ф. Панова 
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Математика 


Письменный экзамен 


Каждый вариаит состоял из трех задач, 
содержавших в общей сложности 10 пунктов. 
Цаждый иуикт оценивался самостоятельно. 
Основу всех варнантов составляло исследование 
функций. - 

Вариант 1 

1. Даны функции: Го=х-х и я х)= 
= -+х. 


Рис. 3. 
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а) Решите уравнение 
2х 8 (х) 0. 

6) При каких х функция у=/(х) &(х) при- 

нимает наименьшее значение? 
1 4х) 

в) Решите неравенство я 0. 

г) При каких значениях а уравнение 
7 (© зая (х! имеет ровно три корня? 

2. В равнобедрениом треугольннке АВС 
углы В и С при основании равны а, длина 
отрезка ВС равиа 1, точка Р на прямой АС 
такова, что |ВС|=|ВО|, р= С. 

а) Найдите 14}, где Ша)—=|АВ|+]СО|- 

6) При каком п величина [(и) принимает 
наименьшее значение? и. 

в) Решите уравнение [, (&}=3 2/2. 


3. Дана функция у*=/(х|, где /(х\ == 
РЕ х--5 
—ю5 1 за 

а) Найдите область определения фуикции 
у (х}. 


6) Решите уравнение ] (х)= —1. 


в) Найдите область значений функции 
у=/ 4х). 

Вариант 2 

1. Дана функция ус-=р(хь где [(х)= 


-ш( (1-1) 


в) Найдите область определения данной 
функции. 

6) Выразите х как функцию от у. 

в) Найдите область зиачений функции 
ух). 

г) Решите неравенство {(х) > 0. 

2. Общее сопротивление некоторой электри- 
ческой цепи, содержащей постоянное сопротив- 


ление АО ы перемениое сопротивление г>20, 
48-4 ЗВг 

{ —_—_— ры 

равно 5 {г} = Ата; ° 


5 
а) Чему равно г, если $1/12- т ий? 


6) Исследуйте фуикцию 5(г) на монотон- 
ность. 

в) Какие значения может принимать 5 {г}? 

3. Дана функция у-=[(х), где {1х} = 

соз 2х 

ТИ МИ дет 

1+3 эп“ х 

а) Решите уравнение {{х)== — ы 

6) Квков период 
функции? 

в} Найдите наибольшее и нанменышее зна- 
чения функции. 

Устный экзамен 


нанменыций данной 


1. Вычислите 18 2а, если с05 а=-- г. 
эт ч> 0. 
2. Решите неравенство 5% < 3. 
—х 


3. Найдите область определения функции 
у= ЗАок, (х°— 1). 

4. Постройте график функции у--с908 х-| 
+ |с0в х|. 


5. Решите уравнение 15 Зх = 5х. 
$. Что больше: эт } или соз 1? 
7. Найдите фуикцию, обратную к функции 
_ 2х+1 
Е 
8. Изобразите на координатной плоскости 
множество, задаваьмое уравиением х|у| т у|х]. 
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9. Решите уравнение х’-+-х’=а, зная, что 
его три кория образуют арифметическую про- 
грессию. 

10. Найдите наименьшее значение функции 
у коз х | +- |с05 2х]. 

11. Докажите неравенство эм х в у зп #-|- 
-+с03 х с03 и с0з < 1. 

12. Вершины А и С прямоугольника АВСП 


1 
лежат на раэличных ветвях гиперболы у = — 


Стороны прямоугольника параллельиы осям 
координат. Какие значения может принимать 
его площадь 5? 

Физика 


Задачи устного экзамена 

1. Два теплохода движутся п одинаковыми 
скоростями по иапрввлению к точке О, причем 
нх траектории пересскаются в этой’ точке под 
углом а— 60°. Определите минимальиое рас- 
стояние между теплоходами во время движе- 
иия, если первоначально они находились от 
точки О иа расстояниях [, =20 км и ,=30 км 
соответственно. 

2. Тело массой т соскальзывает под дейст- 
вием силы тяжести с высоты й по поверхности 
произвольного профиля и вследствие трения 
останавливается. Какую работу надо совер- 
щить, чтобы втащить тело обратно? 

3. Однородное тело плавает на поверхности 
керосина, причем объем выступающей над по- 
верхностью чвсти составляет «—8 % всего 
объема тела. Какая часть тела будет погруже- 
на при плаваими в воде, если плотиость воды 
©, =10° кг/м”, плотность керосина р„= 
= 0,8 - ЕО? кг/м“? 

4. Объем У некоторой массы идеального 
газа изменяется с увеличеннем температуры 
по закоиу- У =аТ", гдеа ил — постоянные 
коэффициенты, причем п< 1. Как при этом 
изменяется давление: увеличивается или 
уменышается? 

5. Как зависит раднус пузырька. всплываю- 
щего со дия водоема, от расстояния й до по- 
верхности воды? 

6. До какого максимального потеициала 
можио зарядить уединенное проводащее тело, 
иаправив на него пучок электронов, летящих 
со скоростью 0? Массу т и заряд е электрона 
считать известными. 

7. Две электрические лампочки иоминаль- 
иной мощиостью Р, ==40 Вт и Р,--100 Вт вклю- 
чены в сеть последовательно. На какой лампоч- 
ке при этом выделяется большее количество 
теплоты и во сколько раз? 

8. Точечный заряд влетает со скоростью 
и —=100 м/с в однородное электрическое поле. 
напряженностью Ё (Е= 10? В/м) перпендику- 
лярио его силовым линиям. Каким (по моду- 
лю п направлению) постоянным магнитиым 
полем можно компеисировать действие элек- 
трического поля на данный заряд так, чтобы 
он двигался прямолинейно? 

9. Луч падает иа плоскую стекляиную пла- 
стину под углом и. Определите смещеине луча 
виутри пластины, еслн показатель преломления 
стекла п, а толщина пластины [. 

30. Точечный источник света находится на 
расстоянии {--0,95 м от экрана. На каком рас- 
стоянии от источника следует поместить соби- 
реющую лиизу © фокусным расстоянием 
Р—=0,16 м и диаметром оправы Д, == 0,1 м, что- 
бы нолучить на экране ярко освещенный кру- 
жок диаметром р. =0,025 м? 

Публикацию подготовили 
С. Г. Федин. С. В. Фомин 
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Математика 
Устный экзамен 


1. Упростите выражение 
& 1-Е сов а {+ сов 2а - сов За . 
сов а -- 2 с08? а—1 2 


1 1 1 $ 
ЕЕ ЕЕ 
а*+ 6: 


55 и 6 >а>0. 


2. Вычислите без таблиц 
а) п 207-в1п 40° -з1п 60° -е1п 80°; 
2л 


Л 
б — 
6 с03 


в) 13. бб. Ши 9°.... 

3. Докажите тождество 

а) 32 вп * а—=10-—15 сов 2а-+6 соз 4а — сов ба; 

6) 18 За=— а - щ (60-а)-15 (60— а); 

в) с03? а— вп? В--с08? (а—В)=2 совах 
Жсов В - сов («— В). 

4. Решите уравнение 

| Е 

а) 4 *—6 *=2.9 о 

6) 108. х+ ю&. х+1ю8.х = 

в) эм х- ат 2х -- п Зх = с03 х +- сов 2х -- 
+ сов 3х. 

5. Решите иеравенство 


ы 1 = 1 й 
3+5 С 
бов, +. (2—2) < 1; 
в) \х4+9+-2х +45. 
6. Постройте график 
а) |х|-+ 11 2; 
6) у= |х'+х|-—х. 
7. Решите систему уравиений 


= 40, 
ем 


при х= 


1 87°. 


«|» 


Физика 


Задачи устного экзамена 


1. Поезд, масса которого м=4-10° кг, дви- 
жется со скоростью и-=10 м/с. Перед остаиов- 
кой поезд начинает тормозить. Сила торможе- 


ния Ё=2.10? Н. Какое расстоянне пройдет 
поезд за #==1 мин после начала торможения? 

2. Два груза с массами т, и т, соединены 
нитью, перекинутой через неподвижный блок. 
Определите сылу натяжения нити при движе- 
нин грузов. Массой блока и трением в оси пре- 
небречь. 

3. Найдите работу, которую надо совершить, 
чтобы сжать пружину иа 51—20 см, если изве- 
стно, что сила упругости пружины пропорцио- 
нальна величине деформации и Под дейст- 
вием силы Р.—=80Н  пружииа сжимается на 
АЦ =1 см. 

4. Шар массой т подвешен на нити длиной {[. 
Нить отклоняют иа угол а —=90° от вертикали 
и отпускают. Определите силу максимального 
иатяжения нити. 

$. Небольшое тело массой т соскальзывает 
без тремия с вершины полушара радиусом В. 
На какой высоте тело оторвется от поверхности 
полушара? 

6. Груз массой т-==2 кг, падающий с высоты 
#й—=5 м, проникает в мягкий грунт на глубину 
1-25 см. Определите среднюю силу сопротив- 
ления груита. 

7Т. Брусок скользит сначала по наклонной 
плоскости длиной [= 50 см я высотой # —=10 см, 
а потом по горизонтальной поверхности (пе- 
реход плавный), после чего останавливается. 
Определите коэффициент трения, считая его 
везде одинаковым, если по горизонтальной по- 
верхиости брусок проходит до остановки рас- 
стоянне $—},5 м. 

8. Два куска льда массой т = 200 г каждый 
при температуре Т — 273 К, трутся друг о друга 
в вакууме с помощью мотора, развивающего 
мощность ^! — 10 Вт. Через какое время лед рас- 
тает? Удельная теплота плавлемия льда 
2. = 3,35 -10° Дж/кг. 

9. Пылинка массой т==10- г звисить меж 
ду пластинами горизонтального плоского воз- 
душного конденсатора, к которому приложено 
напряжение /-5 кВ. Расстояние между пла- 
стииами 4—6 см. Каков заряд пылинки? 

10. Два заряда 9\=4.10-* Кл и 9.= 
=2,6-10-* Кл находятся в воздухе ма расстоя- 
нии г, = 1 м друг от друга. Какую работу надо 
совершить, чтобы сблизить заряды до расстоя- 
ния г.-0,2 м? 
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Ответы. указания. решения 


и; 


Механическая работа и механическая знергыя 
2..2 

1. 15 ЕР. 

218 т + М} 


2. В обеих еистемвх отсчета А =0. 


= 1 м. 


Новосибирский государственный 


университет 
им. Ленянсхого комсомола 


Фиэика 
Вариант 1 
$. Ч =07 73. 
2. Поршии сдвинутся вправо на расстояние 
х=( —Ро/р0У/(5.—$,) при р! >> Ри- 
3. Пусть |ВС|] = сила иатяжения пружины 
Т. сила реакции опоры №, сила трения Ё 
(рис. 1). Колодка не вращается, если сумма 
моментов сил относитеяьно оси, проходящей 
через точку В, равна нулю. При вращении 
колеса по часовой стрелке: 
№1 эт и— 71а и АМИ соз а=0, 
откуда 
РИМ, КТ $1 в / (4 и р 608 «). 
При вращении колеса против часовой стрелки: 
М; эт и — 7] зт е— и М1 с08 «=0, 
откуда 


РЕ. =иМ.==иТ эп и/(5т а— в с03 ©). 
1Я а--в 
ЧЕ 


При р2и& а вращение колеса против часовой 
стрелки невозможно. 


В итоге имеем Е,=ЁЕ, при р а. 


Рис. 2. 
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Рис. 3. 


4. В треугольнике АВС (рис. 2) |АВ|=та, 


АС] =ти?г («& — угловая скорость вращення 

Земли, г—Взсоз ч, где Ч — широта данного 
Е —^ 

места), АВС—а — малый угол отклонения 


отвеса от направления к центру Земли. По 
теореме синусов имеем 


то"г _ ат __ч 
тя —зт(д—(ч-+а)) это’ 


Отсюда 
а Взо? т ф + с08 4/8 =? В зат 24./(28), 
и 
о’ Ааа 2$ 
х^— Аза и Аа = 


25 

— 2лВз } п 24 

АТ 28 
При Ез-=6,4 ‹ 30° м, ‹=45°, Т-==8.6 › 10° си 
&=10 м/с’ получаем 

х- 10 км. 

5. При движении поршня воздух сравни- 
тельно яегко меняет свой объем и плотность. 
а вода — нет. 


Вариант 2 

1. Луч АВ (рис. 3) образует 
угол падения а, на внешнюю 
Свет не выйдет наружу, если угол а — 
угол полного отраження, то есть если 
т и, =1/л. Из треугольника ОЛДВ имеем 


вт чо =(А —1)/В, 


иаибольший 
поверхность. 


откуда 


В= 


п] 
2. См. решение задачи Ф920 из «Задачника 
«Кванта», которое будет опубликовано позже. 
3. Отталкивание зарядов сменяется притяже- 
иием на мекотором расстоянии х от точки 
В, когда сила, действующая на двигающуюся 
частицу, обращается в нуль: 


947 /(х а}? =9?/х”, 
откуда однозначно следует, 


что х,==@/2. 
Чтобы дойти до точки В, 


нужна энергия 


то? _ 94: к 4: —_ За: 
2 4льо (ха) 4льх, 4льа’ 
откуда 
80: 
и= 9 
Але, та 


4. Введем размеры автобуса: высоту 26, 
ширину 24а, длину 1. Если плотность воздуха 
р, а скорость ветра г, то давление ветра 
создает силу, действующую на боковую по- 
верхность автобуса, й— 26/7. Рассмотрим мо- 
менты сил относительно горизонтальной оси, 
проходящей через точкя соприкосновения пе- 
реднего и задиего колес с дорогой: Еь— тва, 
где т — масса автобуса. Отсюда 


тна 
2615: ° 


При т 10‘ кг, а 1 м, 1-8 мир 1,3 кг/м? 
и— ТО м/с. 


5. В отличие от сухого сосуда в мокром 
вначале внешнее давление компенсируется как 
давлением воздуха, так и давлением паров 
воды. При охлаждении пары конденсируются. 


Рис. 4. 


Это приводит к тому, Что уровень воды в 
мокром сосуде оказывается выше, чем в сухом. 


Вариант 3 

1. == ГВ. 

2. Очевидно, что сплошное равиомерно за- 
ряженное кольдо в однородном электриче- 
ском поле вращаться не будет. Заменим 
мысленно кольцо с зазором на сплошное, 
где на месте зазора находится еще и отри- 
цательный заряд — 4 той же линейной плот- 


ности, что и положительный на сплошном 
кольце: 
—@9=— - 1 (Е — радиус кольца). 


Скорость будет максимальной в положении 

равновесия, когда заряд — 4 (или зазор, что 

эквивалентно) опишет дугу Вл/2. При этом 

изменение потеициальиой энергии будет равно 
АЕ =9ЕК —=<@Е (21). 

Согласио закоиу сохранения знергии, 


Ми _ Е 
я в” 
откуда 
в= — 
ЯМ‘ 


3. Запишем условие равновесия воды (рис. 4): 
ро-Нияй= р-ряВ, - 
Сохранение объема а приводит к условию: 


а. в ты > В, ==Н. 
По закону рю та имеем 
Н. --Л, 
75 5 р РН . й,)5 ЧАН в )$. 


Отсюда получаем 


2 (^/ 1+1). 


4. Согласно закону сохранения энергии, 
ти! /2-р\У (изменением давления в мяче при 
ударе пренебрегаем). Скорость ип оценим по 
расстоянию. иа которое отлетит после удара 
мяч: [—0/н. Тогда то’/2 о тЕ/2-р\У, от- 
куда 
Хи -— тя/(2р). 

Полагая т-=0,4 кг, 1[—=30 м, разницу давле- 
ний внутри мяча и снаружи р=-0,5 + 10° Па, 
получаем 


и 10-3 м1 л. 
3. Наличие преломляющей толстой пластины- 
кюветы эквивалентно смещенню источиика 


света на некоторое расстояние. Когда кювету 
убирают, это приводит к расфокусировке изо- 


бражения, так как резкое изображение спи- 
рали должно теперь получаться при другом 
положении экрана. 
Московское высшее 
им. Н. Э. Баумаиа 


техническое училище 


"Математика 


Вариант 1 
1. 30 км/ч. 2. х= - яр 


(Е, пе). 3. (2) 4. 


3. 
5. т В`*). 


Кл 2л 
55$ = +2лл 


13: 4 0 15. +51. 


Вариант 2 
1. В. 4=3 или Ы=91, ч=з- р 


бай (вет). 3. мА 4. -5: ее : 


5. а3(3—4,2)/6. Указание. ий призмы 
составляет часть днагонали куба. Поэтому, 
чтобы найти эту высоту, нужно определить 
расстояния от концов диагомали до оснований 
призмы. Плоскости оснований призмы отсе- 
кают от куба правильные треугольные пнира- 
миды, причем основания призмы вписаны в 
основания этих пирамид. Поэтому достаточно 
найти их высоты. 


Физнка 


а 
1. тт (1 + аь = Н. 
2. Т=(т—т.)в;2=2 Н. 


__ Рина 


3 Ат — ==). 0,027 кг. 


а и 
т, 100% — 
(здесь М==18 - 10-3 
масса воды). 
1—0 
4. п НН 
а ои-ав 
—100 °С — температура кипения воды)- 
2Р 
ЕЕ] — В ь 
БЕ, т Кл 
6. И’в=И/л -+0,5(3тя—Р)В=—4 - 10-3 
Ч. 9» ера В. 


ве — молярная 


=; 1,5 мин (здесь „= 


5- а= 
Дж. 


8. анеинесое (1508 В5М )--во-. 
9. ив-=2лп!+2и=0,05 м/с; ид.=-8лп1—2и= 


=0,01 м/с. 

10. Е Аб, 4-10 Дж (здесь М= 
=7.10- 3 кг/моль — молярная масса данного 
изотопа лития). 


‘Ленинградский электротехнический институт 
им. В. И. Ульянова (Ленина) 

Математика 

Письменный экзамен 


‚Вариант 1 


1. а) {1 о $ 6) ах = 
х 3 

в) ]—©; —1] 0 1; +э[; г) "1 т 

Указание. При любом а уравнение имеет 

корень х==0. При хэ=0; а5=1 уравнение при- 

иимает вид х?=(1 а); (1—а). 


*) Этот ответ соответствует случаю, когда цент- 
ры боковой грани призмы ни основания конуса совпа- 
дают. (Примеч. ред.) 
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‚ 2. а) доу 


: Е: я - 
о --2с03 а; 6) «= 3: в) {= 


3. а) ]—5: 36; 5) =} в) К. 


Вариант 2 


2 
1. а) ]--х:0[ И] Бо [: 6) РЕ 
в) |—с; ш2(!]п2; +4 с[. Указание. 06б- 
ласть зиачений функций совпадает с областью 
определения обратной фуикции. 


г) }—со; 0[1/]2; оо[- 


2, а) 6) Функция 5(г) яозрастает; 


в 
ИЗ | 

в) [4 >В Ё 

3. а) х=- з +28 (ВЕР). Указаиие. Выпол- 

ните замену #=соз 2х. 


6) л. Указание, Поскольку /(х)== —25992Х _ 
5—3с082х 
2 
=—8(<0$ 2х), где 4) = г @ функция (1) 


возрастает при #6 [—1; 1), равеиство /(х,)= 
—/(х.) (или, что то же самое, #(с0$ 2х,)= 
—8(соз 2х.)) означает, что с08 2х, == сов 2х,. 
Позтому период данной функции совпадает с 
периодом функция с0$ 2х. 


1 
в) уд ==Ь— -4° Улах=1. Указанне. Вос- 
пользуйтесь моноточностью функции я(1). 


‚ Устный экзамен 
1—2. том, © 1. 3. }— <<, 
—м7 1118; + о5[. 4. Сы. рис. 5. 


5. х-ял (ПЕД). 6. эт 1» соз 1. Указание. 


Нора 2у--1 
4 < 2’ т. х— наи: то есть данная 


функция совпадает со своей обратной. 
8. См. рис. 6. 


Рис. 6. 
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Г | ен. | < 

9. {--: ам“ ыы: . Ука- 
зание. Пусть х, х— А. х В — корни 
данного уравнения. Это значит, что ж-х? = 
=а, (х,— п) 4х, -— ПУ =а, (х, Вх + =за. 
Осталось решить полученную систему урав- 
нений. 

2 
10. Утв = 5 Указание. Пусть 1=|<03 х|. 
Тогда у=1-+ |2"—1 |, РЕ[О; 1). 

11. ЧН неравенством [а--ь | < |а| + 
+.Ь 1. 


12. $ может принимать любые зиачения из 


промежутка [4. ^]. Указание. Есди А(х.. 
1} 


1: 
х7 <(-—=,„ —=А х >90, х.>0, то $=(х, + 
' 2 


Ра — р лоб 2 
+= + ааа ан, где 


х 
#1 причем наименьшее значение выра- 
2 


1 
жения 2-#+ -- при {>20 равно 4. 


Физика 

1- ли -5^/3 км = 8,7 км. Указапие. Расстоя- 
ние между теплоходами будет минимальным 
через время #=(141.)/5 (тде с — скорость 
теплоходов после начала движения). 

22 =2тий. 

3. Ва (1 —а)рк/ 0,574 %. 

4. Давление увеличивается. 

5. г=ав` "3, где а — постоянный коэффи- 
циент (температура воды в водоеме не меняет- 
ся). 

6. ч=ти? {26}, причем ч< 0. 

т. Р/Р.=Р./Р=2,5. 

8. В-Е/и—10 Тл, при этом вектор магнит: 
ной иидукции В перпеидикулярен векторам 


-> 


Ен 


со; п ы 


хара 
= ты ( (п? — ми? а)! 


10. Линзу следует поместить на расстояниях 
4, =0,8 м, 4.=0,19 м, 4. =0,69 ми 4. =0,22 м 
от источника. 


Московский архитектурный институт 


Математика 
1. а) 2с03 ; 6) Бга. 
2. ъ) 3/16; 6) 1/4; в) 0. 


3 2 . 
4. в) фк ; 6) {22-3}; в) х,=-5 Х 


ЖЕ}; х.= Зент «®, 270). 


5. а) ]—1: Н; 6) ]-—1; 9] З 2; в) |0; +<[. 


6. а) см. рне. Т. Б] см. рис. 8. 
7. {(4; 10); (10: 4). 


Физика 

1. [01—81 /(2т)-=510 м. 

= 27 тв 
"Туи ^ 


3. А-Р.ЛР/(2А,)=60 Дж. 
4. Те.х-=8т8. 
5. Н=3/3В- 


Рис. 8. 


6. И==тая(в НЫ) = 
9. ц= 


2 кН. 


—______ 0.05. 
МЕ В+ 
8. 1=2тл/М=3,7 ч. 

9. а=тяа/И=:10-“ Кл. 


еее = 1). 6 -10-° Дж. 
Злеу 
Днофантово уравнение А. А. Маркова 
(см. «Квант» „№ 4) 
1. Дока; зательство. Пусть, например, ф=а. 
Тогда й 2-25" —=34-а; а’ "==: '(3«—2). Следова- 
тельно, 65° — делитель а’, в значнт, Ь — делн- 
тель а, то есть а=54, где а — натуральное чис- 
ло. Но тогда в силу первого равенства: 
4 -+2=3З6а. 2=(3ь —а)а. так что 4 делит 2, от- 
куда 4-1 илн 4=2. В обоих случаях Б*-1 и, 
так как с--6—=1, мы для й получаем уравнение 
а’ 2=3За. откуда @==-1, 2, то есть получены 
сингулярные решения. ° 
2. Доказательство. Мы можем считать, что 
и>ь>с. Воспользуемся многочленом 


в (х)==х? —З6сх 5" с”. 
который имеет своими корнями и и а’. Так как 


(62а) а’) =, > 

ое -зые<зь’ЗЫс< 0, 
чнсло Б лежит между @ и а’ и, следовательно, 
а`-а’. Поэтому максимальная координата ре- 
шення (4’, 6, с) меныше максимальной коор- 
динаты решения (д. 6, с}. Аналогично, исполь- 
зуя многочлен 

хх“ — Засх а" с’, 

можно установить, что @ ‘находится между 6 
и 6’, значит (так кака > 6), > а. Поэтому 
максимальная координата решения (а, 6’, с) 
болыце максимальной координаты решения 
(а. Ь. с). Сходным образом устанавлиаается, что 
максимальная коорднната решения (а. Ь, с’) 
больше максимальной координаты решения 
(а. Ь. с). 
3. Указание. Воспользуйтесь родословным 
деревом. Если ме сумеете иайти доказательство, 
посмотрите Следствие в конце статьи. 
4. Доказательство. ИШусть 9 — остаток 
от деления числа А на 3: А-=Зр-+9 (4==0, 1, 2), 
тогда А‘—3(3р’--2ра)-Н9’. Если А делится 
на 3, то и этом и только в этом случае а=0, 
Если же 4=1, 2 (9'=1, 4), то нри деленни ие 
на 8 ры получать п остатке 1. Отсюда 
уже следует утверждение задачи. 
5. Доказательство. Если (а, 6, с) — реше- 
ние уравнения (6) (см. статью), то есть 


а? Ь? {с —Зафс. (1) 


то после умноження обеих чаетей (ТГ) на 9, 
получим, что (За, ЗЬ, 3с) — решения уравне- 
ння (4). Обратно, если все координаты решения 
(А. В, С) уравнення (4) делятся на 3, то есть 
представляются а виде (5), то после подстановки 


10. А= 


их в уравнение (4) придем к равенству (Т). 
Остается доказать. что у каждого решения 
уравнения (4) все коордииаты делятся на 3. 
Действительно, на 3 должна делиться, по край- 
ней мере, одна из координат решения (А, В. С), 
ибо в противном случае АВС не делится на 3, 
тогда как А”-- В?--С?, согласно задаче 4, де- 
лится на 3. 
Но если хотя бы одна координата делится 
на. 3, то А+ В*'+-С`=АДВС делится на 3, 
а тогда по задаче 4 все А, В, С делятся на 3, 
что и требовалось доказать. 
6. Дока зательство. Рассмотрим, например, 
квадрат Л”. Если Л четно, то А” делится на, 4; 
если же 4 нечетно (А=2л--1, то А*= 
—4(л*-Е1) 1-1, так что А? при делении на 4 
в остатке. дает 1. Отсюда уже легко следует 
утверждение задачи. 
7. Доказательство. Пусть (А. В, С) — ре- 
шение уравнения (3) ирн А=-2, то есть 

А+ В: --С`=2А ВС. (10 
Докажем еначала, что все его координаты — 
четные. 
Если бы среди Л. В. С было только одно 
нечетное или если бы все они были нечетные, 
то левая часть (1) оказалась бы нечетной, тогда 
как правая — четпая. Вели же два из них быля 
бы иечетными, то по задаче 6 при делении 
на 4 левая часть (11) дала бы п остатке 2, тогда 
как правая делилась бы на 4 без остатка. Итак, 


А=:240, В-=26, С=23с. (ТП) 


где а. 6. с — натуральные числа. Используя 
(ПТ) и (1), получим после сокращения на 4) 
равенство 
а? --Ь? с? =4абс. 

В снлу предыдущих рассуждений а. 6, с — 
четные, то есть все числа А. В, С делятся на 4. 
Повторяя этот же прием. получим, что А. В. С 
делятся на 8, на 16, на 32 ит. д., то есть 
на любую натуральную стенень числа 2. Для 
натуральных чисея это невозможно. 


Откуда взять уравнение 
(см. «Квант» № 4, с. 22) 
2. > \3 В (В—2г). 
через х длину ребра основания Ш выразите 
двумя способами квадрат высоты |5$0| бо 
ковой грани В5С: нз прямоугольного тре- 
угольннка 5КЛО, где К — основание высоты 
инрамиды, и из подобия треугольников 5КО 
и $СО. где О — центр шара, СД — основание 
перпендикуляра, опущенного из точки О на пря- 
мую 5Р. Получится уравнение #?-4-х?/12=. 
=2"й--х?/4. 

3. 1553. Указание. Обозначьте боковые 
стороны ВС н РА трапеции через хи у, 
тогда основания равны 2х и 2у, откуда 
х+иу=10. то есть у=1Ю—х. Докажите, что 


мы 
нменно В=60°. После этого получите уран- 
нение для х, выразин двумя способами квадрат 
высоты трапеции: 22 =3х:/4== ву "-— (?у—2х— 
—х/2у, откуда й==1,5. 


4. \'2 см. Указание. Пусть ох — радиус, 

проведенный п точку касания, Е — точка 
его пересечения с биссектрисой угла, ОЕ — 
перпендикуляр, опущенный из точки О на 
эту биссектрису, ОМ — перпендикуляр, опу- 
щенный из точки О на хорду АВ. Тогда, с Е иной 
стороны, [ОЙ|=1ОМ | — ОМ] = А—^. В? —8/2, 
с другой стороны, |ОР|-= 8 |0Ё|-= 8 х 


Указание. Обозначьте 


59 


х\ 87—14. 


5. (а:2)(5+4со8 и \/ 16 сов? а-Е 805 а— 23). 
Указание. Обозначьте искомые стороны че- 
рез х нуи найдите их из системы уравнений: 
та? у? —2хусоя а-=а*, 
\ а? == В =(1 /2)ахи/(а ху). 
6. (7—4/15)а/4. Указание. Докажите, что 
центр искомон сферы лежит на прямой АР, 
где Р — точка, симметричная точке С, отно- 
сительно точки С. Обозмачьте |ОР} через х 
и найдите х, выразив двумя способами 
1ОБ]": © одной стороны, [ОЕ |`=х?/3, п © другой 
(по теореме косинусов 1 нз треугольника ОАК, 
ый что сов О АЕ №3 )-— ЮЕЁ= 
—х?-417/А 73 ах/З. 
7. Шучу р ру2) 
8. с0з А== с08 (п—В)—2 т" (1/2) соз ил сов Й. 
Избранные школьные задачя 
(см. «Квант» № 4} 


1. Ответ: первое. Решение. Обозначим 

чнсло 1111111111 через а. Нам нужно сраа- 
нить числа = = ее Заметим. ч 
нть чису Ба {8 6.13 ° аметим. что 


(5а— ба И 2)(ба—2) (так как а>2), 

—2 бе—2 

к 

г +2 ба-3 ° 
2. Ответ: 22. Решение. Назовем «порциейь 
количество травы, сСЪедаемое коровой за один 
день. 1 концу 24-го дня на лугу было 
съедено 60. 24-1440 «порций» травы, п нп 
концу 60-го дия — 60 ` 30-1800 «порций». 
Таким образом, за 36 дней на лугу аыросло 
1800—1440—360 «порций» травы (по 10 «пор- 
Ций» в день), а с самого начала на нем было 
1440—24 - 10=1200 «порций». Поэтому ни 
концу вотого дня нужно съесть 1200--100Х 
х10=2200 ‹порций» травы. Следовательно, 


поэтому = о 


искомое число коров равно 2200:100=22. 
Отметим. что 10 коров могут непрерывно 
< 
А м |2) в 
Рис. 9 Рис. 10. 


> 
|") 


9 


В 
Рис. 11. 1 


60 


настись на этом лугу, причем количество 
травы на нем меняться не будет. 
3. Ответ: а) а>>0, 6-0, с< 0: б) а<0, < 0, 
с< 0. 
Решение. Ветзн параболы направлены в 
случае а) вверх, п н случае 6) вниз, отсюда 
находнм знак а; знак г находим из условия 
с=/(1): для определения знака Ь проще всего 
воспользоваться формулой для абсциссы вер- 
шины параболы: х.›==—Ь/2а. Отметим, что я 
задаче а) можно воспользоваться м теоремой 
Виета: сумма корней положительна, а их 
произведение отрицательно, поэтому числа 
— а и с/а отрицательны- 
4. Ответ: 30“, 60`, 90°. Решение. Пусть 
медиана и высота делят угол С на три 
равные части (рис. 9). В треугольнике МСВ 
бнссектриса совладает с высотой, поэтому он 
равнобеяренный, следовательно, Ср — медиана 
и Во—=МРры—=—(1/4)АВ. В треугольиике АСО 
отрезок СМ — биссектриса, поэтому СО: АС- 
—=МР:АМ=1:2, то есть катет СР равен по- 
ловине гипотенуаы ДС, следовательно, ( САР= 
—=30’, Г АСР=60°, откуда и=30°, ХХ АСВ= 
— 31-00’. наконец, (СВА ==90° —и—60”. 
5. а) Воспользуемся тем. что мера вписан- 
ного угла равна половине меры дуги, заклю- 
ченной между его сторонами. Соединим 
точки В и С (рис. 10). По свойству внешнего 


1 
угла треугольника Да=х 1-4 2= = —АВ- 


+5 55 (см. рис. 10, а; 2251408 


1 
откуда (И=(2— (= т —^АВ— -—- СР (см. 


2 2 
риг. 10.6). 
6) Ответ: 90’—ч/2—[/2; 90°—ча/2-+8/72; 
90? +/23—[В/2; 90`-а/2-8/2. Решение. По 
(2) и=-> (< АВ— Ср): 


формуле п.а) 


В=- -АР—‹.ВС). Так как 2В—Со= 


1 
—-5 (С-З АР)— 5 (АВ вС)=Р—ча, 


и В+ (Е р=180°, то ( В==90° +В/2—а/2, (р= 
=—90° — В/2-1а/2. Ахалогимио из системы 
А+ С=180`, - 
ИС- Аа В 
находим (С=90” { и/2, 
а) Обозначим через В; и С; точки пересе- 
чения прямых ВО — и СО соответственно с 
описанной окружностью (рис. 11). На рисунке 
11 одинаковыми буквами отмечены равные дуги 
(например, дуги ВА, . и А.С равны, по- 
скольку равны влисанные углы ВАА, и САД,). 
Хорды ВА, и СА, стягивают равные дуги и 
поэтому равны. Равенство ВА, =ОА, вытекает 
из того, что треугольник ВОЛ, равнобедрен- 
ный: каждый из углов ОВА, и ВОА, 


равен (ав) — первый как вписанный, 


Г А=90°—ч/3—В/2. 


& второй — по формуле (1) задачи а). 


00 
6. Ответ: ый Указание. Преобразуйте 


101 ° 
1 
каждую скобку по формуле ее = 
(п-+1)? 
и сократите общие множители 


п(п- 2) 
числителя и знаменателя 
Ч. Ответ: у=8х-+-4. Указание. Запишите 
уравнение касательной к первой параболе в 
ее произвольной точке точке с абсцис- 
сой хии=(2х, -+4)х—х! +8 и уравнение ка- 
сательной ко второй параболе и ее произ- 
аольной точке — точке с абсциссой хо:гу= 


—=(2х,-+8)х— х2 +4. Полученные прямые совпа- - 


дают Ри условиях 2х, -+4==2х,-+8, —х!+8= 
=-—х2+4, откуда, например, х-=0. 

8. Проведем плоскость «, параллельно плос- 
кости а через точку О (рис. 12). Тогда про- 
екцией угла АОВ на плоскость @, будет 
прямой угол А.ОВ, и нам надо доказать, что 
либо (ОА,) совпадает с (ОА), либо (ОВ,) 
совпадает с (ОВ). Пусть прямые ОА: и ОЛ не 
совпадают. Докажем, что и этом случае 
совпадают прямые ОВ, и ОВ. По условию 
(ОВ.) 1 (ОЛ,), кроме того, (ОВ,) 1 (ОА), посколь- 
ку прямая ОВ, перпендикулярна проекции 
ОА, прямой ОА на плоскость а, (по теореме о 
трех перлендикулярах); следовательио, прямая 
°ОВ, перпендикулярна плоскости ДОА,- Прямая 
ОВ также перпендикулярна плоскости АОД,: 
она перпендикулярна прямой ОД по условию 
и прямой ОА,. Итак, прямые ОВ и ОВ, сов- 
надают как два перлендикуляра к плоскости 
АОА|, проведенные через точку О. 

9. Ответ: а) 1/8; 6) 1/128. Решение. 


Рис. 15. 


а) эт 10251 50?5т 70°=5т 107соз 20°соз 40° = 
—ы1пт 20°соз 20°соз 407 /(2соз 10°) = 

=81п 40°соз 40? /(4соз 10°) = 

—81т 80°/(8соз 107) ==1 /8. 

6) Аналогично п.а) получаем с0з(л/15)Х 
Хсоз(2л /15)соз(41 /15)соз(7л/15) = 
"=—с08(1/15)соз(2л/15)с0з(4</15)соз(8л/15) = 
=:1/16; соз(3Зл/15)со5(61/15)=1/4; кроме того, 


с0з3(5л/15)=соз(л/3) = 5 : 


10. Ответ: 4, аеть Указание. Пусть 
|«АР|> [ВС], данный отрезок, обо- 
значим его .. через х. Проведем прямые 
СМ и ОК, параллельные прямой АВ (рис. 13). 
Тогда по условию (| х)й,/((х фа)в:)=1, п из 
подобия треугольников СМО и ОКР (х—5)/ 
Ка-—х)=В./в» поэтому (Б-х)(х—Ь)/(х-На) Хх 
Х(а—х)=1. 


11. Ответ: 2 агсаш (2—1). Указание. 
Рассмотрим осевое сечение конуса (рис. 14). 
Из треугольника ВОК получаем зт(а/2)= 
=|КО|/|ВО|=кАВ—г)-==ВАВ—г)—1, где г — 
радиус вписанного шара. й — высота ко- 
нуса. Одна из получившихся частей — конус, 
гомотетичный нсходному с высотой й—кг. 
Ее объем по условию в два раза меньше 
объема исходного конуса, поэтому В/(В—г)== 
=42. , 
12. Ответ: а) (\3/2)-\/ у3—5/4; 6) 7,9; 
65/63. Указание. а) Легко проверить, что 
——1{ не является корнем уравнения. По- 
этому можно обе части уравнения разделить. 
на (х+1), после чего получается квадратное 
уравиение у *+2,—2—0 относительно перемен- 
ной у(х ++. ‚ Корни этого урав- 
нения будут у, ‚—=р— 13/3. После этого оста- 
ется решить квадратные уравнения х—х1= 
—=(—1-+^3 +1) и х— 41—13) Хх 
ХЫ-НИ (второе из них решений не нмеет). 
6) Убеждаемся, что х=1 не является кор- 
нем ра внения, и после деления обеих частей на 
4—1? ) получаем квадратное уравнение 
у р, относительно ‘переменной и = 
=/ ПИ 1}, корни которого равны 4 
я Решая уравнения : замены 


+1 -=4 и И по. 
лучаем ответ. 

13. Ответ: л7/4—2. Указание. Данные, ка- 
сательные образуют углы 45° и’ 135° с 
осью Ох, поэтому треугольник АВС — прямо- 
угольный и равнобедреиный, его. площадь 
равна л*/4. 
14. Ответ: 


(1-+45)/(8а—5а5). Решение. 
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Перейдем к логарифмам по основанию 12. 
По условию 108;12=—а, поэтому юр27=1/а: 
}0812(2 - 12)==Ъ, поэтому 105,.2=5—1. Следова- 
тельно юр: .168-=1081:168/108:2.54==(1 108,27 + 
+105 1›2)/(3— 5108.2) =(1+1/а-+5—1)/(3—5Х 
х(6—1)). 

Замечание. Можио было перейти к лога- 
рифмам и по другому осиованню. например 
2 или 3. 

15. а) Рассмотрим, например, тетраэдр, 
вершинами которого являются вершины А’, 
А, ВнС куба АВСРА В.С .О, (рис. 15). Вы- 
соты, проведенные из вершин АД, и С, суть 
отрезки АА н СВ. Очевнднио, что прямые 
А.А и СВ не пересекаются. , 
6) Указание. Каждое из условий звысоты 
АА, и ВВ; пересекаются» и звысоты СС, и 
Пр), пересекаются» эквивалентно условию 
«ребра АВ и СР перпендикулярные Доста- 
точно показать эквивалентность условий «вы: 
соты АА; н ВВ, пересекаются» и «ребра АВ 
и СР перпендикулярны». Докажем эту экви- 
валентность. Пусть указанные высоты пересе- 
каются, тогда плоскость, проходящая через 
них, содержит ребро АВ и перпендикулярна 
ребру СР, поэтому (СО) перпендикулярна лю- 
бон прямой этой плоскоети, п частности, 
прямой АВ. С другой стороны, если прямые 
АВ и СО перпендикулярны, то существует 
плоскость, проходящая через (АВ) н перпенди- 
кулярная (СО). Обе высоты лежат в этой 
плоскости н поэтому пересекаются. 


Метрические соотношения в треугольнике 
(см. «Квант» №8 4) 
1. 1/4 | агс&8 {3/4}, 1/4 Раго {3/4}, 
1/2 —2 агсах (3/4). 
Решение. Заметны, 
—=2 + 4а соз(а-+л/4) (рис. 
сннусов для Л АБС: 
п _ 2-4а сов (&-+ 1/4) 

т л/4 зт(л/2-а) ° 
откуда 2 = гс%я {3/4}. 
Замечание. Задачу можно решить и дру- 
гим способом — без использования теоремы 
синусов. Ответ можно записать также в следую- 
щем виде: 

агс; 7, агсв 7, л— 2ахгсв 7 
(так как л/4--атс\ 8 (3/4)-атсая 7). 

эт с 


2. —_—_—____. Решение. 
эт (л— а} 

4 —^ 
нусов для ^АВО: |АБ]/| АВ] =33т а/зш АРВ, 
но АБВ=--В—А/2=З(л—а)/4 (рис. 11). 
ста с 


что мс 


16). По теореме 


По теореме си- 


3. ТЕ РУТУ Я рав Реще- 
ние. По _ теореме синусов для ЛАВР : 
| АВ| /зт АРВ-|АР|/яп а, но АРВ== 


—д—{3а)/2 (рис. 18). 


4. ус(6--с» Решение. Обозначим |ВС|-=а 
и проведем биссектрису АД (рис19). Из подобия 
треугольников АВР и АВС получаем с/|]ВО]= 
= а/с. По свойству биссектрисы {ВО] {а —180|}= 
—с/6, откуда, исключая |ВШ|, находим 
а=уе(ф+с). 

Замечание. Возможно другое решение = 
применением теоремы синусов для ^АВС. 

5. А жагсёя 2, В=- агс\и 3, с= 1/4. Решение. 
Пусть |АВ|-=с, |ВС|=а, |4С| ==, ВВ, С=у, 
(рис. 20). Тогда |ВМ|=5а/4. Из треугольников 
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9/2 


Рис. 17. 


[4 М 


А С 
Рис. 23. 


ВЕМ и КМС получаем 

с/2=56{соз В)/4, (1) 
а/2==2 (сов 5')/ 3. {2) 
Кроме того, по теореме синусов для ДАВС: 
а} эт (В +- у) = Б/зт В = сУзт 77. (3) 
Перемножая равенство (1) и равенство 

а;зт (В- ?) =с/ат у, получаем 
2 т ф==5 со В- т (В-- У). (4) 
Аналогично, из равенств (2) н (3) находим 
4 т В соз у—3 эт (Ву). (5) 
Уз (5} находим зт В соз ф=3 сов В т 7, или 


#2 В=3 № у. (6) 


Разделив (4) ма (5). получим 


15 7—=6(зт 28) /3. (7) 
Из (6) п (7): 5 эт 28 = В, или щ В-—3. Тогда 
из (6) следует Ш у==1. 
6. 63/25. Решение. Обозначим |В0|= 
—=|РЕ|=[ЕС|==х (рис. 21). По теореме косину- 
сов для ДАДЕ: ° 
(2—х}*4+(3—х}—2:2-—х) [3 —х) соз А==х". (8) 
Зиачение с0$ А находим по теореме косинусов 
для ЛАВС: 27+3°—2- -2.3 соз А = 7", отку- 
да с08 А =1,2, А =л/3. Из (8) получаем х =7Т/5, 


поэтому Зло АВ|- ]АЕ]зт А/2-=6\3/25. 

7. 8.4 см?. Пусть х и у — площади тре- 

угольников ЁОС п СОВ (рис. 22). Илощади тре- 

угольников АОМ и мов рав- 

ны, поэтому ЯлАОЕ= 1, Пояу- 
1АГ| 1 


чаем е = СТ С] = Решая иолучившую- 
ся сиетему, находим х-— 1/5. у-6/5, откуда 
площадь треугольника АВС равна 42:5 см‘. 
8. Присоединим к треугоаьннкам АОМ и СОМ 
треугольник АОС (рис.23). Очевидно. $; длом= 
== 5 дсом: Тогда и только тогда, когда $ „ дмс= 
=5лдлдхс Последнее равенство эквивалентно 
условию, что точки М и М находятся на однняа- 
ковом расстоянии от прямой АС. то есть (ММ) 
параллельна (АС). 

9. 2:1. Решение. Обозначим 5. =25 „ дор= 
5 лро» ЗлаМО=3$, 5 вомс-58: (рис.24). 
Тогда $. мов=2$,, 5 „вох=25.. Из равенства 
площадей треугольников АВР п СВР ‘юлучаем: 
$'-+55.=5,+75;, Из формулы (У) (см. 
статью) следует: $. мву= |ВМ|/|ВА || ВМ|/ 
ИВС! $ 2 Авс=4/35$ двс: ТО есть 2$,+2$, == 
—=4,/35: 084 -55,-7$.. Из полученных соот- 
ношений вытекает, что 5$, = 10$5.. 
[20|/|В0|= 8,55 =2. 

10. 1.2 см. 

11. 5:2. 


откуда 


Калейлоскоп «Кванта» 
{см. *Кванть № 3) 


Головоломки 
1. В первом случае можно пройти через все 


клетки, отмеченные числами (рис. 25, а), 
во втором — такой обход уже невозможен. 
а) 6) 
Рис. 85. Е 
ааа 
Рис. 26. 


Остается непройденной какая-нибудь клетка 
от 13 до 24. Максимальная сумма ока- 
зывпется в том случае, если ие обходится 
клетка 13 (рнс. 25, 6). (Номера клеток указаны 
на с. 32 «Кванта» № 3.) 

2. См. рис. 26. 

3. Решение имеет только второй вариант голо- 
воломки. Оно состоит п следующем; конец 
петли следует провестн через левое нижнее 
отверстие, затем через правое нижнее, 
вытянуть из этого отверстия и продеть через 
конец петли маленькую пуговицу; после этого 
можно вытащить нитку из большой пуговицы, 
потянув за маленькую нуговицу. 


Калейдоскоп «Кванта» 
(см. «Квант» № 4) 


Задачн н задачки 

1. При запуске спутника вдоль экватора в сто- 
рону вращения Земли линейная скорость су- 
точного вращения складывается со скоростью, 
сообщенной спутнику двигателем ракеты. Ес- 
тественно, при запуске вдоль меридиана (а тем 
более вдоль экватора в сторону, обратную 
вращению Земли) потребуется больше энергии 
для сообщения спутнику первой космической 
скоростя. 

2. При скатывании г горки потенциальная 
знергия лыжника полностью расходуется на 
работу иротиа силы трения. Втаскивая лыж- 
ника, стоящего на лыжах, подъемник воспол- 
няет его запас потенциальной энергни п кроме 
того совершает работу против силы трения. 
Затраты энергии в этом случае больше, чем 
ири возвращении к месту старта в кресле 
подъемника. (Конечно, мы не учли действие 
сил сопротивления воздуха, считая скорость 
лыжника небольшой.) 

3. При охлаждении гитары часть ее внут- 
ренней энергии идет на увеличение потен- 
циальной энергии упругой деформации. 

4. Несмотря на то, что при подъеме на 
высоту 8000 метров нотенциальная энергия 
порции горючего увеличилась, при ее сгорании 
выделнтся столько же энергия, сколько и на 
уровие моря. Работа по подъему горючего 
в конечном итоге увеличивает потеициальную 
энергию продуктов сгорания. 


5. Работа по разгону стрелы совершается 
за счет потенциальной энергий упругой де- 
формацни корпуса «натянутогое лука и тетивы. 
Понятно, что возникакицие при деформации 
лука и тетивы силы равны. Однако тетива 
п хорошем луке мало растяжима, то есть об- 
ладает большим коэффициентом упругости &. 
Можно считать, что упругая энергия зависит 
от величины Ё примерно так же, как и у пру- 

2х? р 
жины: (== Е: 


в энергию стрелы вносит корпус лука. 

6. Пря подъеме шара его потенциальная знер- 
гия увеличивается, однако на занимаемое им 
место с той же высоты опускается воздух, 
плотность которого больше средней плотности 
игара. 

7. Резонатор усиливает рассеяйие звука. Хотя 
будет слышен более сильный звук, его длн- 
тельность станет меньше, излученная же энер- 
гия в обоих случаях одинакова. 

8. Работа, требуемая для разрыва чугунной 
сферы, ироизводится за счет внутренней энер- 
гий замерзающей воды. 


Ясно, что больший вклад 
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9. Бабочка «разогревается» подобно спортсме- 
ну, делающему разминку перед стартом. Ина- 
че говоря, часть совершаемой ею механи- 
ческой работы идет на увеличение внутренией 
энергии. 

10. Энергия колебаний расходуется на воз- 
буждение вихревых токов в каркасе прибора 
и в цепи замкнутой катушкн. в конечном 
итоге — на нагревание прибора. 

11. Чтобы магнит мог вторично притянуть 
нредмет, его необходимо удалить, то есть 
совершить работу против силы, действующей 
на магнит со стороны предмета. Эта работа 
будет равна той, что совершил магнит при 
подъеме предмета. 


Мкикроопыт 

Вода и первой бутылке практически не вра- 
щается; ее потенциальная энергия почти це- 
ликом переходит в кинетическую энергию 
поступательного движения. Значительная доля 
потенциальной зяергии второй бутылки с пес- 
ком переходит в кинетическую энергию вра- 
щательного движения. Скорость поступательно- 
го движення второй бутылки оказывается 
меньше, цв время скатывания — больше. 


Главный редактор — академик Ю. А. Осипьян 
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#4 5. Крё5 ГЗ 6. Креб [2 Т. с? ПФ 8. с8Ф 
ФИЗ -+. 3...Крь6! — и на доске возникла знако- 
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4. 54 Кр:{3 5. &5 Кре4 6. 66 КрАЗ 7. Ккеи 
и все усилия черных оказались напрасными. 
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Шахматная страничка 


Консультирует — чемпион 
мира по шахматам, междуия- 
родный гроссмейстер А. Е. 
Карпов. Ведет страничку мас- 
тер спорта СССР по шахма- 
там, каядидат технических 
наук Е. Я. Гик. 


ВЫЧИСЛЕНИЯ 
НА ШАХМАТНОЙ 
ДОСКЕ 


Среди необычных шах- 
матных задач и головоломок 
мемалое место звиимают зяа- 
дания, требующие тех или 
иных вычислений. Знаком- 
ству < этой темой посвяща- 
ется сегодняшняя зчстранич- 
ка». 

Самый быстрый мат в 
шахматной партии возможен 


уже на втором ходу, и его 
объявляет ‘черный — ‘ферзь: 
1. {3 е5 2. #4 Фьах. 


Здесь, пожалуй, стоит при- 
вести один забавный случай, 
который произошел с М. Тай- 
мановым в партии г микро- 
компьютером. Гроссмейстер 
сыграл {&. #3, и п ответ на 
1...е5 пошел 2. &4. Малень- 
кий робот сделал хорошнй 
развивающий ход — 2...45. 
Ход действительно неплох, но 
мат ферзем на №4, кажется, 
был чуть сильнее. Тайманов 
продолжал экспернмент: 
3. Кез, а автомат все цент- 
рализовывал фнгуры 
3-..Ксб, затем 4...С86, 5... Сев. 
М лишь после того как чер- 
ные полностью закончили мо- 
билнзацию своих фигур, они 
решились объявить мат — 
Ф48 — 1№4Х. Да, неплохо 
играет компьютер, но порой 
уж слишком правильно. По- 
казатезвьная партия, иллюст- 
рирующая разницу между иг- 
рой людей и компьютеров! 

Итак, самая быстрая мато- 
вая партия продолжается два 
хода, а самая короткая? Воп- 
рос может вызвать недоуме- 
ние, разницы между збыст- 
рой» и «короткойь как будто 
нет. Уточним задание. 

Придумать партию, закан- 
чивающуюся матом, в которой 
длина всех произведенных хо- 
дов минимальна. 

Очевидно, за единицу дли- 
ны следует принять переме- 
щение фигуры на одно поле 
вдоль вертикали или горизон- 
тали, п сдвиг но диагонали 
составляет 4/2. 


Первое впечатление, будто 
еамая быстрая партия долж- 
на быть и геометрически са- 
мой короткой, но это не так. 
Партия 1. 13 еб 2. ва 
ФуАХ состоит из четырех 
ходов пешек по вертикалн и 
четырех перемещений фер- 
зя — за один ход — по 


днагонали, итого 4--44/2 я: 
9,66. Рекорд же принадле- 
жит, как ни странно, четырех- 
ходовой партии: 1. 43 еб 
2. Фа? Кре?7 3. ФеЗ е5 
4. Ф:е5х, ее длина равна 


Т+у2= 8,41. 

Вот еще две подобные за- 
дачн на шахматное конструн- 
рование. Придумать геометри- 
чески кратчайшую последо- 
вательность ходов, приводя- 
щих к шаху. Такой же воп- 
рос для двойного шаха. 

Решення: 1. е3 68 2. Кре2 
Саб-- или 1. 63 ев 2. 2! 
Кре? 3. Са3З--, оба — дли- 


ны 3-+24/2. М рекордный 
двойной шах ставится на 
третьем ходу: 1. её а6! 
2. Кре? 45 3. Кр93З де +, 


его длина 5-24/2. 

Геометрический расчет 
часто встречается в компо- 
зиции. В жанре сказочных 
шахмат довольно популяриы 
задачи-максимуммеры, в ко- 
торых черные обязаны делать 
геометрически самые длинные 
ходы. Обычно максимуммеры 
используются в «обратных ма- 
тах». В задачах на обратный 
мат белые вынуждают про- 
тивника объявить мат их ко- 
ролю. Вот задача-малышка 
на эту тему. 


П. Моутесидис, 1965 г. Об- 
ратный мат в Б ходов при хо- 
де черных ив 6 ходов при ходе 
белых (максимуммер). 

Прн ходе черных: 1...Ф!8 


(самое длннное — 54/2) 2. е 
ФЕТ (обратной дороги нет) 
3. е8Л! Фаб 4. Ле2! (пре- 
пятствуя возвращенню ферзя 
на #1 и подготавливая бло 
кировку своего короля) 4... 
ФЫб -|- 5. Кре! Фейх. 

При ходе белых: 1. е7 ФАЗ 
{теперь это самый длинный 
ход) 2. е8Ф Фс8 (длиннее, 


чем ФаЗ. 54/2>7) 3. Фа? 


Фе1-- (диагональ перекрыта 
и приходится ходить по верти- 
калн) 4. Кре? Фьб 5. Фа2 
Фаб-1 6. Кре1, и, как черные 
ни сопротивлялись, они вы- 
нуждены объявить мат 
6...Ф1 Хх. 

И в заключение задача. 
в которой вообще участвует 
один ферзь. Какой геометри- 
чески самый длинный путь, 
не пересекающий сам себя, 
может проделать ферзь за 
пять х0д0в, начиная с поля 
91? 


Искомый путь показан на 
рисунке. Чаще предлагают 
другое решение: Ф 91—11— 
18—21 —я8 —#&8. Число по- 
лей в данном случае действи- 
тельио больше (32>>30), од- 
нако геометрически этот путь 
короче. хотя разница всего 
лицть в сотые доли. 


Конкурсные задания 


зыцыю. 


10. В этой позиции’ бе- 
лые сделали «форточку, опа- 
саясь за свою первую го- 
ризонталь — 22. а3. А между. 
тем п нх распоряжении был 
ход 22. КЬб с вилкой. Уста- 
новите, удачен ля этот маневр. 

Срок отправки решений — 
#5 июля 1985 2. (с помет- 
кой на конверте: «Шахмат- 
ный конкурс *«Кзанта», зв- 
дания 9. 10»). 


Цева 40 коп. 


Иидекс 70465 


Мы продолжаем начатую во втором номере 
серию чертежей к стереометрическим зада- 
чам, цель которой — помочь читателям раз- 
вить пространственное воображение. При сомо- 
стоятельном решении задач такие каргинки 
надо стараться представлять себе мысленно. 
{Как правило, точные чертежи можно посг- 
роигь, только решив задачу хотя бы частич- 
но, к тому же непосредственно для реше- 
ния они чаще всего ке очень нужны.) 


Решение предлагаемой ниже задачи вы найдете 
в следующем номере журнала. 

Звдача. Конус и цилиндр имеют общее 
основание и общую высоту. Внутри цилинд- 
ра. но вне конца расположены шесть рав- 
ных сфер, каждая из которых касается верхне- 
20 основания и боковой поверхности цилиндра, 
Овух соседних сфер и боковой поверхносги ко- 
нуса. Радиус каждой сферы равен г. Найти ра- 
диус сферы, вписанной в конус. 


Научно-популярный 
физико-математический журнал 
Академии наук СССР 

и Академии педагогических 
наук СССР Основан в 1970 году 


9] — Издательство «Наука». Главная редакция физико-математическ 
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Шахматная страничка ТЪе сЪезя раяе 


Инерцнонность мышления (3-я с. обложки}  ШшегнНа№Шу оЁ Тоця}\ (3Зга сорег раде} 


Н твестно. что назлектризовать тело можно разными спогобами. Можно передать еми часть эчижого» мряйа (ее четы» 
так назлентрилоевли льсточки эсултанчика». который вы видите на первой странице обложки). Есть и другой" собой 
электризация грением. О нем рассказывается а этом номере жирнала (см. с. 16). 


& Иллательстао «Наукае. Главная редакция физино-мате матической литературы, + Кванть. 1981 


Что мы видим? 
(о видимой форме 
быстро движущихся 
предметов) 


Доктор физико-математических наук 
Б. М. БОЛОТОВСКИИ 


Введение 


Есть поговорка: «Лучше один раз 
увидеть, чем сто раз услышать». 
Смысл этой поговорки вполне ясен: 
говорить можно все, что угодно, но для 
того чтобы убедиться в сказанном, 
нужно все увидеть своими глазами. 
Глаза не обманут. 

Однако всегда ли можно доверять 
своим глазам? Оказывается, не всегда. 
Иногда мы видим то, чего нет на са- 
мом деле. Не подумайте, что речь идет 
о галлюцинациях или дефектах зре- 
ния. Наблюдатель, находящийся в 
здравом уме и обладающий хорошим 
зрением, при определенных условиях 
может увидеть очень искаженную 
картину явления, весьма далекую от 
того, что происходит в действитель- 
ности. И причина этого заключается 
не в том, что чувства могут изменить 
человеку. Поставим вместо наблюда- 
теля кинокамеру, уж ее-то «показа- 
ния» можно считать объективными. 
И все же, просмотрев заснятый фильм, 
мы увидим то же самое, что и наблю- 
датель, которому мы выразили недо- 
верие и которого заменили кинока- 
мерой. 

И то, что мы увидим на экране, 
и то, что увидел наблюдатель, со- 
всем не то, что происходит на самом 
деле. 

Как это может быть? 

Мы на нескольких примерах пока- 
жем, как это может быть. Ничего таин- 
ственного в наших примерах вы не 
найдете. Они говорят лишь о том, что 
нужно обдумывать каждое физиче- 
ское наблюдение, стараться понять, 
о чем говорят показания приборов, 
и по этим показаниям восстанавли- 
вать реальную картину явления. 


э 


Фотографирование света на лету 


Около пятнадцати лет назад амери- 
канский физик Мишель Дюге сконст- 
руировал фотографический затвор, ко- 
торый срабатывал за необычайно ко- 
роткие времена. Зачем нужны такие 
затворы? 

Если мы фотографируем неподвиж- 
ную картину, то промежуток време- 
ни, в течение которого затвор от- 
крыт — этот промежуток называется 
временем экспозиции,— не влияет на 
резкость изображения. Объект съем- 
ки неподвижен, изображение объек- 
та на пленке также неподвижно, по- 
этому увеличение времени экспозиции 
не уменьшает резкости изображения. 
Иное дело, если объект съемки дви- 
жется. Тогда движение и изображе- 
ние объекта на пленке. В этом случае 
чем меньше время экспозиции, тем 
резче будет изображение предмета на 
фотографии. И наоборот, чем больше 
время экспозиции, тем больше «раз- 
мажется» изображение предмета. 

На некоторых фотографиях (обыч- 
но это фотографии бегущих людей 
или быстро мчащихся автомашин) 
нерезкость изображения уместна — 
она как бы подчеркивает стреми- 
тельность движения. Но, как прави- 
ло, чем быстрее движется объект 
съемки, тем меньше должно быть вре- 
мя экспозиции, тем на меньшее вре- 
мя открывается затвор. (В наших рас- 
суждениях мы не учитываем, что фо- 
тографическая пленка обладает опре- 
деленной чувствительностью и что 
меньшим временам экспозиции долж- 
на соответствовать большая чувстви- 
тельность. Будем считать, что чувст- 
вительность пленки можно подобрать 
так, чтобы она соответствовала нуж- 
ному времени экспозиции.) 

Вернемся теперь к началу нашего 
повествования. Был создан фотогра- 
фический затвор с временем экспози- 
ции фантастически малым — около 
10-" с. Конечно, «фантастически» 
малым это время можно было счи- 
тать только до создания затвора. Ко- 
гда же он создан — это уже никакая 
не фантастика, а реальное замеча- 
тельное достижение. Но... где его 
применить? 

Такой «молниеносный» затвор мож- 
но было бы использовать для фото- 
графирования объектов, движущихся 
со скоростями, близкими к скорости 


Рис. Г. При такой постановке 
опыта сфотографировать им- 
пульс нельзя — световые 
волны. составляющие пакег. 
не попадают в объектив. 


света,— изображение на пленке по- 
лучилось бы достаточно резким. Но 
где разыскать такие объекты? Они 
должны быть достаточно велики, для 
того чтобы получиться на фотогра- 
фии,— скажем, иметь размер поряд- 
ка сантиметра. Но сообщить мате- 
риальному телу таких размеров ско- 
рость, близкую к скорости света, мы 
пока не можем — это требует огром- 
ных затрат энергии. (Например, что- 
бы разогнать тело массой в 1 г до ско- 
рости, равной половине скорости све- 
та, нужно затратить энергию поряд- 
ка 10 Дж. Такую энергию выраба- 
тывает ежесекундно десяток совре- 
менных атомных электростанций.) 
Максимальные скорости макроскопи- 
ческих тел, достигнутые в земных 
условиях, составляют величину по- 
рядка десятков километров в секун- 
ду. Мы умеем разгонять электроны 
до скоростей, которые близки к ско- 
рости света. Но ведь электрон непо- 
средственно не сфотографируешь — 
он слишком мал. Нужен объект, ко- 
торый имел бы заметные размеры и 
двигался со световой скоростью. И Дю- 
ге, создатель затвора, нашел такой 
объект. Им оказался... сам свет. 
Источником света служил лазер, ко- 
торый давал излучение в виде очень 
кратковременных импульсов — дли- 
тельностью примерно 10-" с. Испу- 
щенный лазером световой импульс 
можно представить как некоторый 
объем, заполненный световыми вол- 
нами и движущийся в пространстве 
со скоростью света (рисунок 1). Такой 
объем называют волновым (или све- 
товым) пакетом. Длина пакета равна, 
очевидно, 1=—ст, где с — скорость све- 
та, ат — время излучения, то есть 
длительность импульса; подставив 


1: 


С=3 . 10° км/с, т=10-1 с, мы полу- 
чим [2—3 мм. «Тело» таких размеров 
можно фотографировать. 

Казалось бы, все просто — помес- 
тим фотоаппарат сбоку от пути све- 
ТОВОГО «тела», наведем на какую-ни- 
будь точку пути и в нужный момент 


спустим затвор. Такая постановка 
опыта изображена на рисунке 1. Од- 
нако если мы так сделаем, то ничего 
не увидим на пленке. Почему? Пото- 
му что изображение появляется на 
пленке лишь в том случае, если на нее 
попадает свет от движущегося тела. 
Это может быть «собственный» свет, 
если тело само излучает (так, напри- 
мер, происходит при фотографирова- 
нии горящей лампочки). Если тело 
само не светится, его иадо осветить, 
и тогда на пленку попадет отражен- 
ный или рассеянный телом свет от 
внешнего источника. Из рисунка 1 
видно, что световые волны, состав- 
ляющие пакет, распространяются по 
такому пути, что они никак не мо- 
гут попасть в объектив фотоаппара- 
та. Освещать такой пакет внешним 
источником тоже бесполезно — пакет 
не отражает и не рассеивает свет, све- 
товые волны от внешнего источника 
проходят через волновой пакет как 
через бесплотное привидение, не ме- 
няясь и не меняя пакета. 

Выход был найден такой. На пути 
светового сгустка был помещен стек- 
лянный сосуд с водой. В воду было 
добавлено несколько капель молока. 
От этой добавки вода стала немного 
мутной. Мутная среда рассеивает па- 
дающий на нее свет. Когда в такой 
сосуд с мутной водой попадает све- 
товой сгусток, составляющие его све- 
товые волны начинают рассеиваться 
и сгусток становится видимым. Те- 
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перь его можно фотографировать. Ра- 
зумеется, вся установка для фотогра- 
фирования должиа помещаться а тем- 
ной комнате, чтобы посторонние ис- 
точники света не создавали помех. 

С помощью такой установки были 
получены очень красивые фотографии 
летящего света. Одна из них воспро- 
изводится на рисунке. Это — первая 
в истории науки фотография, полу- 
ченная в «комнатных условиях» и 
изображающая объект, летящий со 
скоростью, близкой к скорости света 
(в воде скорость света приблизи- 
тельно п полтора раза меньше, чем 


в пустоте). За время экспозиции све- - 


товой сгусток в сосуде успел сдви- 


Рис. 2. Фотогрефия светового импульса. дви- 
жущегося в мутнсй (рассеивающей) среде. 
Время экспозиции 10-" с. 


нуться всего на 2,2 мм. Но изображе- 
ние на фотографии «размазано» боль- 
ше чем на 2,2 мм. Причина этого бу- 
дет ясна из дальнейшего. 

После этого опыта М. Дюге проде- 
лал еще один чрезвычайно красивый 
эксперимент. Оп создал световую «ган- 
тель» и сфотографировал ее. 


Световая «гантель» 


Прежде чем описывать результа- 
ты опыта по фотографированию све- 
ТОвОЙ «гантели», скажем несколько 
слов о том, зачем нужен такой опыт. 

Согласно теории относительности 
длина тела, измеряемая в некоторой 
системе отсчета, зависит от того, с ка- 
кой скоростью движется тело относи- 
тельно этой системы отсчета. Если, в 
частности, тело покоится и его длина 
равна [„ то при движении этого тела 
со скоростью и его длина будет [= 
—=1^/1—5?/с?, где с — скорость све- 
та. Множитель ^/1—5?/с? всегда мень- 
ше единицы, так что при движении 
тела его размеры в направлении дви- 
жения (именно этот размер мы имели 
н виду, когда говорили «‹длина») со- 
кращаются в 1/^/1—57?/с? раз.* (Для 
скоростей, достижимых и земных ус- 
ловиях п настоящее время, множи- 


тель ^/1—0?/с? очень мало отличает- 
ся от единицы. Если тело имеет ско- 
рость 10 км/с (это по порядку вели- 
чины скорость космических аппара- 
тов — ракет и спутников), то этот мно- 


житель равен 0,99999999944, то есть 
отличается от единицы и десятом зна- 


ке после запятой. Следовательно, при 
достижимых ныне скоростях обнару- 
жить сокращение размеров при дви- 
жении чрезвычайно трудно. Но это 
утеержденис - теории относительно- 
сти проверено на большом количест- 
ве вытекающих из него следствий. 

Изменение размеров тел при дви- 
жении приводит и изменению их 
формы. Движущийся шар, если ско- 
рость его движения близка к скорости 
света, должен сплющиваться и пре- 
вращаться в ‹блинь, плоскость кото- 
рого перпендикулярна направлению 
скорости; куб должен превращаться 
в параллелепипед и т. п. 


*) Такое сокращение часто называют элорен- 
цоным» — по имеши нидерландского физика- 
теоретика Х. А. Лореица, одним из первых 
(в 1392 году) предсказавшего этот эффект. 


Поскольку в нашем распоряжении 
нет тел, движущихся п достаточно 
большой скоростью, непосредственно 
нроверить изменение формы не пред- 
ставлялось возможным. Но теорети- 
ческий анализ этого явления был про- 
веден довольно подробно. И анализ 
показал, что дело не так просто, как 
кажется. Действительно, размеры ша- 
ра в направлении движения сокра- 
щаются. Но заметить это сокращение, 
глядя на движущийся шар, наблюда- 
тель не сможет. Ему помешает... сам 
способ наблюдения. 

Чтобы понять, почему так полу- 
чается, рассмотрим несколько приме- 
ров, имеющих отношение к затрону- 
тым вопросам, В летний день мы лю- 
буемся каким-нибудь ландшафтом. 
Светит Солнце, шелестят деревья, по- 
ют птицы. Мы все это воспринимаем 
одновременно. 

Но в тот момент, когда мы слы- 
шим чириканье, птица может мол- 
чать. Звук в воздухе распространяет- 
ся со скоростью более 300 м/с. Поэто- 
му между временем исполнения 
птичьей трели и временем «приема» 
есть вполне измеримое запаздывание. 
Мы видим Солнце в некотором месте 
на небосводе. Но ведь свет от Солнца 
до Земли «идет» примерно восемь ми- 
нут. Значит, мы не может утверж- 
дать, что сейчас, «сию минуту», 
Солнце находится именно там, где Мы 
его видим. 

Ее пример. Мы фотографируем 
звездное небо. О чем говорит сделан- 
ная нами фотография? Можно ли счи- 
тать, что она отражает расположе- 
ние звезд именно в тот момент, когда 
мы проводили съемку? Нет. Свет от 
удаленных звезд идет к Земле десят- 
ки, сотни и тысячи лет. Звезда, мо- 
жет быть, давно погасла, а мы не ско- 
ро узнаем об этом, свет от нее все еще 
идет, и мы видим эту звезду на фото- 
графии. Звезда родилась, но свет от 
нее еще не дошел до нас, — и на фото- 
графии этой звезды нет. 


Все эти несоответствия имеют своей 
причиной одно и то же явление — 
конечную скорость распространения 
того сигнала, который доносит до 
нас сведения о состоянии объекта. По- 
ка сигнал идет к нам, состояние объ- 
екта меняется. Если мы одновремен- 
но фотографируем несколько объек- 
тов, находящихся на разных рас- 
стояниях от камеры, то мы одновре- 


менно получаем информацию о по- 
ложении этих тел. Но изображения 
всех тел на этой фотографии отра- 
жают положения этих тел в разные 
моменты времени. Эти моменты вре- 
мени «сдвинуты» в прошлое по от- 
ношению к моменту съемки. 

А теперь вернемся к вопросу о том, 
почему наблюдатель не сможет заме- 
тить лоренцова сокрашения. 

Все, что мы говорили о съемке не- 
скольких объектов, относится и к’ од- 
ному объекту, имеющему определен- 
ные размеры. Если предмет неподви- 
жен и время экспозиции достаточно 
для того, чтобы сигнал (свет) от са- 
мой удаленной точки предмета успел 
дойти до объектива, то мы можем с 
уверенностью сказать, что фотогра- 
фия точно отображает и положение 
предмета, и его размеры. Иное дело, 
если предмет движется. 

Фотография движущегося тела дает 
нам сложную картину, на ней изобра- 
жены разные точки тела в тех поло- 
жениях, которые они занимали в раз- 
ные моменты времени. Пусть, ска- 
жем, фотографируемое тело прибли- 
жается к фотокамере. Тогда те точки 
тела, которые во время съемки больше 
удалены от объектива, будут казать- 
ся чотставшими» по сравнению с бо- 
лее близкими точками, так как на фо- 
тографии получатся изображения 
этих далеких точек, соответствую- 
щие более раннему моменту време- 
ни. Таким образом, на фотографии 
движущийся предмет окажется рас- 
тянутым в направлении движения. 
Понятно, что такое мнимое «растя- 
жение» будет особенно заметно, если 
скорость тела будет сравнима со ско- 
ростью света. 

Расчеты показали, что мнимое рас- 
тяжение будет компенсировать лорен- 
ково сокращение. Так что наблюда- 
тель не сможет заметить изменение 
формы быстро движущегося тела, и 
шар так и будет казаться ему шаром.*) 

Как проверить справедливость всех 
этих рассуждений? Нужно сфотогра- 
фировать движущееся тело, скорость: 
которого была бы близка к скорости 
света, — в этом случае и сокращение 


*} Попробуйте сами найти, как будет выглядеть 
на фотография, сделанной с малым временем экспо- 
зэиции, куб, пролетающий мимо объектива в на: 
правлении. перпеядикуляриом оптической осн. Про- 
верить себя вы сможете, посмотрей решеиие за- 
двчи ФЁ27 в 10 номере «Кувитаь за 1983 год. 
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длины в направлении движения, и за- 
паздывание сигналов от разных точек 
тела будут наиболее заметны. Для 
этого Дюге с сотрудниками и создали 
«гантель» из света. 

Для зприготовлення» гантели до- 
статочно разделить один световой па- 
кет на две половинки, на два пакета. 
Затем эти половинки нужно развести 
в стороны так, чтобы получилось два 
летящих параллельно волновых паке- 
та. Такие два пакета и составляют 
гантель. 

«Приготовить» гантель можно, на- 
пример, с помощью системы зеркал, 
изображенной на рисунке 3. Ось ВВ’ 
гантели перпендикулярна линии АА” 
и делится этой линией пополам. По- 
ворачивая всю систему зеркал вокруг 
оси АА’, мы можем менять ориента- 
цию гантели в вертикальной плоско- 
сти; перпендикулярной оси АЛ’. 
На рисунке 3 гантель изображена в 
вертикальном положении; повернув 
систему зеркал на 90° (Е любом на- 
правлении относительно оси АА’), мы 
получим горизонтальную гантель, 
По ПЕ 

Готовая световая гантель направ- 
лялась в сосуд с мутной водой. Па- 
кеты, составляющие гантель, влетали 
в сосуд одновременно и фотографи- 
ровались. 

На рисунке 4 представлены фото- 
графини гантелей, по-разному повер- 
нутых относительно оси АА’. Сни- 
мок а) сделан с вертикально ориенти- 
рованной гантели, и на фотографии 


гантель тоже вертикальна. Снимок 6) 
сделан с гантели, которая была по- 
вернута от вертикального положения 
вокруг оси АА’ на угол, примерно 
равный 30°. Снимок 6) дает изобра- 
жение гантели, повернутой относи- 
тельно вертикального направления. 
примерно на 60°. Наконец, снимок 2). 
изображает гантель, расположенную 
горизонтально. На всех снимках све- 
товые пакеты, составляющие гантель, 
двизсутся слева направо, как и на ри- 
сунке 3. 

СЕимки эти удивительны. Пожа- 
луй, только снимок а) оказался таким, 
как можно было предполагать. Два 
пакета, составляющие гантель, на 
этом снимке изображены один над 
другим. Так и должно быть, если 
фотографировать вертикально ориен- 
тираванную гантель. Остальные сним- 
ки дают очень странную картину яв- 
ления. Может быть, наиболее стран- 
ным является снимок 2), поэтому мы 
начнем с разбора именно этого снимка. 

В самом деле, снимок сделан с ган- 
тели, которая была расположена в 
горизонтальной плоскости перпенди- 
кулярно линии АА’ (то есть парал- 
лельно лучу зрения нашей фотока- 
меры), и по всем привычным нам за- 
конам на этом снимке должно быть 
одно светлое пятно, а не два — ведь в 
момент съемки’ более близкий к ка- 
мере световой пакет загораживает бо- 
лее удаленный. А на снимке — два 
пакета, летящих друг за другом. Фо- 
тоагпарат +*видить гантель, ориенти-. 


Рис. 3. Уголковое зеркало 1 делит падающий на него световой пакет на две одынаковые 
части: половина пакета отражается по направлению к зеркалу 2. вторая половина — к зер- 
калу 3. Зеркала расположены так, что в конце концов мы получаем два расположенных рядом 
и летящих параллельно друг Эругу световых пакета. Эти пакеты. соединенные воображаемой 
линией ВВ’. и образуют световую гантель. В среде с показателем преломления п гантель 
движется со скоростью с/т. 


рованную параллельно скорости, а на 
самом деле гантель ориентирована 
перпендикулярно скорости. 

Снимки б) и в} тоже неожиданны. 
Видно, что чем ближе положение оси 
гантели к горизонтальному, тем боль- 
ше один пакет отстает от другого. 
А ведь мы по самой постановке опы- 
та знаем, что оба пакета летят с од- 
ной и той же скоростью. 

Все легко объясняется, если мы 
вспомним наши рассуждения о том, 
какую информацию можно извлечь 
из фотоснимка. Если на снимке изо- 
бражены два предмета, из которых 
один был в момент съемки распо- 
ложен ближе к фотоаппарату, чем 
другой, то изображение более далеко- 
го предмета соответствует более ран- 
нему моменту времени. Именно это 
мы и видим на фотографиях ганте- 
ли (6) — 2г)): более удаленный от 
объектива пакет гантели изображен 
в солее ранний по сравнению г бли- 
жайшим к объективу пакетом момент 
времени, когда он еще не достиг той 
точки, в которой его застал момент 
съемки. Поэтому изображение уда- 
ленного пакета на фотографии сме- 
щено назад по сравнению г изобра- 
жением ближайшего пакета. 

Теперь понятно, почему на фото- 
графии светового пакета (см. рису- 
нок 2) получилось сильно размазан- 
ное изображение: дополнительное 
‹расплывание» связано с тем, что па- 
кет имеет протяженность в направле- 
нии луча зрения фотокамеры. 


Заключение 


Итак, не всегда можно верить гла- 
зам своим. Глаз получает зритель- 
ную информацию с помощью свето- 
вых волн. Фотоаппарат, по сущест- 
ву, повторяет устройство глаза. Испо- 
кон веку люди наблюдали только мед- 
ленно движущиеся предметы. При 
этом, когда мы говорим о медленном 
движении, мы имеем в виду, что ско- 
рость мала по сравнению со скоростью 
света. В этом смысле самые быстрые 
земные движения являются медлен- 
ными, и зрение дает правильное 
представление о форме предметов. 
Но если предметы движутся со ско- 
ростями, равными или близкими к 
скорости света, то наш глаз (и фото- 
аппарат) дает искаженную картину. 
Зная эту особенность нашего зрения, 


Рис. 4. Фотографии световых гантелей. по-раз- 
ному ориентированных относительно «луча зре- 
с. 


ния» фотоаппарата. Время экспозиции 10! 


мы всегда можем внести необходимые 
поправки и восстановить истину. 
Нужно только с должной осторожно- 
стью относиться к показаниям наших 
чувств. 


+ * * 


Тому, кто захочет подробнее ознако- 
миться с устройством замечательно- 
го затвора Дюге и деталями эксие- 
римента по фотографированию све- 
тового импульса, советуем прочитать 
статью Н. Н. Малова «Как сфотогра- 
фировали свет», которая была опубли- 
кована в 10 номере «Кванта» за 
1974 год. 


Звездный 
век 
циклоиды 


Кандидат физико-математических наук 
С. Г. ГИНДИКИН 


Циклоида сыграла беспрецедент- 
ную роль в истории математики 
ХУП века, героического века анализа 
бесконечно малых. Быть может, наи- 
более красноречивые следы этого со- 
хранились вдалеке от математики — 
в художественной литературе. В 
третьей части «Путешествий Гулливе- 
ра» Джонатан Свифт рассказывает, 
как Гулливер попадает на летающий 
остров Лапуту и король, покровитель- 
ствовавший науке и музыке, угощает 
его изысканным обедом. За бараньей 
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`называемой также трохоидой 


лопаткой, вырезанной в форме равно- 
стороннего треугольника, и куском го- 
вядины в форме ромба последовал 
пудинг в форме циклоиды. Вероятно, 
в начале ХУПТ века трудно было 
представить себе более изощренную 
форму! 

Лет через тридцать циклоида появ- 
ляется на страницах «Жизни и мне- 
ний Тристрама Шенди, джентльме- 
на». бессмертного романа Лоренса 
Стерна. Чудаковатый добряк „Тоби 
Шенди, собираясь построить мост, 
который должен стать чудом форти- 
фикационного искусства, решает при- 
датьему форму циклоиды: +...он пере- 
менил решение в пользу моста, изобре- 
тенного маркизом де Лопиталем, ко- 
торый так обстоятельно и научно опи- 
сан Бернулли-младшим, как ваши ми- 
лости могут убедиться в Асёа Его4. 
рз, ап. 1695; такие мосты удержи- 
ваются в устойчивом равновесии свин- 
цовым грузом, который их охраняет 
не хуже двух часовых, если мост вы- 
веден в форме кривой линии, как мож- 
но больше приближающейся к цик- 
лоиде». 

К Лопиталю, Бернулли и к науч- 
ному журналу Асба ЕгодЦотшт мы 
еце вернемся, а пока выясним, что 
могли знать о циклоиде современники 
Тоби Шенди, жившие в середине’ 
ХУ века. 

Авторитетным источником инфор- 
мации является «История рулетты, 
или 
циклоидой», датированная еще октяб- 
рем 1658 года и подписанная Амо- 
сом Деттонвиллем; как мы увидим, 
это псевдоним французского матема- 
тика, физика и мыслителя Блеза Пас- 
каля (1623—1662). Он пишет: «Рулет- 
та является линией столь обычной, 
что после прямой и окружности нет 
более часто встречающейся линии; 
она так часто вычерчивается перед 
глазами каждого, что надо удивлять- 
ся тому, как не рассмотрели ее древ- 
ние... ибо это не что иное, как путь 
колеса, когда оно катится своим дви- 
жением г того момента, как гвоздь 
начал подниматься с земли, до того, 
когда непрерывное качение колеса не 
приводит его опять к земле после 
окончания целого оборота, считая, что 
колесо — идеальный круг, гвоздь — 
точка его окружности, а земля — 
идеально плоская». В этом тексте со- 
держится определение циклоиды: это 


Рис. 1- 


траектория точки окружности, кото- 
рая катится без скольжения по пря- 
мой. Точка, поднимаясь с нижнего 
положения, описывает симметричную 
выпуклую арку, причем при каждом 
обороте получается новая арка; В точ- 


ке соприкосновения арок имеется ост-_ 


рие (рис. 1). 

Термин «циклоида» (происходящая 
от круга} принадлежит Галилею 
(1564—1642), который, по-видимому, 
первый рассмотрел ее. «Рулетта» — 
французский термин (от глагола 
тоШег — катать), «трохоидаь — его 
греческий эквивалент. Разнобой в тер- 
минологии отражает энергичную 
франко-итальянскую дискуссию о 
приоритете в открытии циклоиды: 
Паскаль утверждает, что Марен Мер- 
сенн (1588—1648) рассмотрел ее уже 
в 1615 году, раньше Галилея. 


Эпициклоиды в системе Птолемея 


Достойно внимания удивление Пас- 
каля по поводу того, что циклоиду 
не рассмотрели древние. В чем причи- 


на этого? Дело в том, что для древних . 


источником появления новых кривых 
были разнообразные задачи на геоме- 
трические места точек, а траектории 
криволинейных движений были за 
пределами интересов большинства 
математиков древности. 

Лишь новая механика, начавшаяся 
в первые годы ХУП века с работ 
Галилея о движениях, перестроила 
идеологию математиков, обратив их 
внимание на кривые механического 
происхождения, и знаменательно, что 
именно Галилей ввел в рассмотрение 
первую такую кривую — циклоиду. 

Хотя древние не знали циклоиды, 
они знали и успешно пользовались 
ее близкой родственницей — эпицик- 
лоидой. Эпициклоиды (см. 2-ю с. об- 
ложки, а,6} получаются как траекто- 
рии точек окружности, катящейся без 
скольжения по внешней стороне дру- 


гой окружности (при качении по вну- 
тренней стороне’`получаются кривые, 
называемые гипоциклоидами; обл., д). 
Эпициклоиды встречаются в геоцен- 
трической системе мира*) Птолемея 
(85?—165?). Еще Платон (427—347 
до н. э.) и Аристотель (384—322 
до н. э.) считали, что ‘все планеты, 
а также Солнце и Луна; равномерно 
вращаются по окружностям.с цен- 
тром в Земле. Эта теория не'’только 
входила в противоречие с численными 


данными, полученными по составле- 
нии астрономических таблиц, но-.не 


объясняла ряд грубых качественных 
эффектов. Скажем, Марс, который, 
как правило, двигался по звездному 
небу против часовой стрелки, в окре- 
стности противостояния начинал дви- 
гаться по часовой стрелке:(‹«попятное 
движение»). Это легко объяснить в 
рамках гелиоцентрической системы, 
но ученые древности, не сомневазшие- 
ся в основном догмате геоцентриче- 
ской системы, решили примирить ее 
с данными астрономических наблю- 
дений. Аполлоний и вслед. за ним 
Птолемей сохраняют аксиому о том, 
что в мире царит равномерное круго- 
вое движение, но полагают, что дви- 
жение планет является сложным; 
планета движется по окружности, 
центр которой в свою очередь враща- 
ется по большой окружности с цен- 
тром в Земле. Оказывается, что можно 
так подобрать скорости этих двух вра- 
щений, что траектории планет будут. 
содержать петли, на которых будет 
происходить «попятное движение». 
Эти траектории не будут в точности 
эпициклоидами, но очень близкими 
кривыми. Если предположить, что по 
неподвижной окружности катится не 
окружность, а круг, то его граничные 
точки будут описывать эпициклоиды, 


*) В геоцентрической системе мира Земля счя- 
тается центром Вселенной. в отличие от гелио- 
цеитрической систьмы Коперника, согласно которой 
планеты вращаются вокруг Солнца. 
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а внутренние точки описывают иные 
кривые, у которых острия сглажива- 
ются и которые называются укоро- 
ченными эпициклоидами (обл., 2). 
А если мысленно расширить катящий- 
ся круг (не меняя неподвижного), 
скажем, +*надеть» на него реборду, 
то внешние точки будут описывать 
удлиненные эпициклоиды, у которых 
острия превратятся в петли с «попят- 
ным» движением (обл., в). 

Эта удивительная по остроумию 
конструкция не только смоделировала 
качественные эффекты типа +попят- 
ного движения», но и с различными 
модификациями позволила многие 
сотни лет учитывать все многочислен- 
ные данные астрономических наблю- 
дений. Даже когда Николай Копер- 
ник (1473—1543) предложил гелио- 
центрическую систему мира, ему 
очень нелегко было сделать свою 
систему конкурентноспособной с су- 
ществующим тогда вариантом птоле- 
меевой системы с точки зрения согля- 
сованности с данными наблюдатель- 
ной астрономии. 

Интересно, что и Коперник (как 
позднее и Галилей) не отказался от 
принципа, по которому в мире царит 
равномерное вращение и сохранил 
круговые орбиты (необходимость в 
них отпала лишь после появления 
эллиптических орбит Кеплера (1571— 
1630)). В частности, он хотел скон- 
струировать прямолинейное движение 
из круговых (считалось, что по пря- 
мым движутся кометы). И он приду- 
мал способ! Пусть по внутренней сто- 
роне окружности радиуса Т катится 
без скольжения окружность радиу- 
са 1/2. Ее точки описывают некото- 
рые вырожденные гипоциклоиды — 
диаметры неподвижной окружности: 
каждая точка колеблется взад-вперед 
по своему диаметру. Удивительно 
красивая картина, в которой приятно 
разобраться самому! 


Циклоиду заметили 


Мы не знаем в точности, когда 
Галилей заинтересовался циклоидой: 
было ли это уже в его молодости, 
в начале века, когда он открыл законы 
движения, или когда, через тридцать 
лет, борясь с наступающей слепотой, 
он писал «Беседы и математические 
доказательства, касающиеся двух но- 
вых отраслей науки, относящихся к 
механике и местному движению». 
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Эта книга была призвана сохранить 
для потомков замечательные откры- 
тия Галилея по механике, оставав- 
шиеся неопубликованными. Галилей 
находился тогда в ссылке по приго- 
вору суда инквизиции. Жил он на 
вилле Арчетри близ Флоренции. По- 
следние годы Галилея скрашивали 
два его ученика: совсем юный Винчен- 
цо Вивиани (1622—1647) и более 
умудренный опытом Эванджелиста 
Торричелли (1608—1647). Они помог- 
ли учителю в завершении его замыс- 
лов, но, чем дальше, тем больше им 
приходилось самостоятельно разраба- 
тывать задачи Галилея, на которые 
у него не было сил. 

Галилей ясно понимал, какие зада- 
чи про циклоиду естественно исполь- 
зовать в первую очередь: нужно по- 
строить касательные к кривой и найти 
площади ее сегментов и других свя- 
занных с ней криволинейных фигур. 
Первая из них относится, в совре- 
менной терминологии, к дифференци- 
альному исчислению, а вторая — к 
интегральному. 


Касательная к циклоиде 


В Италии касательную к циклоиде 
первым построил Вивиани, а затем 
Торричелли придумал очень изящную 
конструкцию этой касательной, осно- 
ванную на сложении движений. Он 
вначале рассматривал параболу, по 
которой летит тело, брошенное гори- 
зонтально (или под углом). Это движе- 
ние, следуя Галилею, получается сло- 
жением равномерного прямолинейно- 
го движения и равноускоренного 
свободного падения. Скорости этих 
движений известны и, складывая век- 
торы скоростей по правилу парал- 
лелограмма, мы получаем вектор 
скорости движения, направленный по 
касательной к параболе (очень поучи- 
тельно самостоятельно воспроизвести 
эту простую выкладку; напомним, 
что касательная к параболе у-=х* че- 
рез точку (х, х?) соединяет эту точку 
с (х/2, 0). Это рассуждение Торричел- 
ли. Удивительно, что его не провел 


(или не опубликовал?) Галилей. 


Движение же по циклоиде склады- 
вается из равномерного движения 
вдоль горизонтали и равномерного 
вращения, причем величины скоро- 
стей этих движений равны (условие 
отсутствия скольжения). Складывая 


горизонтальные вектор скорости в точ- 
ке циклоиды с вращательным векто- 
ром (касающимся  производящего 
круга и имеющим ту же длину), полу- 
чаем, что касательная к циклоиде про- 
ходит через верхнюю точку круга в 
соответствующем положении (проде- 
лайте это построение на рисунке 1). 

Аналогичное рассуждение (возмож- 
но, несколько раньше) придумал 
француз Жиль Персонн, по прозвищу 
Роберваль (1602—167Т5). Заслуга Ро- 
берваля заключалась в том, что он не 
ограничился рассмотрением циклои- 
ды, а разработал общую технику про- 
ведения касательных при помощи 
представления кривых в виде траек- 
торий сложных движений. Его метод 
был по началу вполне конкурентно- 
способен в сравнении с другими спо- 
собами проведения касательных, име- 
ющимися в ато время. ` 

И все же будущее принадлежало 
более прямым методам, разрабаты- 
вавшимся Пьером Ферма (1601— 
1665) и Рене Декартом (1596—1650). 
Эти методы не требовали ‹индиви- 
дуального подхода» к каждой кривой 
{например, подбора составляющих 
движений). А позволяют ли эти мето- 
ды провести касательную к циклои- 


де — кривой механического проис- 
хождения? 
Выяснилось, что методом Ферма 


касательная строится без всяких за- 
труднений, а вот метод Декарта, ори- 
ентированный на рассмотрение кри- 
вых, заданных многочленами, отка- 
зал. Но не таков Декарт, чтобы дать 
повод утверждать, что он не справился 
с задачей, доступной его коллегам. 
Он придумывает удивительную по 
красоте механическую теорию. В мо- 
дернизированном варианте речь идет 
о том, что при образовании циклоиды 
мы рассматриваем не движение изо- 
лированной материальной точки, а 
движение твердой пластины — катя- 
лщегося круга. При этом в каждый 
момент времени движение, как пра- 
вило, мало отличается от поворота 
плаетины около некоторого (мгновен- 
ного) центра вращения. Скорости во 
всех точках перпендикулярны радиу- 
су из мгновенного центра вращения. 
В случае циклоиды, как легко понять, 
мгновенный центр вращения — это 
не центр катящегося круга, а его точка 
касания © направляющей прямой. 
Отсюда немедленно следует сформу- 


лированное выше правило проведения 
касательной (ведь вписанный прямой 
угол опирается на диаметр). 


Площадь и «спутиида» циклоилыь 


Покончим с касательными и перей- 
дем к площадям. В случае циклоиды 
французские математики рассмотрели 
эти задачи даже раньше, чем задачу 
о касательных (возможно, причиной 
была большая уверенность в задачах 
о площадях). Прежде всего речь идет 
о вычислении площади сегмента под 
полной аркой циклоиды. Вивиани и 
Торичелли утверждают, что Галилей 
знал, что площадь этого сегмента рав- 
на утроенной площади производящего 
круга. Роберваль доказал эту теоре- 
му в 1634 году. Несколько слов об 
очень красивом рассуждении Роберва- 
ля. В каждый момент времени Робер- 
валь проецирует наблюдаемую точку 
циклоиды на вертикальный диаметр 
катящегося круга и следит, как пере- 
меххается эта проеккия. Получается 
новая кривая, которую Роберваль наз- 
вал «спутницей циклоиды» (рис. 2) 
А потом выяснилось, что эта очень 
симметричная кривая является ...сдви- 
нутой синусоидой! Именно так (а не 
как график синуса) впервые появи- 
лась в математике синусоида. Пло- 
щадь под синусоидой считается легко: 
если разрезать ее средними горизон- 
тальной и вертикальной линиями, то 
получаются части, из которых состав- 
ляется прямоугольник со сторонами 
2=г иг (см. рис. 2, где г—=1), то есть 
площадь равна 2лг’. Что касается 
двух оставшихся фигур (их назвали 
лепестками Роберваля), то они как 
нельзя лучше иллюстрировали очень 
популярный в те годы прием вычисле- 
ния площадей — принцип Бонавенту- 
ры Кавальери (1598—1647). Он состо- 
ит в том, что если две фигуры при 
пересечении любыми горизонталя- 
ми дают отрезки равной длины, 


Рис. 2. 
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то они имеют одинаковые площади. 
Кавальери мыслил себе фигуры со- 
стоящими из «‹неделимых» — парал- 
лельных слоев нулевой толщины — 
и утверждал, что при взаимных сдви- 
гах слоев площадь не меняется. Ле- 
пестки Роберваля имеют те же пересе- 
чения с горизонталями, что и отсекае- 
мая вертикальным диаметром полови- 
на катящегося круга, значит, по прин- 
цилу Кавальери их общая площадь 
равна площади лГ” этого круга, в об- 
щая площадь под аркой циклоиды 
равна Злг”. Не правда ли, очень остро- 
умное рассуждение! 


Задачи Мерсенна 
и конкурс Паскаля 


На этом кончается первый этап 
«жизни» циклоиды. Первые связан- 
ные с ней задачи решились очень кра- 
сиво, и циклоида прочно заняла место 
в поле зрения крупнейших ученых. 
Но оставались нерешенными задачи, 
которые естественно было поставить 
в рамках развивающегося анализа 
бесконечно малых. Пропагандистом 
новых задач (в случае про циклоиды) 
был Мерсенн, которого мы уже упо- 
минали. О нем и его своеобразной 
роли в истории науки стоит сказать 
еще несколько слов. У францискан- 
ского монаха Мерсенна были собст- 
венные достижения и в математике 
и в физике (например, он довольно 
точно измерил скорость звука), но 
много выше его заслуги как организа- 
тора науки. В то время, когда еше 
не было научных журналов, почти 
все научные связи осуществлялись 
через Мерсенна: он был своеобразным 
«почтовым ящиком». Ученые из раз- 
ных стран сообщали ему о получен- 
ных результатах, понимая, что он 
оперативно даст знать о них заинте- 
ресованным коллегам и конкурентам 
(а авторитет Мерсенна был гарантией 
сохранения приоритета). Мерсенн сле- 
дил за актуальными задачами, пере- 
давал их тем ученым, которым было 
естественно ими заниматься. С 1639 
года начались +‹мерсенновские четвер- 
ги», которые посещали Этьен и Блез 
Паскали (отец и сын), Дезарг, Ми- 
дорж. Роберваль, словом все серьез- 
ные ученые, находившиеся в тот год 
в Париже. Эти ‹четверги» были пред- 
вестником Французской Академии 
наук. На примере Христиана Гюйген- 
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са (1629—1695), с которым Мерсенн 
переписывался с 1646 года, видно, 
как заботился Мерсенн о становлении 
молодого таланта. Он начинает с учеб- 
ных задач, переходит к нерешенным, 
предвещает, что его юный корреспон- 
дент станет «Аполлонием и Архиме- 
дом ... грядущего века», и, наконец, 
ставит задачу (обещая премию за ре- 
шение} о приведенной длине физиче- 
ского маятника, которую Гюйгенс 
сможет решить лишь через несколько 
десятилетий, не прекращая все это 
время думать над ней. 

Что касается циклоиды, то Мерсенн 
считал, что не следует ограничивать- 
ся вычислением нлощади полного 
сегмента циклоиды, а надо рассмот- 
реть сегменты, отсекаемые различны- 
ми горизонталями, нужно найти цен- 
тры тяжести этих сегментов, объемы 
тел вращения, ими образованных, 
н т. д. Мерсенн, вероятно, правильно 
оценивал то, что в этих задачах эле- 
ментарные манипуляции кс «‹недели- 
мыми слоями» Кавальери ие ведут 
к цели (нужно сосчитать интеграл 
от синуса в общем виде). Поэтому 
Мерсенн нацеливал на эти задачи са- 
мого многообещающего и оригиналь- 
ного из своих коллег — Блеза 
Паскаля. 

Паскаль, однако, занялся этими за- 
дачами лишь весной 1658 года, когда 
он находился в монастыре Пор-Рояль 
после тяжелых потрясений и когда 
казалось, что он окончательно разо- 
чаровался в математике и уже никог- 
да не вернется к ней. Сохранились 
рассказы его сестры Жильберты Перье 
и племянницы Маргариты о послед- 
нем контакте Паскаля с математикой. 
Он вспомнил о задачах Мерсенна, ког- 
да не мог уснуть из-за жесточайшей 
зубной боли. Размышления над цик- 
лоидой отвлекали от боли и постепен- 
но захватили Паскаля. К, утру он знал 
решение давно не поддававшейся за- 
дачи и... совершенно исцелился от 
зубной боли. Паскаль не собирался 
записывать полученный результат, 
но его друг герцог де Роанне уговорил 
его сделать это, успокоив тем, что воз- 
вращение к математике было вызва- 
но ‹внушением свыше». Герцог выде- 
лил 60 пистолей для организации кон- 
курса на решение задач Мерсенна. 

В июне 1658 года рассылается цир- 
кулярное письмо крупнейшим геоме- 
трам Европы с предложением решить 


шесть задач о циклоиде. Срок конкур- 
са — 1 октября — предельно краток. 
Письмо подписано псевдонимом 
«Амос Деттонвилль»,— это анаграм- 
ма псевдонима Паскаля «Луи де Мон- 
тальть, под которым в это время выхо- 
дили его «Письма к провинциалу». 
1—9 октября было сообщено о закры- 
тни конкурса, 24 октября были подве- 
дены итоги. Мерсенн не дожил до ре- 
шения своих задач. Его функции +Поч- 
тового ящика» перенял Пьер Каркави 
(1603—1684), который и возглавил 
вместе с Робервалем жюри. На призыв 
Деттонвилля откликнулись крупней- 
шие математики: Джон Валлис 
(1616—1703) решил все задачи, но к 
его решениям были претензии, Гюй- 
генс решил четыре задачи. А жюри 
присудило приз Деттонвиллю, кото- 
рый использовал премиальные сред- 
ства на публикацию решений. ‹ Работа 
выполнена столь тонко, что к ней ни- 
чего нельзя прибавить», — писал Гюй- 
генс канонику де Слюзу, участнику 
конкурса, решившему одну задачу. 

Конкурс Паскаля сыграл большую 
роль в научной жизни. Для грядущего 
анализа бесконечно малых было 
принципиально перейти от рассмотре- 
ния конкретных примеров к общим 
методам. Рассмотрения Паскаля прак- 
тически не использовали специфики 
циклоиды и без затруднений могли 
быть перенесены на общую ситуацию. 
Однако Паскаль сам этого не сделал, 
а оценено это было задним числом, 
когда Лейбниц (1646—1716), который 
и разработал наряду с Ньютоном 
общие методы дифференциального и 
интегрального исчисления, обратился 
по рекомендации Гюйгенса к работе 
Паскаля. «Меня озарило новым све- 
том»,— писал Лейбниц и удивлялся, 
что Паскаль не сформулировал обще- 
го приема, как будто «на его глазах 
была пелена». Трудно угадать, почему 
это произошло. Часто ученые не видят 
ходов, которые по прошествии неко- 
торого времени кажутся естественны- 
ми. Но опять-таки можно предполо- 
жить, что Паскаля уже не волновали 
судьбы математики: он отдавал свои 
последние силы напряженным раз- 
мышлениям о`смысле жизни, о месте 
человека на Земле. 

С конкурса Паскаля началась новая 
жизнь циклоиды. Участники конкур- 
са не ограничились задачами, пред- 
ложенными Цаскалем. Например, 


Кристоффер Рен (1632—1123), та- 
лантливый английский математик, 
прославленный архитектор (созда- 
тель собора св. Павла в Лондоне), 
не достиг больших успехов в конкурсе, 
но сообщил теорему, которая произве- 
ла очень сильное впечатление на ма- 
тематиков. Он доказал, что длина од- 
ной арки циклоиды равна 8г. 


Часы с циклоидальным маятником 


Другой участник конкурса 28-лет- 
ний Гюйгенс отвлекся на решение за- 
дач про циклоиду от построения маят- 
никовых часов, которому он с увлече- 
нием отдавал все свое время уже вто- 
рой год. Первый экземпляр часов 
появился в середине 1658 года. С тех 
пор Гюйгенс был занят их усоверщен- 
ствованием. Идея, лежащая в основе 
маятниковых часов, состоит в том, 
что период колебаний маятника — 
это постоянно воспроизводимая еди- 
ница времени, которая в силу откры- 
того Галилеем изохронного свойства 
маятника (независимость периода от 
амплитуды размаха) остается неиз- 
менной при затухании колебаний. 
Гюйгенс хотел создать морской хро- 
нометр, при помощи которого можно 
будет измерять долготу на борту ко- 
рабля (по разности местных времен 
на борту и в порту отплытия; время 
отплытия и «помнит» хронометр). 
Проблема измерения долготы была 
проблемой века. Не удивительно, что 
ведущие морские державы назначали 
баснословные премии за достаточно 
надежный способ измерять долготу 
на борту. 

Вскоре после того как стало извест- 
но 0б изобретении Гюйгенса, выясни- 
лось, что Галилей обладал идеей 
маятниковых часов, но очередь до нее 
дошла лишь за год до смерти, когда 
уже не было сил для реализации. Не 
смог справиться с этой задачей и его 
сын Винченцо, которому было завеща- 
но завершение проекта. 

Создавая первые часы, Гюйгенс об- 
наружил, что утверждение Галилея об 
изохронности колебаний математиче- 
ского маятника не точно. Оно справед- 
ливо лишь для малых углов размаха. 
А как же обеспечить изохронность? 
Гюйгенс понимает, что для этого надо 
уменьшать длину маятника по мере 
отклонения от вертикали. Но каков 
должен быть закон уменьшения дли- 
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ны подвеса? Для первых часов Гюй- 
генс эмпирически подбирает форму 
‹щек», на которые частично наматы- 
вается нить подвеса по мере удаления 
от вертикали (рис. 3). Но он не может 
найти способа вычислить форму щек. 
Отчаявшись, он убирает щеки в кон- 
струкции 1658 года (поставив огра- 
ничитель амплитуды). Но через год 
щеки появились вновь, — теперь уже 
Гюйгенс знал точный закон изменения 
длины подвеса, при котором имеет 
место изохронность колебаний: в про- 
межутке, как мы помним, он участ- 
вовал в конкурсе Паскаля! 

Галилей ясно понимал, что задача 
о колебании математического маятни- 
ка эквивалентна задаче о движении 
тяжелой материальной точки по кру- 
говому желобу (который совпадает 
с траекторией конца маятника). На 
точку, движущуюся по желобу, и ко- 
нец маятника наложены одинаковые 
связи. Утверждение об изохронности 
эквивалентно тому, что, се какого бы 
места на желобе точка ни начинала 
движение, она окажется в нижней точ- 
ке через один и тот же момент време- 
ни. Удивляться возможности сущест- 
вования такого эффекта не следует: 
если движение начинается на большей 
высоте, то точка проходит больший 
путь, но набирает по дороге большую 
скорость. Впрочем, как выяснил Гюй- 
генс, круговой желоб, в противоречии 
с мнением Галилея, свойством изо- 
хронности не обладает. И Гюйгенс 
ищет форму желоба, при которой вре- 
мя спуска не зависит от начальной 
точки. Такую кривую Гюйгенс назвал 
таутохроной (ее называют также изо-' 
хроной). Оказалось, что таутохрона — 
это... перевернутая циклонда! 

Но это еще не решает задачу до кон- 
ца. Нужно придумать способ подвески 
(форму щек), при которой конец ма- 
ятника будет двигаться по циклоиде. 
И опять совпадение: Гюйгенс ранее 
интересовался развертками кривых — 
траекториями точек нитей, наматыва- 
емых на криволинейные препятствия. 
Имевшийся опыт позволил ему выяс- 
нить, что для получения циклоидаль- 
ного маятника щекам надо придать 
также форму циклоид. При этом цик- 
лоида, отвечающая концу маятни- 
ка, и циклоида щекй должны быть 
сдвинуты на  полоборота. `Длина 
маятника равна 4г; когда он пол- 
ностью наматывается, он оказывается 
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Рис. 3. 


в нижней точке щеки. Отсюда мгно- 
венно получается упомянутая выше 
теорема Рена: периметр щеки вдвое 
больше длины маятника. 

Гюйгенс уверен в фундаментально- 
сти обнаруженных им свойств цик- 
лоиды: ‹...потребовалось укрепить и, 
где нужно, дополнить учение велико- 
го Галилея о падении тел. Наиболее 
желательным плодом, как бы вели- 
чайшей вершиной этого учения, и яв- 
ляется открытое мною свойство цик- 
лоиды». 

С 1661 года начинаются испытания 
морского варианта маятниковых ча- 
сов, но постепенно становится ясно, 
что надежного морского хронометра 
на этом пути создать не удастся. 
Однако теоретические изыскания Гюй- 
генса по математике и механике, пред- 
принятые в связи с совершенствова- 
нием часов, были столь значительны, 
что его книга «Маятниковые часы» 
(1673 г.), в которой они подытожены, 
наряду с книгами Галилея и Ньютона, 
является великим памятником эпохи 
становления классической механики. 

В «Маятниковых часах» Гюйгенс 
констатировал, что циклоида исследо- 
вана «точнее и основательнее других 
кривыхе. 


; МПоследняя тайна циклоиды 


Циклоиде довелось еще один раз 
удивить математиков, на закате века 
анализа бесконечно малых. Необходи- 
мость перейти от рассмотрения от- 
дельных задач к построению общего 
метода первым осознал Исаак Ньютон 
(1643—1727), который: во время «чум- 
ных каникул» в Линкольншире 
(1665—1667) построил свой метод 
«флюксий». Однако он не торопился 
публиковать его, сконцентрировав- 
шиесь на получении разнообразных 
результатов этим методом. Фейерверк 
этих результатов сверкает на стра- 


ницах «Математических начал нату- 
ральной философии» (1687), но метод 
здесь систематически не развивается, 
оставаясь на втором плане. С начала 
10-х годов Готфрид Вильгельм Лейб- 
ниц, отвлекаясь от своих многочис- 
ленных государственных и научных 
дел, с возрастающим энтузиазмом на- 
чинает разрабатывать формализм 
дифференциального и интегрального 
исчисления (под сильным влиянием 
упоминавшейся работы Паскаля). Он 
узнает о работах Ньютона, ас 1676 го- 
да переписывается е ним. В отличие 
от Ньютона, Лейбниц активно при- 
влекает внимание к своему методу 
как при помощи личных контактов, 
так и пользуясь страницами журнала 
«Асса ЕгиАКоглить» (помните, его чи- 
тал дядя Тоби), выходящего с 1682 го- 
да. 

В 1696 году на страницах «Аба 
Егоаногиит» появилась заметка «Но- 
вая задача, к решению которой при- 
глашаются математики». Вот ее фор- 
мулировка: «В вертикальной плоско- 
сти даны две точки А и В. Определить 
путь АМВ, спускаясь по которому 
под действием собственной тяжести 
тело М, начав двигаться из точки А, 
дойдет до точки В в кратчайшее вре- 
мя». Задача понравилась; Лейбниц 
называл ее «столь прекрасной и по- 
ныне неизвестной». Впрочем, Галилей 
в «Беседах» с энтузиазмом обсуждая, 
что тяжелая точка по отрезку прямой 
спускается медленнее, чем по лома- 
ной с теми же концами, довольно уве- 
реннио утверждал, что быстрее всего 
точка спустится по четверти круга. 
Кривую наискорейшего спуска стали 
называть брахистрохроной. Но явля- 
ется ли она дугой окружности? 

Своевременность задачи проявилась 
в том, что ее сравнительно быстро 
решили и оба брата Бернулли — Якоб 
(1654—1705) и Иоганн (1667—1748), 
и Лейбниц, и Лопиталь (1661—1104), 
и Ньютон (он представил анонимное 
решение,- но по словам Иоганна 
Бернулли, «льва узнают по когтямь). 
Самым популярным стало решение 
самого И. Бернулли. Предложенный 
им ход был совершенно неожидан: 
он предложил заменить механиче- 
скую задачу оптической. Нетрудно 
убедиться, что если рассмотреть опти- 
ческую среду, в которой скорость 
света в точке М равна \/Я&у ‚гдеу — 
разность высот точек А н М, то свет из 


точки А в В пойдет по брахистохроне 
(в силу принципа Ферма свет выбира- 
ет путь, на который уходит наимень- 
шее время). После этого, пользуясь 
законом преломления, с одной сторо- 
ны, и хорошо известным тогда свой- 
ством касательной к циклоиде (см. вы- 
ше), легко вывести, что брахистохро- 
на — это опрокинутая циклоида с ост- 
рием в точке А! 

Один из историков механики об 
этом писал так: 

«Без всякого еще метода, при помо- 
щи одной своей геометрической фан- 
тазии Иоганн Бернулли одним взгля- 
дом решает задачу, умело пользуясь 
при этом тем, что случайно уже из- 
вестно,— картина поистине замеча- 
тельная и удивительно красивая. Мы 
должны признать в Иоганне Бернулли 
истинно художественную натуру, дей- 
ствующую в области естествознания. 
Брат его, Якоб Бернулли, был ученым 
совсем другого рода. В нем было более 
сильное критическое начало, но гораз- 
до меньше творческой фантазии. И он 
решил задачу о брахистохроне, но 
гораздо более тяжеловесным образом. 


Зато он не упустил случая развить 
с большей основательностью общий 


метод для решения задач этого рода. 
Таким образом мы находим у каждого 
из братьев лишь одну из тех двух сто- 
рон научного таланта, которые в ве- 
личайших исследователях природы, 
каким был, например, Ньютон, быва- 
ют соединены с необычайной силой». 


Героическая история циклоиды за- 
вершилась с концом ХУП века. Она 
так таинственно возникала при реше- 
нии самых разных задач, что никто 
не сомневался, что она играет совер- 
шенно исключительную роль. Пиетет 
перед циклоидой держался долго, но 
прошло время, и стало ясно, что она 
не связана с фундаментальными за- 
конами природы, как, скажем, кони- 
ческие сечения. Задачи, приводившие 
к циклоиде, сыграли огромную роль 
в становлении механики и матема- 
тического анализа, но когда величе- 
ственные здания этих наук были по- 
строены, оказалось, что эти задачи 
являются частными, далеко не самы- 
ми важными. Произошла поучитель- 
ная историческая иллюзия. Однако, 
знакомясь с удивительной историей 
циклоиды, можно увидеть много 
принципиальных фактов из истории 
науки. 
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Что же такое 
электризация 
трением? 


Л. А. АШКИНАЗИ 


ОИ р — 
вздыхаем мы, вынимая из проигрыва- 
теля пластинку, облепленную пылью. 
Слишком сухой воздух — и начинают 
электризоваться трущиеся о части 
ткацких и полиграфических машин 
нити, бумага, синтетические пленки; 
светочувствительные материалы за- 
свечиваются — при электризации мо- 
гут происходить электрические разря- 
ды, а они, как известно, светятся. Но 
если электризующуюся и липнущую 
к человеку одежду можно считать 
мелочью, то человеку, наэлектризо- 
вавшемуся от хождения по линолеу- 
му, не до смеха — при приближении 
к металлическому оборудованию с его 
пальца срывается сантиметровая иск- 
ра. Иногда достаточно снять с себя 
рубашку из синтетической ткани. 
чтобы при приближении руки в водо- 
проводному крану получить ощути- 
мый удар. А сколько чувствительных 
полупроводниковых приборов было 
испорчено электростатическими раз- 
рядами, пока не стали покрывать 
полы на монтажных участках прово- 
лящей краской. 


Более серьезные последствия — и 
легко догадаться какие — могут быть 
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от трения шин о сухую дорогу. Если 
машина из-за трения о дорогу наэлек- 
тризуется. входящего или выходящего 
человека может «дернуть», а искра ря- 
дом с цистерной бензина может выз- 
вать пожар. Поэтому не для красоты 
висят сзади машин-цистерн для горю- 
чих веществ цепи, волочащиеся по до- 
роге. Да и у обычных автомобилей час- 
то есть такая ленточка из проводящей 
резины... Опасна электризация трени- 
ем в производственных помещениях, 
где присутствуют пары или пыль го- 
рючих веществ, — вызываемые ею 
разряды могут приводить к взрывам. 
В США, например, с 1900 но 1959 год 
было зарегистрировано около двадца- 
ти таких взрывов: при этом погибло 
около десяти человек и был причинен 
ущерб на сумму два миллиона дол- 
ларов. Есть от электризации трением 
и польза: это — простейший способ 
получения высоких напряжений. 
Помните электрофорную машину? А 
ее «старший брат». — генератор Ванн- 
де-Граафа — еще не так давно был 
наиболее распространенным источни- 
ком высоких напряжений (до 20 МВ). 
И наконец, электризация трением — 
по-видимому, первое электрическое 
явление, которое изучали люди. 


Тысячи лет назад люди знали, что 
при трении некоторых веществ одно 
о другое они, как мы бы сейчас сказа- 
ли, электризуются. Не исключено, 
что древнеегипетские и древнегрече- 
ские жрецы поражали публику зрели- 
щем гребня, притягивающего кусочки 
папируса. Однако, несмотря на столь 
древнюю историю, с элекризацией 
трением не все ясно до сих пор. Когда- 
то полагали, что есть некая электри- 
ческая жидкость, перетекающая от те- 
ла к телу ири контакте, а тело с ее 
недостатком притягивается к телу с ее 
избытком. 

Когда люди открыли электрон, они 
поняли, что наэлектризованное тело 
должно содержать избыток или недо- 
статок электронов, и стали считать, 
что при трении электроны переходят 
от одного тела к другому. Но такое 
заключение было не вполне обоснова- 
но: в диэлектрике — на тоони ди- 
электрик — электроны не могут дви- 
гаться свободно. Существенный про- 
гресс в понимании того, как проис- 
ходит электризация трением, был до- 
стигнут в последнее десятилетие. Об 
этом и пойдет дальше речь. Экспери- 
менты, о которых будет рассказано, 
выполнялись в 1969—1977 годах 
в Физико-техническом институте им. 
А. Ф. Иоффе в Ленинграде. Два ци- 
линдрика из хороших диэлектриков 
(тефлон, янтарь, рубин, оргстекло), 
диаметром 10 мм и высотой 14 мм, 
прижимались один к другому торца- 
ми и вращались со скоростью 0,5 об/с 
один относительно другого (рисунок 
1,а). Через три оборота измерялись 
заряды цилиндриков, для чего они 
разъединялись и по очереди помеща- 
лись в камеру, соединенную с электро- 
метром (рисунок 1,6); потом они опять 
ставились один на другой, делалось 
еще три оборота, опять измерялись за- 
ряды, и так далее. Оказалось, что ис- 
ходно нейтральные образцы при тре- 
нии заряжаются. Сумма их зарядов, 
однако, остается равной нулю. Следо- 
вательно, в процессе переноса зарядов 
не участвует «третий лишиий». ` 

Далее, оказалось, что при враще- 
нии цилиндриков заряды их сначала 
постепенно увеличиваются (у одно- 
го — отрицательный, у другого — 
положительный), а при скорости при- 
мерно тридцать оборотов в секунду 
стабилизируются. Простое касание 
цилиндриков переноса заряда не вы. 
зывает, то есть существенно именно 
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трение. Накопленный заряд сохраня- 
ется несколько недель, но только если 
держать образец в камере, лишенной 
доступа воздуха. На открытом воздухе 
заряд ‹утекает» за сутки имею- 
циеся в воздухе ионы притягиваются 
к поверхностным зарядам образца 
и нейтрализуют их. (Между прочим, 
на этом эффекте основано действие 
одного из приборов, измеряющих дозу 
радиоактивного облучения: излуче- 
ние ионизирует воздух, и образовав- 
шиеся ионы нейтрализуют заряд на 
предварительно заряженном миниа- 
тюрном электроскопе: быстрота «спа- 
дания» листочков электроскопа может 
служить мерой радиоактивного излу- 
чения.) Если же образец лишен до- 
ступа воздуха, то нейтрализация по- 
верхностных зарядов быстро прекра- 
щается, а из-за низкой собственной 
проводимости диэлектрика притока 
зарядов изнутри на поверхность об- 
разца практически нет. 

Итак, почему разряжается образец, 
заряженный при электризации тре- 
нием, понятно. Но почему он все-таки 
заряжается? 

Приглядимся внимательнее к ионам, 
собирающимся на образце, и к самому 
образцу. Пусть наш образец — ион- 
ный диэлектрик, кристаллическая 
решетка которого состоит из ионов 
двух сортов, например № *Е^. Однако 
при его образовании получилось так, 
что вместо части ионов в нем пустые 
места -— вакансии. Вакансии могут 
быть на месте ионов Ы* и на месте 
ионов Е”, и если количество вакансий 
не одинаково, то кристалл будет иметь 
собственный заряд. Раз есть собствен- 
ный заряд, то к образцу притягивают- 
ся из воздуха ионы. Вместе с прилип- 
шими к его поверхности молекулами 
воды и газов воздуха они образуют 
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шкурку». Заряд шкурки в точности 
равен собственному заряду образца, 
но, конечно, с обратным знаком (так 
что в целом образец нейтрален). 

Остальное понятно — разные ди- 
электрики, разные собственные заря- 
ды и разные заряды шкурок. Потерли, 
перемешали шкурки — и получили 
заряженные куски. 

Пусть, например, каждый цилинд- 
рический образец имеет длину, рав- 
ную диаметру. Тогда нлощадь торца 
будет составлять 1/6 от всей поверх- 
ности. Обозначим заряды шкурок на 
образцах (до трения) ли Фр и будем 
считать, что заряд каждой шкурки 
распределен по поверхности образца 
равномерно. Тогда после трения, когда 
шкурки на торцах перемещались и их 
заряды разделились поровну, полные 
заряды 9’. и 4, новых шкурок будут 
состоять из 5/6 собственных старых 
зарядов и половины от суммы '/, ал 
и '/.9в: 
ыы = 9+ 5 Е Чд+ < Ча) — 

=Чл-+ 15(9в— Чл), 
05 Зав+ (5 ча 549) = 
1 
==ав-+ 15 (9 ^— Чв)- 
Ясно. что раз заряд шкурки изменится 
(а это будет всегда, когда 4 „= @в, 
то изменится и заряд образца в целом. 

А могут ли электризоваться два 
куска одного и того же диэлектрика? 
Если они имеют одинаковые собствен- 
ные заряды, то нет. Но они могут 
иметь разные собственные заряды, то 
есть содержать разные количества 
вакансий, если условия образования 
кусков различались (например, один 
кусок ионного диэлектрика образовы- 
вался в окружении паров какого-то 


из входящих в него элементов, так что 
заполнялись все вакансии на месте 


ионов этого элемента, а вокруг другого 


куска давление паров было меньше, 
и вакансии на месте ионов остались). 
Поэтому и была обнаружена электри- 
зация при трении двух цилиндриков 
из одинакового, казалось бы, рубина. 


Электризация происходит не только 
при трении. Фарадей писал в 1833 го- 
ду, что .электризация возникает при 
деформации кристаллов, в том числе 
при их раскалывании. Однако время 
для исследования этого процесса, ви- 
димо, тогда еще не пришло. Почти 
через сто лет, в 1930 году, было заме- 
чено, что электризуется при расщепле- 
нии слюда, но детальное изучение 
электризации при расщеплении нача- 
лось спустя четверть века. 

Как уже говорилось, кристалл 
диэлектрика «сам по себе». то есть 
с чистой поверхностью, без шкурки, 
не нейтрален. В нем есть вакансии, 
и, как правило, они распределены по 
кристаллу неравномерно. Заряд же 
шкурки, нарастающей на образец, 
во многих случаях можно считать 
распределенным по его поверхности 
ночти равномерно. Когда мы ломаем 
кристалл пополам, половинки полу- 
чают «в наследство» по половине объе- 
ма и поверхности, а с ними — по 
полшкурки. Но заряд шкурки делит- 
ся при этом честно, поровну, заряд же 
объема, если он был распределен не- 
равномерно, делится не поровну. В 
этом случае заряды получившихся 
при расколе частей будут иметь проти- 
воположные знаки, так как у одной 
части заряд шкурки будет больше 
собственного (объемного), в у дру- 
гой — меньше. Но есть и другая при- 
чина неравномерного деления заряда. 

Кристалл ЫГ устроен простейшим 
из возможных способов: кубическая 
решетка, ионы Ш * и Е”` чередуются 
вдоль любой оси. При ударе кристалл 
раскалывается обычно по плоскости, 


Рис.2. 


Рис. 3. 


лерлендикулярной осям кристалличе- 
ской решетки (рисунок 2). Но иногда 
направление трещины может изме- 
ниться, и она пойдет по диагонали 
в плоскости, в которой лежат ионы 
одного сорта (рисунок 3). 

В этом случае на одной поверхно- 
сти трещины сразу после раскола ока- 
зываются ионы одного знака, а на 
другой — противоположного. И дей- 
ствительно, при движении зонда элек- 
трометра вдоль поверхности раскола 
такис участки были обнаружены. 

Но значительно более сильное не- 
равенство зарядов отдельных кусков 
было обнаружено при расколе образца 
на неодинаковые части. Действитель- 
но, пусть длинный кристалл с квад- 
ратным торцом со стороной, равной а, 
и длиной [а (рисунок 4) раскалы- 
вается на две части, толщины которых 
Риа—Ъ. Если о — средняя плотность 
собственного объемного заряда целого 
кристалла, то поверхностная плот- 
ность с заряда шкурки вычисляется 
из условия равенства нулю суммы 
зарядов: 


[9] оная шкурки ==. 
Пусть площадь торцбв мала и заряд 


Рис. #. 


шкурки на них можно не учитывать. 
Тогда 

Зав На? =0. 
Отсюда находим плотность 
шкурки: 


заряда 


6—=— 40/4. 
Считая, что плотности объемных за- 
рядов левой и правой частей одина- 
ковы (и равны 0). находим заряд, 
например, левой части, равной сумме 
объемного и поверхностного зарядов: 


са — 9 (а-+25)= 9 (6—1) <0, 


что и было обнаржено на опыте. 
...Разумеется, это далеко не все, что 
можно рассказать о механизмах элек- 
тризации. Массу интересных вопросов 
можно задать о моменте, когда трещи- 
на разделяет кристалл (электроны мо- 
гут «перепрыгивать» со стенки на 
стенку), об острие сапфирового «руби- 
лаъ (электроны могут переходить и на 
него), наконец, о механизме электри- 
зации при трении диэлектрика по ме- 
таллу, о механизме электризации при 
сжатии кристаллов и так далее. На 
некоторые из этих вопросов ответы 
уже получены. Остальные — ждут 
своего времепи. И, может быть, вас. 


задачи 
наших читателей 


1. Докажите, что не существует натураль- 
ных чисел х, у, = таких, что 
ХА ИР 11-221, 
где р — простое, р>3, а х и у не делятся на р. 
Указание: примените Малую теорему 


Ферма: а’ "=1 (под р), где а — натуральное 
и (а. р)=1 (см. «Кваить. 1978, № 10, с. 7). 


2. Докажите, что при р=3 любое решение 
диофантова уравнения 
ХРАНИ 2—1, 
состоящее из попарно взаныно простых иату- 
ральных чисел, содержит число кратное 3. 


О. А. Черепанов 


19 


Не беда, 
что нет функций 


А. И. ПРИВЕНЬ 


— Папа, ты знаешь, Маше Сидоро- 
вой родители купили новенькую 
«Электронику Б3З-36» с функциями. 
И у других ребят она есть... 

— А что, твоя «Электроника БЗ-30» 
плохо работает? 

— Работать-то она работает, но на 
ней же нет функций: только арифме- 
тические действия делает, и корни из-. 
влекает. А у нас в девятом классе 
всё синусы и косинусы, логарифмы, 
показательные функции. Не носить же 
мне всюду с собой таблицы Брадиса! 

— Не беда, что нет функций. Ты же 
у нас математиком хочешь быть, зна- 
чит соображать должна. Ряд Тейлора 
на кружке вам рассказывали? Ну тог- 
да слушай... 


Как сосчитать логарифм 


Сначала немного теории. Ты, конеч- 
но, знаешь, что 


т (1-х) =е. 


Это равенство с достаточной точ- 
ностью выполняется, если х близко 
к 0. Тогда получаем (1-х) ==е, или 
1+1х=е”, откуда 

ш (1-х) =х, (1) 
то есть, отняв от числа единицу, по- 
лучим его натуральный логарифм. 
А как быть с большими числами? 

Довольно просто. Ведь 
11 а= 1 (а^") = М (а“"). 

Если М№ достаточно велико (о конкрет- 
ных значениях поговорим позже), то 


а" = 1 и п, (ана 1. 
На машинке а” вычисляется легко, 
если №=2" — достаточно лишь п раз 


нажать на клавишу | \ |. А затем 


для нахождения искомого логарифма 
нужно вычесть единицу и умножить 
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на соответствующую степень двойки: 

шп а=ш а^"\ =М та" 2=(а'"—1). м. 

(2) 

Осталость лишь найти оптимальное 

значение М. Из равенства (1) вытекает 
т (1-х) п (1х) = 


= ух = п (1-х), 


то есть 
(1-х)? = УГЕХ = 1+ 5х. (3) 


Чтобы оценить точность этого равен- 
ства, воспользуемся формулой Тей- 
лора*). Нам достаточно трех первых 
членов: 


Га + х)-= (а) хГ(а)-+ © Га) +... 
В нашем случае а=1; } (а-х)=1-+-х; 


Г(а=мана; Ра=—=1 


2. 2’ 

г 1 1 

а ) — — м =—— 

7 (9 4а°? 4’ 
то есть УГх=1+% 5; 


остальные члены при х—0 можно ОтТ- 
бросить. 

Таким образом, погрешность фор- 
мулы (3) примерно равна х?/8. Зада- 
димся величиной погрешности А= 
==5 10°. Это наибольшая величина, 
которая не сказывается на показани- 
ях 8-разрядного калькулятора. 


Далее просто: А = ы —=5.10-°%, 


х=2 . 10-“. Это значение х должно 
обеспечить минимум погрешности. 
Так, значение ш2, вычисленное по 
формуле т 2=2!? (2''2”_1)—4096 х 
х0,0001691, равно 0,693207 вместо 
табличного 0,693147. 

Однако тут сказывается один чисто 
«машинный» эффект: извлечение кор- 
ня (как и другие вычисления) прово- 
дится с недостатком в последнем зна- 
ке, и эта ошибка с каждым разом уве- 
личивается. В конце концов она пере- 


х? 
крывает величину 5, и формула для А 


становится неприемлемой. Этот эф- 
фект заметно сказывается при п> 10, 
где п—=1о8., А — число извлечений кор- 
ня. В результате тот же п 2, вычислен- 
ный по той же формуле на микрокаль- 


куляторе БЗ-30, равен 0,69263... По- 


*) О формуле Тейлора см. статью В. Р. Почуева 
в предыдущем номере «Кванта». 


этому в случае п>10 целесообразно 
. —4 
принять х=(3,5--Т) -10`^.. 

Тот же п 2, вычисленный на той же 
машинке при п=11, равен 0,69304 с 
относительной ошибкой 0,014 %. 

Итак, мы нашли алгоритм вычис- 
ления ша: 


[76 1.- 5 ОБ” 


и раз 
Как быть с десятичными логариф- 
мами, ясно из формулы: 
ша _ та 
1110 — 2,303 * 


Для 2<а<10 достаточно точные ре- 
зультаты дает выражение 


ол?" . 2то 
1еа= (а 1) 445, где 445 -- Та 10 * 


1 а= 


Как считать показательную 
функцию 


Для вычисления функции ©” преоб- 
разуем выражение, полученное для 
п а. Мы имели тша=М (а/^—1), при 
большом М, значит, 


а= (= -- 1). 


Сделав замену х=п а, получим а=е* 
и поэтому 


ег (+1) (= +1)”. 4 


Чтобы быстро пользоваться этим соот- 
ношением на простейшем калькулято- 
ре, желательно превратить его в це- 
почный алгоритм, то есть такой алго- 
ритм, при котором не нужно записы- 
вать промежуточные результаты. Для 
этого возведение в степень № (или 
п раз в квадрат) и нужно выполнять, 
повторяя последовательность команд 
для модели БЗ-30 или 


для моделей типа Б3З-14. При этом 
результат все время остается во «вре- 
менной памяти» калькулятора, и по- 
этому его не нужно вновь вводить в 
машинку после каждой итерации. Та- 
ким образом, алгоритм нахождения 
е” выглядит так (ниже п — это нату- 
ральное число, притом М=2”): 


«= [+=] 
—— 


Вычисление функции 10“ отличается 
лишь тем, что после набора 2” резуль- 
тат умножается на 11 10 - 2,303. 


Осталась функция х’. Прологариф- 
мируем ее: 
шт (2%) = и шт х=Ми щ (х')= 
= Му (хи — 1). 
Отсюда по формуле (4) 
| 6х 22 е№у 4—1) = 


аи 9 +1] = 


=[у (х'/—1)-+1. (5) 
Формула (5) представляется програм- 
мой: 


— = 
[еее 


Как считать 

тригонометрические функции 

Здесь формула Тейлора дает два 
удобных выражения для синуса и ко- 
синуса 


х’=е 


зе х (2 —6)х. 
п х=х а =, 

рр х х* 7(х2— 12) х? 
с08 х—1 т ИС т 


Первое выполняется достаточно точно 


л 
прих < ч; то же можно сказать и о 


х* 


втором. Величина 54 начинает заметно 


ый 
сказываться при х > 8’ ПРИ х < 5 


можно упростить формулу для соз х, 
отбросив третий член: 


х 


05 х=1— 5 


п 
Ограничение х < а не опасно, так как 


тригонометрические функции всегда 
можно привести к аргументу, мень- 


л 
шему . 
хх * 


Как видинть, совсем немного мате- 
матики — и простейший микрокаль- 
кулятор становится пригодным для 
вычисления практически всех 
«школьных» функций. 
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Лаборатория «Кванта» 


че „За Н 


чес 
{ чес 


, рф 
А. А. ВОРОВОЙ 


Т. Одно из важнейших свойств лю- 
бых инженерных конструкций — их 
жесткость. Понятно, что ни под дей- 
ствием собственной силы тяжести. ни 
под влиянием внешних нагрузок кон- 
струкция не должна изменять свою 
форму. Правда совсем избежать де- 
формации невозможно, но нужно так 
выбрать материал, Тип деталей, чтобы 
изменения формы происходили до 
определенного, заранее рассчитанного 
предела. Эта задача, стоящая перед 
инженерами, почти всегда допол- 
няется другой: сделать конструкцию 
наиболее простой, дешевой, легкой, 
истратить на нее как можно меныше 
материалов. 

Лавируя между этими противоре- 
чащими друг другу требованиями, ин- 
женеры-конструкторы находят опти- 
мальное для данной задачи решение. 
В ряде отраслей промышленности, как 
например в авиастроении, вопрос в 
сочетании максимальной жесткости и 
одновременно минимальной массы 
жизненно важен. 

Великим конструктором является 
природа. Давно уже решила она мно- 
гне задачи, волнующие инженеров. 
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В ходе естественного отбора возникли 
такие шедевры, как перо птицы, сте- 
бель бамбука, полые кости наземных 
животных и т. п. 

Мы недаром привели в качестве 
примера природные конструкции, 
имеющие в своей основе трубку — по- 
лый цилиндр. Почему они получили 
такое широкое распространение? 

Попробуем разобраться в этом. А 
начнем с весьма простого экспери- 
мента. 


П. Опыт, который предлагается про- 
вести, известен в литературе как 
«Опыт Умова» (или «Прочность труб- 
ки»). 


Николай Алексеевич Умов (1846—1915) 
был крупным русским физиком, на протяжении 
почти двадцати лет — профессором Московско- 
го университета. Наиболее важные его работы 
связаны с вопросом переноса энергии, он впер- 
вые ввел понятие скорости и направления дви- 
жения энергии, потока энергии, плотности энер- 
гии в данной точке и т. п. Известеи был Умов 
и как прекрасный лектор, уделяющий много 
виимания демонстрационным экспериментам. 


В домашних условиях опыт можно 
выполнить с помощью совсем простой 
«аппаратуры». Вырежьте из плотной 


бумаги два прямоугольника длиной 
около 20 и шириной около 8 см. Затем, 
используя в качестве подставок две 
стопки книг, так, как это показано 
на рисунке 1, положите на них один 
из листков и нагрузите его легкими 
гирьками (а если таких нет, то моне- 
тами). Под малым грузом листок — 
своеобразный мостик — сильно прог- 
нется (см. рис. 1,4}. 

Оказывается, жесткость нашей кон- 
струкции можно увеличить в десятки 
раз, причем очень простым способом. 
Для этого второй листок сверните в 
трубку и обмотайте ниткой, чтобы он 
не развертывался. Вы увидите, что под 
прежним грузом трубка практически 
не прогибается. Только значительно 
большая гиря заставит ее заметно 
деформироваться (см. рис. 1,6). 

А насколько жестко, например, перо 
птицы? Проведите аналогичные испы- 
тания. В наших опытах гусиное перо 
длиной около 10 см «держало» гирю 
массой 0,5 кг. 

«Опыт Умова» можно существенно 
видоизменить. Изготовьте из одина- 
ковых листков бумаги так называе- 
мые профили: углы с равными и не- 
равными сторонами, швеллеры, тавры 
и двутавры, гофрированный лист (рис. 
2). Убедитесь, что все они имеют го- 
раздо большую жесткость, чем исход- 
ный мостик из бумаги. Для этого про- 
ведите ряд сравнительных опытов: 
определяйте величину прогиба при 
равных грузах или добивайтесь оди- 
накового прогиба, нагружая кон- 
струкцию различными гирьками. 


ТГ. Теперь надо, хотя бы на ка- 
чественном уровне, разобраться, от 
чего же зависит жесткость кон- 
струкции по отношению к изгибу. 

Проделайте еще один опыт. Для не- 
го вам понадобится прямоугольный 
брусок из резины (или другого упру- 
гого материала) с поперечным сече- 
нием приблизительно 1—2 см? и дли- 
ной около 10 см. 


Рис. 1. 


Нанесите на брусок масштабную 
сетку из продольных и поперечных 
прямых линий (рис. 3,а). Затем согни- 
те брусок — сетка исказится (рис. 3,6). 
При этом поперечные линии останутся 
прямыми, но повернутся относительно 
друг друга и перестанут быть парал- 
лельными, а продольные линии искри- 
вятся. Нетрудно заметить, что мате- 
риал бруска на одной стороне испы- 
тывает растяжение, а на другой — 
сжатие. Но среди продольных линий 
есть одна, идущая посередине, ко- 
торая не изменяет своей длины. Оче- 
видно, что и весь горизонтальный 
слой материала, лежащий за этой ли- 
нией, не испытывает деформации. По- 
этому он носит название нейтрально- 
го слоя (или нейтральной поверх- 
ности). 

Из этого опыта следует, что чем 
дальше от нейтральной поверхности 
расположен участок бруска, тем боль- 
шее растяжение {или сжатие) он испы- 
тывает. Тогда, согласно закону Гука, 
и сила упругого сопротивления изги- 
бу возрастает по мере удаления от 
нейтрального слоя. Другими словами, 
основной вклад в жесткость бруска 
вносит слой, наиболее далекий от 
нейтрального. А отсюда вывод: чтобы 
увеличить жесткость конструкции, на- 
до расположить ее основной материал 
как можно дальше от этого слоя. Вот 
почему листок бумаги в «Опыте Умо- 
ва» почти не оказывает сопротивления 
нагрузке, а, например, двутавр из 
того же материала ведет себя значи- 
тельно жестче. | 

Однако удалением основного мате- 


риала от нейтральной поверхности 
слишком увлекаться нельзя. Так, если 
двутавровую балку сделать в середине 
очень тонкой, она станет неустойчивой 
н будет скручиваться. В то же время 
правильно сконструированный дву- 
тавр ири одинаковой жесткости со 
сплошной балкой квадратного се- 


чения оказывается в четыре с по- 
ловиной раза легче. 
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пи ваниий дит 


Рис. 2. 


Полый цилиндр в силу своей сим- 
метрии одинаково реагирует на наг- 
рузку с любой стороны, и материал 
его достаточно удален от нейтральной 
поверхности, вот почему во многих 
случаях именно он является опти- 
мальной конструкцией. По сравнению 
со сплолной цилиндрической балкой 
полая мало проигрывает в жесткости 
по отношению к изгибу, но сильно 
выигрывает в экономии материала. 
Например, если внутри сплошного ци- 


линдра диаметром Ш сделать отвер-. 
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Рис. 3. 


стие диаметром 0/2, то, как пока- 
зывают расчеты, жесткость балки 
уменьшится” всего на 6—7 %, а эко- 
номия материала составит около 
25 %. 

Теперь понятно, почему природа так 
широко использует трубчатые кон- 
струкции. А родились они в процессе 
эволюции. Пока жизнь сосредоточи- 
валась в воде, особой необходимости в 
малой массе скелета не было — по- 
могала _выталкивающая сила жид- 
кости. Поэтому у акул, например, со- 
хранился от предков массивный хря- 
зцевой скелет. Но вот живые существа 
вышли на сушу. Теперь прочность 
скелета должна была сочетаться с воз- 
можно меньшей его массой. Мил- 
лионы лет длился процесс превраще- 
ния хрящевых образований в труб- 
чатые кости и закончился созданием 
прочной, легкой и весьма экономной 
по расходованию материала конструк- 
цией. 

ТУ. Попытки построить бумажный 
мостик между двумя стопками книг 
привели к тому, что мы на опыте 
(а потом и качественными рассужде- 
ниями) убедились в том, что его надо 
делать не плоским, я  профи- 
лированным. 

Есть и другой способ увеличить же- 
сткость мостика — использовать кон- 
струкцию, называемую фермой. Про- 
стейшую ферму, представленную на 
рисунке 4, легко изготовить самостоя- 
тельно. К, середине листка бумаги при- 
клейте поперечную полоску, соединен- 
ную натянутыми нитками с концами 


Рис. $. 


Рис. 5. 


листка. (Подумайте, как прочно закре- 
пить концы ниток.) Телерь, если мо- 
стик нагрузить, он начнет прогибаться 
и нитки натянутся сильнее. Разорвать 
их достаточно трудно, и поэтому такая 
конструкция значительно жестче, чем 
плоский листок. 

Фермы очень часто используются п 
строительстве мостов (рис. 5).`С их 
помощью напряжение изгиба перево- 
дится в напряжение растяжения или 
сжатия балок и стержней, роль но- 
торых в нашем опыте сыграли нитки. 

Можно упомянуть еще одну очень 
распространенную в строительстве 
конструкцию — арочный мост (рис. 6). 
Арки были известны с глубокой древ- 
ности, чуть ли не с начала четвертого 
тысячелетия до нашей эры. Принцип 
их действия состоит в трансформации 
вертикальных нагрузок в боковые дав- 
ления арочного кольца, которые пе- 
редаются на основание (пяту) арки. 

Вообще различных конструкций мо- 
стов существует великое множество. 
Ведь, кроме решения инженерных ин 
экономических вопросов, создатели 


моста должны еще «привязать» его 
облик к местности, добиться того, что- 
бы он был красив. Никакого общего 
рецепта здесь не существует, и, может 


Рис. 6. 


быть, это и к лучшему. Вспомним 
хотя бы мосты Ленинграда — какое 
прекрасное разнообразие всевозмож- 
ных решений! 

В заключение статьи мы хотели бы 
напомнить читателям, что для мно- 
гих выдающихся изобретателей и 
инженеров создание в детстве маке- 
тов самых разных машин и кон- 
струкций было как бы первым шагом 
к выбору своей дальнейшей специ- 
альности. «Интерес к технике у ме- 
ня появился при изготовлении строи- 
тельных моделей и не столько мо- 
делей, сколько, главным образом, 
макетов (в период 6—7 классов)»,— 
так писал крупный ученый, конструк- 
тор и инженер в области транспорта 
академик В. Н. Образцов. 

Возвращаясь к тем опытам, которые 
мы вам предлагали проделать, сле- 
дует отметить, что  сконструиро- 
вать прочный и красивый мостик 
из бумаги, применив необычные «ин- 
женерные» находки, тоже. не легко. 
Если это занятие вас увлечет, и модель 
получится интересной, мы будем рады 
получить (а возможно, и опубли- 
ковать) ее фотографии и описание. 


Арочный мост. который в на- 
чале нашего века создал 
швейцарский инженер Робер 
Майар. Фотографию и чер- 
тежи этого моста можно встре- 
тить бунвально в каждом об- 
щем труде по архитектуре. 
Мост поражает зрителя сме- 
лостью формы и совершен- 
ство инженерной конструк- 
ции. 
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Олыиминады 


Заочная олимпиада 
по программированию 


11 февраля 1985 года Учебно-произ- 
водственный центр вычислительной 
техники Октябрьского района Москвы 
и институты Электронных управляе- 
мых машин Минприбора СССР и Про- 
блем информатики АН СССР провели 
традиционную (шестую) Московскую 
городскую олимпиаду по программи- 
рованию для школьников, в которой 
участвовали около 200 человек. 

Журнал «Квант» предлагает всем 
школьникам и учащимся ПТУ, умею- 
шим программировать (кроме москви- 
чей), задачи этой олимпиады в каче- 
стве задания Заочной олимпиады по 
программированию. Решения отправ- 
ляйте не позднее 1 августа (по почто- 
вому штемпелю) на адрес «Кванта», 
написав на конверте: «Олимпиада по 
программированию». Присланные ре- 
шения будут оцениваться жюри под 
председательством доктора физико- 
математических наук А. Л. Брудно. 
Всем участникам будут присланы от- 
зывы об их работах. Победители полу- 
чат Дипломы журнала «Квант». 

Имейте в виду, что описки снижают 
оценку решения. Снижают оценку и 
аягоритмы с излишним числом дей- 
ствий или массивами, без которых 
можно обойтись. Хорошие алгоритмы 
и экономно написанные программы 
оценку повышают. В каждой работе 
засчитываются только 3 задачи г бо- 
лее удачными решениями. 

Задачи приведены в порядке убыва- 
ния трудности. Принимаются реше- 
ния на любых языках программиро- 
вания. Перед решением надо дать сло- 
весное описание алгоритма. 
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Задачи 


1. Разложение на слагаемые. Напечатать 
все способы представления натурального чис- 
ла п суммой натуральных чисел. Перестановка 
слагаемых новым способом не считается. 

2. Равные элементы. Задан массив чисел 
Р[Е: т, 1:1]. Каждая строка массива упорядо- 
чена по возрастанию. Найти и отпечатать число, 
эстречающееся во всех строках, и надпись 
МЕТ. если такого числа не окажется. 

3. Несоставляемое число. Задан массив иа- 
туральных чисел М [1:7]. Найтн и отпечатать 
минимальное натуральное число, ие представи- 
мое суммой элементов массива М. Сумма мо- 
жет состоять и из одного слагаемого, но каж- 
дый элемент массива может входить в нее 
только один раз. 

4. Тетраэдры. На гранях двух равных пра- 
вильных тетраэдров М и № написаны числа 
МЕ, М2, МЗ, М4 на одном, н №1, №2, №, №4 
на другом (в том же порядке). Можио ли сов- 
местить тетраэдры так, чтобы на совпавших 
гранях оказались написаны одннаковые чнсла? 
Напечатать ДА или МЕТ. 

5. Самое частое число. В массиве чисел 
МП :"] найти число, повторяющееся макси- 
мальное количество раз. Если их несколько, 
то одно из них. 

6. Системы счисления. В целочисленном 
массиве №М[1:9]} записаны разряды (цифры) 
некоторого натурального числа в {-ричной си- 
стеме счислення {М 1] — разряд единиц 
ит. д.). Отпечатать разряды этого числа в 
Гричной системе счисления. Числа {и } не более 
чнсла десять. 

7. Боковая днагональ. Найти сумму элемен- 
тов А [Л массива А (1:т, 1:1]. имеющих 
заданную разность индексов #-——}=*. Число 
Е — целое, но не обязательно положительное. 


*х % $ 


Пояснение. Здесь массив Р[1:т, 1:1] 
обозначает массив чисел Р;‚, для #=1,2,..,т 
я /=1,2...л, а запись Р [Е Л обозначает эле- 
меит Р,; Если сказаио, что массив Р [1:т, 1:л] 
задан, то значит заданы числа т, п и значе- 
ния элементов массива. Аналогичиый смысл 
имеют обозначения и задания других массивов. 

В программах (решениях) учеиики вводят 
извне заданные значения и печатают их. Не- 
которые оформляют решения в виде подпро- 
грамм (в алголе — ргоседиге, в фортране — 
зибгопипе н т. д.). В тех языках, где размеры 
массивой нужно задавать числами (как на фор- 
траие), ученики их выбирают произвольно. 

«Хорошие решенияе должны укладываться 
{с точностью до постоянного множнтеля) в сле- 
дующие количества‘ действий: т * п (задача 2), 
п‘ нли пм - Ю&п (задачи Зи 5), па {т, в} (зада- 
ча Т), считая п и т большими числами. 


6111100 
для младших школьников 


Задачи 


]. В корзине лежат 20 грибов: бе- 
лые, полосиновики и подберезовики. 
Сколько в ней белых грибов, если 
подберезовиков в ней в 9 раз больше, 
чем подосиновиков? 


2. Восстановите деление: 
З*жх | *3 
#3 
жж 
+%* 
+3* 
Жж* 


0. 


3. Поверхность кубика 1Ж1Х1 
нельзя оклеить целиком полоской 
бумаги 1Ж6, не допуская разрывов. 
Можно ли такой кубик оклеить по- 
лоской бумаги 1Ж12 в два слоя? 


4. Рассматриваются всевозможные 
треугольники со сторонами а« 2, Ь < 3, 
с<4. Найдите длину наибольшей из 
высот таких треугольников. 


`5. Фотограф сделал свой снимок, 
стоя в лодке (см. рисунок). Оцените 
длину изображенного катера, считая, 
что фотографом были вы. 


Эти задачи нам предложили С. Н. Олехник, 
Н. К. Антонович, В. В. Произволоз, 
Г. А. Гальперин, Я. Л. Калда. 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер к момента ос- 
нования журнала. Публикуе- 
мые в нем задачи нестандарт- 
ны, но для их решения не тре- 
буетст знания, выходящих за 
рамки школьной программы. 
Наиболее трудные задачи от- 
мечаттся звездочкой. После 
формулировки задачи мы 
обычио указываем, кто нам ее 
предложил. Разумеется, не все 
эти задачи публикуются впер- 
вые. Решення задач из этого 
номера можно отправлять не 
ноздиее 15 августа 1985 года 
по адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Квант». 
В графе «Кому» иапиините: 
«Задачник «Кваята» № 6 — 
85» и номера задач, решения 
которых вы посылаете, на- 


пример «М926, М927. иля 
*@938». Решения задач из 
разных номеров журнала 
нли по разным  предме- 


там (математике и физике) 
присылайте в разных конвер- 
тах. В пнсьмо вложите кон- 
верт с найасанным на нем 
вашим адресом (в этом кои- 
верте вы получите результаты 
проверки решений). Условие 
каждой оригинальной задачи, 
предлагаемой для публика- 
ции, присылайте в отдельном 
конверте в двух экземплярах 
вместе с вашим решеннем этой 
задачи (на конверте пометь- 
те: «Задачник «Кванта», но- 
вая задача по физнке» или 
®...новая задача по математн- 
ке»). В начале каждого пись- 
ма просим указывать номер 
школы и класс, в котором вы 
учитесь. 
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задачник 


пданта 


Задачи 


М926—М930:; Ф938—Ф942 
№926. Докажите, что если 


хуи +271, хи уо=0, 
то 


2 


Хх + и? — у? о? —=1, ху-4ио=0. 


С. В. Дижин 
№М921*. На плоскости дано конечное множество 
точек, никакие три из которых не лежат на одной 
прямой. Проведено несколько отрезков с концами 
в данных точках. Эти отрезки разрешается менять: 
если какие-то два из них, АС и ВО, пересекаются, 
их можно стереть и провести: 

а) отрезки АВи СР, 

6) отрезки АВ и ВС. 

(Если *новыйь отрезок уже проведен, проводить 
его второй раз не нужно.) 

Можно ли после нескольких таких замен (только 
по правилу а) или только по правилу 6), но не по 
обоим) вернуться к исходному набору отрезков? 


В. Е. Колосов 


№М928. В кинотеатре №41 место. Вначале № чело- 
век, имеющие билеты с указанием места (в их числе 
и Игорь), сели на произвольные М мест, не глядя 
на свои билеты. Пришедший последним (М+Г)-й 
зритель хочет занять свое место; если оно занято, — 
сгоняет сидящего там, тот поступает так же и так 
далее, пока нужное согнанному место не окажется 
свободным. Какова вероятность того, что Игорю 
придется пересесть? (Другими словами, какую до- 
лю среди всех возможных размещений зрителей 
составляют невыгодные для Игоря?) 


И. Б. Алексеев-Астафьев 


М929. Натуральные числа а, 6, с, 4, е удовлетво- 
ряют условию а*-- 5*--с*--4*—=е*. Докажите, что по 
крайней мере а) три из них четны, 6) три делятся 
на 5, в) два делятся на #0. 

В. Д. Яковлев 


№М930*. Числа от 1 до 1985 разбиты на 6 множеств. 
Докажите, что в одном из них найдется три числа, 
одно из которых равно сумме двух других (или два 
числа, из которых одно вдвое больше другого). 


А. Д. Валиев (уч. 9 класса). 
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$938. Пилот космического корабля, движущегося 
со скоростью и=1 км/с, заметил прямо по курсу 
астероид диаметром ‹{=7 км, когда до его поверх- 
ности оставалось расстояние [-=8,5 км. Космонавт 
сразу же включил аварийные двигатели, которые 
за пренебрежимо малое время сообщают кораблю 
дополнительную скорость \:=300 м/с, паправле- 
ние которой задается космонавтом. Может ли ко- 
рабль избежать столкновения? 


А. В Андрианов 


$939. Дно сосуда наклонено под углом и =45° к го- 
ризонту. В дне имеется полусферическая выпук- 
лость радиуса В (рис. 1). Высота столба жидкости 
над выпуклостью равна Н. Какая вертикальная 
сила действует со стороны жидкости на выпуклый 
участок дна? Плотность жидкости равна «о. 


Л. Г. Маркович 


$940. Почему при кладке кирпичных печей для 
скрепления кирпичей используют глиняный раст- 
вор. в не, например. цементный {хотя он более 
твердый)? 


В. А. Нльин 


Ф941. В магнитном поле постоянного прямоли- 
нейного тока находится квадратная металлическая 
рамка АВСР (рис. 2). Рамку переводят в новое по- 
ложение, показанное на рисунке пунктиром. Это 
можно сделать двумя способами: равномерным по- 
воротом вокруг стороны СД или равномерным па- 
раллельным переносом вдоль АР. При каком сио- 
собе выделится больше тепла, если время перевода 
рамки п новое положение в обоих случаях одина- 
ковое? 

Л. Е. Шмите 
Ф942. Плоская световая волна падает нормально 
на экран 9. Как изменится освещенность экрана 
в точке М (рис. 3), если на пути волны поместить 
полубесконечную непрозрачную пластину П, па- 
раллельную экрану? 

Д. А. Купцов 


РгоЫеп1$ 


№М926—М930; Р938— Р942 
№926. Ргоуе 11а 

х? у? ==и? Ро? =], хи-Руе-=0 
пирЦез 

хе Ни = у? +0? ==1, ху--иь=0. 

$. И. Риат 

М927*. т \Пе р!апе п ИЙпЁЦе зе ой ро. по Аргее 
о ус В аге соШтеаг, 1$ сНозеп. боте Ппе зе тег 
тип райтз оЁ 11езе роз аге Чгами. \УУе аге 
аПоме4 ш› сВапее {йе зертеп1$ т Пе гоПо\шё утау: 
1, зау, АС пиегзес$ ВО, ме сап а@аыме Бом, 
терастя Фет Бу 
а) ‘Те зехтетз АВ апа Ср, 
Ъ) {1е зейтеп{$ АВ апа ВС. 
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Виззшт ог т ЕпбйзА) тау Бе 
‚ ройеё по ищет (вап Аивий 
151В го цве }оПоинпв а44гевз: 
0$58, Мозсош, 103006 Моск- 
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(Г а `плем” зейтепу Наз а]геаду 5ееп дгауп, \е 
Чоп’ Науе {0 Агау И абат.) Сап ме геогп № Те 
111 а1 зе оЁ зертетз Бу саггуми ош ощу спапез 
ОЁ фуре а) ог оу о# буре Б)? 

У. Е. Ко озои 
№928. Треге аге М№--1 зеа{3 т а томе 1Теаге. 
А® Ягзь № реоре, роззезия Искез зиррНей “ип 
зеа* питбегс$ (паи@тя Шеог), оссирлеё № зеаф$ 
1тгезресйуе оЁ потЬегз. Ви фПеп 4Ме (М-Н!) 
искеь Во!4ег саме, а уегу редапис тай. И В13 зеа& 
15 оссире@, Ве сНазез оц 11е регзоп 5ЦИтя Теге, 
\ро {Тел с]апт5 Н1$ омп зеаЪ, еуептиаПу спазтё 
он {5 оссирап® ап@ 50 оп. У/Паф 1$ {Те ргоБаб Шу 
{Па{ 12ог УШ по! Вауе {0 сЪапее Н1$ 5е2&? (т о{Тег 
\№ог45з, \“Паф 13 {Ме гайо оЁ \Ве патафег оё 4Тезе 
@1зрозопз оЁ хпемегз 11 Ме (резхге мЪ1сй аге 
Гауогае +о Теог 10 \1е 1011 пимБег ой 41зро- 
$ Ноп5?) 

1. В. Мекзеер-Азюйец 
№929. ТНе пашга! потЪетз а, ®, с, 4, е замзву \Те 
соп41 ой ас“ 4*==е“. Ргоуе 1Раё а 1еа3% 
а) {Вгее оЁ {Тет аге еуеп, Ъ) {Шгее аге 41у151Ые Бу 5, 
с) Гм№о аге ау Ые Бу 10. 

у. р. Уакомео 


М930* МитЪегз гот 1 10 1985 аге рагымопей имо 
б 5е4з. Ргоуе 41а опе оЁ \Тет сопбаштз \гее 
пиатЪегз, опе ой \Р1сй едиа|з Ме зат оЁ \Пе {мо 
оТег$ (ог {мо питЪег5, опе оЁ мЬ1сЬ 1$ 1м1се 4те 
оег). 

А. О. Уайер (ЭМ Гогт задет) 


Р938" ТНе рНо\ оф а зрасесга? Пушеё аф у@юосйу | 
2—1 Кт/5 обзегуе4 ап аз4его!4 о? {атеег 4=7 Кт ! 
ЧтесИу оп соицгзе мПеп {Ве 415{апсе №0 Цз зигРасе 
\аз [=8,5 кт. Тре созтопа& пптефа]ефу %агиев 
оп Не ешегйепсу епитез м} сй, ш пей веаЫу зВог 
Яте, сВапое 11е у@осцу Бу \ш—=300 т/з, те 
(ИтесНоп оЁ Ао Бети спозеп Ъу 141е созтопаи%. Сап 
{Пе зрасез р ауо1А соШ110п? 
А.-\У. Алапапое 
2939. Те БоИот оЁ п уез5е] Роги Ше апёе и=45° 
\Цп Ме Погтотка! р}апе. Тве Бойот Каз п 
ветизрЬегса! сопуехЦу оЁ газ В (Еж. 1). ТВе 
Весне оЁ Те Паш аЪоуе {Те сопуехИу 13 Н. \УТа 
уегиса| Рогсе 15 ехег4ей Бу Те Иди оп Те сопуех 
раг о{ {Ле Боот? ТВе деп у оЁ Те Наша 1$ в.. 
1. С. МагвошсВ 
Р940. УВеп ВКизыап ЫлсК з\%0уез аге сопзгисце4, 
фпе Ютг1сКз аге Не товешег Бу с1ау гайлег ап, 
зау, сетей, аНПоцёН &Ве 1а (ег 1$ эагопеег. \Ту? 
И. А. Ит 
Р941. А зацаге теИаШс {гате АВСО 15$ расед. т 
\Ве тарпеыс Не о я гесиПлеаг ОС сопдисфог! 
(Е1е. 2). ТВе Ёгаще 1$ {Пеп тоуе@ 4ю Ше пем розИаоп 
зноми Бу Чоме4 Бпез оп Ве Йриге. Ти1$ сап Бе 4опе 
1 мо мауз: Бу ипМогт гоайоп афоце СР ог Ъу 
ипНогт рагаЦе| 1гап]айоп аюпё АД. Еог ус 
ог {Не {м0 мауз м {те епиИе пеаё Ъе ятезфег, 
Е те име оЁ тойоп 13 {Те зате? 


Г. Е. УВтиИЯя 


№М905. Докажите, что уравне- 


‚ ние АХА-Х-И= у? огноси- 


тельно натуральных чисел х 
иц: а) не имеет решений при 


: п—=1; 6) имеет по крайней ме- 


ре два решения при п—2: 
6в/* имеет бесконечно много 
решений при п=2;: г не име- 
ет решений для натуральных 


п>3. 


.Р942. А р! апе 156+ \мауе ГаЦ5$ регреп91сч|а ту оп 


{Пе зсгееп Э. Ном \Ш Те ттозЦу оЁ &Ве зсгееп 
а ШМе ро!0{ М сВапяе (Е!5. 3) И а те рае 
П рагаПе] фо фЪе зсгееп, пЁшие т опе Фгесйогп, 15 
р1асе4 т {Те мау оЁ Ше ПЕВ* мауе? 

р. Д. Кир!хоо 


Решения задач 
М905 — М910; Ф917 — $922. 


а) Уравнение Ах (х--1) =? можно переписать 
в виде (х+3)"— у*=8 или 
(х 8 -у)(х-3—и=8. 

Поскольку х-|-3-у>5, левая часть последнего. 
равенства могла бы иметь только вид 8. + 1, но и это 
невозможно, так как оба сомножителя х-+3--у 
и х-{ 3—9, очевидно, числа одной четности. 

6), в) Решим еразу задачу в). Перепишем дан- 
ное уравнение 4х?--(х-{+1)?=у? в виде (5х-1)?— 
—5у*—=—-4 или 


роз ск ке о саамы пыль ыльаь 


Хоа 


22—59 =—4, (1) - 
где 2г=5х +1. Нам надо доказать, что уравнение , 


(1) имеет бесконечно много решений (2, у) в нату- 


ральных числах, причем число 2 должно давать . 
# 
при делении на 65 остаток 1. Нетрудно прове-: 


рить прямым вычислением, что если (2, у) — такое 
решение, то и числа 


2'=1612--360\, 


у’ —72=+161у о 


также удовлетворяют уравнению (1), причем 2’ 
при делении на 5 дает такой же остаток, каких 
(в частности, остаток 1 при 2—5х-|1). Таким 


образом, остается указать хотя бы одно решение . 
(1) с 2=5х-1. Простейшее из таких решений —_ 


(2, №)=0, 1). Правда, ему отвечает х.—=0 


(не иатуральное число), но в дальнейшем пары: 


(2, и), последовательно получвемые из (2,, у.) 


по формулам (2), уже будут давать решения ис-‘ 


ходной задачи: 2,1612, {360у,==521 (или х,= 
—104), у —=722.-{-161у.=233 и т. д. 


С первого взгляда приведенное решение кажется чрезвычай. ° 


но искусственным. Однако ча самом деле здесь был просто 
ирименен стандартный метод решения так называемого урав- 
нения Пелля (частным случаем которого является наше урав- 
нение (1)}. описанный, например, в статье Н. Б. Васильева 
и В. Л Гутенмахера *Пары чисел и действия © нимнь 
(Квант, 1985, № 1, с. 20, 21). 


г) Допустим, что данное уравнение имеет ре- 
шение (х, у), тогда 


Ах —=(у—х— ухи. 


Сомножители п правой части имеют одинаковую 
четность и, следовательно, четны. Пусть у—х—1== 
—=2а, тогда у-+х-1=3(а+х +1), то есть х“= 
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№906. а) Докажите, что при 
любом натуральном а>1 
уравнение 


1 1 1 
та 


имеет по крайней мере три 
решения в натуральных чис- 
лах хи у. 

6) Найдите число натураль- 
ных решений этого уравнения 
при а=1985- 


№907. Про треугольник АВС 
с Олинами сторон а=ВС, 
$—=АС. с=АВ известно, что 
З/А-2 Е В=180"”. Докажи- 
те, что а" 6е—с?=0. 


==а(а | х-{1). Поскольку а и а1+х-+1 — взаимно- 
простые числа (любой их общий делитель должен 
одновременно делить х’ и х-1), существуют 
такие натуральные числа ии в, что а=и", а 
+х-1=0", х—иь. Но тогда при л>3 


ив 1=х 1 ==0"—и”= 

= (ии) (о о” и -+... Ни" >1-ьи- Е. 
Полученное противоречие показывает, что исход- 
ное уравнение решений не имеет. 


М. Гараев, В. Н. Дубровский 
Ф 


а) Решениями данного уравнения при любом на- 
туральном а являются пары натуральных чисел 
(2а, 23а), (а--1, а(а-1)) и (а(а- +1), а \. 
6) Ответ: при а=1985 данное уравнение имеет 
9 решений. Покажем, что уравнение 
1 1 1 
т иже 
имеет столько решений, сколько делителей у числа 
а’. (При а-—1985=5 . 397 число делителей а? 
равно 9, так как любой из них можно представить 
в виде 5”. 397", где пи Ё независимо принимают 
любое из трех значений 0, 1, 2.) 
Для доказательства достаточно переписать наше 
уравнение в виде ау{-ах=ху или 


а*=(х—а)(у—а), 


и заметить, что количество разложений числа а? 
на два сомножителя равно числу его делителей. 
М. В. Славинский, А. Ю. Вайнтроб 


Ф* 


Доказываемое соотношение удобно переписать 
в виде равенства отношений отрезков 

@ с<—6 

= © (+) 
Теперь его можно доказывать с помощью подоб- 
ных треугольников. Возьмем на стороне АВ такую 
точку 0), что АР (а Р8=ес—Ъ№; см. рисунок). 
Равенство (*+) — это условие пропорциональ- 
ности сторон треугольников АВС и СВО, заклю- 
чающих общий угол В этих треугольников, поэто- 
му достаточно доказать, что эти треугольники 
подобны, то есть что, например, углы АСВ и СОВ 
равны. Имеем 


дсрв=180°— / Арс=180°— А 
—=180°—(ДАНИВ=Х АСВ. 


(Мы воспользовались тем, что треугольник АСР 
равнобедренный и данным соотношением 3/ А-{ 
+2 В=180°.) | 

Т. А. Джортменадзе 


№908. На стороне АВ тре- 
угольника АВС выбирается 
точка Р. в через нее прово- 
дятся прямые, параллельные 
ВС в АС. до пересечения со 
сторонами АС и ВС соответст- 
венно в точках М и М. При 
каком выборе точки Р отре- 
зок ММ имеег наименьшую 
длину? 

Решите эту задачу а) для 
треугольника с прямым уг- 
лом С; бл для произвольного 
треугольника АВС. 


В 
№ Р 


‚ 909. а) Докажите, что су- 
ществует арифметическая 
лрогрессия из 4 различных 
членов, содержащая только 
степени натуральных чисел 
пиЕ>Р2). 

Существует ли такая прогрес- 
сия из 

6) любого конечного числа. 
в) бесконечного числа членов? 
Существует ли бесконечная 
(не постоянная) арифметичес- 
кая прогрессия. не содержс- 
щая 


а) Ответ: точка Р должна быть основанием 
высоты треугольника АВС. Действительно, в слу- 
чае, когда угол С прямой (рис. 1), параллело- 
грамм СМРМ является прямоугольником. .Сле- 
довательно, ММ№=СР, а отрезок СР имеет наимень- 
шую длину, когда он перпендикулярен к АВ. 

6) Мы начнем решать задачу вполне стандарт- 
ным способом: введем параметр х=АР/АВ 
0%х<1, и выразим вектор ММ через СА и СВ, 
чтобы записать затем его длину как функцию от х 
и найти наименышее значение этой функции. 
Однако, как мы увидим, получающиеся вектор- 
ные соотношения сами подсказывают более простое 
и по существу «чисто геометрическое» завершение 
решения. 

Из гомотетичности треугольников ВРМ и ВАС, 
АРМ и АВС (рис. 2)_ следует, что СМ/СВ= 
—АР/АВ==х, то есть СА-=хСВ, СМ/СА=ВР/ВА 


—1—-х, то есть СМ—а1—х)СА и (см. рис. 2) 
СМ—=хСВ—(1—х)СА = 

_  =АС+ЖСА + СВу-АС--хСБ--А@ 
где СО=СА -{ СВ, в точка © определяется условием 


ММ№М=сМ— 


с@—хСр. Когда точка Р пробегает отрезок АВ, 
параметр х меняется от 0 до 1, а точка @ пробегает 
отрезок СР. Следовательно, длина ММ№=АО будет 
минимальна, когда @ — ближайшая к А точка 
отрезка СО. Чтобы найти отвечающее этой точке 


положение точки Р, заметим, что @\М=АМ (так 


как М№=—=АФ), а значит, © лежит на прямой, про- 
ходящей через № параллельно прямой АМ, то есть 
на прямой РМ. 

Итак, ответ к нашей задаче можно сформули- 
ровать так: достроим данный треугольник до па- 
раллелограмма АСВО; найдем на его диагона- 
ли СР точку ©, ближайшую к А, и проведем через 
нее прямую, параллельную стороне АС; точка пе- 
ресечения этой прямой со стороной АВ и есть нско- 
мая точка Р. В частности, если оба угла АСО 
и АДС острые, то @ — это проекция точки А на СО; 
если АСР — не острый угол, то @=С, а РА, 
если а АРС. — не острый угол, то @=)0, 

В. Н. Дубровский, 9. Г. Готман 


Ф 

а) Приведем пример нужной прогрессии: 78, 
57. 732, 1? .13*, 13°. В пункте 6) решения объяс- 
нено, как строится этот и другие, ему подобные, 
примеры. 

6) Ответ: да, существует. Покажем, как по 
прогрессии а, ..., @» длины т(т>2) из степеней 
натуральных чисел можно построить прогрессию 
из степеней длины т-1. „Пусть разность данной 
прогрессии равна 4 и а, =п*, #:—1,.... т. Припишем 
к нашей прогрессии ее следующий член 6—а„ [а 
и умножим все числа а,, ..., аи, 8 на В", где Ё — 
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‹ 


2) ни одной степени натураль- наименьшее общее кратное показателей Ау, ..., Кн. 


ного числа, Полученная последовательность из т--1 чисел 
9} ни одного числа, составлен- ь в +1. 
ного из одинаковых цифр? а, Ь°, ..., а.б", 6 


очевидно, является и: прогрессией 
с разностью 4 - В*, причем все ее члены — степени 
натуральных чисел (так как а.5"=(п,5"/*)*). Таким 
образом, например, любую пару степеней можно 
«нарастить» до прогрессии любой заданной длины. 
Пример в пункте а} получен из прогрессии 1, 25, 49. 

в) Ответ: не существует. Приведем доказа- 
тельство, основанное на рассмотрении ряда из чи- 
сел, обратных к членам прогрессии. 

Заметим, что для любой бесконечной арифме- 
тической прогрессии, а„, ....ат, ... из натуральных 
чисел сумма 


__ 1 1 1 
и = Е а, |= + а. 


е ростом т неограниченно возраетает. 


Действительно, поскольку а, „, < (а, +4 =а при г=1, 2 
где 4 — разность прогрессии, 


5. +++ а: +, 8. 


растания суммы $., состоит в следующем: пусть 2°<т< 2 
тогда 


мачт +) -+(1 +++) +- 


пе) + 5) + 


(ела = 


== >10, т—1. 

Теперь покажем, что для любого набора (без пов- 
торений) степеней натиральных чисел сумма об- 
ратных к ним величин не превосходит 2. 

Числа, обратные к степеням (не ниже второй) данного 
натурального числа п, образуют бескоиечную геометрическую 
прогрессию со знаменателем 1/п и первым членом 1/п?. Их 
сумма (при — равна 


р Ве 1 
А+ Е РВ 
ь +2 И РИ 
Пусть наибольшее число, степень ‘которого входит в данный 


набор степеней, равно 71. Тогда сумма чисел, обратных я этим 
степеням, не р 


1 1 


2-3 с Ти—ия = 


8 1) +( — 1) ++ — е ==2— ы <. 


| 
‹ 
‚ 
| 
1 
+ 
: 
| 
| 
| 
1 
| 
1 
Одио из обычных доказательств неограниченного воз- ] 
1 
| 
1 
1 
. 
Н 
‹ 
О 
1 
| 
р 
| 
| 
Е 
| 
1 
т 
р 


АА, +. А+ +55 


что и требованось доказать. 


вытекает, что составить бесконечную арифме- 
тическую прогрессию из степеней натуральных 
чисел невозможно. 

Другое решение задачи опирается на то, что доля, которую 
составляют члены произвольной арифметической прогрессии 
п разностью 4 среди первых п натуральных чисел, с ростом п 
приближается к 1/4, а доля, составляемая среди тех же чисел 


| 
{ 
1 
Из двух доказанных утверждений, очевидно, 
} 
| 
) 
всевозможными степенями натуральных чисел, стремится к 0. } 

{ 


Я р иона - на а т — п в аь ее > -— 


40 


№М910. На сторонах правиль- 
ного шестиугольника взяты 
точки А,, А, .... Аз {Рис. 1)- 
Известно, что три попарно не 
смежные стороны шестиуголь- 
ника А,..А. (АА, А.А, 
А.А.) определяют треуголь- 
ник КЕМ. вершины которого 
лежат на продолжениях диа- 
гоналей правильного шести- 
угольника. Докажите. что это 
верно и для трех других сто- 
рон шестиугольника А,...Аз. 


Ф917. Предмет находится 
между линзой и плоским зер- 
калом. перпендикулярным 
главной оптической оси лин- 
зы. Зеркало. линза п предмет 
заключены в кожух из свето- 
проницаемой матовой пласт- 
массы. Такая система создает 
два изображения предмета 
и изображение лиизы. Оба 
изображения предмета имеют 


Читатель без труда восстановит детали этого решения, 
о с решением задачи М783 (Квант, 1982, № 8. 
с. 50}. 

г), д) Ответ к обеим задачам г) и д): существует. 
Из разнообразных примеров мы выбрали такой, 
который годится сразу для обеих задач — прогрес- 
сию 10, 30, 50, ... Ее п-й член а, —=—10-+-20п= 
==(2п—1) - 10 при любом п оканчивается ровно 
одним нулем и, следовательно, не может быть сте- 
пенью натурального числа (так как делится на 10, 
но не делится на 10°) и не состоит из одинаковых 
цифр. 

Р. Н. Азизян, Н. Б. Васильев 
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Рассмотрим данный правильный шестиугольник 
как ортогональную проекцию куба вдоль его 
диагонали Р@. Возьмем на продолжениях ребер 
куба, выходящих из вершины Р, по точке так, 
чтобы эти точки проектировались в точки К, 2, М 
(на рисунке 2 они обозначены теми же буквами 
К, Г, М). Тогда, очевидно, сечение куба плоскостью 
КТ,М будет шестиугольником, который при проек- 
ции переходит в шестиугольник А,...А.. Пусть 
К, Г, М, — точки пересечения этой плоскости 
с продолжениями ребер, выходящих из верши- 
ны @, тогда и в пространстве (рис. 2) и на проекции 
(рис. 1) отрезки А.А., А.А; и А-А, будут лежать 
на сторонах треугольника К,1М,, откуда и сле- 
дует утверждение задачи. 

Из проведенного рассуждения видно, что проти- 
воположные стороны шестиугольника А,...А‹ па- 
раллельны (плоскость сечения пересекает противо- 
положные грани куба по параллельным прямым). 
Это можно вывести и непосредственно из условия: 
например, треугольники ВА, А, и РМГ на рисунке 1 
гомотетичны с центром гомотетии К (КА,:КМ= 
—КВ:КР=КА.:КГ. и, следовательно, АА А.А... 
Отсюда в свою очередь вытекает, что треугольники 
СА.А; и РМ,Г, (где М, и Ё, — точки пересечения 
прямых А.А, и А.А; с А А,} тоже гомотетичны, 
как треугольники с соответственно параллельными 
сторонами, а значит, прямые А.4А., А.А; и ВС 
пересекаются в одной точке — центре гомотетии. 
Рассматривая аналогичным образом две другие 
пары противоположных сторон шестиугольника 
А. ...А,, мы получим другое решение задачи, 
не использующее «выход в пространство». 

С. Ю. Оревков. В. Н. Дубровский 
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Линза создает изображение предмета, а также 
изображение его отражения в зеркале. Поскольку 
предмет и его изображение в зеркале имеют 
одинаковые размеры, но находятся на различных 
расстояниях от линзы, их изображения, созда- 
ваемые линзой, не могут иметь одинаковые 
размеры, если они оба являются действитель- 
ными или оба мнимыми. В самом деле, для дейст- 
вительного изображения мы можем написать фор- 


одинаковые размеры незави- 
симо от расстояния между 
линзой и предметом. С каким 
увеличением изображается 
линза? 


НЕТ 3 


Ф918. Пара одинаковых гру- 
зиков А и В. связанных неве- 
сомой нитью Элины {, начи- 
нает соскальзывать с гяадкого 
стола высоты 1. причем в на- 
чальный момент грузик В на- 
ходится на высоте #2113 от 
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мулу линзы: 

1 1 1 
ат’ 
где ЕР — фокусное расстояние линзы, 4 — расстоя-! 
ние между линзой и предметом, }{ расстоя-! 
ние между линзой и изображением. Поскольку, 
увеличение определяется формулой Г—//4, то, ! 
исключая с помощью формулы линзы [, получаем! 


Г=-ЗЕт-. (1)! 


Для мнимого изображения формула линзы при- 
нимает вид 


р рнкь ВЫ отн, по отеонькй ево сыны вешь две 


а увеличение задается выражением 


Е 


в... (2) 


Если мы обозначим через Ч, расстояние от пред- 
мета до линзы, через Г, — увеличение, с которым! 


линза изображает этот предмет, через 4, — рас- } 
стояние от линзы до изображения предмета! 
в зеркале и через Г, — увеличение, с которым 


линза изображает это отражение, то с помощью’ 
формул (1) и (2) нетрудно увидеть, что если! 
изображения, создаваемые линзой, оба действи-! 
тельные или оба мнимые, -то условие Г, —=Г, вы-! 
полнить невозможно. 1 
Остается предположить, что одно изображение! 
является действительным, а другое — мнимым.! 
Очевидно, что мнимым будет изображение пред-: 
мета, поскольку он находится ближе к линзе, ; 
а изображение его отражения — действительным. : 
Тогда, в соответствии с формулами (1) и (2), : 
мы можем нацисать: ] 
1 

О 

| 


Г =Г, = Ра, =а,--Р. (3) 


Но расстояние от линзы до изображения пред- 
мета в зеркале равно 4.—=2а—4,, где а — расстоя- 
ние от линзы до зеркала. Тогда из (3) получаем 
а—Р, то есть зеркало расположено в фокальной 
плоскости линзы. Линза создает изображение 
собственного отражения в зеркале. Но это отра- 
жение имеет те же размеры, что и линза, и распо- 
ложено на расстоянии 4=2ЁЕ от нее. Следова- ; 
тельно, согласно формуле (1), линза создает дейст- 
вительное изображение своего отражения в зеркале | 
с увеличением Г=1. 


п. са 
ы | 
Скорость грузика А непосредственно перед тем 
моментом, когда он начнет соскальзывать со сто- 
ла, находим с помощью закона сохранения 


энергии: 
2 
3781, | 


ры лы. 


О 


2т > 


пола (см. рисунок). Достигнув 
полдв. грузик В прилипает 


к нему; грузик А в этот мо- 
мент слетает со стола. На ка- 
кой высоте над уровнем пола 
будет грузик А, когда нить 
натянутой? 


вновь окажется 


Ф919. На рисунке показано 
долевое сечение прибора, ис- 
пользуемого в качестве этало- 
на Слины. Центральный стер- 
жень С и внешняя оболочка А 
прибора сделаны из материа- 
лас коэффициентом теплового 
расширения а; их длины при 
#,=20 °С одинаковы и равны 
{. Внутренняя труба В сдела- 
на из материала с коэффи- 
циентом теплового расшире- 
ния о.. Какой должна быть 


откуда 


А 2 (1) 


Теперь убедимся в том, что эта скорость мала для 
того, чтобы в дальнеишем нить была натянута. 
Действительно, в этом случае грузик А стал бы 
двигаться по окружности радиуса [; центростре- 
мительное ускорение в верхней точке, равное 
52/1, должно было бы обеспечиваться суммой силы 
тяжести та и силы натяжения нити Т: 


т Ата. (2) 


Подставив в (2) значение и, из (1), получим: 
Т=—тв/3, что не имеет смысла (такое движение 
было бы возможно, если бы вместо нити был жест- 
кий стержень). Следовательно, соскользнув со сто- 
ла, грузик А в дальнейшем будет двигаться 
по параболе. 

Используя систему координат, изображенную 
на рисунке, запишем координаты грузика в мо- 
мент времени #: 


ыы : 
х=ий, у — > . (3) 


Нить вновь будет натянута, когда будет выпол- 
няться соотнощение 
211292 
ху’ =РГ. (4) 


Подставив в (4) выражения для координат из (3), 
получим уравнение для определения того момента 
времени, когда нить вновь будет натянута: 


оз + (1 и"), 
или, с учетом (1), 
251 
в? (= 11) 50, 


откуда # =4//З8 (корень #=0 соответствует момен- 
ту соскальзывания грузика А со стола). Подстав- 
ляя это значение #? в выражение для координаты у 
(см. (3)), находим искомую высоту: 


Г. Л. Коткин 


Ф 


Пусть при температуре #=—=0 °С центральный 
стержень С и внешняя оболочка А имеют длину 
о, & внутренняя труба В — длину [5.. Тогда 


И=Ас@ +01) = Но=ЕАЕ- а), 

= + а.) = = а), 
где’ 1, — искомая длина трубы В при темпе- 
ратуре ЕЁ, =20 °С. При изменении температуры от & 


до Ё, длины соответствующих деталей изменились 
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длина внутренней трубы при 
1,20 °С, чтобы при измене- 
нии температуры полная дли- 
на эталона (СО) не менялась? 


СКА 
АЗ 


= 


ААА 


Ф920. Через трубку пережен- 
ного сечения продувают воз- 
дух. Входное отверстие трубки 
имеет площадь 5,, выход- 
ное — 5.. На входе скорость 
воздуха о, температура — Т,, 
давление — р: на выходе 
температура воздуха Т›, дае- 
`ление — р.. Какова скорость 
воздуха на выходе? 


Ф921. Плоский конденсатор 
подключен к источнику нап- 
ряжения 0. Пластины конден- 
сатора имеют площадь $ каж- 
дая, расстояние между плас- 
тинами равно 4. К одной 
пластине прижата металли- 
ческая пластинка площади 5 
п толщины 4. (рис. 1), имею- 
щая массу т. Пластинку от- 
пускаюг. С какой скоростью 
она ударится о другую плас- 
тину комденсстора? Влиянием 
силы тяжести пренебречь. 


А = —Во=но, 
А-а . 


Конструкция эталона такова, что при любом изме- 
нении температуры изменение длины трубы В 
должно компенсировать суммарное удлинение 
деталей А и. С. Следовательно, дояжно выпол- 
няться условие А1,—=2АЙ, то есть 


= 011 - 
Подставляя в это равенство записанные выше 
выражения для [о и {»., находим Ё: 


0; (1 а.) 21° ел 


ь—21, аа) а. ° 


А. П. Ершов 


Ф 


Объем воздуха, входящего в трубку за время Ё, 
равен У==5, 0$. Объем выходящего за то же время 
воздуха равен У.=$.и4, где и. искомая 
скорость воздуха на выходе. Так как скорости 
и, и о не меняются со временем, массы входящего 
и выходящего воздуха одинаковы. Поэтому, 
согласно объединенному газовому закону, 


Р.И, __ РИ 
т т \ р ы 
то есть 
Боод=5 он Ра. 
+ 
Отсюда находим и.: 
$:Р:То 
Ио, а. 
ь ь } 5.рТ, ^ 


Р. Л, Коткин 
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На рисунке 1 показано распределение зарядов 
в системе в начальный момент времени 1,. Под 
действием силы притяжения со стороны заряда 
—9 Пластины 2.пластинка, когда ее отпустят, 
начнет двигаться с ускорением по направлению 
к пластине 2. На рисунке 2 показано положение 
системы в момент времени $, когда пластинка 
ударяется о пластину 2. 

Обозначим скорость пластинки в момент удара 0. 
Чтобы найти и, воспользуемся законом сохра- 
нения энергии. 

В момент { энергия И’, системы конден- 
сатор -- пластинка равна энергии конденсатора, 
заряженного до разности потенциалов 0; расстоя- 
ние между пластинами этого конденсатора равно 
4,—4., и его емкость — С. =е.5/(4,—4.). Так что 


2 
= ©. 


Рис. 2. 


Ф922. Фотографируя муравья 
© близкого расстояния. экспе- 
риментатор использовал уд- 
линительное кольцо, которое 
увеличило расстояние от плен- 
ки до объектива на 4=17,5 мм. 
Резкое изображение муравья 
получилось в том случае, ког- 
да на шкале объектива было 
установлено расстояние Ье- 
—1,05 м (на шкале указы- 
ваются значения расстояний 
от предмета до объектива без 
использования цдлинитель- 
ных колец). Фокусное рас- 
стояние объектива Е=50 мм. 
На каком расстоянии от об>- 
ектива находился муравей? 
Считать объектив тонкой лин- 
зой. 


Поправка 


В «Кванте» № 4 на с. 54 в левой колонке 
в зиаменателе второй дроби в условии задачи 1 


варианта 1 должио быть 


Вх -+2ху- Ву’. 


В момент ых { энергия системы равна 
= =, 5 р о 


Откуда взялась дополнительная энергия то?/2? 

За время движения пластинки от пластины 1 
до удара о пластину 2 между обкладками кон- 
денсатора прошел заряд 40. Такой же заряд про- 
шел через источник. Значит, источник совершил 
работу А=—а.И. Эта работа и пошла на сооб- 
щение пластинке энергии то?/2. 

Итак, 


— 15 р. 


у? м: о 
ВЕ с. 


Отсюда находим и: 


50/28 


2..5 
а,—а.)_ —а.) 
А. П. Ершов 


®* 


Из условия задачи следует, что без использования 
удлинительного кольца на пленке будет полу- 
чаться резкое изображение предмета, находя- 
щегося от объектива на расстоянии 6—1,05 м. 
Это позволяет определить по формуле линзы 
расстояние между объективом (без кольца) 
и пленкой: 


++т = = 


При аи с кольцом расстояние меж- 
ду объективом и пленкой было Р—=/--\=6 см. 
Воспользовавщись вновь формулой линзы, найдем, 
на каком расстоянии 6’ от объектива (с кольцом) 
находился муравей: 


1 1 
БВ АГ 


2. 


1 1 


хо А) Ш 
ь ре 30 см. 


анта 6 должно заканчиваться фразой: 
скорости поездов». 


На с. 55 в верхней строке левой колонки вме- 


сто 9х должно быть 9"; условие задачи 1 вари- 
«Найти 
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Ата} 84; Т. Мурашов (Ленинград) 84; Е. Мухин 
(Кинешма) 94; О. Никифорчин {Ивано-Фран- 
кояск) 84; С. Пиинихин (Москва) 83; Г. Поли- 
карпова (Белорецк) 94; М. Помераниев (Черкас- 
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сы) 94: Т. Попова (Челябинск) 83; Т. Радько 
{КорсуньЛПевченковский) 83—86, 95; М. Ро- 
винский (Москва) 94; А. Розонов (Киев) 84; 
А. Ройтерштейн (Ленииград) 83; Е. Романов 
(Димитровград) 83. 84; А. Ростов (Виннииз} 84; 
Ю. Рыбалочка (Киев) 84; И. Самовол (Гайво- 
рои) 83, 84. 94; К. Семенов (Киев) 83—85, 94; 
Р. Сибилёв (Ленинград) 88—85, 94; Д. Сива- 
ков (Воскресенск 83. 84; В. Сизый (Киев) 83. 
94; А. Смирнов (Ленинград) 85; М. Соколова 
{Ленинград} 83: Г. Спивак (Киев) 84, 85; 
С. Старцев (Уфа) 84; К. Стыркас (п. Черно- 
головка Московской обл.) 94: В. Судаков (Тби- 
лиси) 83, 84, 94; М. Тейтель (Киев) 83—85; 
К). Томилов (Вниница) 83, 83, 86, 94; А. Трухан 
(Минск) 84; В. Тульчинский (Киев) 83, 84; Е. 
и Т. Уклистые (Астрахань) 86; Н. Федин 
(Омск) 84; Н. Филонов (Ленинград) 83—86, 
94, 95; Г. Хилкова {Щербинка} 83, 94; М. Хова- 
нов {Москва) 83; Д. Хосид (Алма-Ата) 84; 
А. Цирс (Алатиты} 85; С. Чебуков (Симферс- 
поль) 83. 84: А. Череватый (Киев) 83, 84, 94; 
Ю. Шамрук (д. Новый Двор Гродненской обл.) 
83; А. Шанин (Москва) 84: С. Шейнин (Мо- 
лодечно}) 84; А. Ширинкин (Березивки) 94; 
Б. Шраср (Ленинград) 83; С. Штейнгольд (Моок- 
ва) 9-4; Е. Юдицкий (Киев) 84—86, 94: Д. Якоб- 
сон (Москва) 83, 83, 984. 


Физика 

А. Абанов (Красноярск) 93, 99, 00, 04—06; 
И. Абрамчик (Винница) 99, 02; А. Агаев (с. Ша- 
рафа Аз. ССР) 93, 95. 96, 99, 01; В. Апельков 
(Харьков) 93. 95—97. 99. 01. 02, 06. 07; 
В. Барзыкин (п. Черноголовка Московской обл.) 
93. 95—02; Е. Баталин (Нижний Тагил} 03; 
Н. Баталин (Новосибирек) 96; Г. Бахов (Баку) 
04; Б. Баяраа (Улан-Батор, МНР) 95; А. Бело- 
польский {Киев} 93; С. Беловолов {Красноярск} 
04; И. Бена (Васлуй, СРР) 93—91, 00—04. 06, 
07: Э. Бондаренко (Полтава) 93, 95—02, 06. 07; 
Д. Боровский (Ульяновск) 93, 94; Ю. Боровский 
(Киев) 93, 96, 99. 00, 04, 907; Р. Боташев 
(Фрунзе) $5. 96. 02; М. Будаев (Улан-Батор, 
МНР) 96. 02, 06: В. Бурлак (Винница) 99, 02; 
А. Васильев (Красноярск) 99, 03; О. Васильев 
(Алма-Ата) 93, $35. 96, 99—01, 06, 07; Д. Вент 
{Тула} 99, 06; С. Винтовкин (Свердловск) 93, 02, 
04. 06; А. Воротняк (Киев} 00; Ю. Воронов 
(Москва) 03; И. Гаврик (Часов Яр) 96. 99, 04: 
К. Галочкив (Ташкент) 00; В. Галухин (Рязань). 
94, 95. 97, 99—04. 06, 07; А. Глухов (Саратов:” 
93—02; М. Годин (Ленинсрад) 97; Л. Гольд- 
штейн (Киев) 93, 95, 96, 99, 03. 04; Г. Горба- 
тенко (Арзамас) 04, 08; М. Готман (Киев) 96, 07; 
Л. Гринберг (Алма-Ата) 95, 96, 07: 9. Гукасян 
(Баку) 04; В. Гусев (Красноярск} 96, 01, 02, 04, 
06, 07; А. Дода (Корсуинь-Шевченковский} 
96, 99; С. Дубовик (Брест) 93, 00, 06; В. Душац- 
кий (Киев) 03; А. Еренбург (Запорожье) 01; 
С. Ефремов (Запорожье} 93, 9%, 02; Р. Зайнул- 
лин (с. Сарманат Оренбургской обл.) 93, 95, 96; 
В. Зелов (Алма-Ата) 96; В. Калацкий (Соли- 
горск) 96, 99; А. Карнаухов (Устинов) 04; 
В. Кирьяшкин (Саратов} 95; А. Кирьянов (Кн- 
св} 03; А. Киселев (Ленинград) $3, 95; П. Кларк 
(Тула) 93, 00, 02; А. Климачев (Минск) 83, 
95—02, 04, 06. 07: П. Климкин (Киев) 96; 
Г. Климович (н. Болшево Московской обл.) 
93—02; А. Кноп (Винница) 95. 97, 00, 02; 
Б. Король (Киев) 99, 02; Х. Королев (Горький) 
04; Я. Корчевский (Киев) 96; В. Костенко (Киев) 


(Окончание см. на с. 56} 


БУВ АМ я УМЫ 


Что написано 
на конденсаторе? 
{мз ответов на экзаменах) 


— Расскажите об устрой- 
стве и приициие работы при- 
емника А. С. Попова. 

— Основным элементом 
приемника А. С. Попова яв- 
ляется ребратор Гука. 

—? 

— Это ротор, наполнен- 
ный металлическими опил- 
ками, который в момент прн- 
ема сигнала сперва ударяет 
по контуру, а потом ло лампе. 
Благодаря этому возникает 
звук. 


— И много весит этот 
«ребратор Гука»? 

— Не очень. 
800—900 кг. 

— Ну, допустим, контур 
приемника такой удар выдер- 
жит, но ведь стекляниая лам- 
па наверное разобьется? 

— И бились. Но наука 
нашла выход из этого поло. 
жения. Лампу заменили тран- 
зистором. 


Примерно 


* * * 
— Что такое звук? 
— Звук — это колебание 
ушей. 
* * \ 


— Как определить ско- 
рость звука? 

— Для определения ско- 
рости звука необходимо одио 
ухо приложить к рельсу, в 
по другому ударить. 


«жж 

— Каково назначение 
траисформатора? 

— Трансформатор — это 


прибор. который преобразует 
переменный ток в равномер- 
иый и прямолинейный. 


— Из каких основных ча- 
стей состоит любая теаловая 
машина? 

— Основной частью любой 
тепловой машины является ее 
оболочкз. 


х з * 


— Как вы себе представ- 
лясте свободное падение тела? 

— Возьмем какое-либо те- 
ло и бросим его вверх. Там 
оно на несколько мииут оста- 
новится, а затем медленно 
начнет падать вниз. 


к ха 


— Вкаких единицах изме- 
ряется электроемкость кон- 
денсатора? 

—.72 

— Ну, хорошо. Вы взяли 
в руки конденсатор. Что иа 
нем написано? 

— Как что? Цена! 


— Какова природа элект- 
рического тока й электроли- 
тах? 

— Возьмем молекулу нат- 
рий хлор и опустим ее и воду. 
На нее сразу же набросятся 
молекулы воды и станут ее 
растягивать до тех пор, пока 
не получится электрический 
ток. 


— Для того чтобы мотор 


не портился, 
в масло. 


его макают 


* к # 


— Кипение — это бурле- 
ние жидкостн. 


# № * 


— Вода из банки не выли- 
вается, так как п ней еще 
остался кусочек атмосферы. 


Собрал Л. А. Бирюкоа 


41 


Ва риаиты вступительных экзаменов 


Задачи 
вступительных 
экзаменов 


в различные вузы 
в 1984 году 


Предлагаем подборку задач вступительных 
экзаменов по математике п физике в неко- 
торые университеты — Белорусский (1), 
Воронежский {2), Донецкий (3), Киевский 
(3). Омский (5), Ташкентский (6), Ураль- 
ский (7} и институты — Горьковский поли- 
технический (8), Ленинградский технологи- 
ческий (9), Рижский политехнический (10), 
Томский политехнический (11), Тбилисский 
педагогический (12), И Московский меди- 
цинский (13), Минский радиотехнический 
(14). 


Математика 


Письменный экзамен 
Алгебра 


1. (5) Дано натуральное число. Если к его 
цифровой записи справа приписать цифру 2. 
то получится число, которое делится без ос- 
татка на 9. При этом частное от деления боль- 
ше, чем данное число, на 21. Найдите это 
чнсло. 

2. (5) Два комбайна убирвют хлебное поле. 
После того как первый лроработал на поле 
2? часа, а второй — 5 часов. оказалось, что 
убрана половина поля. Затем 1.5 часа оки 
работали вместе и убралн еще четверть поля. 
Оставшуюся реботу выполнял только первый 
комбайн. Определите, сколько ему понадо- 
билось для этого времени. у 

3. (2) Две автомашины, выехавшие из горо- 
дов А и Б навстречу друг другу, каждая со 
своей скоростью, встретились через 6 часов. 
Первой машине, чтобы пройти 2/5 пути от 
А до Б, требуется на 2 часа больше, чем вто- 
рой, для того, чтобы пройти 2/15 пути от Бдо А. 
За какое время проходит расстояние между 
А иБ каждая машина? 

4. (2) Число десятков двузначного числа 
на 4 больше числа его единиц; произведение же 
этого числа из сумму его цифр равно 496. Най- 
дите это число. 

5. (10) Сумма первых трех членов арифме- 
тической прогрессии равна 66, и проязведе- 
нне второго и третьего членов равно 528. Най- 
дите сумму первых сорока членов. 

6. (3) Два тела, находящиеся на расстоя- 
нии 310 м одно от другого, одновременно на- 


чали двигаться навстречу друг другу. Первое 


тело движется равномерно со скоростью 15 м/с, 
а второе — равноускоренно с начальной ско- 
ростью 1 м/с и ускорением 3 м/с”. Черсз сколь’ 
ко секунд они встретятся? 

7. (11} Вычислите 


3 17 
15 :645 +0,6—0,005) - 1 
5 1 23 
а 
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8. Улростите выражение: 


а) (3) 

1 1 
< —а2 е\-! а\—\\ @+0е 
Ра (.) —(=) = " 
м 

5) (10) 


(26 фаль+и а 1—5: 
а? * а? —(а5-! +а` 15) ` 
в) (12) 


не 
х2 зу? 2, 
- ху х—и° 
9. (6) Вычислите 
1 ——= 
Е + 10, ^/ ах а. 


10. (2) Докажиче, что сумма 
А зн +4вт (2 —=) + 


+^/ сов‘ 4-4с082( х -- =) 


является постоянным числом, не вввисящим 


от х. 
11. Найдите: 
а) (5) соз‘и зи" и, если зт2и== т: 
6) (3) ` соз(60°—<), если +1 и 
180°<а<2170°. 
12. (10) Упростите выражение Ра 
эп в 
х(1+ еее.) и найдите его значение, 
эт?а 
если соз и==—0,8; 5 <а<з. 
13. (6) Чему равно выражение зт п--с0$ = 5 
и. а 2 ее Зл 
если с08 == зи> “< =. 
14. (12) Найдите целый корень уравнения 
13х—7 | =х+5. 


15. Решите уравнение: 

а) (6) о 

6) (11) а: ы. 

в) (4} 3-*—3*=102; 

г) (8) 2. 51-2. 5+1 4255 4-25—*=26; 

д) (2) [х— Зы; 

п га х- 1 

е) (10) х 3 аи = 

ж) (9) 2'*+21— [2541—1251 41; 

з) (9) 3108.(х +1)7+12=210#,(5—х}? + 
+2ю&(5 4х}; 

и) (9) 108 „х?-Н№юЕ(х +5} ==1; 


6—5 ; 


к) (109 72—28. о 
л) (13) (-. - те (Е = ) 


м) (13) \. Пой.х— 0,5 =1ю5.\/ х; 
н) (10) 2соз р хсо8 х220; 


©) (3) (<-> — + эт 5). ——-8п Зх:; 
ы (10) эп 5 +соз <=. = сов х: 


р) (7} —соз7х т 8х =зт Эх | со5 3х; 


с) (12) 4. (1-Е соз х)—Звй* . с0$ 5 . 
зтх _ _ 1403 х | 
=) {3} 1-4с08х — ми(л-—х) я 


У) (2) созбх тб х— с05"2х = — . 

ф) (9) зтх эт 2х—зим8х-+л)=1-с05 х— 
— с08(2х +2): 

х) (13} 7эщ 3х +-2с08 х=-(ыт х + со$ х)- + 
(шт 2х-+соз 2х}; 

ц) (13) зп 2х2 х=3; 

ч) (12) этх . (1 с х)-соз* х(1- Ш х)== 
2200$ 2х; 

11} (7) 4,5608 х— 12: ба х. 

16. (4) Найдите кории уравнелия соз х= 
= 2х 4х, удовлетворяющие неравенству 
х'+х-—6>0. 

17. (4) Найдите все пары чисел хи у, 
которые удовлетворяют уравнению 


(+ =) . ( Ея” (х +) =1 +-7<с034 4х гу). 


18. (11) Сколько корией имеет уравнение 
со3х * 603 2х=<оз Зх 
в промежутке хЕ[0; 2л]? 
19. (6) Найдите значения функции эт х, 
если 


503 х—с0$ 2х—8=50. 


20. (11) Сколько точек пересечения имеют 
графики функций 


у=х-{+1,5? 
21. (11} Найдите абсциссу точки пересе- 
чения графиков функций 
у—(х— 1); у=ов(2—х). 
22. (10) Найдите целое значение #, для 
которого уравнение 
(ЕО + —фПИх—Е+1=0 
имеет равные корни. 
23. (5) Определите, при каких а урзьне- 


5 и 
иие а’--а(х—\)=2- рт имеет два разных 


корня, равных по модулю. 
24. (2) При каких действительных значе- 
ниях а все корни уравнения 


ах" — (а 23а: --1)х-ра(а +2) =0 
лежат в отрезке [0; 1]? 
25. Решите систему уравнений: 
а) (4) { х'+ху—8 


у-+ху=6б; 
6) (5) { {х| фи-+-2== 
[и =х*—4; 
в) (12) 
3 3 4 
жа — = 
{= уу 3 
ху=-9; 


г} (12) 


х у _ 25 
ух 
х— у =7; 
д) {3} 
1 1 
хо № 
т. 
х=64# ` 
е) (3) 
Бу 2 
РЕ '[— 
2=—(1 


26. Найдите область определения фуикции: 
а} (12) 
/ 6 
у= и. 5--х— ИЕ": : 
в) е о — „(\: х ИР —х—3). 
217. Решите неравенство: 
х*-+х-+1 ы 15. 


а) (12) > ее 
2х-+5 в 
6) (3) у_х>2х— 1; 
11.37! —31 
м У. И 
ид” 5 
х:-+2 


г) (12) 0,247—1<2.5; 
х'- 15 


д} (10) (— 20.81: 


е) (7) --10#, х+ 2101,4 +3<0; 


№ 1 
ж) (3) 2 з > $: 
8) (6) 1048, :х|>1; 


и} (5} 1083, —2(х+2}>1; 


к) (9) 2.251054" —3х—101 > 
( 2 ут 
л) (13) 1ю8„.(2+х)< 1; 

м} (13} ю&,(х—1)-Нов,х>2: 


н} (6) а Вах — ы за? 


а 51. 
28. (3) При каких значениях параметра р вы- 


ражение Арх не 
смысла ни при каких значениях х? 

29. (7) Для каких зиачений парвметра 

а решение системы 
{ — 2х? +12х—в20, 

х<2 
состоит из одной точки? 

30. (4) Изобразите на координатипой плос- 
кости хОу множество точек, координаты ко- 
торых удовлетворяют неравеиствам 

108 :(4у—4х' +1) > юЮ&.(2у). 
„Ву 4х-{3 «8—2. — 
31. Постройте график фуикции: 
а) (9) у=([х+11+1(х— 3}; 


6) 9 у=-(12=+3|--З\5—2). 


при а>0, 


имеет 


Анализ 
1. (11) Найдите ускорение движения точки, 
движущейся прямолинейно, если движение 
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точки задано уравнением 
5251 +58: — 623. 


2. (3) Тело движется прямолинейно по за- 


кону 5(:)==5 4+6 — -ь 3, где 5(:} — путь (в мет- 


рах) и { — времй {в секундах). Найдите 
наибольшее значенне его скорости. 

3. (6) Напишите уравнения касательных к 
графику функцин у=2х*+-2, проходящих 
через точку (0; —6). 

А. (6) Докажите, что функция у-1-12х-- 
+3х—2х? возрастает на интервале ]-—1; 1{. 

5. Найдите точки максимума и мныын- 
мума и промежутки монотонности функций: 

а) (13) их‘ -+4х*— 8х? 4-3; 

З 

В 
—х-х* 

6. Найдите наибольшее и наименьшее зна- 
чения функции: 

а) (13) и=х"(2х--3)—12(3х—2} иа отрезке 
[--3;: 6}; 

6) (3) 


[0;=]. 


7. (3) Найдите критические точки функ- 


у==15 —3с08 х+с03 3х на отрезке 


цни /х)=соз х > зт(2х +1). прннадлежа- 


щие отрезку [0; д]. 

8. (7) При каких значениях а>0 точка 
х—=3 является точкой минимума фуикции 
Г(х)-=2х3—ба'х+3? 

93. (2) Найдите значения параметра с, 
ирн которых функция 

Их) == {«—12)х3-4+-3(е— 12) 57-6 х-7 
монотонно возрастает прн всех х. 

10. (4) Известно, что 2х?--2у'=1. Найдите 
иаибольшее и наименьшее значення функции 
2=3х—у. 


Геометрия 

1. (2) Пусть АВС — параллелограмм, 
причем [АР) [ВС], К — середииа [ВС], Р — 
середина [ОС]. Выразите через векторы 


-_ => — — — 
АК=2а н АР==Ь сумыу векторов АВ и СВ. 

2. (10) Около окружности радиуса г описан 
равиобедрениый треугольник © углом при вер- 
шние в 120”. Найдите длины сторон тре- 
угольника. 

3. (2) Докажите, что винсанная в прямо- 
угольный треугольннк окружность точкой ка- 
сания делит гинотенузу на отрезки, произве- 
дение которых равно площади двиного тре- 
угольника. 

3. (7) В ромб вписана окружность радиуса 
Ю. Три точки касания окружностн со сторо- 
нами ромба соединены между собой. Найдите 
площадь получившегося треугольинка, если 
болыцая дивгональ ромба в 4 раза больше 
‘радиуса вписанной окружности. 

5. (5) Две окружиости касаются внешним 
образом. К первой из ннх проаедена каса- 
тельная. проходящая через цеитр второй ок- 
ружности. При этом расстоянне от точки ка- 
сания до центра второй окружности равио 
диаметру второй окружности. Найдите отно- 
шение площадей получивинхся кругов. 

6. (10) Диагональ прямоугольной трапеции 
равна ее боковой стороне. Найднте длину 
средией линин трапеции, если ее высота 4 см, 
а боковая сторона 5 см. 

7. (6) Величина угла прн основании равно- 
бедренного треугольиика равна 17. В каком от- 


50 


ношении делит высота этого треугольника, опу- 
щенная к основанию, другую высоту? 

8. {2} В треугольмиике АВС известны сто- 
роны |АС|=. [ВС] =а, (АВ|-=с. Найдите, 
в каком отношенин точка О, лежащая ‘на сто- 
роне [ВС], делит отрезок [ВС], если известно, 
что произведение расстояний от точки ОР ло 
двух других сторон треугольника является 
наибольшным. 

9. (16) Плошадь основания правнльной 
треугольной пирамиды раана половине площа- 
ди ее боковой поверхности. Найдите величину 
плоского угла при вершине пирамиды. 

10. (3) В правильной треугольной пирамиде 
сторона осиования равна а н составляет 
с боковым ребром угол а. Найдите площадь 
сечения, проведенного через боковое ребро и 
высоту пирамнды. Почему угол п должея быть 
больше 30°? 

11. (11) В правильной треугольной пира- 
миде вычислите угол наклона бокового ребра к 
плоскости основания, если отношение боко- 
вого ребра к стороие основания равно 2:3. 
Ответ запишите в градусах. 

12. (12) Основаине пнрамиды — квад- 
рат, ее высота проходит через одну из вершин 
осиозаиия. Найдите площадь боковой поверх- 
ности, если сторона основания 20, в высо- 
та 2}. 

13. (12) Стороны основания прямоугольного 
параллелепниеда относятся как л2:п, а диаго- 
иальное сечение — квадрат = площадью @. Оп- 
ределите объем параллелепипеда. 

14. (12) Основание прямого параллелепи- 
педа — ромб с острым углом с и большей див- 
гональю т. Меньшая диагональ параллеле- 
пипеда наклонена к плоскости основания под 
углом В. Найдите объем параллелепипеда. 

15. (7) В основании пирамиды АВСО ле- 
жит правильиый треугольник АВС со сторо- 
ной, равной а. Боковое ребро ОВ перпенди- 
кулярно плоскости оспования. Длина бокового 
ребра СР равив 20. Точка М является се- 
рединой ребра АД. Найдите угол между 
прямыми СМ н МВ. 


16. (11) Объем конуса У. п радиус осно- 
зання К. Чему равна площадь осевого сече- 
ния конуса? Вычислнте ее, если У=4л8. 


17. (6) Ромб с острым углом м вра- 
щвется вокруг одной из своих сторои. Длииа 
большей диагоналн ромба равна 4. Найдите 
площадь поверхности полученного тела враще- 
ния, ‚ 

18. (5} Боковая поверхность конуса с обра- 
зующей [ развернута в сектор, центральный 
угол которого равен 61/5. Найдите объем ко- 
нусв. 

19. (13) В цилнндр помещен конус так, 
что основание конуса совпадвет г нижним 
основаннем цилиндра, а вершина конуса 
совпадает с центром верхнего основания ци- 
лнндра. Образующая конуса наклоиена к плос- 
костн основания под углом а. Найдите объем 
цилиндра, если площадь полной поверхности 
конуса $5. 

20. (10) В конус вписан шар. Угол 
между высотой конуса и его образующей 
равен а. Найдите отношение объема конуса к 
объему шара. 

21. {3) Вокруг конуса, угол наклона обра- 
зующей которого к плоскостн осиования ра- 
вен а, описан шар. Найдите отношение 
объемов данного конуса и шара. 

22. (4) В конус вписан шар. Отношение 
объема шара ик объему коиуса разно 9. НАЙ- 


дите угол между образующей и плоскостью 
основания конуса. Укажите допустимые зна- 
чения 4. 

23. (3) Около шара радиуса К описана 
правильная четырехугольная пирамида, боко- 
вые грани которой наклонены к плоскости 
основания под углом о. Найдите площадь 
полной поверхности пирамиды. 

24. (4) В правильной треугольной призме 
проведено сечение, которое проходит через од- 
ну из сторон нижнего основания и проти- 
воположную вершину верхнего основания. 
Найдите площадь сечения, если сторона осно- 
вания равна а, а плоскость сечеиия образует 
= глоскостью основания угол. равный а. 

25. (4) Три одинаковых шара радиуса 
г касаются одной плоскости и каждый из 
них касается двух других шаров. Найднте 
радиус шара, который касвется плоскости и 
трех данных шаров. 

26. (13) Докажите, что если противопо- 
ложные ребра тетрвэдра попарно равны, то 
влисанный в тетраэдр н описанный вокруг него 
шары коицентричны. 

27. (13) Докажите, что если все диагонали 
параллелепипеда равны по длине, то он 
прямоугольный. 


Устный экзамен 

Алгебра 

1. (9) Три числа, сумма которых равна 26, 
образуют геометрическую прогрессию и являет- 
ся первым, вторым н пятым членом ариф- 
метической прогрессии. Найдите этн числа. 

2. (6) Найдите два числа таких, что пер- 
вое из них составляет 40% квадрата второго 


числа, п второе — 135% квадрата первого 
числа. 


3. (6) Вычислите 
1080 .25С03 615°. 
4. (3) Найдите 10 % от числа 
1 
102-49 Зов, 482 119 
г . 


з РВ +1ю5.3 


1 
(27:08? {52 


5 
5. (12) Вычислите соо р д). если 


мп “= — *. д<ч<% л. 


6. (12) Между какими целыми числами 
1 
заключается 10:7 ? 


9. (2) Не используя таблиц логарифмов, 
докажите, что 
1 1 
106.1 + 10&5л >. 


8. (3) Вычнслите значение выражения 


Е —) со3(л + а} — по)? 


5л 
ч— 54, предварительно упростив его. 


(соз?а — 2сов при 


9. Решите уравнение: 

а) (9) 5—1 = 2—3; 

6) (9) ух-Т-— /б-х-==у2х—12; 

в) (10) \/аху 40-х +2: 

г) (9) 41—*—41+х416*}16—х=7; 

д) (9) 1 х 18 (х-+-10)?-=21511; 

е) (10) 10&,(9*—1--7)=2-Н108(3*—1-+ 1); 
жу (75 45т“х-сов4х==1 4-12с08“х; 


3} (9) зт 2х=1-+- 2 сов х-Рсоз 2х. 
10. (10) Найдите корни уравнения 
. д л 
Зап ( 1—я) ==2сов ( ет +х) ‚ прииадлежащие 
промежутку ]—п; 0]. я 
11, (1) При каких х вектор а==(—1; 4 &п х) 
пергендикулярен вектору 6—9 3х; сов 2х). 
12. Решите систему уравнений: 
х+у  х+у 
а) (9)42 3 +2 6 —6, 
х'+5у'=бху; 


Аи =, 
Му =. 
13. Решите неравенство: 
3 
Зх—1' 
6) (7)|х2—5х,< 6; 
в) (9) ^/х+1/4>2х—1/2; 
г) (6) (+2 х?—3х—4>20; 
д) (9) 108, ‚зх>108,3—5/2. 
14. (10) Найдите все значения х, принад- 


лежащие промежутку (0; п], для которых 
выполняется неравенство 


5 2соа?х 5 
(1) ==. 
15. Найдите область определения фуикции: 
а) (12) у—\/ |х| —4; 
м 6х —х? 


6 = в: 


в) (2) /(х)==\/ 2—3; 

г) (9) =. 5 х—Бх—24-—х-2). 

16. (11) Определите коэффициенты квадрат- 
ного уравнения х?-4-рх-+-9=0 так, чтобы его 
корни были равиы ри 4. 

17. (10) График функцин у=а*+? прохо- 
дит через точку №М(1; 8). Найдите а и мно- 
жество значений х таких, что 0,5<у<16. 
Постройте график, указав на нем искомое 
множество х и данное множество у. 

18. Постройте график: 

а) (6) у=х?— |х|(х-+-4)-+2; 

6) (7) и=Пов(х— 10: 

в} (7) у<ел их, 


6) (2) 


а) (3) ==< 


Анализ 

1. (6) Корни квадратного трехчлена равны 
—1 и 3. Найдите корень производной этого 
трехчлена. 

2. (3) Найдите наибольшее и наименышее 
значения функции у—15 —3с05 х-+с0$ Зх на от- 

л 

[о;:=]. 

3. Найдите промежутки возрастания н убы- 
вания функции: 


а) (9) уе 0 

6) (12) изё2х—4х. 

4. (2) Докажите, что любая касательная 
к кривой 


резке 


у=х?-8х-1 
образует с осью Ох острый угол. 


Геометрия 

1. (3) Известны координаты трех вершин 
параллелограмма А(—3, —2), В(З, 1), С(5, 0). 
Найдите координаты его четвертой вершины. 
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2. (6) Заданы векторы ОЁВ=б и ОС, 
где О — точка пересечения медиан тре- 


Угольника АВС. Найдите векторы АВ и АС. 
3. (10) Длины катетов ирямоугольного 
треугольника равны 12 см и 35 см. Найдите 
длину медианы, проведениой к гипотеиузе. 
4. (2} В прямоугольный треугольник се 
катетом п вписаиа окружность радиуса г. 
Найдите гипотенузу этого треугольника. 

5. (7) Дана прямоугольная трапеция с ос- 
нованиями, равными 3 и 2, и меньшей бо- 
корой стороной, равной 1. Определите рас- 
стояние от точки пересечения диагоналей тра- 
пеции до ее основания. 

6. (6) Отношение площади круга к пло- 
щади описанного около него ромба равио 


л 
— . Найдите острый угол ромба. 


8 

71. (3) Периметр равнобедренного тре- 
угольника равен 12. При какой длине осно- 
вания его площадь будет наибольшей? 

8. (0) Образующая комуса наклоиена к 
плоскости основания под углом а. Определите 
площадь основания конуса, если его полная 
поверхность равна @. Вычислите значение 
площади осиования при @=36, и«=60°. 


Физика 


Задичи устного и письменного экзаменов 


Мсханика 

1. {11) Скорость электропоезда увеличи- 
лась с 5, ==21,6 км/ч до 0,=108 кыГч на пути 
{==54 м. Определите ускорение движения поез- 
да. Результат представьте и единицах СИ. 

3. (10) Какой путь проходит свободно па- 
дающее тело за третью секунду двнжения 
{#=10 м/с]? 

3. (10} С какой начальной скоростью необ- 
ходимо вертикально вниз бросить тело мас- 
сой т=? кг, чтобы через $ —=1 с его кинетиче- 
ская энергия была равна Е, =2,5 кДж (8= 
==10 м/с")? 

4. (10} С крыши здания высотой #=16 м 
через одинаковые промежутки времеии па- 
дают капли воды, причем первая ударяется 
о землю в ТОТ момент, когда пятая отделяется 
от крыши. Определите: а) время падения кап- 
лин; 6) расстояние между третьей ин четвертой 
каплями в воздухе в момент удара первой 
капли о земяю. 

5. (1} С поверхности земли вертикальио 
вверх брошен шарик. Некоторую точку А ша- 
рик проходит дважды: спустя время #, и вре- 
мя {, после начала движения. Определите вы- 
соту точки А над поверхностью землн. Сопро- 
тивление воздуха не учитывать. 

6. (5) С вертолета, маходящегося на высо- 
те #500 м, упал камень. Через какое время 
камень достигнет поверхности земли, если: 
2} вертолет инеподвижен; 6) вертолет подни- 
мается со скоростью 9,=4,9 м/с? Сопротивле- 
ние воздуха не учитывать. | 

9. (11) Камень, брошенный горизонтально 
на высоте #—1,25 м над землей, упал на нее 
на расстоянии 1—5 м от места бросяния (но го- 
ризонтали). Определите начальную скорость 
камня. Результат представьте в единицах СИ. 
Сопротивление воздуха не учитывать. Принять 
&=10 м/с”. 

8. (1) Каким должен быть объем Т,„ по- 
лости железного буя для того, чтобы он мог 


9. (9) На чашах погруженных в воду разно- 
плечных весов находятся алюминиевый и же- 
лезный шары одинаковой массы т. Опреде- 
лите массу сплошного шара из меди, который 
надо добавить для восстановления равнове- 
сия. Плотность алюминия ,=2,7 г/смЗ, же- 
леза ок=7,88 г/см3, меди оиг=8.93 г/смз. 

10. (9) БВ бак с жидкостью опущена длин- 
ная трубка диаметром а, к которой сиизу плот- 
но прилегает цилиндрический диск толщи- 
ной й и диаметром О. Плотность материала 
диска (©, больше плотности жндкости о. Труб- 
ку медленно поднимают вверх. Определнте, на 
каком уровне диск оторвется от трубки. 

11. (1) Для взятия пробы грунта на дно 
океана на стальном тросе опускается дрибор. 
Найдите предельную глубину погружения, ес- 
ли предел прочности на разрыв стали 9. = 
—4,8 . 10° Н/м?. Массой прибора по сравне- 
нию с массой троса можно пренебречь. Плот- 
ность стали д: =7,8 . 103 кгум”, плотность мор- 
ской воды о,==1,03 + 10° кг/м*. 

12. (14) у: сосуде иаходятся две несмеши- 
вающнеся жидкости различиых плотностей. 
На границе раздела жидкостей плавает одно- 
родный куб, погруженный целиком в жидкость. 
Плотность материала куба о больше плотно- 
сти 0, верхней жидкости, но меныше плотно- 
сти 0; нижней жидкости 1 <0< 02). Какая 
часть объема кубвь будет находиться в верхней 
жидкости? 

13. (14) От поезда, идущего по горизон- 
тальному участку пути п постоянной ско- 
ростью ь„ отцепляется 1/3 состава. Через не- 
которое время скорость отцепившихся вагонов 
уменьшилась в два раза. Считая, что сила тяги 
при разрыве состава не изменилась, определи- 
те скорость головной части поезда в этот мо- 
меит. Сила трения пропорциональна силе тя- 
жести ин не зависит от скорости. 

14. (14} Найдите ускорення, с которыми бу- 
дут двигаться грузы с массами т, и т, в систе- 
ме, состоящей из одного неподвижного и трех 
подвижных блоков (рис. 1). При каком соот- 
ношении между массами грузов система будет 
находиться и равновесии? Трением и массой 
блоков пренебречь. 

15. (11) С какой минимальной силой, на- 
правленной горизонтально, надо прижать плос- 
кий брусок к вертикальной стене, чтобы он 
не соскользнул вниз? Масса бруска т-=6 кг, 
коэффициент трения между бруском н стенкой 
и==0,1. Результат представьте в единицах СИ. 
Принять #-==10 м/с". 

16. (1) Поезд, подходя к станции со ско- 
ростью о—=72 км/ч. начал тормозить. Каково 
иаименьшее время торможения до полной оста- 
новки поезда, безопасное для спящих пассажи- 
ров (пассажиры не падают с полок)? Каков ми- 
нимальный тормозиой путь? Ускорение поезда. 
при торможении считайте постоянным, коэф- 
фициент трения пассажиров о полки р-==0,2. 

17. (13) Вагон идет по закруглению радиу- 
сом Я=800 м со скоростью и=72 км/ч. Рас- 
стояние между рельсами {=1,68 м. Определи- 
те, на сколько должен быть выше внешний 
рельс по сравненню Е внутренним, чтобы ва- 
гон не перевернулся? 

18. (1) Внутри трубы между точками А н В 
(рис. 2) скользит шайба массой т. Определн- 
те максимальную силу давления шайбы на 
стенку трубы, если длина дуги АВ равна диа- 
метру трубы. Трение не учитывать. 


плавать на поверхиости воды? Объем буя И, 
плотность железа о„, плотность воды 0,- 


19. (9) Азтомобиль массой т-=1000 кг 
въехал на выпуклый мост длиной 1=-=156 м 
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Рис. 1, 


Рис. 2. 


со скоростью и, =36 км:ч. По мосту он дви- 
гается Е ускорением «=1 м/с’. Определите си- 
лу давления со стороны автомобиля п середине 
моста, где радиус кривизны А=200 м. 

20. (1) Катушка за намотанную на нее нить 
подвешена около вертикальной стены (рис. 3}. 
Малый радиус катушки г, большой — К. 
коэффициеит трения между катушкой п сте- 
ной п. При каком наимеиьшем угле & между 
нитью н стеной катушка не будет скользить 
по стене? 

21. (1) Если к пружине поочередно подве- 
шивать грузы массой т, и т, то ее длнна ока- 
зывается равной соответственно {[; и [.. Какая 
работа совершается при растяжении пружииы 
от длины | до длины [2 

22. (14) Деревяниый шар массой М лежит 
иа тонкой подставке. Снизу в шар попадает 
пуля массой т, летящая вертикально вверх, 
и пробивает его. При этом шар подскакивает 
на высоту В. На какую высоту поднимется пуля 
над поставкой и шаром, если ее скорость пе- 
ред ударом п шар была г? 

23. (10) Два груза массами т,=10 кг и 
т.==15 кг свободно подвешены на нитях дли- 
ной {=2 м так, что соприкасаются между со- 
бой. Меньший груз отклонилн на угол и-60°. 
Определите: а) на сколько изменилась потен- 
циальная энергия отклонеиного груза; 6) на ка- 
кую высоту поднимутся грузы, если откло- 
ненный груз отпустили и после удара грузы 
движутся вместе. 

24. (1) Два пластилнновых шара, массы ко- 
торых относятся между собой, как 1:2, подве- 
шены на одинаковых легких нитях длиной 1. 
При этом шары касаются друг друга. Шары 
развели в противоположные стороны так. что 
нити отклонились от вертикали на угли. в 
одновременно отпустили. Определите скорость 
слипшихся шаров сразу после удара. Сопро- 
тивление воздуха не учитывать. 

25. (8) Электрическая лебедка, развиваю- 
щая мощность М№=15 кВт, тянет равномерно 
вверх по наклонной илоскости тело. Опреде- 
лите угол наклона плоскости, если тело обла- 
дает импульсом Р.-25 . 10* кг. м/с, п коэф- 
фициент треиия ц==0,1- 


Молекуляриая физика. Тепловые явления 

1. (14) Средняя кннетнческая энергия хаоти- 
ческого движения молекул при данной темпе- 
ратуре у всех веществ одинакова. Определите 
отношение средних скоростей хаотического дви- 
жения молекул водорода и кислорода при од- 
ной и той же температуро. 

2. (8) Сосуд емкостью У=10 л наполинли 
газом при давлении р=2 + 10° Па. Какое коли- 
чество воды войдет в сосуд, если под водой 
на глубине # —=40 м в самой нижней части его 
будет сделано отверстие? Атмосферное дав- 
ление `р,==10’ Па. Илотность воды в 
—=10* кг/м“. 


Рис. 4. 


3. (1) В закрытом баллоне при температу- 
ре Т=300 К и давлении р=1,1 + 10° Па на- 
ходится газ. При его нагревании на \Т=409 К 
давление газа в баллоне повысилось на \р= 
—160 кПа. Произошла ли диссоциация газа 
прн нагревании? Изменением объема баллона 
при нагревании можно пренебречь. 

4. (14) Газ последовательно переводится из 
состояния 1 с температурой Т, в состояние 2 
с температурой Т.. а затем в состояние 3 п тем- 
пературой Т, и возвращается в состояние {. 
Определите температуру Т.. если процессы 
изменения состояния происходили так, как это 
показаио на рисунке 4, а температуры Т, и Т, 
известны. 

5. (9) В сосуд объемом И-=10 л. наполнен- 
ный сухим воздухом при нормальных условиях 
(давлении р.=1,01 * 10” Па, температуре #,-= 
—0 °С), вводят воду массой и: =3 г и нагревают 
до температуры #=100 "С. Определите давле- 
ние влажного воздуха в сосуде при этой 
температуре. 

6. (1: В сосуде объемом УИ=100 л нахо- 
дился сухой воздух при пормальном атмосфер- 
ном давлении (р,—1.01 + 10" Па). Затем в сосуд 
налили 1=:100 г воды и герметически закры- 
ли его. Вся ли вола превратится в пар, если 
сосуд нагреть до температуры #==100 “С и лод- 
держивать эту температуру постоянной? Мо- 
лярная масса воды М=18 - 10—3 кг;моль, уни- 
версальиая газовая постоянная № == 
—8,31 Дж/(моль . К). Изменением объема со- 
суда при нагревании можно пренебречь. 

7. (14) В котле паровой машины темпе- 
ратура #{—=150 °С. Температура холодильни- 
ка [.-=10 °С. Какую теоретическн максималь- 
ную работу может выполнить машина, если и 
топке, коэффициент полезного действия кото- 
рой |=80 %,, сожжено т=200 кг угля г удель- 
ной теплотой сгорания 1=3,1 - 10° Дж,/кг? 

8. (5) С какой скоростью должив лететь 
свинцовая пуля, чтобы расплавиться при уда- 
ре ос стенку? Температура летящей пули 


Т—=300 К. Предполагается, что все количество 
теплоты, выделившееся при ударе, пошло на 
плавлеиие пули. Температура плавления свин- 
ца 7Г.=600 К, удельная теплосмкость свиица 
с=100 Дж/(кг .: К), удельгая теилота илавле- 
ния свинца 5—3 - 10* Дж.кг. 


Рис. 7. 


Рис. 6. 


9. (1) За время т==2,0 ч автомашина прошла 
путь з=160 км. Двигатель при этом развивал 
средиюю мощиость М=70 кВт при коэффициен- 
те полезного действия п==25 %. Сколько горю- 
чего сэкономил водитель за эту поездку, если 
норма расхода т,=36 кг на $, =100 км пути? 
Теплота сгорания топлнвй 4-==4,2 - 10‘ Джукг. 


Основы электродинамики 

1. (5) Два точечных заряда находятся на 
расстоянии { друг от друга. Если расстояние 
между ними уменьшится на АЁ==50 см, то сила 
ззаимодействия увеличнтся в 2 раза. Найдите [. 

2. (9) Между пластинами плоского воздуш- 
ного горизонтально расположенного конденса- 
тора находится заряженная капелька масла 
мвосой т==10-8 г н зарядом 9—107 {$ Кл. При 
разности потенциалов между пластинами (= 
—500 В и при начальной скорости и,==0 кап- 
ля проходит некоторое расстояние в два раза 
медленнее, чем при отсутствии электрического 
поля. Найдите расстояние между пластинами. 
Сопротивлением воздуха пренебречь. 

3. (8) Плоский воздушный конденсатор за- 
рядили до разности потенциалов {/=200 В, зв- 
тем откяючили от источника напряження, уве- 
личили расстояние между обкладками в 3 раза 
и погрузилн целиком в трансформаторное мас- 
ло. Опреде:; ите разность потенциалов на пласти- 
нах кондеисатора после погружения в масло, 
если диэлектрическая проницаемость масла 
"=2,2. 

4. (14) На дне широкого сосуда г жидким 
диэлектриком г относительной диэдектриче- 
ской проницаемостью г элкреплена пластииа 
конденсатора площадью 5. Другая пластина, 
имеющая вид бруска высотой Н и площадью $5, 
плавает над ней в диэлектрике. На какую глу- 
бину погрузится нижняя плоскость бруска, ес- 
ли на пластины подать одинаковые по моду- 
лю, ис противоположные по знаку заряды @? 
Плотность жидкости ©. плотность бруска в 
(>20). Поле между пластинами считать од- 
нородным, 

5. (8) Определите ЭДС источника, если при 
подключении к нему резистора с сопротивле- 
вием В напряжение на зажнмах источиика 
У, —=10 В, а при подключении резистора с со- 
протнвлением 5Ё напряжение 0,-20 В. 

6. (13) Аккумулятор замкнут на некоторый 
проводник. В цепь включают параллельно друг 
другу два амперметра; они показывают соот- 
ветственно 1,==2 А и 1,=3 А. Затем эти ампер- 
метры включают в цель последовательно, п они 
показывают [,—4 А. Какой ток течет в цеги 
в отсутствие амперметров? 

7. (14) Дан проволочный квадрат (рнс. 5). 
Сопротивление стороны квадрата К 1 Ом. Кон- 
такты М и М перемещаются одновременно по 
сторонам АВ и СБ. В каких пределах нзме- 
няется сопротивление квадрата? 

8. (11) Источник тока замыкается один раз 
проводником с сопротивлением В ==4 Ом, а дру- 
гой — В,=9 Ом. В обонх случаях количество 
теплоты, выделившееся в проводниках за одно 
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Рис. 8. 


и то же время, оказалось одинаковым. Опре- 
делите внутреннее сопротивление нсточника. 
Результат представьте в едивицах СИ. ы 

9. (1) Гальванический элемеит в ЭДС & 
и внутренним сопротивлением г замкнут на 
внешнюю цепь. При изменении ее сопротивле- 
иия ток Г в цепн также изменяется. Найдите 
зависнмость коэффициеитя полезного дейст- 
вия | источника от тока Г. Начертите график 
этой зависимости. 

10. (5) Две электроплитки, включенные в 
сеть параллельно, потребляют мощность Р-. 
Какую мощность будут потреблять эти электро- 
плиткн, включенные последовательно, если од- 
на из электроплиток при параллельном вклю- 
чении потребляет мощность Р,? 

11. (10) По проводнику сопротивленнем 
В=300 Ом в течение времени т=—20 п прохо- 
дит ток силой 1=2 А. Определите: а) выде- 
лившееся количество теплоты; 6} во сколько раз 
увеличится объем газа, если проводник был по- 
мещен в сосуд с газом массой т=40 г при на- 
чальной температуре 7—=300 К. Процесс счи- 
тать изобарным. Потери текла не учитывать. 
Удельная теплоемкость газа в данном про- 
цессе равна с-=5 - 10° Дж/(кг + К). 

12. 49} Батарея аккумуляторов замкнута 
проводником, параллельно которому присоеди- 
нен конденсатор емкостью С—=10 мкф (рис. 6). 
Определите ЭДС батареи, если заряд на кон- 
денсаторе 4—4,6 . 10—% Кл, а в проводнике вы- 
деляется мощность Р==23 Вт и известно, что 
ток короткого замыкания батареи 1-5 А. 

13. (1) Во сколько раз изменится тепловая 
мощность, выделяющаяся в электрической це- 
пи, при перемене полярности на клеммах [и2 
(рис. 7)? Модуль напряжения на клеммах счи- 
тайте постоянным, диоды идеальными, сопро- 
тнвления резисторов одннаковыми. 

14. (11) На рисуике 8 представлены гра- 
фики зависимостн массы двух различных ве- 
ществ, выделяемых на электродах при злект- 
ролизе, от времеии протекания тока через 
электролит. Какому из зтих графиков {1 или 2) 
соответствует вещество п более высоким зиа- 
чением электрохимнческого эквивалента, если 
сила тока, протекающего через электролит, в 
обоих случаях одинакова? Ответ обоснуйте. 

25. (9) К электролитнческой ванне, содер- 
жащей слабый рвствор серной кислоты, при- 
ложена разиссть потенциалов (=40 В. Выде- 
ляющийся на катоде газообразный водород со- 
бирается в сосуде объемом У=—400 см3. Через 
некоторое время давление водорода в сосуде 
достнгает значения р-=1215 гПа при темпера- 
туре {1-20 °С. Найдите работу, совершенную 
источником тока. 

16. (13) Пройдя ускоряющую разность по- 
тенциалов И-=3,52 . 10° В, электрон влетает в 
однородиое магнитиое поле Е индукцией 
В—=0,01 Тл перпендикулярно линиям индук- 
ции и движется по окружности радиусом 
В=2 см. Вычислите отношение заряда элект- 
рона к его массе. 


Рис. 10. 


Рис. 9. 


17. (10} Проводник длиной 2—=0,5 м и со- 
противлением ЕК=0,025 Ом движется поступа- 
тельно и плоскости, периенднкулярной маг- 
нитному полю к индукцией В=5 . 10-3 Тл. 
По проводнику течет ток ГА А. Скорость дви- 
жения проводника о-—=0,8 м/с. Во сколько раз 
мощность, затраченная на нагреванне провод- 
ника, больше мощности, затраченной на его пе- 
ремещение в магнитном поле? 

18. (9) Однозарядные ионы с массовыми чис- 
лами А, 20 н А,-==22 разгоняются в электри- 
ческом поле разностью потенциалов И—4Ж 
Ж10? В, затем попадают в однородное маг- 
ннтное поле с индукцией В==0,25 Тл перпен- 
дикулярно к магнитным линням н, описав по- 
луокружность, вылетают двумя пучками. Опре- 
делите расстояние между этими пучками. 

19. (1) Однородиое магиитиое поле г ии- 
дукцией В создано в полосе толщиной @ (рис. 9). 
Пучок электронов направляется перпендику- 
лярно полосе н линиям вектора магнитной 
индукции. При каких скоростях и электроны 
не пролетят на другую сторону полосы (зотра- 
зятся» ОТ «магнитной стенки»)? 

20. (14) В однородном магнитном поле с 
индукцией В расположена замкнутая катуш- 
ка с диаметром 4 н числом витков п. Плоскость 
катушки перпендикулярна к линиям индукции 
поля. Какой эвряд пройдет по цепи катушки, 
если ее повернуть на 180°? Проволока, из ко- 
торой намотана катушка, имеет площадь сече- 
ния 5 и удельное сопротивление 0. 


Колебания я волны 
1. (11) Материальная точка совершает гар- 
монические колебания согласно уравиению 


х=2 ва (14+ =) ‚ в котором все величины за- 


даны в единицах СИ. Определите период коле- 
баний. Результат представьте в единицах СИ. 

2. (10) Определите длину математического 
маятника, если известно, что при уменьшении 
длины нити на А/=5 см частота колебаний 
маятника увеличивается в #==1,5 раза. 

3. (5) Два маятника одновременно начииают 
колебаться. За один и тот же промежуток вре- 
мени первый делает №, —=20, в второй №,==10 ко- 
лебвиий. Определите отношение длин этих 
маятников. 

4. (1) Тело, прикрепленное к пружине, вы- 
вели из равновесия и отпустили, в результате 
чего оно совершает гармонические колебания 
вдоль горизонтального стержня. Определите от- 
ношеиие кинетической энергии системы к ее по- 
теициальной энергии по истечении времени # 
после начала колебаний, если их период ра- 
вен Т. Массой пружины можно пренебречь. 

5. (10) На длинной иити подвешен метал- 
лический шарик массой т:=-10 г и положи- 
тельным зарядом 4==1,6 . 10-7 Кл. Определи- 
те: а) натяжение нити, если нить е шариком 
находится в однородном, направленном вер- 
тикально вверх электрическом поле напряжен 
ностью Е=10* В/м; 6) отношение ипериодон 


Рис. 11. 


свободных колебаний, когда электрическое поле 
выключено н когда оно включено. 

6. (10) На какую длнну волны настроен 
приемник, если его приемный контур обла- 
дает индуктивностью [0,008 Гн н емкостью 
С=3 . 10—10 Ф (се - 10% м/с)? 

7. (11) Определнте период свободных элект- 
ромагнитиых колебаинй в контуре г нндук- 
тивностью [.=210 мкГн н емкостью С-:10 мкФ. 
Результат представьте в микросекуидах н 
округлите до целого числа. 

8. (5) Колебательный контур состоит из ка- 
тушки с индуктивностью Ё—0,2 мкГн и пере- 
менного конденсатора, емкость которого может 
изменяться от С,=50 до С,—=450 пФ. Какой 
диапазои частот н длин волн можно охватнть 
настройкой этого контура? 

9. (10) Контур содержит катушку и кон- 
денсатор. Во сколько раз увелнчится период 
собственных колебаний в контуре, если парал- 
лельно конденсатору подключить еще 3 таких 
же конденсатора? 


Оптика 

1. (11) На границу раздела двух сред п по- 
казателями преломлення п, и пл, {п,<л,} па- 
дает параллельный пучок света в направленин 
луча 1 (рис. 10}. В каком направленин (2, 3 
илн 4) распространяется преломленный пучок 
света? Ответ обоснуйте. 

2. (14) Сечение стеклянной призмы имеет 
форму равносторониего треугольника. Луч па- 
дает на одну из граней перпендикулярно к ней. 
Найдите угол между направленнямн луча па- 
дающего и луча, вышедшего из призмы. По- 
казатель преломления стекла п=1,5. 

3. (13) На какую максимальную глубину 
можно погрузить в воду точечный нсточник 
света, чтобы квадратный плот со стороной 
а=4 м не пропускал света в пространство над 
поверхностью воды? Коэффициент преломле- 
ния воды п=1,33, центр плота находнтся над 
источником света. 

4. (8) Луч света падает на грань стеклян- 
ной призмы перпендикулярно к ее поверхно- 
сти и выходнт яз противоположной грани, 
отклоннвшись от первоначального направления 
на угол ю (рис. 11). Определите преломляю- 
щий угол призмы В, если показатель презом- 
ления стекла пл. 

5. (#1) Пластинка состонт из нескольких 
плоскопараллельных слоев различных ве- 
ществ. Луч света падаст низ воздуха на пер- 
вый слой под углом а. Определите угол пре- 
ломления в последнем слое, если показатель 
преломления вещества этого слоя п. 

6. (1) Луч света падает иормально на 60- 
ковую поверхность стеклянного клина. Каким 
должен быть угол клина для того, чтобы луч, 
отразивщись от второй, посеребренной, поверх- 
ности клина и снова упав на его первую по- 
верхность, испытал на ней полное отражение? 
Показатель преломления стекла п считайте 
известным. 
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| 60-0” 75-0“ 


”, Ги 


Рис. 12. 


7. (10) Фокусное расстояние объектива 
проекционного аппарата Р=0,25 м. Какое уве- 
личение диапозитива дяет проекционный аппа- 
рат, если зкраи удален от объектива на рас- 
стояние /—=4 м? 

8. (9} Точка движется со скоростью #,== 
=—3 м/с перпендикулярно главной оптической 
оси собирающей линзы к фокусным расстоя- 
жием Р—20 сы, пересекая ось иа расстоянии 
4=60 см от линзы. С какой скоростью дви- 
жется изображение точки? 

9. (1) Предмет в внде стержня расположен 
вдоль главной оптической оси тоикой соби- 
рающей линзы так, что его концы удалены 
от линзы иа расстояния 4,=="/› Ри 4.=/, Е. 
гле Е — неилвестиое фокусное расстояние лии- 
зы. Во сколько раз длина нзображения боль- 
ше длины самого предмета? 

10. (1} На главной оптической оси на рас- 
стоянии 4-=60 см от собирающей линзы, фо- 
кусное расстояине которой Ё=40 см, располо- 
жен точечный источник света. Линзу по дива- 
метру разрезалн на две половины и симмет- 
рично развели их на расстояние г—=\1 см в на- 
"равлении, нерпендикулярном главиой оити- 


ческой оси. На каком расстоянии друг от друга 
будут расположены изображения источника, 
полученные в половинах линзы? 

11. (14) На каком расстоянии от глаза надо 
держать маленький предмет при рассыматрива- 
нии его в лупу е фокусным расстоянием 
Р-2 см? Какое при этом получится увели- 
чение? Лупа находится на расстоянии {==5 см 
от глаза, изображение — на расстоянии наилуч- 
шего зрения 4,=25 см- 

12. (1) На рисунке 12 приведен график зв- 
висимости кинетической энергии Е, электро- 
нов, вылетающих Е поверхности бария при фо- 
тоэффекте. от частоты » облучающего света. 
Иснользуя график, рассчитайте постоянную 
Планка и работу выхода электрона из бария. 

13. (9) Цинковую пластинку (работа выхо- 
да из циика А =6,4 . 10-1? Дж) освещают мо- 
нохроматическим светом с длиной волны, соот- 
ветствующей переходу электрона в атоме водо- 
рода между уровнямн с энергией \/, —=— 0,38 эВ 
и И’, —=— 13.6 эВ. Определите, на какое макси- 
мальное расстояние от пластинки может уда- 
литься фотоэлектрон, если вне ее имеется за- 
держивающее (то есть возвращающее электро- 
ны обратно к металлу) однородное электри- 
ческое поле напряженностью Е=10 В:см. 

14. (11) Определите электрическую мощ- 
ность атомной электростанции, расходующей 
в сутки т=220 г урана “Г и имеющей КПД 


- 1=25 %„, если известно, что при делении од- 


ного ядра урана выделяется энергия, в сред- 

нем равная М, 3.2 . 10И Дж. Результат 

представьте в мегаваттах (1 МВт==10° Вт) и 

округлите до целого числа. Постоянная Аво- 
гадро М =6,02 - 102? моль”*. 

Публикацию подготовили А. А. Егоров, 

В. А. Тихомирова 


Список читателей, приславших пра- 
вильные решения 


{Начало сем. на с, 46) 


94, 97: М. Кудряшев (Москва) 02; М. Кузин 
(Коломна) 99; Д. Кучулория (Тбилиси) 96; 
П. Ливник (ст. Анапская Краснодарского кр.} 
93. 95: Ю. Литвиненко (Воронеж) 96; К. Лопин 
(Фрунзе) 93; Д. Лунц (Саратов) 93—97, 99, 00; 
П. Лушников (Москва} 93, @6 —97, 01. 02, 04; 
О. Мазяр (Львов) 96, 02, 06; И. Маресин 
(Москва) 06; Г. Марченков (Саратов) 895; 
А. Мастыкин (Минск) 94; Ю. Махлин (Москва) 
00, 02. 06: С. Машкевич (Киев) 93, 95, 96, 
00—02, 06: А. Медведев (Горький) 06; В. Мень- 
ков ( Мончегорск} 93—96, 39, 01, 02—04, 06, 07; 
А. Микалькявичюс (Панезежис) 94, 96, 99, 00; 
С. Минаев (Свердловск) 93—95; Т. Мисирпаша- 
ев (Москва) 99, 00. 02, 06, 07; А. Михеев 
(Москва) 93. 96, 97; В. Моравецкий (Киев} 
99. 06; О. Мороз (Алма-Ата) 02; А. Муравьева 
(Брест) 99; С. Мягчилов (Одесса) 93—03, 06, 07; 
А. Недачин 4Киез) 99; С. Никоненко (Киев) 
93, 95, 97, 99, 02, 06; С. Оганесян (Баку) 04; 
Н. Овчаренко (Киев) 04, 06; Е. Однорогова 
(Винница) 01; А. Онуфриев (Москва) 93, 00, 
02, 06; О. Осауланко (Киев) 93, 95, 99, 00, 04; 
С. Павлик (Ужгород} 93; Р. Паламарчук (Не- 
жин) 96, 06; А. Панычев (Магадан) 06; Б. Пар- 
канский (Кишинев) 93, 94; Д. Пастухов (Ви- 
тебск) 93. 96, 97, 99, 01, 02; А. Перепеличный 
(Владимир-Волыиский) 96, 06; С. Пиунихин 
(Москва) 95; О. Посудневский (Береза) 06; 
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В. Прибытков (Находка) 06; А. Приходовский 
{Береэв} 08: С. Рахамов (Казань) 95—02; 
Р. Ривкин (Минск) 02, 07; А. Ростов (Винница) 
96, 02, 04; С. Рося (Минск} 99, 00, 07; М. Ру- 
дык (Винница) 93, 02; Ю. Рыбалочка (Киев) 
96, 99, 01, 02, 04, 06; М. Савченко (Белгород) 
95. 96, 99, 00, 02; Т. Сагайдак (Клаиев) 94, 95, 
04; В. Сакбасв (Алма-Ата) 96, 06, 07; 5. Самой- 
лов (Киев) 96, 97, 993, 02; В. Сандомирский 
(Братск) 99, 06; 4. Сиваченко (Москва) 06; 
М. Скоробогатов (Киев} 93, 95—97, 39, 00, 09 2— 
04, 06, 07; С. Собесский (Новосибирск) 95, 99; 
А. Сомов (Киев) 93; Г. Спивак (Киев) 93, 94, 
96. 02; С. Степаняни (Ереван) 93, 87, 02. 04; 
И. Струговщиков {Киев} 93, 96; Б. Сулейманов 
(Баку) 93—97: Р. Суник (Киев) 93; В. Гарта- 
ковский (Кнев} 93, 95—97, 89, 00, 02, 06; 
И. Терез (Симферополь) 93, 94, 96, 97, 99, 00, 
02; {1. Трусевич (Сердобск) 96; С. Тижанский 
(Винница) 99, 02, А. Тюрин (Николаев) 02; 
д. Углов (Геленджик) 96; Е. и Т. Уклистые 
{Астрахань} 96; Р. Ульмасов (Душанбе) 93; 
М. Уманский (Москва) 95; А. Умнов (Миасс) 
93, 96, 00; Н. Федин (Омск) 93, 94. 96, 97, 
99—02. 04, 06, 07; Л. Федичкин (Москва) 93— 
95, 00, 02, 04. 06, 07; С. Феранчик (Минск) 
394. 96. 97. 99. 00, 02; С. Ферлегер (Ташкент) 
99, 00, 02: А. Фокин (Москва) 93; В. Фурман 
(Ташкент} 93—02, 06, 07; А. Цире (Апатиты) 
93, 95—02: С. Чернышев (Толикент) 06; 
Г. Швец (Киев} 93, 96, 00, 04, 06; Д. Шкловский 
(Ленинград) 06; 1. Шмидт (Андижан) 00, 01; 
О. Яковлев (Иркутск) 93—02; А. Ястребов {Ки- 
ровоград) 06. 


Ответы, указання. решення 


Задачи вступительных экзаменов 
в различные вузы в 1984 году 


Математика 
Письменный экзамен 


Алгебра 

1. 187. 2. 2% ч. 3. 10 ч., 15 ч. 4. 62.5. 2360. 

6. 10 с. 7. 6. 8. а} а—с; 6) 1146; в) 2. 9. --5,625. 
2 10 


1 | 
11. а) 97/98; 6) — 16 (3% 3--4). 12. ЗВ 
/5) 


У 7 Е р 
13. 6 (2+./6) при > <а<я; 6 (2+6) 


при д<а< 14. {6}. 15. а) [—1,1; 1.1); 
6) {[—15}; в) [3}; г) Нов. (6 + /37), овцу Пу 
1 
—1, 2, 3, 4}; —.й ; —З а; 
д) { #16 оо} ж) {ЗН 
+ со [; 3) {2—\33; 3}; и) | —3, —2, 1}; к) {1/2. 41; 
л) {10 °; 10; м) [25 н) х,=луа4лЕ, 
х‚-загов 2-41 (, 162): 0) х,==лА, х,= (24 1) 
п л 
(®. 162: п) к (ВЕН, х=54--П 


(к, 162); р) х= 162+ (СР; ©) х, (2+1. 


х,—=2 агссо8 з 4+4л1 (В, (62); т) х=агия 2-4 

+2 (ЕР): у) х— 541 = 1) (162): ф) х,= 
я мы 2п 

= (2А+1, х.-==(— 1) г +21 х.-= = +2лт 

(Е, .тЕЕ); х) х.— 5 А+ х,=21 (А, 162); 

п) х— 4 (4#--1) (#62); ч) х= 548 —1) ВЕР: 


и) х— 3 (6% +1) (4С2). 16. х=5 (2+1), 


‚_| 
у--х:+3 


д 


л и 
х.— (12141), ху 2т--5) (в, & те! 
1. 0). 11. $2, 2+ а), (—2. 2+3) 
(К, 12). 18. 5. 19. = У. 20.2.21.х—1. 23. &==1. 


23. а—2. 24. а—0. 25. а} {{1, 2), (—1, --2){ 
5) {(3, —5), (—3, —5): в) 41. 9}, {9, 1}}; г) {(4, 3), 


(—4, —3)}; д) {(=. —2). «а. 3: е) (1. 3). 
26. а) ] —©; 0[1) [2; 3}; 6) [—2; 0([1]2; 4]; 
в) ] —©; —8] 0 ] —3: 011] 0; 1 [. 27. а) ] 3/2; 
+05 [:6) ] —<о; 0]: в) ] —с; —1ов. 2/ По&, ы 


5 Е 

пов: © [- г) } —о; —11] 1; го [: д) | —э: 
1 

-—9 [1]5; о [; е) }0; Т6 0 Ч: 1 |: 


ж) =: АГ: 2) ©; и) ]1: 2(; к) |—©; —21[} 
916; +о[; л) |—2; —ЦИ]— Е; 01110; Ц 


и2: В © м) ].. ее [ при 


ат 
аЕ]0; ЕЕ Е | приаС]1; + [; 


н) ]—<; —юЮй.(а-+2)[ при аЕ]0; ЗЕ, 
]—108.(@+2)}; +0 прин @611; о. 28. 
РЕ: 2[. 29. а=20. 30. См. рис. 1. 31. 


в) См. рис. 2; 6} см. рис. 3. 


Анализ 

1. 10. 2. ю..=36 м/с. 3. у=8х—6 п 
у=—8х—6. 5. а) убывает при хе]-— 00; —4[ 
и хе]; Ц; возрастает при хб]—4: ОЧ и 
хе; +о[; х=—4 и х=1 — точки мини- 
мума, х==0 — точка максимума; 6) возрастает 
прн хе]—Е; Ц, убывает при хс]— с; —И 
и хе]1; +°[. При х=—{ — минимум: при 
х-=1 — максимум. 6. а} уши ==9(3)==— 57; ушах = 
—=1(6)=132; 6) иуиш=и(л/4)=15—2\ 2, У.х= 
—и(л/2)=15. 7. 10, л/6, 51/6, д}. 8. а=3. 
9. сс[12; 14]. Указание. Неравенство 
Р(х)=3(е—12)х- +6(с—12)х--6 >20 должно вы- 
полняться при всех х, то есть при с>12 и 
0/4=—(с—12)—2(«—12)< 0. 

10. 21.х=^/5, 21. ==— 5. Указание. Наи- 
большее и наимсньшее 2 соответствуют слу- 
чаям, когда прямая у>3Зх— 2 касается окруж- 


ности х?-+у?= 1,2. 


Геометрия 
Е .  2(2+: 3) 
1. 208 —5). 2. 2+3; ——. 
ъ + 
3. Решение (рис. 4). Пусть г — радиус 


< 


у---х:-х+6 
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виисанной окружности. Тогда |РС|=|ЕС [=г, 
Ар |=|АЕ|=6— к. |ВР|=|ВЕ | =а—г. Поэто- 
му |АЕ|. |[ВЕ| =а6- цабг-"=абБ-фгх 
Ж(а+ь—г)=а6—гр—=25— $-я5. 
4. В?\/3 /2. 5. 9/4. 6. 4,5. 71. —с082$ при 
2/4<ф<а/2. 8. |В0|=|СЬ|. Указание. 
Пусть 'РБ|=х, |РЕ|=у. ан 5=5А вс = 
—сх 


2 
исследовать на максимум функцию ху- 
х(28—сх) 


9 9. Загс 3/2. 10. а? /3- созии/ 

{8соза. 11. вубта . 
а 

агссоз и . 16. 


19. Вх 
Ул 


1 
—=-5 сх > Бу, откудв у-= 


2 . Осталось 


30°. 12. 1000. 13. 


от 
14. т 8. 15. 


зу : 
— я 
-в. М. Зла. 18. 


$ соё п 3:2 г 
(95°) +7 =. 20. (1/4)с& @ * сх 


(+ -5). 21. (1'4)зт22о ща. 22. а= 


—оаещ/ ры 


ВА?с” 5 . с09?-5./сов а. 24. а?\/3/4сози. 25. 


г/3. У казание. Центры четырех шаров, о ко> 
торых идет речь в условии задачи. обра- 
зуют правильиую треугольиую пирамиду со 
стороной основания 2х, высотой г—х н бо- 
ковым ребром г-+х, где х — раднус чет- 
вертого шара. 28. Указание. Цеитр опи- 
санной сферы проектируется на каждую грань 
в центр описанной около этой грани окруж- 
ности. Поскольку радиусы опнсанных окруж- 
ностей одннаковы, центр опнсанной сферы 
одинаково удален от всех граней пирамиды. 
27. Указание. Все диагональные плоскости 
такого параллелепипеда являются прямоуголь- 
никами. 

Устный экзамен 

1. 2, 6, 18. 2. 5/3, 10/9. $3. 1/4. 4. 1,1. 


5. 14/2/10. 6. Между —2н —1.7. Решение. 
10#.2-Н108.5=ю0&,.10>10&-1°=2. 8. 3/2. 9. 
а) ©: 6) {7; 8$; в) {0: 3}; г) Пов((:29—5)/%, 
108&.((1-- \/5)!2). У казание. Выполните замену 
: д) {—11, —5— 3/14, —5+/14, 1}. 
Указание. Уравненне эквивалентно такому: 


1218/1235. 


"0<а<т/2. 23. 


1 
ах 


(х(х-+10))'=11", откуда либо х’+10х—11=0, 
либо х?+10х411=0; е) {1; 2}; ж) х= 
= з Чл, (ВЕТ): 3) 5 (ЗА, х,= 
а Иа +2, &, ©). 10. {324} 
11. хил, кв (6+1) (Е, 162). 12. а) 
(3; 5), (5; 3}; 6) (2, 21), (1; 2), (—1; —2), (—2; 


ии а ю р; УМ: ОВО 
21113; 6[; в) [—1/4; 3140; г) [— } НИ 

+ 5[. д) 10; 1013; 91. 14. 

а) }—с; —4]\1[4; оо[; 6) ы 45,5 ы 
в} |—с; 0]: г) |-5; —4()]—4; —3(. 16. 
р—9=0; р==4==—`9; р=1 9=—2. 17. 
а—2, —3< хо 2. 18. в) См. рнс. 5; 6) см. рис. 6: 
8) см. рис. 7. 

Аяализ | 

1. {1}. 2. уши ==у(л/4)-=15— 24/8; уиах== 
—у(л/2)=15. 3. а) Возрастает при хЕ]-— оо; 
1/5] и при хЕ[1; --о5[. Убывает прин х@[1/5; 
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В 
а 
у-2(+5? 
А ь [@ 
Рис. 4. Рис. 5. 
У Г узз;тх 
У-Повз(х— 1 5тх>0 


Рис. 6. 
1]; 6) возрастает при х6(2; | о[; убывает при 


Рис. 7. 


хЕ]-— оо; 2]. 4. Указание. у’—=5х*-+8>0. 


Геометрия 
1. (—1: —3). 2 АВ=е +2: АСВ. 


3. 18,5. 4. в—г+ >. 5. 5/3. 6. 2/6. 


Ч. 4. 8. 


Физика 

Механика 

. а=(и1—11)/ (2) -=8 м/с. 

. 12=5(812/2)=25 м (здесь #=1 с). 

‚ то=/ 2Е,/т-—#1==40 м/с, 

‚ а) 2—1 3878 =1,8 с; 6) В _4=3 м. 
‚ Пл=8 4/2. 


‚ а) (= 24/8 ^ 10 с; 6) 2 + 


9 — 


& “ро 


+ "(= + += =10.6 с. 


1. и.—/  ПЛЕКТ м/с. 
8. ">И, > (1 рь/рж}. 
‘Р»/па)— Лк) 


9. -.__- Е:-3 
Тит ор. 0,27 т (здесь 
в, =1 г/см? — плотность воды). 
Радж 2? 

10. Не ————-- 

-" 
31. = СР _ = 4,2 10} м-=7,2 км. 

(ре —2ь)8 

12. УТ РАррф вы) 
13 = 

8т,—т, 8т,—т, 
14. а, =84 ; а4а=— 

у 64т, +т, 64т, + т. 

т, се 
т, 8 
15. Ри =та/и=600Н. 


18. пит -и/(р8)=10 с; 8„и=и?/(2 ие) =100 м. 
17. 87/4 ВВ) =0,084 м—=8,4 см. 
а 
18. Рот 3—2со8 где а=2 рад. 
19. Её=т(Я- (02 01)/В) == 8,5 + 103 Н 


20. си, =атсзал(г/ (р В)). 
21. Ат, т.) 8.11) /2. 


22. н— © МУЗ /тр 
28 
23. а) АЕ _—т,81— сов а)=100 Дж; 6) Н= 
= (1 — 08 и)/(т,-- т,’ —=0,16 м. 
24. 5-—\/ 28Ц1- сов а)/З. 
25. а, =12°; а.—=24°. 
Молекулярная физика. Тепловые явления 
1. лок М,/М, ==4. 
= НИЕ И 8 
р т-У(1 и) 8 кг. 
. Да, диссоциация произошла. 
ъ Ту=Т2/Т. 
бы тАт В 
РЕРь т. + МИ = 1,89 › 10° Па. 
. Нет, ие вся вода превратится в пар. 
. А=-пта(1-—Т./Т,) = 1.6 + 10° Дж. 
и (СТ. —Т)+^) = 346 м/с. 
8 


№ 
ыВ к 917100 —9,6 кг. 


хоча я во ь 


. {=А(2--^/2) =110 см=11 м. 


1 
2. 4=44/ /(Зтв) == 1 + 10-3 м=7Т мм. 
3. (’=вЗИ/=я:218 В. 
4 


в ИН д 
ва -Н)Ы-Ы, 

т. 0,15А «А, < В. 

8. г—/ В, В, =6 Ом. 

9. п==1-—г//%; см. рис. 8. 

10. Р’ЕР(Р—Р,)/Р. 

11. а} О»? Ку—=24 000 Дж=24 кДж; 

6) &—=1 +9 /(стт)=1,4. 


12. % р 51,1 В. 

ы =————_—_Щ ‚ 
С(41.—РС) 

13. Р./Р,=1/9. 


14. Веществу п более высоким значением 
электрохимического эквивалента соответствует 
график Г (см. рис. В в статье). 
15. АЕЗИРУР/(ЕТ) = 1,5 10° Дж (здесь Р= 
=96 500 Кл/моль — постоянная Фарадея, 
В—8,31 Дж/(моль - К) — универсальная газо- 
вая постоянная). 
ы 21 


16. и; — идт =116 - 10" Кл/кг. 

м _ 1В 
м: Чао 

2/2 Е 

18. == 22 > (А. А,)= 
== 16 . 10-3 м=16 мм (здесь то==1,67 Х 
ый 
1 
0 & 1 
Рис. 8. 


х10-27 кг — атомная едиийца массы, 
е—1.6 . 10-1? Кл — заряд одновалентногс 
иона). 

19. озеВа/т. 


20. «=Ва5/(2р). 
Колебания и волны 


1. Т—=6 с. 
2 
2. (=М —=9 . 10-2 м=9 см. 


1—1, 
3. БИМ Ма. 
4. Е = 2 г). 
Е, т 
5. а) Т=тия—чЕ=8,1 . 10-2 Н; 


Т, (Е 
5) = 1 т —=0,9. 


2 
8. ^—2лс^/ТС = 1,8 + 103 ы. 
7. Т-2л УТС = 63 мкс. 


ОЕ 25. 10’ Ги; Е 2 

21УТХ, с Ау: 

== 1,7 * 10' Гц; = =6 м; А, = х =. 18 м. 
Г 


9. ТИТ СС, ==2. 


Оптика 
1. Согласио закону преломления света, прелом- 
ленный луч распростраияется в иаправлении 4 
(см. рис. 10 в статье). 
2. ‹=60°. 
3. Рыщу/ п7—1/2=:1.1 м. 
. эта 

ета). 
па 

п ). 


8. % == 


2 


5. В—вгсвшт( 


л 
6. Р 
1. ГЕГ/Р--1=15. 

8. о.—0.Р/(4— Р)=0,5 мус. 
9. ГИ==8. 


2%> 5 агсвн(-—). 


94—Р —3 см. 
а) (+) -Р а, 
а В 98 Г Дем 
ЕК _ _ 9.9. 10 20Дж м 

Ум т 1,5 - 10 Гц 
6,6 - 10—34 Дж-с; А-В ик 4 + 10-19 Д 

’ 1 ж. 
13. 4—{И,—\,—А)/(еБ)-—9.8 ы 10-3 м = 
—9.2 мм. 


14. Р= 


11. х— 


12. Я— 


Ист МА 


—235 - 10—3 кг/моль — моляриая масса урвиа, 
{==1 сут=24 . 60.60 с). 


С помощью обратной фуякциия 
(см. «Квант» № 5) — 
1. а) х-агсзт х+ 1—7; 6) х-шх-х. 


2. а) г ху -т (2—1 +х*)}; 


(здесь 


©) 5 [х ух —1—т —1+х1. Указание. 
= 1х) х. 

8 ло: 9 2; в) за м 52+ 
1 р у 

— 13-2 12). Указание. 

2 ти 
ЗЫ ТОО 

за) *за-у 


+ 
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Избраниые школьные задачи 

(см. «Квант» А 5) 

1. 1—1/24+1/3—1/4-...41799—1;100=\ + 
4+1/2+1/3+....+1/100—2(1/2--1/4 +1/6+... 
...--1/100)—=1-+1/2-1/3-+...4+1/100— 

— (11/21/38 -[... -1/50)=1/51 -1/52+... 
...-+1/100- 

2. а) 69999. Решение. Пусть число а, 
имеющее сумму цифр &, оканчивается в 
точности п девятками (п—0, 1, 2, ...). Тогда 
сумма цифр числа а-1 равив Ро 9л. 
Поэтому 9п—! должно делиться на 7. Наи- 
меньшее такое п равно 4. Далее, подбором 
находим ответ. 6) Среди 13 последователь- 
ных натуральных чисел а как минимум Т 
принадлежат одному п тому же десятку, суммы 
их цифр — семь последовательных натураль- 


ных чисел. поэтому одна из них делится 
ке 71. Чисяо 18 в условии задачи нельзя за- 
менить меньшим; среди 12 чисел 994, 


995, .... 1005 нет ни одного с суммой цифр, 
делящейся на Т. 
3. 5/30. Решение. Проведем ММ [| АС (рис. 9). 


Тогда Мм ЕС. С другой стороны, тре- 


угольники АКЁ и МКМ поаобны, откуда 
АТ(ММ-==АК/МК -==1/2. Следовательно, АГ, = 
=.ММ№/2-=СЁР;4. то есть АЁ-АС/5. Далее, 


Замс= т 5, Закс =$лмс/3==576, наконец, 
Закг=$Акс/5=5/80. 
4. х=у=г= или х=у=2==— 1. Решение. 
Вычитая из первого урависния зторое, полу- 
чим 

жрут —ху- уг х2=0, 
откуда (х— у} + (и—2)?--(2—х)'=0, но это оз- 
начает, что х==у==2. 
5. Пусть требуемый треугольник АВС построен, 
А’ и А” — точки, симметричные точке 
А относительно сторои угла (рис. 10). По- 
скольку А’В:-=АВ, А”С—=АС, периметр тре- 
угольника АВС равен длине ломаной А’ВСА”. 
Поэтому периметр будет нанменьшим в том 
случае, когда В н С — точки пересечения 
А’А” со сторонами угла (рис. 11). 
6. Разложим х’Ри’--2Эхуг иа множители, 
одним из которых окажется х-{фу-+г. Имеем: 
ху? += —Зхугтх Ну +2 —Зху(х фи == 
=(х-Ну 2) (ху) (ху) ++’ — 
— Зи) =е-у-асе у - ху уг ха). 


9. 2 пт? т. Рещение. Площадь четырех- 


1 
угольника АВММ (рис. 12) равна тт 


где п — угол между диагоналями АМ ни ВМ 
этого четырсхугольника. С другой стороны, 


тт. эта, 


Завмм-=5 лвс-—Зымс-= -у. Заво поэтому 


$авс=4$ двмм/З==2т тот (/3. 


Из условия следует, что вт а=1. Следова- 
тельно, медианы АМ и ВМ перпендикуляриы. 
Остапось применить теорему Лифагора к 
треугольнику. 


8. 22800 >, 33°, рРещекие. Поскольку 220 = 
—4?"?, достаточно доказать, что 27735, 
то сель меравенство 259/352. Имеем: 
2800 /3500--=(256/243)'0°—(1-413/243)'°, —Вос- 


пользуемся теиерь иесколько раз неравенством 
(1-е)? >1-2а, верным для любого а. Получим 


(1-+13/243)'°> (126/243) > (1-4-52/243)5> 
>(1-+52/243)** > (1-+104/243) > 
>(1-+208/243)'> (4 -+416/243}>2°>2. 
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В 
ры 
А 1. Ра 

Рис. 9. 


2 
№ 
А 
8. 


Рис. 11. 


Рис. 12. 


9. а/\3. Решение. Расстояние между скре- 
щивающимися прямыми А’О и О’С равно рас- 
стоянию между содержащими их параллель- 
яыми плоскостями А’ВО и В’СО’ (рис. 33). 
Для того чтобы найти это расстояние, до- 
кажем, что диагональ АС’ пернендикулярна 
этим плоскостям. По теореме о трех пер- 
пендикулярах (АС“) 1 ВО (так как (ВО) 1 (АС), 
а прямая АС — проекиия прамой АС’ на 
плоскость АВСР). Аналогично АС’ А’, 
поэтому диагональ АС’ пернендикулярна плос- 
костям А'ВР и В'О’С. Пусть опа пересекает 
их в точках Е и Г соответственно. По- 
скольку параллельные отрезки АА’ и ОБ’ 
конгруэнтны, то равны и их проекции на пря- 
мую АС’ — отрезки АБ и ЕЁ. Точно так же 
доказывается, что |ЕЁР]==|ЕС”|. Итак, |ЕЁ| = 
—=|АС”|/3. Осталось заметить, что диагональ 
куба равна а^’3 к что |ЕЁ| и есть иско- 
мое расстояние. 

10. 1:4. Решение. Обозначим и=\х, и= 


—3— ух. Тогда и+ьр=3, а уравнение примет 
вид \/1— и*=и7, откуда и\+*=17. Следова. 
тельно, и и п удовлетворяют системе урав- 
нений 


1 ит, 
ио=3. 
Для решения этой снстемы  преобразуем 
сумму четвертых степеней: ии (и? ро?) — 
— 270? —(8 —2ь5)? —2и?5?=17. Решая полу- 
ченное квадратиосе уравнение относительно 


ис, получим но=? или ир—=16. Осталось 
решить две системы: 
= { и-и=3, 
и’ =16; ноя. 


Первая система решений не имеет. Решение 
второй: (1; 2) и (2; 1). Итак, либо ух=1, 
откуда х=1, либо „х=2, откуда х=4. Про- 
верк® показывает, что иайденлые значения х 
удовлетворяют уравнению. 

11. п/2--2лл, пел. Указание. Из неразвен- 
ства |2811хс0334х|<2|зт х| |соз 4х| «ат?х-+ 


+с0374х следует, что либо о т 1, либо 
Х зтх=-— 1, 

соз 4х—=— 1. 
12. а) Второе: 6) первое. Решение. Для 


того чтобы выяснить, какое нз даух чисел 
«м Рч(а> 1, В> В) болыче, достаточно срав- 


Рис. 15. 


Рис. 16. 

нить числа «пВ и Йпа. Рассмотрим функ- 
цию у=1х/х и постронм ее график (рис. 14). 
Эта функция возрастает на |0; е] и убывает на 
[е. +оо[. Поскольку е> 1,0002 > 1,0001, полу- 
чаем, что т 1,0002/1,0002 > 111,0001 /1,0001, и 


поэтому 1,00021.0901 -> 1,00011.0002. Так как 
пре, получаем, что ш л/л< т е/е, и поэтому 
> ле. 

13. ./16. Решение. Из равенства площадей 
треугольников АВР и ВСР следует, что 
1АО|=|ОС|, где О — точка пересечения 
диагоналей четырохугольника АВСРО (рис. 15). 
Отрезки ОР и @М — средние лниии треуголь- 
ников А5С и АЗО, поэтому они параллельны 
прямой А5. Следовательно, прямые ОР и @М 
параллельны и, значит, (ОР) параллельна 
плоскостн М@М. Отсюда вытекает, что тет- 
раэдры ММ@Р и ММ@О равновелики (у них 
общее основание ММ№М@, а длины аысот равны, 
так как точки Р и О одннаково удалены 
от плоскости ММ№О). Вычислим теперь объем 
тетраэдра ММОО. В основании этого тет- 
раэдра лежит треугольник МОМ, образован- 
ный средними линиями треугольника АВР. 
Площадь его равна $.рр/4=5$Авер/8. Рас- 
стояние от точки @ до плоскостн АВСО равно 
половиие высоты пирамиды ЗАВСР. Поэтому 


Уммое= -5` ° -5 Узлвсо-=У/16. 

14. Нет. Доказательство. Пусть 8=а9*, 
5==@4/, 7=@аат, где #<1<т. Тогда 9®-1-=3/5; 
а^—®"=3/1, откуда (3/5)1—я—(3/7)*-!, то есть 
1—=37-1. 5т--й. Получениое равенство не- 
возможно при натуральных #Ё, {. т. так как 
его левая часть делнтся иа Т, а правая — 
нет. 


15. Пусть АВСР — данный четырехугольник 
(рис. 16). Из условия следует. что 


а+фё-+е-+а-=5, 
анна +П. (2) 

— > —> = === —- 
Так как е=а +, 71=6 +-с, получаем из 
(2). что а ++ (а УМЕ +Су, 
откуда 2—2 (а Че) 5. Заменяя ЕО. 
на сё +4) {из равенства (1)), получим 


— 


?—=—26 4— 8, то есть 442 а+ = 


—(8 +4)?==0. Следовательно, 8 =— @, но это 
я означает, что АВСР — параллелограмм. 
Бег по кругу и длинный рассказ 

(см. »Квант» № 2} 

Задачи 

1. Ответ: 20 лет. Решение. Прежде всего, 
ясно, что попугайчик родился в ХХ веке (сумма 
цифр любого номера года не болыне чем 
1-9-+9-9=28). Пусть х ми у — последние две 
цифры года его рождения. Из условия следует, 
что 1984—19ху—=1984 —(1900-+10х-и)=1-+ 
+9 -{х-Ну. Поэтому 11х-2и—=74. Поскольку х 
ии — цифры, гричем х — четно, получаем 
х=6, у—4. Итак, попугайчик родился а 1964 го- 
ду и ему исполнилось 20 лет. 

2. Ответ. Найдутся. Указание. Пусть 
х<х<х<х.<х,< хх; — возрасты данных 
7 людей, причем ххх. -х, Вх, х.-Нх,= 
=—100. Предположим. что сумма возрастов 
любых трех из них не болыше 49. Тогда 
жж «хх, +1-х.+2< 49. Поэтому 
3х.<46, то сесть х.<15. Отсюда следует, что 
х.<14, но тогда х<11, х.<«12, х,< 13. 
Поэтому хх, ж-х.Нх. Ех, х; < 114124 
-+13+14-+49—99< 100. 

3. Ответ. Эду 2 года. Мыши 12 лет, Додо — 
12 года. Указание. Пусть отношение воз- 
растов Мыши и Эда равно Ё, а х — возраст 
Эла. Из условия еледует, что &^х-Ах=84. Счи- 
тая Ё целым числом и предполагая, что 
возрасты тоже выражаются целыми числами, 
лолучим, что 84 делится на х. Перебирая 
делители числа 84. находим, что х—=2, откуда 
&—6. 

4. Ответ: 1.2.3... (п 1)=(п— ПШ) гле 
п — число участчиков бега. Пусть всего участ- 
ников бега — п. Сам Додо запимает какос- 
нибуль место (все равно какое). На круге 
остается п—1 Место. Первого из участников 
ои может поставить на любое из оставшихся 
п—1 мест, второго иа оставшиеся п—2 места 
и т. д. Всего способов. таким образом, 
(п—1)(п— 2)...1. 

5. Скорее 60 000 мышек съедят кошку! 


а 
6. Ответ: Бе Указание, Из соображений 


симметрии ясно, что п каждый момент вре- 
меии участиики бега будут находиться в вери!и- 
нах квадрата меньших размеров, чем исходный 
{см. рис. 17), как-то поверпутого по отношению 
к исходному. Поэтому движение каждого бе- 
гуна можно представить себе так: ои бежит 
по диагонали большого квадрата к его центру, 
а кзадрат вращается вокруг своего центра. 
Скорость каждого из бегунов в любой момент 
времени направлена по стороне меньшего квад- 
рата. Поэтому вдоль диагонали бегуи движется 
со скростью 5/^/2- Отсюда следует, что п точке О 
все бегуны окажутся через время #= 

_ а /\2 _@а 


В С 


А р 


Рис. 17. 
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Рис. 18. 


Наша обложка 
{см. «Квант № 5} 


Задача с обложки прош- 
лого номера служит отличной 
иллюстрацией того, как пра- 
вильный выбор сечений (или 
проекций) позволяет свести 
стереометрическую задачу 
к нескольким планиметри- 
ческим. 

Первое сечение (рис. 18) 
мы проведем через центры 
шести данных шаров — они 
Удалены от верхнего основа- 
ния цилиндра на одно и то же 
расстояние В, и поэтому яе- 
жат в одной плоскости, парал- 
лельной этому основанию. (От- 
метим, что рис. 18 можно 
рессматривать и как ортого- 
нальную проекцию цилиндра 
и шаров на плоскость осно- 
вания.) Плоскость этого сече- 
мия пересекает поверхиость 
цилиндра по окружности в 
радиуса г, равного радиусу 


основайия цилиндра, в ша- 
ры — по шести кругам ра- 
диуса В, касающимся друг 
друга и окружности ®. Рас- 
смотрим шестиугольник, обра- 
зованный центрами этик кру- 
гов. Очевидно, он вписан в ок- 
ружность радиуса г--Ё, кон- 
центрическую с окружностью 
®, а все его стороны равиы 2Е. 
Следовательно, этот шести- 
угольник правильный и ра- 
диус его опясанной окруж- 
ности равен стороне, то есть 
г— В=2Н или г=ЗА. 

Теперь рассечем данную 
конфигурацию — плоскостью. 
проходящей через ось цилинд- 
ра н центр О одного из дан- 
ных шаров (рис. 19). В обоз- 
начениях рисунка 19 прямо- 
угольные треугольники ОАВ 
и О, А,В, подобны (поскольку 
ВО и ВО, — биссектрисы 
равных углов АВВ, и ВВ, А,), 
поэтому 


О.А, _ ОА 
АЕ" АВ 


Но О.А, — это искомый ра- 
диус, А,В,=г=3В, ОА—К, 
а ВА—г—Н=28. Отсюда по- 
лучаем ответ: О,А,==3А /2. 

Замечание. При пост- 
роении эторото сечения 
(рнс. 19) мы опирались на по- 
лученное из рисунка 18 соот- 
ношение га-8А. На нашем 
чертеже оказалось. что крас- 
ная окружность касается двух 
других (конечио, в решении 
этим фактом мы не пользова- 
лись). Читателям предлагаст- 
ся выяснить, действительно ли 
это так. А тех, кто не поле- 
иится вычислить длину обра- 
зующей конуса и высоту ци- 
линдра (которые также не по- 
надобились в нашем реше- 
нии), ждет прнятный сюр- 
приз. 


В. Н., ПИ. И. 


Наша обложка 
(см. «Квант № 6} 


Как и многие геометричес- 
кие задачи иа максимум и мн- 
нимум, задача с 4-й страницы 
обложки этого номера решает- 
ся аналитически: объем пере- 
сечения пирамид мы запишем 
в виде фуикции от иекоторо- 
го числового параметра, & за- 
тем исследуем ее средствами 
математического анализа. 
Своеобразие данной задачи 
а том, что эта функция на 
разных участках будет зала- 
ваться разными формулами, 
так как вид многогранника 
пересечения существенно за- 
виснт от положения цеитра 
симметрии О. 
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Данную пирамиду обозна- 
чим АВС, симметричную — 
5’А’В’С’, их высоты — $5Н 
и 5’А’. Прежде, чем начать 
вычисления, заметим. что ког- 
да точка О лежит на верхней 
половине высоты (50 <5$Н/2), 
основание каждой из наших 
пирамид не пересекает другой 
пирамиды (случай 1 ма об- 
ложке). Следовательно, в этом 
случае пересечение пирамид 
совпадает а пересечением 
трехгранных углов ЗАВС и 
5’'А’В’С и ег объем будет 
тем больше, чем ниже распо- 
ложена точка 5’, а наиболь- 
щего значения достиунет при 
$'=Н($0=5$Н/2). Отметим, 
что здесь пересечение пира- 
мид есть  параллелепипед 
“Как шестигранник с тремя 
парами параллельных граней). 


Итак, в дальнейшем можно 
считать, что $9>5$Н/2. При 
этом условии плоскость А’В’С” 
отсекает от даниой пирамиды 
тетраэдр Т:, и так как она 
параляеляъиа плоскости АВС, 
этот тетразяр гомотетичеи пи- 
рамиде ЗАВС с коэффициен- 
том х=5Н”/5$Н (рис. 20); оче- 
вилНо. О«х< 1. Через этот па- 
раметр мы и будем выражать 
объем пересечения. 

Плоскости боковых граней 


пирамиды 5б’А'В`С также 
отсекают от пирамиды 5АВС 
тетраэздры — ТА, Ть, Тс. 


равные между собой и гомо- 
тетичные АВС с некоторым 
коэффициентом у. Выразим у 
через х. На рисунке 21 изобра- 
жено сечение наших пирамид 
плоскостью 5АН; оиа пересе- 
кает пирамиды $ АВС. 


5’А‘’В’С’” ин Тд по треуголь- 
никам АЗМ, А’5'М’и АА, М. 
Поскольку МН:ЫМ == 
—М№Н:Н’М' =5’Н:5’ Н'==х (от- 
резки НМ и Н'М'’ симметрич- 
ны относительно О, л5'НМ— 
—А5’Н'М'’), а АН:НМ—2 
(Н — центр правильного 
треугольника АВС), 


Пересечение пирамиды 
ЗАВС с 5'А’В’С' можио полу- 
чить, отрезая от нее тетраэдры 
Тс, ТА, Та и Тс. Пояьзуясь 
этим мы и будем вычислять 
его объем; надо только учесть, 
что тетраэдры могут пересе- 
каться друг с другом. 

Рассмотрим, например, 
тетраэдры Тх и Гл. Они пере- 
секаются тогда и только тог- 
да, когда пересекаются их ©с9- 
ответственные ребра 55 и 
АА, (рисунки 20 и 21), то есть 
когда выполнено неравенстРо 


5А < 5$, АА, =х5А + у5А 


или х + у> 1; подставляя сюда 
у={2—4)/3, получим х>1/2. 
Пря этом условии пересечение 
тетраэдров Тх и Тд само яьв- 
ляется тетраэдром, гомотетич- 
ным данной пирамиде ЗАВС 
с коэффициентом 5,А,/5А = 
=х+у—1—=(2х—1)/3. То же 
самое, очевидно сграведлиго 
и для пересечений тетраэдра 
Тз с Тв и Тс. Аналогичио, 
при 2и>1, то есть при х<1/2 
пересекаются друг п другом 
тетраэдры Т, Тв и Те. Их 
попарные пересечения — это 
тетраэдры, гомотетичные 
АВС с коэффициентом 
2у—1=(1—2х)/3. Всетри те-- 
раэдра при х>0 общих точек 
не имеют, а при х=0 такая 
точка одна — точка Н. 
Теперь можно выписать 


< 
Рис. 20. 


пересечения пирамид ЗАВС 
и 5’'А’В’С’. Объем пирамиды 
ЗАВС примем за 1, тогда 
объемы пирамид Гд, Три Тс 
равны (2—х)'/27. пирамиды 
Т‹—х?, пересечений Тх с ос- 
тальными пирамидами — 
(2х—1)3/27, попарных пере- 
сечений ТА, Тв и Тс — 
(1—2х)3/2% Отсюда полу- 
чаем. что 


вх) = (х)=1—— 
И И 
= (2—х-+ 9 (1—2х) 


7 


при 0<х< 2 


в(х)=05(х)=1—х— 


1 3, № Яя 
—э@+ч (2х 1) 


при т <х<1 


(из объема всей пирамиды 
мы вычитаем объемы тет- 
раэдров Тз, ТА, Тв, Те 
и добавляем к этой разности 
объемы их попарных пере 
сечений, так как каждый из 


Рис. 21. 


этих объемов вычитался 
дважды). Теперь остается най- 
ти производные: 


5'(х)=—3572 + 
+1 (2х Ра 2х 
З 3 У 
их) =— 3 - 
1 2 2 # 
яя з (2—ху-+ з (2х—1)', 


убедиться, что 2{х)>0 при 
9<%х<1/2 и 0.5х)<0 при 
1/2<х<1 (причем #;(1/2)= 
=4.(1/2)=0) и вывести отсю- 
ца, что функция 05(х) воз- 
растает на отрезке [0; 1/2] 
и убывает на отрезке [1/2; 1}, 
следовательно, достигает при 

—1/2 своего наибольшего 
значения 1(1/2)—=1/2. . По- 


скольку ОН—=ОН'’= 5 5Н. 


получаем ответ: объем рас- 
сматриваемого — пересечения 
пирамид достнгает нанболь- 
шего зиачения, когда точка О 
целит высоту пирамиды в от- 
нощении ЗО:ОН =3 (случай 8 
на обложке). 


В. Н. 


выражение для объема и(х) 


«Кванте для младших школьииков 
(см. «Квант» № 4; 


1. Нет. Пусть при делении трехзначного 
числа ка 11 получается число 108--Ь. Если 
а-+6 меньше 10, то цифрами нашего трех- 
зиачного числа будут а, а-В и Ь. что противо- 
речит убыванию цифр, так как а-ЕЬ не мень- 
ше а, а если а больше 10, то цифрами 
будут а+1, а 65—10 и Ь, что противоречит 
убывайиию цифр. так как а —10 меньше 6. 
2. Напрнмер. чнсла 2, Ви 5. 

3. См. рис. 22. 

4. Из первого рисунка следует чтс сверху лежа- 
ла либо красиая. либо коричневая тетрадь. 
А тогда нз второго — что сверху лежала корич- 
невая тетрадь. Зная, что сверху лежала корич- 
иевзя тетрадь. из первого рисунка получаем, 
что второй могла быть красная или синяя тет- 


радь, а из второго — что ею могла быть только 
красная или желтая. Отсюда следует, что 
второй была красиая тетрадь. Теперь из вто- 
рого рисумна следует, что третьей лежала 


желтая тетрадь, четвертой — серая и пятой — 
синяя тетрадь. 
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5. Провода гудят из-за того, что они колеб- 
лются под действием даже небольшого ветры 
как большие струны. 


«Квант» для младших школьников 
(см. «Квант» М 5} 


1. Мз того, что 10а делится на а, следует, 
что $ делится на а. А из делимости этого числа 
на Ь следует, что либо п делится на 6, либо 2а 
делится на 6, либо 5а делится иа 6. В первом 
случае @-26, что двет числа 11, 22, 33, 44. 
55, 66, 71, 88. 99, во втором — это числа 12, 24. 
36 и 48, а и третьем — число 15- 

2. Юра -- москвич, Толя — горьковчанин, 
Алеша — свердловчанин, Коля — пермяк, 
Внтя — ленинградец. 

3. Пусть первые две цифры образуют двузнач- 
ное число х, а вторые — двузначиое число и, 
тогда по условию 100х+и=х' +2хуу--у. От- 
сюда х=100—2, у. Четырехзначное число 
100х--у тем меныше, чем меньше х, а из выра- 
жения х через у следует, что х минимально, 
когда у-=81 — максимальиому двузначному 


Главный редактор — академик Ю. А. Осипьян 


числу, являющемуся полным квадратом. Отсю- 
да искомое число — 8281. 

4. Если бы весь флакои равномерно нагрелся. 
то все его частн равномерно расщирились бы. 
Но стекло — плохой проводник тепла. По- 
этому пробка нагреется меньше, чем горлышко, 
следовательно, она и расшнрится меньше, в ре- 
зультате чего возникнет зазор между ней и гор- 
лышком флакона. 

5.а) 264:12=22 или 264:22=12; 6) 390:13— 
==30; в) 288=2. 12°; г) 10.1—9=1; 
д) 100 -1—99==1; е) 99--99—198; ж) 11 ‹ 91 = 
—1001; з) 11 .1=9--2. 


Шахматная страничка 

(см. «Квант» № 3) 

Обе задачи-миниатюры (иа доске Т фигур) 
принадлежат классику советской шахматной 
композиции Л. Куббелю. 

Задание 5. 1. Фа2! Кр:а8 2. с8Фх, 1... Кс8 
2. азКхъ 1... Крсб 2. Фабх, 1... КсбЪ5) 
2. свФх. 

Задание 6. 1. Фе3! Кра4(64) 2. ФЬЗх, 1... 
Крс4(а5—а4) 2. Ф:с5х, 1... с4 2. Фе8 х! 
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-Ордека Трудопого Красмаго Зннысни 


Чехооский полиграфический комбинат 
ВО +Соючполиграфироме 
Государетлениого комиттто СССР 

но делам илдательств. полиграфии 

в кннжной торговли 

г. Чехоя Московской области 


Шахматная страннчка 


Консультырует — чемпися 
ммра по шахматам, между- 
народный гроссмейстер 
А.Е. Карпов. Ведет страничку 
мастер спорта СССР по шах- 
матам. кандмдат технических 
наук Е. Я. Гик. 


ИНЕРЦИОННОСТЬ 
МЫШЛЕНИЯ 


Каждый шахматист, от 
перворазрядника до гроссмей- 
стера. может привести множе- 
ство примеров из своей прак- 
тики. в которых он допускал 
просчет, связанный с так на- 
зываемым «остаточным обра- 
зом» — фигуры, свои или 
неприятельские, при расчете 
варианта оставались яё своих 
местах, в то время как на са- 
мом деле они перескакивали 
на новые. Приведем несколько 
примеров из работ доктора 
психологических наук грос- 
смейстера Н. Крогиуса. 


Таль — Крогиус 

(31-й чемпмоват СССР) 

Положение черных чуть 
хуже, но. подтягивая своего 
короля к центру, они могли 
создать почти непробиваемую 
крепость. Одиако последозало 
26...КЬ6? 217. С:Ъ6 сЬ 28. Л96!, 
и черным впору сдаваться. 
Ход ладьн оказался для Кро- 
гиуса неожиданным. Дело в 
том, что пешка с7Т в его 
созвании все время держала 
под контролем пункт 946. 


Ларга — Левдьел 
{Аметердам, 1964 г.) 


В этой партии после 


40...Леб-+ 41. Крё2 Л6:е2- 
белые сдались. Редчайший 
случай шахматной слепоты, 
причем одновременно у обоих 
партнеров. Гроссмейстеры по- 
лагали. что после 42. Л:е2 
С: 14 + у белых единственный 
ответ 43. КрЕв2, ве заметив 
простого 43. КреЗз! Каждый 
считал, что поле е3 недоступ- 
но королю, выпустив из виду, 
что ладья еб к тому момен- 
ту уже покинет поле боя. 
Комбинация с жертвой ка- 
чества, очевидно, была некор- 
ректной. 


С ме 
ЖА м 


Сознн — Кирмллов 
(Москва, 1931 г.) 

В этой старой партии ре- 
шало 26. Ле!, и нельзя 
26...Л9Т (27. Фк8Х). Однако 
было сыграно 26. С:е7? и от- 
вет 26...197' спас чериых. 
Только сейчас белые заметн- 
ли, что ФЕ8 уже не мат — 
остаточный образ. 

А вот пример из матча 
за шахматную корону. 


ии ВА. 
т ей 


Петросян — Спасский 
{Москва. 1969 г.) 
Положение белых пред- 
почтительиее, ио вот что про: 
изошло. #4. Са3? 94! 15. С:94 
К:а3 16. Ф:93 Сс4 17. ФЛ 


С:(1. Черные выиграли ка- 
чество, а вместе с ним и пар- 
тию. По поводу грубой ошибки 
белых, допустивших 45 — 44, 
гроссмейстер И. Бондаревский 
писал: «Просмотр. который 
легко понять = психологиче- 
ской точки зрения. Пуикт 94, 
сильнейший в позиции белых, 
защищен три раза! Оно, каза- 


лось бы, навечно принадле- 
жит им. Именно в таких 
случаях вниманне часто 
ослабляется». 


Что можно посоветовать 
против подобных тактических 
просчетов, как бороться г оста- 


точными образамн? Можно 
было бы привестн много ре- 
цептов, но все они в ко- 
нечном итоге сводятся к одно- 
му, довольно простому — при 
составлении собственного пла- 
на игры нельзя без должного 
внимания относиться к замыс- 
лу противника, даже если ва 
первый взгляд он кажется 
самым парадоксальным. 

В заключение — пример 
из учебника, знаменитой кни- 
ги И. Рабиновича *Энд- 
шпиль». 

Белые: КрЬ4, К{Я, п. &3; 
черные: Крб2. 

Изучая это положение, ав- 
тор киигн справедливо ука- 
зывает. что прн ходе чер- 
ных — ничья. а затем при- 
водит выигрыв при ходе бе- 
лых: 1. Крс5' КреЗ! 2. Кя5 
КрЁ2 3. Ке4-+ Кр!З 4. Кр85, 
делая вывод: эбелым удалось 
форсировать победу лишь по- 
тому, что их король услел 
защитить коня». Но... простое 
движение пешки Я» вело к 
целн, ведь неприятельскний 
король находится вие квадра- 
та. Дальнейший текст коммеи- 
тария диктовался тем же 
остаточным образом: *Если 
в начальиой позиции король 
белых стоял бы на линии ча», 
то выигрыш был бы невоз- 
можен даже при ходе белых». 


Ковкурсные задании 


Найдите две комбинации, 
приводящие к цели. 


а мы 


© 4 5 


© 


11. Белые начинают я 
выигрывают. 


ты 


А 


К 


м 


12. Черные начинают ы вы- 
игрывают. 

Срок отправки решений — 
25 августа 1985 2. (с помет- 
кой на конверте «Шахматный 
конкурс «Кванта», задания 
11. 12»: 


Фии ето 
а р и 


лривые вокизанные: ча рисунках 
называются эпициклоидами а 
зычерчивает точка подвижной окружности 
когда эта ‘окружность катится По внутренней 


торойе яеподвижной окружности `Об этах 


кривых а такюж. ‘№’ уоминеннон 
ченной эпициклоиде. гипоциклдид 
ненной гипоциклоиде рисунки в 

поответетвеняв) ‘рабсказано в 


@ыкини ® этом номере журнала 


татЕ 


( 


ч 


укор 

удли 
ци 
Г Ган 


# 


Цена 40 коп. 


Индекс 70465 


В нескольких предыдущих номерах «Кванта» 
(втором, третьем и пятом) мы отвели 4-ю 
страницу обложки под чертежи к стереомегри- 
ческим задачам, призванным помочь читате- 
лям развить просгранственное воображение. 
При решении задач эти чертежи играли в 
основном вспомогательную, иллюстративную 
роль. В задаче, предлагаемой здесь, четкое 
представление конфигурации, правильные ци 
точные чертежи составляют. пожалуй. полови- 
ну решения. Поэтому мы рекомендуем чита- 


телям попробовать сначала представить себе 
эту конфигурацию и нарисовать ее само- 
стоятельно, не глядя на наши чертежи. Пол- 
ное решение вы найдете в ответах под за- 
головком «Наша обложка»’ 

Задача. На высоте правильной треуголь- 
ной пирамиды, опущеняой на ее основание, 
выбнрается произвольная точка О; Вторая пм- 
рамнда симметрична даиной отиосятельно этой 
точки. При каком положении точки О объем 
пересечения этих пирамнд будет нанбольшим? 
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С оотношение "С квантовой механикой в школе 
сталкиваются совсем немного. Но да- 
и же такая краткая встреча оставляет 
неопределенностеи глубокий след — уж слишком необы- 
чен квантовый мир. И хочется, чтобы 
Доктор Физико-математических наук вы сразу увлеклись этой наукой, ле- 
Л. Г. АСЛАМАЗОВ жащей в основе современной физи- 
ческой картины мира. Поэтому да- 
вайте устроим здесь еще одно свида- 
ние. Будем надеяться, что для неко- 
торых из вас оно послужит поводом 
к более глубокому знакомству с кван- 
товой механикой в будущем. 


и. Импульс и коордииата | 


-_ Немецкий физик Вернер Гейзенберг, 
открывший соотношение неопределен- 
ностей в 1927 году, сформулировал 
его следующим образом: если, иссле- 
дуя какое-то-тело, нам удается опре- 
елить проекцию импульса тела с не- 
ределенностью Ар, то мы не смо- 
жем одновременно определить соот- 
ветствующую координату тела с точ- 
ностью, большей чем Ах=й/Ар,, где 
Ь=В/2л—1,054 - 10-3* Дж-с — по- 
стоянная Планка. 
Тоначалу это соотношение может 
вать чувство недоумения. Ведь за- 
Ньютона, которые изучают в 
позволяют найти закон движе- 
‚ то есть рассчитать зависи- 
мость координат от времени. Зная за- 
кон движения, можно найти проекции 


А 
скорости тела в (производные от ко- 
ординат по времени) и проекции его 


мпульса р==ти. Получается, что 
В одновременно определять коор- 
динату и импульс, и никакого соот- 
ошения неопределенностей нет. Дей- 
ствительно, в классической физике все 
происходит именно так, а вот в мик- 
ромире дело обстоит иначе (рис. 1). 
Представьте себе, что надо следить 
за движением электрона. Как это сде- 
лать? Глаз — инструмент для этих 
целей неподходящий. Его разрешаю- 
щей силы недостаточно, чтобы разгля- 
деть электрон. Ну что ж, посмотрим 
на электрон в микроскоп. Разрешаю- 
щая способность микроскопа опреде- 
ляется длиной волны света, в кото- 
ром ведется наблюдение. Для обыч- 
ного видимого света эта величина по- 
рядка 1000 ангстрем (=10-? см), и 
частицы меньших размеров в микро- 
скоп не разглядишь. Атомы имеют 
размеры порядка ангстрема, так что 
надеяться различить их, а тем более 
отдельные электроны, не приходится. 


9) 
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Но давайте пофантазируем. 

Предположим, что нам удалось 
сконструировать микроскоп, исполь- 
зующий не видимый свет, а электро- 
магнитные волны с меньшей длиной 
волны, например рентгеновское или 
даже у-излучение. Чем жестче у-излу- 
чение мы будем применять, то есть 
чем короче соответствующая длина 
волны, тем меньшие объекты можно 
наблюдать. Казалось бы, такой вооб- 
ражаемый \-микроскоп был бы 
идеальным инструментом для наблю- 
дения за электроном. С его помощью 
можно было бы измерить координату 
электрона сколь угодно точно. При 
чем же тут соотношение неопреде- 
ленностей? | 

Вдумаемся глубже в этот мыслен- 
ный эксперимент. Для того чтобы мы 
получили информацию о положении 
электрона, от него должен отразить- 
ся хотя бы один у-квант — носитель 
минимальной порции энергии йо»). 
Чем меньше длина волны, тем больше 
частота излучения ®« и тем больше 
порция энергии, которой обладает 
квант. А импульс кванта пропорцио- 
нален его энергии. Сталкиваясь с элек- 
троном, }-квант обязательно передает 
ему часть своего импульса. Таким об- 
разом, измеряя координату, мы всегда. 
вносим неопределенность в импульс 
электрона, и чем точнее мы хотим 
провести измерение, тем большей бу- 
дет неопределенность. Подробный 
анализ этого процесса показывает, что 
произведение неопределенностей Ахх 
ХАр, нельзя сделать меньшим, чем 
постоянная Планка. 

Может создаться впечатление, что 
мы рассмотрели только частный слу- 
чай, придумали «плохой» прибор для 
измерения. координаты, и можно про- 
вести 
«толкая» электрон, не изменяя его 
состояние. Но увы это не так. 

Лучшие умы (среди них и А. Эйн- 
штейн). пытались придумать такой 
прибор. который смог бы измерить 
координату тела и его импульс од- 
новременно с точностью, большей, чем 
позволяет соотношение неопределен- 
ностей. Но никому не удалось это 
сделать. Сделать это просто нельзя. 
Таков закон природы. 


Все это может показаться не- 
сколько туманным, и трудно ‘сразу 


») Энергия кванта Е-яАх=Й, где ш=2 лу 
угловая частота. 


1=> 


измерение гораздо тоньше, не. 


построить какую-то четкую мыслен- 
ную модель. Настоящее понимание 
приходит только в результате серьез- 
ного изучения квантовой механики, 
но это для наших читателей еще впе- 
реди. А пока, согласитесь, похоже, 
что природа в микромире ведет себя 
таким необычным способом. 

Для первого знакомства, будем счи- 
тать, этого достаточно. 

Чтобы понять, где лежит граница 
между макро- и микромиром, сделаем 
небольшую оценку. Например, п опы- 
тах по броуновскому движению ис- 
пользуются очень маленькие чаетич- 
ки — размером около 1 мкм и мас- 
сой всего 10-10 ‘г. Но все-таки это 
кусочки вещества, содержащие огром- 
ное количество атомов. Из соотноше- 
ния неопределенностей в этом случае 
имеем Ар, - Ах (й/т)—10-И см? /с*), 
Если, скажем, определять положение 
частички с точностью до одной сотой 
ее размера (Ах-/10-6 см), то Л, 
—10-П см/с. Получилась очень ма- 
ленькая величина и причина этому — 
малое значение постоянной Планка. 

Скорость броуновского движения 
такой частички 10‘ см/с. Как вид- 
но, погрешность в скорости, связан- 
ная с соотношением неопределенно- 
стей, пренебрежимо мала (одна деся- 
тимиллионная доля!) даже у такого 
небольшого тела. Тем более она нс 
играет роли для больших тел (ведь 
в правой части соотношения стоит 
7/т!). А вот если мы будем умень- 
шать массу частицы (возьмем, напри- 
мер, электрон) и увеличивать точность 


Знак + — + означает оценку по порядку пели- 
чины. 


Рис. 1. Измерение координаты частицы с 
точностью Ах, определяемой шириной щели. 
через которую частица пролетает. приводит 


. к неопределенности соответствующей проекции 


импульса частицы Ар. 


определения координаты (Ах 
—10-8 см — атомные размеры), то 
неопределенность в скорости стано- 
вится сравнимой с самой скоростью 
микрочастицы. При описании элект- 
ронов в атоме соотношение неопреде- 
ленностей уже работает в полной мере, 


с ним не считаться нельзя. И это 
приводит к удивительным  след- 
ствиям. 

2. Волны вероятности 

В простейшей модели атома — мо- 
дели Резерфорда — электроны кру- 


жатся по орбитам вокруг ядра по- 
добно тому, как планеты движутся 
вокруг Солнца. Но электроны — за- 
ряженные частицы, н при их враще- 
нии обязательно создаются перемен- 
ные электрические и магнитные по- 
ля — возникает излучение, приводя- 
щее к потери энергии. Вот почему 
в планетарной модели электроны 
ждет незавидная судьба — они обя- 
зательно упадут на ядро, и атом раз- 
рушится. Но ведь стабильность ато- 
мов — это твердо установленный экс- 
периментальный факт. 

Нужно было «подправить» модель 
Резерфорда, и сделал это Нильс Бор 
в 1913 году. Электронам в модели 
Бора разрешается вращаться только 
по определенным орбитам, где они 
обладают строго заданными энергия- 
ми. Изменять эту энергию электроны 
могут только скачком, излучая и по- 
глощая кванты при переходе с одной 
орбиты на другую. Такое ‹квантовое» 
поведение электронов п атоме позво- 
ляет объяснить многое — п част- 
ности, устойчивость атома и атомные 
спектры, но оно противоречит соот- 
ношению неопределенностей. Ведь 
при движении даже по квантовой ор- 
бите импульс н координата могут быть 
определены одновременно, а в микро- 
мире, как мы теперь знаем, такого 
быть не может. 

Пришлось отказаться и от этой мо- 
дели атома. Картина, описывающая 
поведение электрона в атоме, оказа- 
лась еще более сложной. 

Представьте себе, что нам удалось 
определить положение электрона в 
атоме в какой-то момент времени. Смо- 
жем ли мы точно сказать, где он 
будет в следующий момент (для оп- 
ределенности, скажем, через одну се- 
кунду)? Нет, измерение координаты, 
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Рис. 2. Такая картина возникает в опыте по 
дифракции электронов: { — электронная пуш- 
ка: П — препятствие; ПШ — область тени; 
ГУ — флуоресцентный экран. 


как мы знаем, всегда вносит неопре- 
деленность в импульс электрона, и, 
пользуясь даже самыми лучшими экс- 
периментальными устройствами, 
нельзя точно предсказать, куда попа- 
дет электрон. Что же нам остается 
в таком случае делать? 

Давайте отметим точкой то место 
в пространстве, где мы обнаружили 
электрон. Результат еще одного из- 
мерения координат электрона п точно 
таком же атоме снова изобразим точ- 
кой п пространстве. Еще измерение — 
опять точка и т. д. Оказывается, 
что хотя и нельзя сказать заранее, 
где точно будет находиться следую- 
щая точка, п характере расположе- 
ния точек в пространстве имеется оп- 
ределенная закономерность. В некото- 
рых областях точки располагаются 
гуще, в других — реже, указывая 
на то, где с большей, в где п мень- 
шей вероятностью может встретиться 
электрон. 

Нам пришлось отказаться от точ- 
ного описания движения электрона, 
но мы в состоянии предсказывать 
шансы обнаружить его п разных точ- 
ках пространства. Поведение электро- 
на в микромире описывается вероят- 
ностно! Такая картина поведения ча- 


‘стиц в микромире читателю может 


не понравиться — уж больно она 
непривычна, уж больно противоречит 
нашей интуиции, нашему опыту. Но 
ничего не поделаешь — так устрое- 
на природа. В микромире действуют 
совсем другие законы, нежели те, к 


которым мы привыкли п обычной 
жизни. По образному выражению 
А. Эйнштейна, приходится «играть в 
кости» для того, чтобы предсказывать 
поведение электронов. Без этого, увы, 
обойтись нельзя. 

Итак,в микромире состояние элект- 
рона определяется заданием вероят- 
ности его обнаружения в разных точ- 
ках пространства. В нашей наглядной 
модели мерой вероятности будет плот- 
ность меток, и можно представить се- 
бе, что эти метки образуют некое по- 
добие облака, определяющего образ 
жизни электрона. 

Как устроены облака вероятности? 
Аналогично тому, как в классической 
механике законы Ньютона опреде- 
ляют движение тел, в квантовой ме- 
ханике имеется свое уравнение, из 
которого можно найти ‹размазку» 


. 


электрона а пространстве. Такое урав- 
нение придумал в 1925 году австрий- 
ский физик Эрвин Шредингер (заметь- 
те, раньше, чем было открыто соот- 
ношение неопределенностей, то есть 
раньше, чем прояснилась причина 
размазки микрочастиц — такое в фи- 
зике бывает). Уравнение Шредингера 
количественно, точно и подробно они- 
сывает атомные явления. Но расска- 
зать об этом без сложной математики 
нельзя. Мы приведем здесь просто от- 
веты — покажем точные портреты 
размазки электрона в некоторых слу- 
чаях. - 

На рисунке 2 показана схема опыта 
по дифракции электронов и фотогра- 
фия системы полос, возникающей на 
экране. Картина совершенно анало- 
гична той, которая возникает при ди- 
фракции света. Если считать, что элек- 
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Рис. 3. Это. конечно, не фото- 
графии реальных электронов. 
п результаты расчетов. пока- 
зывающих. как «размазаные 
электроны в атоме. Симмет- 
рия этих картинок во многом 
определяет симметрию моле- 
кул и кристаллов. Можно 
даже сказать, что здесь на- 
ходится ключ к пониманию 
красоты упорядоченных форм 
живой природы. 
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троны движутся по прямолинейным 
траекториям, как им положено в дан- 
ном случае по законам классической 
физики, объяснить этот оныт нельзя. 
А вот если они размазаны в про- 
странстве, то результат опыта можно 
понять. Более того, из опыта следует, 
что облако вероятности обладает вол- 
новыми свойствами. С волнами ве- 
роятности мы встречаемся и вн обыч- 
ной жизни — например, волны эпиде- 
мии, рождаемости, преступности 
ит. п. В том месте, где амплитуда 
волны максимальна— наибольшая 
вероятность чему-то произойти. В на- 
шем случае в этих местах с наиболь- 
шей вероятностью можно обнаружить 
электрон, и такие области на фото- 
графии получаются более светлыми. 

На рисунке 3 представлена размаз- 
ка электрона в различных состояниях 
атома водорода, найденная на основе 
точных математических расчетов. Чем 
светлее область, тем вероятнее встре- 
тить в ней электрон. Рисунки напо- 
минают картины стоячих волн, воз- 
никающих, когда волновой процесс 
происходит в ограниченной области 
пространства. Какие удивительные 
формы могут принимать облака ве- 
роятности! И эти красивые абстракт- 
ные картинки действительно -опреде- 
ляют поведение электронов в атоме 
и объясняют, например, уровни энер- 
гии и все, что касается химической 
связи. 

Не вдаваясь в детали устройства 
облаков вероятности, можно с по- 
мощью соотношения неопределенно- 
стей оценить их характерный размер. 
Если облако вероятности имеет размер 
порядка Ах, то бессмысленно говорить 
о большей, чем Ах, неопределенности 
в координате частицы. Следователь- 
но, неопределенность импульса части- 
цы \р, не может быть меньшей, чем 
й; Ах. По порядку величины это же 
выражение определяет и минималь- 
ное значение импульса частицы. 

Чем меньше размер облака вероят- 
ности, тем большим становится им- 
пульс и, следовательно, тем быстрее 
движется частица внутри области ло- 
кализации. Оказывается, что уже этих 
общих рассуждений достаточно, что- 
бы правильно оценить размер атома. 

Электрон в атоме обладает кине- 
тической и потенциальной энергиями. 
Кинетическая энергия электрона — 
это энергия его движения. Она свя- 
зана с импульсом по известной фор- 
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муле Е, =(ти"/2)=(р*/2т): Потен- 
циальная энергия — это энергия ку- 
лоновского взаимодействия с ядром. 
Для нее также имеется формула: 
Е. =(—Ке*/г), где знак минус соот- 
ветствует притяжению, е заряд 
электрона, г — расстояние от электро- 
на до ядра, К — коэффициент, зави- 
сящий от выбора единиц измерения. 

В каждом состоянии у электрона 
имеется определенное значение пол- 
ной энергии Е. Состояние с минималь- 
ной энергией называется основным 
(невозбужденным) состоянием. Оце- 


‘ним размер атома в основном со- 


стоянии. 

Пусть электрон размазан в некото- 
рой области размером —го. Притяже- 
ние электрона к ядру стремится 
уменьшить Го, «схлопнуть» облако ве- 
роятности. Этому соответствует умень- 
шение потенциальной энергии элект- 
рона, которая но порядку величины 
равна —Ке?’/го (при уменьшении го 
растет модуль отрицательной величи- 


‘ны). Если бы электрон не обладал 


кинетической ` энергией, то он упал бы 
на ядро. Но, как вы уже знаете, ки- 
нетическая энергия у локализованной 
частицы всегда имеется вследствие 
соотношения неопределенностей. Оно 
и «мешает» электрону упасть на ядро! 
При уменьшении гх увеличивается ми- 
нимальный импульс частицы р^ 
—й/Го, а, следовательно, растет кине- 
тическая энергия. —#*/2тго. Из усло- 
вия равенства нулю производной от 
полной энергии частицы получаем, 
что ее минимуму соответствует зна- 
чение ^ 


го В? /Кте?, 


которое определяет характерный раз- 
мер области локализации электрона 
в основном состоянии, то есть размер 
атома. Величина (#?/Кте’) равна 
0,5 ангстрем, а мы знаем, что тако- 
вы по порядку величины размеры 
атомов в действительности. Ясно, что 
соотношение неопределенностей, поз- 
воляющее правильно оценить размер 
атомов, — один из самых глубоких 
законов микромира. 

Для сложных атомов существует оп- 
ределенная закономерность, также не- 
посредственно вытекающая из соотно- 
шения неопределенностей. Экспери- 
ментально довольно точно опреде- 
ляется работа, которую надо совер- 
шить, чтобы вырвать электрон из ато- 
ма (она равна энергии ионизации Е, ). 


Так вот, для самых разных атомов 


произведение м Е, на размер атома 4 
с точностью до 10—20 % одинаково. 
Читатель, наверное, догадался, в чем 
тут дело: импульс электрона р» 
=^2тЕ, ‚ п постоянство произведения 
РА следует из соотношения неопреде- 
ленностей. 


3. Нулевые колебания 

Весьма впечатляющие результаты 
получаются при исследовании с по- 
мощью соотношения неопределенно- 
стей колебании атомов в твердых те- 
лах. Атомы (или ионы) совершают 
колебания в узлах кристаллической 
решетки. Обычно такие колебания 
связаны с тепловым движением ато- 
мов — чем выше температура, тем 
сильнее колебания. А что будет, если 
температуру понизить? С классиче- 
ской точки зрения амплитуда коле- 
баний будет уменьшаться, и при абсо- 
лютном нуле атомы вовсе остановятся. 
Но возможно ли это с точки зрения 
квантовых законов? 

Уменьшение амплитуды колебаний 
на квантовом языке означает умень- 
шение размера облака вероятности 
(области локализации частицы). А за 
это, как мы уже знаем, приходится, 
в силу соотношения. неопределенно- 
стей, расплачиваться увеличением им- 
пульса частицы — попытка остано- 
вить микрочастицу ме приводит к ус- 
леху. Оказывается, что даже при аб- 
солютном нуле температур атомы п 
твердом теле совершают колебания. 
Их называют нулевыми колебаниями, 
и проявляются они в целом ряде кра- 
сивых физических эффектов. 

Попробуем прежде всего оценить 
энергию нулевых колебаний. В коле- 
бательной системе при отклонении 
тела на малую величину х от поло- 
жения равновесия на него действует 
возвращающая сила ЕР=р— Ах (в слу- 
чае пружины Е — ее жесткость; у ато- 
ма в твердом теле величина к.опре- 
деляется силами межатомного взаи- 
модействия). Соответственно, у тела 
появляется потенциальная энергия 


Е Кх" то’ х' 
п м 
где «= К/т — частота колебаний. 


Отсюда следует, что амплитуда ко- 
лебаний х связана с запасом энер- 


па. 
гии тела Ё формулой 


2Е 


2.2 
то‘х я 
в х — Ра 


тах 

Но амплитуда колебаний на кван- 
товом языке как раз определяет ха- 
рактерный размер области локализа- 
ции частицы, который п силу соотно- 
шения неопределенностей связан с ми- 
нимальным импульсом частицы. По- 
лучается, с одной стороны, чем мень- 
ше энергия колебаний, тем меньшей 
должна быть амплитуда; с другой 
стороны, уменьшение амплитуды при- 
водит к увеличению импульса, а сле- 
дозательмо, и энергии частицы. Мини- 
мальная энергия, которой может об- 


ладать частица, определяется из 
оценки 
р. М И т 
9 2т тх п В ° 


Сравнивая здесь первое и последнее 
выражения, находим Е‹—й®. Точный 
расчет дает вдвое менышее значение. 
Энергия нулевых колебаний равна 
йо!2. Она максимальна у легких 
атомов, которые колеблются с боль- 
шей частотой. 

Пожалуй, самое яркое проявление 
нулевых колебаний — это существова- 
ние жидкости, которая вообще не за- 
мерзает, даже при абсолютном нуле 
температур. Ясно, что жидкость не 
замерзает, если кинетической энергии 
колебаний атомов достаточно для то- 
го, чтобы разрушить кристалличе- 


скую решетку. Ири этом ‘совершенно 


Рис. 4. Волны на гоанице межди твердым 
(светлая область) и жидким гелием. 
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неважно происхождение кинетиче- 
ской энергии — связана ли она п теп- 
ловым движеннем атомов или © вуле- 
выми квантовыми колебаниями. Наи- 
более вероятные кандидаты в неза- 
мерзающие жидкости — водород и 
гелий. В этих легчайших веществах 
энергия нулевых колебаний макси- 
мальна. Но гелий к тому же — инерт- 
ный газ. Его атомы взаимодействуют 
друг г другом очень слабо, и рас- 
плавить кристаллическую решетку гс- 
лия сравнительно легко. Оказывается, 
что энергии нулевых колебаний в 
гелии для этого достаточно, и он не 
замсрзает даже при абсолютном нуле. 
А вот водород, хотя его атомы и об- 
ладают большей, чем у телия, энер- 
гией нулсвых колебаний, все-таки за- 
мерзает, так как взаимодействие ато- 
мов водорода гораздо более сильное. 

Все остальные вещества также за- 
мерзают при абсолютном нуле тем- 
ператур. Так что гелий — единст- 
веяное вещество, которое при нор- 
мальном давлении всегда остается 
жидким. Можно даже сказать, что 
именно соотношение неопределенно- 
стси не позволяет ему замерзнуть. 
Физики называют жидкий гелий кван- 
товой жидкостью. Она обладает таким 
удивительным свойством, как сверх- 


текучесть. Академик Л. Д. Ландау 
говорил, что жидкий гелий — это 
окно в квантовый мир. 

При давлении около 30 атмосфер 
жидкий гелий все-таки затвердевает. 
Твердый гелий, правда, тоже совсем 
необычный кристалл. В нем нулевые 
колебания определяют, например, ки- 
нетическую эзиергию атомов на гра- 
нице, и вследствие этого поверхность 
кристалла может совершать гигант- 
ские колебания, словно граница меж- 
ду двумя неперемешивающимися 
жидкостями (рис. 4). Твердый гелий 
физики назвали квантовым кристал- 
лом, и его свойства сейчас интен- 
сивно исследуются. 
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Наиг рассказ о соотношении неопре- 
деленностей подошел к концу. На- 
деемся, что читатель постепенно стал 
привыкать к удивительному кванто- 
вому миру, где частицы нельзя оста- 
новить, жидкости не замерзают, 
а электроны размазаны вокруг ядра 
самым причудливым образом. Такой 
мир трудно себе представить. Но его 
можно понять, и именно п этом, как 
считал Ландау, состоит главная за- 
слуга современной теоретической фи- 
зики. 


конах, управляющих этим ми- 
ром, м об истории их открытия. 
. Автору удалось проследить 
внутреннюю логику развития 


Советуем физики и вскрыть связь этой 
науки с различными сферами 
прочесть человеческой деятельности — 


`с другими областями науки, 
техники и даже с искусством. 


В 1984 году издательство 
«Детская литература» выпус- 
тнло книгу профессора 
М. М. Колтуна «Мир физики». 

В книге показан сложный, 
многообразный и противоре- 
чивый, но вместе с тем единый 
мир неразрывно связанных 
физических явлений и процес- 
сов, популярно ин заниматель- 
но рассказано об основных за- 


Квига прекрасно оформлена, 
в ней много интересных ил: 
люстраций — редких истори- 
ческих фотографий, красоч- 
ных схем, репродукций кар- 
тин, изображений современ- 
ных приборов и эксперимен- 
тальных установок. Словом, 
это — превосходная книга для 
чтения по физикс, способная 
увлечь любого читателя. 
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Алгоритмы 


Все мы умеем складывать много- 
значные числа — этому учат в детстве. 
Давайте задумаемся, в чем состоит 
наше умение? Когда в пьесе Э. Ионес- 
ко «Урок» ученица демонстрирует за- 
мечательные способности к перемно- 
жению десятизначных чисел, потря- 
сенный учитель узнает, что ее способ 
очень прост — она выучила (беско- 
нечную!) таблицу умножения всех чи- 
сел. По-видимому, наш способ — ино- 
го рода. Мы знаем единый конечный 
способ, позволяющий решать беско- 
нечное множество задач. В нашем слу- 
чае бесконечное множество образуют 
задачи о нахождении суммы: для 
каждой пары чисел — своя задача. 
Способ единый, поскольку он один 
я тот же для всех задач. Способ 
конечный в том смысле, что он мо- 


жет быть изложен конечным чис- 
лом слов (а если бы это было не 
так, то ведь этому способу нельзя 
было бы и научить!). Как известно, 
способ этот называется «сложение 
столбиком» и состоит в том, что од- 
но число (например, 8257) поднисы- 
вается снизу под другим (например, 
64) с выравниванием правого края 


(то есть так: а а не, скажем, так: 
64 


8351) и далее начинается последова- 


тельное применение таблицы сложе- 
ния однозначных чисел (которую 
нужно заранее выучить) с переносом, 
где надо, п следующий разряд. В ре- 
зультате этого постепенно будет сфор- 
мировано число 8421. 

Здесь мы не столько изложили спо- 
с0б, сколько наномнили его, будучи 
уверены, что он известеи. Однако чи- 
тателю было бы полезно записать этот 
способ на бумаге полностью — так, 
чтобы его мог понять и использовать 
человек, не знавший рапее, как скла- 
дывать многозначные числа. Упраж- 
нение, которое мы предложили чита- 
телю, на научном языке формулирует- 
ся так: записать алгоритм, решающий 


э 


проблему сложения чисел. Эту и дру- 
гие проблемы построения алгоритмов 
мы будем далее формулировать, ука- 
зывая, что от алгоритма требуется, 
примерно в таком виде: 

Проблема. Дано: два произволь- 
ных натуральных числа.` Требует- 
ся: найти их сумму. 

Такая форма записи будет служить 
для нас сигналом, что решение проб- 
лемы состоит не в том, чтобы для 
каждых двух чисел найти свой от- 
дельный способ вычисления резуль- 
тата, а в том, чтобы найти единый 
общий способ, годящийся для всех 
пар чисел, то есть найти алгоритм 
(в данном случае — алгоритм сложе- 
ния). 

В этой статье под алгоритмом мы 
будем понимать всякую конечную си- 
стему правил, которая задает вычис- 
лительный процесс. Этот процесс на- 
чинается с предъявления (подачи на 
вход алгоритма) произвольного (но 
выбранного из фиксированной для 
данного алгоритма совокупности) ис- 
ходного данного. Процесс может за- 
вершиться получением полностью 
определенного этим исходным дан- 
ным результата; тогда говорят, что 
результат образуется на выходе алго- 
‘ритма. Однако процесс может продол- 
жаться и неограниченно, у алгорит- 
ма результат существует не всегда. 
Например, алгоритм, выписывающий 
частное двух чисел в виде десятич- 
ной дроби, может никогда не кончить 
работу (так 1:3==0,33333...). 

Понятие алгоритма принадлежит к 
числу основных понятий математики. 
Теория алгоритмов вместе с матема- 
тической логикой образует фундамен- 
тальную теоретическую базу построе- 
ния и использования вычислительной 
техники. Именно наличие алгоритмов 
для тех или иных задач позволяет 
решать эти задачи на ЭВМ. 


Замечателен сам термим «алгоритм». В са- 
мом деле, много ли терминов наукн, в состав 
которых входит географическое название? По- 
лобное иазвание ис сразу разглядимь в сл©- 
ве залгориты», однако оно там есть — это 
название города + Хорезм». Ведь а основе тер- 
мина +алгоритме лежит имя аль Хорезми (что 
значит ‹из Хорезма») — великого математика 
[Х века. Крупнейшие математики н алгорит- 
мисты всего мира воздали дамь осмовопола- 
гающей роли аль Хорезмн, съехавшись в сен- 
тябре 1979 года в Хорезмскую область Узбе- 
кистана, в город Ургенч, где они обсудилн 
насущные вопросы теории алгоритмов и ее при- 
ложений на современном этапе. Подробнее об 
этой встрече в Ургенче рассказал один из ее 
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организаторов, академик А. П. Бршов (см. 
«Квант», 1984, 14 8, с. 29}. 

Мы собираемся продемонстрировать 
читателю наиболее знаменитые и на- 
глядные примеры нерешимых алго- 
ритмических проблем, то есть таких 
алгоритмических проблем, для кото- 
рых не существует решения. Для конт- 
раста, эти примеры будут соседство- 
вать с такими, где алгоритм есть (хотя, 
иногда, и очень сложен) или вопрос 
о наличии алгоритма еще не решен. 


Решение алгебраических 


уравиений 
Выпишем уравнение 
х+2=у (1) 
и будем интересоваться его решения- 
ми. Решение в данном случае — это 


пара чисел (а; В), подчиненная усло- 
вию а?--2=5°, например, пара (5; 3). 

Решая какое-либо уравнение, надо 
всегда точно знать, какие числа дозво- 
ляется брать в качестве его решений. 
Если,к примеру, решением уравнения 
должен служить прирост количества 
коз в таком-то стаде за такой-то срок, 
вряд ли нас устроит ответ «две трети» 
(но ответ «минус десять» будет осмыс- 
лен: он означает, что количество коз 
в стаде, к сожалению, не возросло, 


`а уменьшилось). Для уравнения (1) 


можно интересоваться его действи- 
тельными решениями, то есть парами 
действительных чисел, рациональны- 
ми решениями, то есть парами ра- 
циональных чисел, целыми реше- 
ниями, то есть парами целых чисел. 
Уравнение (1) имеет бесконечно мно- 
го действительных решений: доста- 
точно взять любое п и положить = 


—А/ а? 2, тогда пара (а; Ь) будет ре- 
шением (вопрос’к читателю: 
можно ли взять любое $ и положить 
а—^/ 5 2?). Нетрудно доказать, что 
(1) имеет бесконечно много рацио- 
нальных решений; вот одно из них: 
(0,383; 0,129). Целых же решений 
только два : (5; 3) и (5; 3). Однако 
доказать это нелегко. 

Решение уравнений в целых числах 
представляет собой очень древнюю 
(ею занимался еще сам Пифагор в 
УТ. в. до н. э.) и — в общем слу- 
чае — очень трудную задачу. Основ- 
ная трудность состоит в том, чтобы 
выяснить, имеет ли данное уравне- 
ние хотя бы одно’ целочисленное ре- 
шение. Например, неизвестно (во вся- 
ком случае было неизвестно до срав- 


нительно недавнего времени) имеют 
ли решения в целых числах уравне- 
ния х-у-2“ =30 и. ху“ +2 ==“. 

Задача для читателей. Для каждого 
из уравнений х*--у*—527, Зуй, хору = 
=ах’ найдите какое-нибудь решение в целых 
числах или докажите, что такого решения не 
существует. 

Указание. Об этих и других уравиениях 
и целых числах можно прочесть п популяр- 
ных брошюрах: Гельфоид А. О. «Решение урав- 
нений в целых числахь, М., 1952. (серия «Попу- 
лярные лекции по математике», вып. 8); Сер- 
пинский В. з‹О решении уравнений в целых 
числах», М., 1961. 


Задача *уметь по произвольному 
алгебраическому уравнению с целыми 
коэффициентами выяснять, имеет ли 
оно решение в целых числах» состав- 
ляет одну из двадцати трех так на- 
зываемых проблем Гильберта. Что это 
за проблемы? 

Когда Давид Гильберт (1862— 
1943), один из величайших математи- 
ков ХХ века, готовил свой доклад 
на Всемирном математическом кон- 
грессе в Париже н 1900 г., он выбрал 
23 проблемы из различных областей 
математики. Эти проблемы были его 
попыткой «проникнуть в предстоящие 
успехи нашей науки и тайны ее раз- 
вития п начинающемся столетии». По- 
пытка эта оказалась необычайно ус- 
пешной и ценной. И по сей день ре- 
шение (даже частичное) какой-либо 
проблемы Гильберта расценивается во 
всем мире как высшее математическое 
достижение. Обязательным требова- 
нием, предъявляемым к действитель- 
но фундаментальной проблеме, Гиль- 
берт считал звозможность изложить 
ее содержание первому встречному». 
Задача о выяснении наличия цело- 
численных решений составляет деся- 
тую проблему из списка Гильберта. 
Читатель может сам судить, в какой 
степени ее формулировка является об- 
щедоступной. Сейчас мы сформули- 
руем десятую проблему Гильберта в 
соответствии с принятыми здесь стан- 
дартами. 

Проблема 1 (десятая проблема 
Гильберта). Дано: произвольное ал- 
гебраическое уравнение < целыми 
коэффициентами. Требуется: вы- 
яснить, существует ли у данного урав- 
нения решение в целых числах. 

Искомый алгоритм: в 1970 г. со- 
ветский математик Ю. В. Матиясевич 
доказал невозможность алгоритма, ре- 
шающего эту проблему (см. «Квант», 
1970, № Т, с. 39). 


В связи со сформулированной проб- 
лемой уместно сделать замечание, 
применимое не только к ней, но, с 
соответствующими изменениями, и в 
других случаях. Алгоритм отыскания 
какого-нибудь решения любого урав- 
нения, о котором известно, что у него 
есть решение, существует! Действи- 
тельно, вот такой алгоритм: надо про- 
сто подставлять в уравнение все набо- 
ры натуральных чисел. В конце кон- 
цов будет найден набор, удовлетво- 
ряющий уравнению. 

Приведем несколько естественных 
модификаций первой проблемы. 

Проблема 2. Дано: произвольное 
алгебраическое уравнение с целыми 
коэффициентами. Требуется: вы- 
яснить, существует ли у данного урав- 
нения решение в действительных 
числах. 

Искомый алгоритм: существует! 

Решение проблемы 2 было получе- 
но известным польским логиком и 
математиком Альфредом Тарским в 
40-е годы ХХ века. О применении 
этого результата будет говориться 
дальше. В действительности, Тарский 
построил более общий алгоритм, поз- 
воляющий выяснить наличие решений 
у систем равенств и неравенств. 

Чтобы оценить степень нетривиаль- 
ности алгоритма Тарского, попытай- 
тесь решить следующую задачу. По 
произвольному алгебраическому 
уравнению с целыми коэффициентами 
и одной неизвестной требуется выяс- 
нить, существует ли у него решение 
в действительных числах. (Ясно, что 
эта задача — простой частный слу- 
чай проблемы 2). Если степень урав- 
нения нечетна, сразу можно ответить, 
что корень уравиения существует. 
А что, если четна? 

Пробльма 3. Дано: произвольное 
алгебраическое уравнение с целыми 
коэффициентами. Требуется: вы- 
яснить, существует ли у данного урав- 


нения решение в рациональных 
числах. 

Искомый алгоритм: существует он 
или нет — неизвестно. 


Посмотрите, как близки друг к дру- 
гу формулировки наших проблем 1, 2 
и 3: эти формулировки различаются 
лишь в одном слове. И как, тем не 
менее, различны ответы на вопрос, 
существует или нет соответствующий 
алгоритм. Поистине, удивительное 
рядом! 
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Преобразование слов 


В математике словами называются 
любые конечные последовательности 
символов. Например, 1985 — слово 
длины 4. Слова не только не обяза- 
ны обладать каким-либо смыслом, но 
даже быть произносимыми. Так, 
БРДРОЬБЬЩ — слово из русских букв 
(и притом длины 8), хотя и не слово 
русского языка. Как правило, исход- 
ные данные для алгоритмов — это 
слова. Когда алгоритм задан, опре- 
делено и множество букв, то есть сим- 
волов, из которых составляются сло- 
ва, подаваемые ему иа вход. Такое 
множество называется алфавитом. 
Алфавиты, в которых пишутся текс- 
ты на естественных языках и языках 
программирования, печатаются кни- 
ги, содержат не более нескольких сот 
букв. Многозначные числа, участвую- 
щие в `‹школьных» алгоритмах — 
это слова п десятибуквенном алфави- 
те, состоящем из букв 0, 1, 2, ..., 9; 
эти буквы, как известно, называют- 
ся цифрами: а для записи десятич- 
ных дробей, помимо этих десяти цифр, 
используется еще одна буква — за- 
пятая. 

Современные вычислительные ма- 
шины работают с двоичными слова- 
ми, состоящими из букв О и 1. Чтобы 
проиллюстрировать . гибкость и ем- 
кость понятия «слово», заметим, что 
пару слов можно закодировать одним 
словом, например, поставив между 
членами пары букву, не входящую 
в алфавит, в котором эти члены за- 
писаны. Таким образом, в качестве 
исходных данных для алгоритмов до- 
статочно россматризать. слова, а рас- 
сматривать = этом качестве пары, 
тройки и т. д. слос нот нужды. За- 
метим еще, что часто бывает удобно 
рассматривать слово длины ноль; 
оно называется пустым словом, так 
как вовсе не содержит букв. 

Многие из вас играли в следующую 
игру- Дается задание, например, «пе- 
ределать волка в козу». Решение: 


ВОЛК_-ПОЛК-- ПОЛА--ПОЗА-- КОЗА 


В чем состоит одии шаг передел- 
ки? — В замоно любой буквы уже 
полученного слова на любую другую 
букву русского алфавита, причем так, 
чтобы получаемый объект (слово в 
математическом смысле этого слова) 
оказывался снова осмысленным сло- 
вом русского языка. 
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Теперь упростим игру — забудем 
о том, что среди всех последователь- 
ностей букв выделены слова русско- 
го языка. Будем считать все (в ма- 
тематическом понимании, то есть как 
осмысленные, так и бессмысленные) 
слова в русском алфавите равноправ- 
ными. Можно Ли тогда переделать 
волка в козу? Ну, теперь это совсем 
легко: 


ВОЛК_КОЛК--КОЗК-- КОЗА 


Может быть, теперь любое слово 
можно переделать в любое? Конечно 
нет — слова должны быть одинако- 
вой длины. Но этого условия и до- 
статочно! 

Проблема. Дано: два слова в рус- 
ском алфавите. Требуется: узнать, 
получается ли одно из другого по- 
следовательностью замен буквы на 
букву. 

Искомый алгоритм: сравнить дли- 
ны слов, если они совпадают, то от- 
вет ДА, если не совпадают, то от- 
вет — НЕТ. 

Заметим, что первоначальная проб- 
лема — переделать одно заданное 
слово русского языка, также очевид- 
но решима — для ее решения нуж- 
но только иметь (конечный!) словарь 
всех слов русского языка, которые 
можно использовать в игре, и доста- 
точный запас времени и бумаги. Не- 
сложный подсчет показывает, что эта 
задача может быть практически реше- 
на на сегодняшних ЭВМ. 

Теперь, опять забыв о русском язы- 


_ ке (но не о русском алфавите) и под 


словами понимая произвольные ко- 
нечные последовательности русских 
букв, усложним задачу в другом от- 
ношении. Вместо того, чтобы разре- 
шать заменять (в любом месте сло- 
ва) любую букву на любую, выберем 
некоторый конечный список разре- 
шенных замен. Этот список может 
выглядеть, например, так: 

$ БББ БА 

Б АА АБА 
Преобразование слова за один шаг 
будет, как и раньше, состоять в том, 
что в любом месте слова мы заме- 
няем участок, который разрешено за- 
менять, на то, на что его разрешено 
заменять. При этом все разрешенные 
замены двусторонние: если участок Х 
разрешено заменять на участок У, 
то и участок У разрешено заменять 
на участок Х. Например, если спи- 


сок разрешенных замен таков, какой 
мы только что выбрали, то преобра- 
зование за один шаг может быть та- 
ким: БААБ — БББББ, или таким: 
БАБ -— АБАБ, или таким: БАБА — 
БААА. 

Проблема. Дано: два слова в рус- 
ском алфавите. Требуется: узнать, 
можно ли переделать одно в другое, 
пользуясь следующей системой раз- 
решенных замен: 


АВ БВ АУ ву ДВА ДУБ. ВВА 
ВА ВБ УА УБ ВД Уд ВВАД 


Искомый алгоритм: не существует. 
Это доказал советский математик 
Г. С. Цейтин, придумавший указан- 
ную систему замен. 

Подобную проблему в общем виде 
(то есть любой системы разрешенных 
замен} впервые поставил известный 
норвежский математик Аксель Туэ в 
1914 году. Сам он доказал существо- 
вание алгоритма в ряде частных слу- 
чаев. 


Туэ особо выделил случаи, когда’ 


во всякой разрешенной замене один 
из членов — пустое слово, и, таким 
образом, всякая разрешенная замена 
состоит в том, что можно в любое 
место имеющегося слова вставить ука- 
занное в замене слово или вычеркнуть 
его. Например, вставляя и вычеркивая 
слова АБ и БА, можно из слова 
АБББА получить БАБАБ. Понытай- 
тесь построить требуемый алгоритм 
для вставок и вычеркиваний АБи БА, 
то есть для такого списка разрешен- 
ных замен: 


АБ БА 


пустое слово — пустое слово 


(Уже этот простейший пример важен 
для раздела алгебры, называемого 
«теория групп».) 

Для любого набора разрешенных 
вставок-вычеркиваний алгоритм, 
устанавливающий, можно ли переде- 
лать одно слово в другое, существует. 
Показал это советский математик 
С. И. Адян в 1966 году. 


Элементарная геометрия 


Мы не. имеем здесь возможности 
дать дстальное определение, что та- 


кое элементарная геометрия п стро- 


гом смысле, уточняемом с помощью 
математической логики. Постараемся, 
однако, дать приблизительное опи- 


сание. Исходными понятиями элемен- 
тарной геометрии служат точки, пря- 
мые, плоскости, отрезки. окружности, 
сферы, отношения +лежать на», зле- 
жать между», «быть конгруэнтны- 
ми» ит. п. Допускается образование 
новых понятий — но без использова- 
ния многоточий и оборота зи так да- 
лее» (в этом пункте строгое матема- 
тико-логическое представление об эле- 


ментарной геометрии расходится с 
расплывчатым традиционным). На- 
пример, понятие треугольника при- 


надлежит элементарной геометрии: 
ведь треугольник можно определить 
как Такие три отрезка А.А, А,А,, 
АА» что А.А, А.=А, А.А, 
А вот общее понятие ломаной не при- 
надлежит элементарной геометрии, 
потому что в его определении участ- 
вуют многоточие и слова +и так да- 
лее»: ломаная — это набор отрезкбв 
в АА, А.А.,... (здесь многоточие!), 
А,_:, А,, таких, что А-=А., А. =А:; 
и т. д. 


Проблема. Дано: утверждение 
элементарной геометрии. Требу- 
ется: проверить, истинно ли оно. 

Искомый алгоритм: существует. 


Существование алгоритма было, по 
существу, установлено Тарским в 
40-е годы нашего века. Оно достаточ- 
но просто вытекает из существования 
того алгоритма Тарского, о котором 
говорилось ранее. Связь проблем ал- 
гебры и геометрии была открыта уже 
давно (аналитическая геометрия), ес- 
тественио, что она распространилась 
и на алгоритмические проблемы. 

Результат Тарского выглядит, и 
действительно является, крайне силь- 
ным и даже парадоксальным. Ока- 
зывается, существует весьма обшир- 
ная область классической математики 
(именно — элементарная геометрия), 
о которой традиционно считается, что 
она требует тонкого интеллекта и уж 
никак не сводится к тупым иодсче- 
там, и в то же время имеется алго- 
ритм, который может проверять ис- 
тинность теорем этой области (а если 
нужно, то и искать их доказательст- 
ва}. Утешиться можно лишь тем, что 
алгоритм Тарского не является ре- 
альным: он требует неслыханно. 
большого времени для своего осу- 
ществления. 

Полезно представить себе: насколь- 
ко «близко» начинаются те геометри- 
ческие утверждения, для которых, ие- 
смотря на существование общего алго- 


13 


Рис. 1. Рис. 2. 
ритма, сейчас неизвестна их истин- 
ность или ложность. 

Вот один наглядный пример. Возь- 
мем двенадцать круглых банок одина- 
кового диаметра (равного, скажем, 
10 см). Мы хотим упаковать их, поста- 
вив стоймя, в круглую коробку. Это 
можно сделать, например, так, как по- 
казано на рисунке 1). Однако можно 
расположить банки и более тесно — 
так, чтобы понадобилась коробка 
меньших размеров. Например так, 
как показано на рисунке 2. Наконец, 
упаковка, показанная на рисунке 3, 
позволяет использовать еще меньшую 
коробку. Спрашивается, можно ли 
найти круглую коробку еще меньше- 
го диаметра, в которую бы влезли все 
наши банки? Ответа на этот вопрос 
никто не знает, хотя этот ответ и мо- 
жет быть получен с помощью алго- 
ритма Тарского: надо применить этот 
алгоритм к утверждению, что третья 
упаковка — наилучшая, и посмот- 
реть, что получится в результате. 
ДА или НЕТ. Однако этот способ не- 
реален, поскольку для получения ре- 
зультата работы алгоритма требуется 
астрономически большое время. 


Пример доказательства 
нерешимости 


Предположим, что мы работаем в 
Вычислительном Центре. В этом цент- 
ре имеется замечательная Вычисли- 
тельная Машина. Она может произво- 
дить вычисления по любой програм- 
ме р, написанной на неком Языке 
Программирования, то есть по вход- 
ному данному т находить результат 
рт) программы р (если, конечно, он 
определен). 

Программы можно перенумеровать 
(например, в алфавитном порядке, 
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Рис. 3. 


ведь каждую программу можно счи- 
тать словом в символах Языка Про- 
граммирования), составив Библиотеку 
всех программ: 


Р.›Р?2,Рз,---. В» »--- 

Лучше всего иметь дело с такими 
программами р, которые при любом 
входном данном т дают резуль- 
тат рт). Такова, например, стан- 
дартная программа для вычисления 
функции у=т?+5т—6. К сожале- 
нию, встречаются и такие програм- 
мы, которые при некоторых значениях 
входного данного никогда не закан- 
чивают работы, «зацикливаются», как 
говорят программисты. Так, програм- 
ма для вычисления десятичной запи- 
си значения функции у=т/3 не дает 
результата, скажем, при т=10. 

Это очень неприятное обстоятельет- 
во. Ведь если мы такую программу 
введем в Вычислительную Машину 
вместе с таким «плохим» исходным 
данным, работа Вычислительной Ма- 
шины никогда не окончится, и мы бу- 
дем только зря тратить дорогостоящее 
Машинное Время. 

Чтобы это избежать, хорошо бы 
иметь некоторую процедуру (алго- 
ритм!), которая по номеру программы 
заранее говорила бы, даст программа 
с этим номером при выбранном вход- 
ном данном результат, или нет. 

Проблема. Дано: произвольная 
пара натуральных чисел (п, т). Тре- 
буется: построить алгоритм, выяс- 
няющий, заканчивает ли работу 
п-ная программа р, при входном дан- 
ном т. 

Искомый алгоритм: не существует, 
и мы сейчас это докажем. 


Доказательство. (Диагокаль Канто- 
ра}. Предположим. что искомый алгоритм А 
существует. Составим таблицу всех программ 
и исходных данных: 


и выделим иа имей диагональ. 

Рассмотрим программу р, результат кото- 
рой «не такой, как ма диагонали», то есть 
определяется правилом 
Р(т)—( Ри (т) 1, если р» (т) определено, 

о ‚ если р» (т) не определено. 

Это действительно программа, то есть 
р вычисляется с помощью алгоритма. (А имен- 
ио, такого: проверяем условие «р» (т) опреде- 
леиоь по алгоритму А, если оно выполиено, 
вычисляем р» (т) и прибавляем едияицу, если 
иет, полагаем р\т)=0). Но тогда р входит в 
список всех программ Библиотеки, под каким- 
то номером. Обозиачим этот номер через А и рас- 
смотрим ре (№) (элемент по диагонали!). 

Если р. не определено, то р(К)=0 и поэто- 
му Р(К)эЕ рь (К). 

Если рь(К) определено, то р(®)=рь (®)-+ 
15 ре (Е\ 

В обоих случаях Р (К) 2 р» (Ё)}, что невозмож- 
но, ибо ри р, — одна и та же прёграмма. 
Это противоречие завершает доказательство. 

Читатель, возможио. хотел бы узнать, по- 
чему приведеиное выше доказательство иазы- 
вается «диагональю Кантора». Дело п том, что 
изящный метод доказательства, Использо- 
ванный здесь, был придуман немецким мате- 
матиком Георгом Каитором (1845 1918). осно- 
вателем теории множеств. Правда, Кантор уста- 
навливал совсем другое утверждение. Именио, 
что множество действительных чисел нельзя 
занумеровать натуральными числами, то есть 
составить список всех действительных чисел: 
4,,4-,Чз,-.. (Читателю, которому этот результат 
показался очевидным — «ведь действительных 
чисел гораздо больше, чем натуральных», — 
мы советуем доказать, что все рациоиналь- 
ные числа можно занумеровать — хотя 
их тоже +«гораздо больше, чем натуральных). 

Следуя Кантору, мы докажем (от иротив- 
ного), что даже множество действительных чи- 
сел ма отрезке [0.1] мельзя занумеровать. Пред- 
положим, что нам удалось это сделать. Рас- 
положим нашн числа, представлеиные в виде 
десятичных дробей, в порядке номеров: 


О,а, аз а:... 
6,5, 5. ъ..-.. 
0, С2 сз... 


(Здесь буквы а, Ь, с.... © индексами обозна- 
чают цифры 1, 2, ..., 9, 0 десятичной записи). 
А теперь мы предъявим число на отрезке [0, 1}, 
которого нет в нашем списке. Именно. таким 
будет число, чьи разряды зне такие, как на 
диагонали», то есть, например, число О,абс 
гдеа — любая цифра. отличная от а, ; В — лю- 
бая цифра, отличная от 6,; с — любая цифра, 
отличная от с., и т. д. Противоречие! — 


Давайте подведем некоторые итоги. 
Мы познакомились с понятием алго- 
ритма — важнейшим понятием совре- 
менной математики и информатики. 
Разумеется, многие конкретные алго- 
ритмы (например, алгоритм сложения 
столбиком или алгоритм Евклида на- 
хождения общей меры) быля известны 


очень: давно, однако общее представ- 
ление об алгоритме сформировалось 
только в первой половине ХХ века. 
Всякая попытка использовать вычис- 
лительные машины для решения ка- 
ких-либо задач начинается с построе- 
ния алгоритма, решающего эти зада- 
чи. Пока нет такого алгоритма, нельзя 
составлять программу для вычисли- 
тельной машины. А если оказывает- 
ся, что нужного алгоритма и не мо- 
жет быть, то бессмысленно и пытать- 
ся составлять программу. Поэтому ре- 
зультаты о невозможности тех или 
иных алгоритмов имеют очевидный 
практический смысл. Кроме тбго, рас- 
суждения, приводящие к установле- 
нию такой невозможности, позволяют 
глубже проникнуть в природу самого 
понятия +алгоритм». 

У читателя может возникнуть во- 
прос: всякий ли алгоритм можно за- 
программировать, то есть превратить 
в программу для вычислительной ма- 
шины? Ответ: теоретически да. 
Слово «теоретически» означает здесь, 
что ответ утвердителен, если допус- 
кать программы сколь угодно длин- 
ные (для написания которых заведо- 
мо не хватит бумаги, чернил и каран- 
дашей на всей Земле) и сколь угодно 
долго работающие (триллионы лет). 
Отметим, что подобного рода допуще- 
кия глубоко коренятся в математике. 
(Мы допускаем многоугольники с лю- 
бым числом сторон. Мы верим, что ал- 
горитм сложения столбиком позво- 
ляет складывать числа любых разме- 
ров, хотя и осознаем, что если в сла- 
гаемых больше знаков, чем атомов в 
Земном шаре, то не вполне ясно, как 
такие слагаемые записать, да и число 
цагов при их сложении окажется 
астрономически велико...) К тому же 
и возможности вычислительной тех- 
ники непрерывно растут. Если первые 
вычислительные машины совершали 
сотни операций в секунду, И управ- 
лялись программами, составленными 
из десятков команд, то быстродеист- 
вие современных машин доходит до 
сотни миллионов операций в секун- 
ду, а размер их программ — до со- 
тен тысяч команд. Принято считать, 
что возможности машин удесятеряют- 
ся за каждое пятилетие. Разумеется, 
тем не менее, оценки и размера запи- 
си алгоритма и числа шагов его рабо- 
ты имеют первостепенную важность. 
Но это — тема отдельных серьезных 
обсуждений. 
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Роберт 
Гук 


(к 350-летию 
со дня рождения) 


Кандидат 
физико-математических 
наук 

С. Р. ФИЛОНОВИЧ 


Здание Грешем-колледжа. 
В этом доме Гук жил ц ра- 
ботал почти пятьдесят лет. 


«Моделью» для этого портре- 
та Роберта Гука послужило 
одно из изображений ученого, 
которое было создано по опи» 


саниям его внешности. остав- 
ленным современниками. 
Подлинного портрета ученого 
д0 сих пор не удалось обна- 
ружить. 


Тому, кто захочет подробнее 
познакомиться с жизнью этого 
замечательного ученого, мы 
рекомендуем прочитать киигу 
А. Н. Боголюбова «Роберт 
Гук» (М.: Наука, 1984). 
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В истории науки есть периоды, когда происхо- 
дила крутая ломка представлений о природе и 
методах ее исследования. Такие периоды принято 
называть научными революциями. Одна из них 
относится к ХУП столетию, в течение которого 
были заложены основы многих разделов класси- 
ческой физики. Характер революции вн физике 
ХУП века определялся, прежде всего, обраще- 
нием ученых к эксперименту как средству позна- 
ния законов природы. Одним из величайших экс- 
периментаторов-той эпохи был Галилей. Его про- 
стые, остроумные и очень убедительные опыты 
вдохновили многих ученых на исследования в 
разных областях физики. ХУЦ столетие чрезвы- 
чайно расширило круг изучаемых физических за- 
конов и явлений. При этом научная специализа- 
ция еще не зашла н то время очень далеко, 
и многие выдающиеся ученые успешно работали 
сразу в нескольких областях физики. К таким 
ученым-универсалам относятся Галилей, Кеплер, 
Гюйгенс, Ньютон. К этому перечню следует доба- 
вить и имя выдающегося английского естество- 
испытателя Роберта Гука, который по широте на- 
учных интересов и разнообразию полученных им 
результатов занимает одно из самых заметных 
мест в блестящей плеяде ученых ХУП века. 

О жизни этого ученого, о его научной деятельно- 
сти и о судьбе его работ мы расскажем в этой статье. 
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Роберт Гук родился 18 июля 1635 года п местечке 
Фрешуотер на английском острове Уайт в семье 
настоятеля местной церкви. Отец хотел, чтобы Ро- 
берт тоже стал священником, но от этих планов 
пришлось отказаться. У мальчика было такое сла- 
бое здоровье, что он даже не мог ходить п началь- 
ную школу вместе со сверстниками. (Болезни пре- 
следовали Гука всю жизнь, и это сказалось на 
его характере: современиики часто отмечали его 
вспыльчивость, резкость и раздражительность.) 

Имея большой досуг, юный Гук много времени 
посвящал конструированию и моделированию раз- 
личных устройств и механизмов. Можно сказать, 
что страсть к изобретательству проявилась у него 
еще в раннем детстве. Однако безмятежная жизнь 
п семье была рано прервана трагическим собы- 
тием. Когда Роберту было 13 лет, умер его отец, 
и Гуку пришлось задуматься о своем будущем. 
Стремясь с пользой истратить оставшиеся ему в 
наследство 100 фунтов стерлингов, Гук поступает 
учеником к одному лондонскому живописцу. Од- 
нако вскоре он убеждается, что и без специальной 
подготовки достаточно хорошо рисует, а запах 
масляной краски вызывает у него головную боль. 
Отсюда и решение уйти от живописца и поступить 
в школу известного педагога Р. Башби. В школе 
Роберт изучил латинский и греческий языки, поз- 
накомился с геометрией Евклида, одним словом, 
получил подготовку, достаточную для поступления 
в университет. 

В 1653 году Гук становится студентом знаме- 
нитого Оксфордского университета. К тому вре- 
мени деньги, оставленные ему отцом, были исчер- 
паны, и молодому человеку надо было искать сред- 
ства для продолжения учебы. Роберт устраивается 
хористом в церковь. Однако петь ему пришлось 
недолго, поскольку очень скоро он находит место, 
лучше отвечающее его склонностям: молодого 
человека берет к себе п качестве ассистента 
химик Т. Уиллис. Видимо, Гук работал добро- 
совестно, и Уиллис рекомендовал его я том же ка- 
честве молодому аристократу, увлеченному нау- 
кой, имя которого вошло во все учебники физики, — 
Роберту Бойлю. 

Бойль, человек столь же знатный, сколь и бога- 
тый, не желая участвовать в сложной полити- 
ческой борьбе, раздиравшей Англию в середине 
ХУП века, удалился в Оксфорд, где на свои сред- 
ства организовал химическую лабораторию. Ранее 
он получил прекрасное образование во Франции, 
Италии и Швейцарии и занимался научными ис- 
следованиями не как дилетант, а вполне профес- 
сионально. К тому времени, когда Гук стал его 
ассистентом, .Бойль был заинтересован изобретен- 
ным О. Герике воздушным насосом и опытами, про- 


изведенными пцпемецким естествоиспытателем с по- 


мощью этого устройства. Понимая, что конструк- 
ция насоса Герике далека от совершенства и что 
для проведения количественных экспериментов 
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Рис. 1. Внешний вид и схема 
сечения касоса Бойля — Гука. 
Для создания в сосуде А дав- 
ления меньше атмосферного 
требовалось несколько раз по- 
следовательно выполнить та- 
кие действия: открыть кла- 
пан В. перевести поршень из 
положения Д, в положение Д.. 
открыть клапан С. вернуть 
поршень в положение Д,. за- 
крыть клапан С. Для повыше- 
ния давления в сосуде А пере- 
численные действия надо бы- 
ло провести в обратном по- 
рядке. 


Фрагмент служебной записки 
Гука с его автографом. 
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Отрывки 
из сочинений 
Гука 


Без обращения к первоисточ- 
никам невозможно составить 
правильное представление п 
том, как изядгали свои взгля- 
ды ученые прошлого. Нногда 
современная формулировка 
закона, носящего имя того или 
иного ученого, в действитель- 
мости очень сильно отличает- 
ся от той, которую давал ему 
автор. Но чаще знакомство г 
работами классиков естество- 
знания вызывает восхище- 
ные именно тем, как точно 
ученым прошлого удавалось 
представлять свои идеи: вы- 
сказанные ими несколько сто- 
летий назад суждения зву- 
чат вполне современно. По- 
следнее относится ко многим 
работам Р. Гука. Мы пред- 
лагаем читателю несколько 
отрывков из произведений 
ученого, касающихся приро- 
ды света и закона упругости. 


Публикацию подготовил 
С. Р. Филонович. 


О свете 


«Свет — колебательное или 
дрожательиое движение в сре- 
де... происходящее мз по- 
добного же движения в све- 
тящемся теле. подобио звуку, 
которым обычно объясняется 
дрожательным движением 
среды, проводящей его. вы- 
зваиным дрожательным дви- 
жением звучащего тела. И так 
же как в звуке пропорцнио- 
нальные колебания произво- 
дят различные гармоиики, 
таки п свете различные стран- 
ные и приятные цвета созда- 
ются при смешении пропор- 
циональных м гармонических 
двыжеиний. Первые восприин- 
маются ухом, а вторые — 
глазом.® 


В следующем отрывке речь 
идет о возбуждении световой 
волны и, по существу, вв0- 
дится понятие о сферическом 
волновом фронте. 


*...свет расиространяется с 
одинаковой скоростью, откуда 
необходимо, чтобы каждый 
импульс нли колебание све- 
тящегося тела возбуждал сфе- 
ру. которая непрерывио уве- 
личивадась бы так же, хотя 
м намного быстрее, как волиы 
иля круги ма поверхности во- 
ды расходятся вокруг точкн, 


{Продолжение см. на с. 20} 
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требуется ее серьезное усовершенствование, Бойль 
поручил Гуку заняться этим вопросом. Новый 
ассистент блестяще справился с заданием. 

На рисунке 1 изображен внешний вид устрой- 
ства, которое вошло в историю физики под назва- 
нием «насос Бойля — Гука». Используя этот насос, 
Бойль выполнил цикл экспериментов, которые 
привели к установлению одного из основных газо- 
вых законов, впоследствии названного «законом 
Бойля — Мариотта» *). 

Итак, еше во время учебы в университете Гук 
приобщился к научным исследованиям. Знаком- 
ство с Уиллисом и Бойлем имело для начинаю- 
ццего ученого особое значение еще и потому, что 
они ввели Гука в кружок любителей естествозна- 
ния, регулярно собиравшийся в Оксфорде, многие 
члены которого несколько лет спустя (в 1660 году) 
стали основателями Лондонского Королевского 
общества (Академии наук Англии). Члены кружка 
были хорошо осведомлены о талантах Гука, и ког- 
да в 1662 году встал вопрос о кандидатуре ма 
должность демонстратора Королевского общества, 
они без колебаний обратились к Гуку. Гук при- 
нял это предложение. В его обязанности входила 
подготовка трех-четырех экспериментов, которые 
демонстрировались на еженедельных заседаниях 
Королевского общества. 

Середина ХУЦ века — это время, когда эксиери- 
ментальные исследования только входят в практи- 
ку ученых. Поэтому Гуку приходилось очень много 
работать, чтобы удовлетворить требования членов 
Общества: ведь он должен был не только ставить 
опыты, придуманные им самим, но и повторять 
эксперименты, сообщения о которых дошли до 
Англии, проводить астрономические наблюдения 
ит. д. И Гук с честью справлялся с этими обя- 
занностями в течение нескольких десятилетий. 

С 1665 года Гук становится профессором гео- 
метрии в Грешем-колледже и читает там лекции. 
В 1666 году меценат Кутлер предлагает Гуку за 
довольно большое вознаграждение начать чтение 
лекций для членов Лондонского Королевского об- 
щества по различным проблемам науки. Гук, нуж- 
давшийся в средствах, принимает и это предло- 
жение, и в течение многих лет регулярно высту- 
пает с лекциями на разнообразные темы. 

Кажется, что дел, которыми занимался Гук, хва- 
тило бы на нескольких людей. Но он находит все 
новые применения своему таланту. В 1666 году 
произошло трагическое событие: в результате 
страшного пожара была уничтожена значитель- 
ная часть английской столицы (он вошел в историю 
как Большой Лондонский Пожар — с большой 
буквы). Сразу после трагедии отцы города обра- 
тились в Королевское общество с просьбой предста- 


*) Результаты незввисимых исследований Французского физика 
3. Мариотта были опубликованы сиустя 14 лат посде выхода 
в сост основной работы Р. бойля. 


вить проекты перестройки Лондона. Гук за не- 
сколько недель подготовил оригинальный проект. 
По его плану улицы нового Лондона должны 
были пересекаться строго под прямыми углами. 
Хотя этот план не был принят (идея ученого 
была воплощена в жизнь лишь значительно поз- 
же, при застройке Нью-Йорка), проект Гука оценен 
но достоинству, и он был привлечен к работе по 
перестройке Лондона в качестве смотрителя. 
В конце 60-х — начале 80-х годов под руковод- 
ством Гука п городе было возведено множество 
зданий. Получили известность и работы Гука как 
архитектора. В частности, по его проекту было 
возведено здание печально знаменитой больницы 
Марии Вифлеемской, превращенной впоследствии 
в дом для умалишенных. Ее второе название — 
«Бедлам» — стало нарицательным и обозначает 
хаос, неразбериху. К сожалению, ни одно из зда- 
ний, построенных по проекту Гука, до наших дней 
не сохранилось. 

Вот так, в непрерывной, неустанной деятель- 
мости проходили дни Роберта Гука. Однако среди 
множества его занятий основное место. безусловно, 
принадлежит научным исследованиям. Какими же 
открытиями и изобретениями обогатил Гук науку? 

Как уже говорилось, свою научную работу Гук 
начал с участия п экспериментах Бойля. Одно 
из открытий Бойля послужило темой и первого 
самостоятельного исследования Рука. Бойль за- 
метил, что жидкость в тонких трубках (капил- 
лярах) не подчиняется закону сообщающихся 
сосудов: вода в стеклянном капилляре подни- 
мается выше уровня воды я широком сосуде. Гук 
тщательно исследовал явления подобного рода, ко- 
торые получили названия капиллярных. Выяснить 
их причину он не смог, но им было сделано не- 
сколько важных наблюдений и обобщений. В част- 
ности, он установил связь между капиллярностью 
я движением соков в стволах деревьев. 

Важной особенностью творчества Гука была глу- 
бокая взаимосвязь проблем, которыми он занимал- 
ся. На это обстоятельство надо обратить особое 
внимание, поскольку широта интересов Гука не- 
обычайна. Ярким примером разнообразия зани- 
мавших его вопросов является «Микрография» — 
самое известное произведение Гука, изданное п 
1665 году. 

В этой относительно небольшой книге Гук опи- 
сывает множество наблюдений, произведенных 
с помощью усовершенствованного им микроско- 
па. На рисунке 2 показан внешний вид этого 
микроскопа, а на рисунке $ — изображения микро- 
скопических объектов, исследованных Гуком. (Эти 
и другие рисунки для книги +«Микрография» 
Гук выполнил сам.) 

Усовершенствование микроскопа позволило Гу- 
ку провести уникальные по систематичности и 
разнообразию наблюдения. Исследование глаза 
мухи было настоящим научным открытием — 
Гуку удалось объяснить, почему поле зрения этого 
насекомого очень велико. «... ряды глаз располо- 
2 


Рис. 2. Микроскоп Гука. 
Длина тубуса около Т дюй- 
мов (—18 см) перемещение 
объектива осуществлялось 
микрометрическим винтом; 
наблюдиемый предмет по- 
мещался но кончике булавки. 
При рабоге г искусственным 
освещением свет (от свечи) 
фокусировался на предмет 
с помощью шара. наполненно- 
го водой. и плоско-выпуклой 
линзы. 


Рис. 3. Изображения микро- 
сколических объектов. иссле- 
дованных Гуком: грибница 
плесени; е«мозаичный»е глаз 
мухи: различные типы сне- 
жинок. 
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где от упавшего камня нача- 
лось движение. Из этого сле- 
дует, что все частн этих сфер 
волнообразно  распространя- 
ются через однородную сре- 
ду, пересекая лучи под пря- 
мыми углами. 


Гук одним из первых ис- 
следовал цвета тонких пле- 
нок. Он пытался объяснить 
их возникновение сложением 
«импульсов» — волн, отра- 
женных от различных по- 
верхностей пленки. По пово- 
ду этого объяснения Т. Юнг, 
впервые сформулировавший 
закон интерференции, писал, 
что среди ученых. занимав- 
шихся оптикой, только у Гука 
есть намеки на принцип ин- 
герференции. 


«После двух  предомле- 
ний и одного отражения рас- 
пространяется род ослаблен- 
ного луча, который ослаблен 
не только вследствие двух 
преломлений, но и вследствие 
потери времени, необходимо- 
го для прохождения луча ту- 
да в обратно между двумя 
поверхностями... Ослаблен- 
ный нмпульс подходит к пер- 
вому отраженному нмпульсу 
так, что смешанный илн 
удвоенный таким образом им- 
пульс, передняя часть кото- 
рого более сильная.... вызы- 
вает иа сетчатке ощущение 
желтого цвета. Если иемного 
удалить поверхностн друг от 
друга, то ослабленный им- 
пульс совпадает со вторым 
илн следующим нмпульсом, 
отраженным от первой по- 
верхности, отставая от него, 
затем с третьим, четвертым, 
пятым, шестым, седьмым или 
восьмым... Таким образом, 
если есть тоикое прозрачное 
тело, толщина которого воз- 
растает... то цвета будут по- 
вторяться столь же часто. на 
сколько ступеней отстает ос- 
лабленный импульс от перво- 
нвчального илн первого им- 
пульса, совпадая г последую- 
ИМИ.» 


{Окончание см. на с. 22} 
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жены таким образом, что нет ни одного направле- 
ния, видимого от головы, на которое не были бы 
направлены несколько этих полусфер, так что 
справедливо говорят, что муха имеет глаза во 
всех направлениях и что она действительно обо- 
зревает все вокруг себя. Замечено также, что когда 
муха подвигает свое тело назад, эти поверхности 
поднимаются над иоверхностью ее плечей и спины, 
так что она может смотреть назад над своей спи- 
ной», — так Гук описывал действие глаза мухи. 

Среди других биологических наблюдений в пер- 
вую очередь надо отметить описание клеточного 
строения растений. Сам термин +клетка», прочно 
вошедший в язык науки, был введен Гуком. 

Хотя «Микрографияь в основном посвящена 
описанию микроскопических наблюдений, в ней не- 
мало страниц, где обсуждаются вопросы из разных 
областей естествознания. Так, Гук касается вопро- 
сов, связанных с пневматическими и барометри- 
ческими опытами; вновь обсуждает явление капил- 
лярности; излагает оригинальную теорию тепла 
и горения; описывает свои астрономические на- 
блюдения. Среди астрономических проблем, кото- 
рые затрагивает Гук, особый интерес представляет 
вопросе о происхождении лунных кратеров. Для 
ответа на него ученый ставил модельные опыты; 
он наблюдал за обравованием неровностей, похо- 
жих на кратеры. на поверхности кипящего але- 
бастра и на поверхности размягченной глины, 
в которую падают небольшие ядрышки. Эти мо- 
дельные эксперименты можно рассматривать как 
косвенное обоснование двух основных современ- 
ных гипотез юе происхождении кратеров на Луне: 
вулканической и метеоритной. 

Среди обилия наблюдений и гипотез, касающих- 
ся самых разных проблем, особое значение для 
развития физики имела та часть книги, в которой 
Гук обсуждал вопрос о природе света. Заинтере- 
совавшись явлением цветов тонких пленок и вы- 
полнив целый ряд оригинальных наблюдений, 
он сформулировал гипотезу © природе света, ко- 
торую считают истоком волновой теории света.*) 
Гук приобрел такой авторитет в этом вопросе, 
что именно ему руководство Лондонского Королев- 
ского общества поручило в 1672 году высказать 
суждение о работе по теории цветов, представлен- 
ной в Общество И. Ньютоном. В работе Ньютона 
были высказаны некоторые соображения, касаю- 
щиеся природы света, с которыми Гук не согла- 
сился. Будучи человеком решительным, он высту- 
пил с резкой критикой точки зрения Ньютона. 
С этого времени н течение ряда лет Гук и 
Ньютон полемизировали по вопросам онтики. 

В истории физики имя Гука наиболее прочно 
связано с формулировкой закона упругости, извест- 
ного каждому старшекласснику как «закон Гука». 
Исследованиями упругих свойств веществ Гук 


*) Читателю, желающему составить предстевление п том, как 
Гук формулировал свои научные представления. мы предлагаем 
отрывки из работ Гука по оптике (с. 18) м механике (с. 22}. 


заинтересовался еще в юности, когда принимал 
участие п опытах Бойля. Затем он столкнулся 
со сходиыми проблемами, занявшись конструиро- 
ванием хронометра со спиральной пружиной. Ито- 
гом работ Гука вп этой области стала его лекция 
*‹О восстановительной способности, или об упру- 
гости», изданная отдельной брошюрой в 1678 году, 
в которой сформулирован закон упругости. 

В своей лекции Гук описал множество опытов 
с упругими телами, обобщением результатов кото- 
рых и стал знаменитый закон. На рисунке 4, 
заимствованном из указанной брошюры, показаны 
схемы опытов Гука ло исследованию различных 
видов деформаций. Характерно, что Гук подходил 
к этим исследованиям, с одной стороны, как прак- 
тик, изучая, например, деформации часовых пру- 
жин или изгиб деревянных балок, использова в- 
цихся цв строительной практике, а с другой — 
как ученый-естествоислытатель, проводящий точ- 
ные количественные эксперименты и делающий 
глубокие обобщения. (Отметим также, что закон 
упругости — это один из немногих научных ре- 
зультатов, приоритет на который всегда призна- 
вался за Гуком.) 

Наконец, еще одна проблема физики, вклад Гука 
в решение которой весьма значителен, — это теория 
гравитации. Как и многими другими вопросами, 
гравитацией Гук заинтересовался еще в начале 
своей научной карьеры. В первые годы деятель- 
ности Лондонского Королевского общества он про- 
водил опыты, в которых пытался выяснить, ме- 
няется ли сила притяжения, действующая на тело 
со стороны Земли, при изменении расстояния от 
центра Земли. Ожидаемых результатов Гук не 
получил, но не: потерял интереса к этой проб- 
леме. 

Занятия астрономией, в частности попытка 
обнаружить параллакс неподвижных звезд — 
явление, которое нелосредственно доказывает 
движение Земли вокруг Солнца, побудили Гука 
изложить свои взгляды на движение п взаимо- 
действие тел. В 1674 году он опубликовал работу 
«Попытка доказать движение Земли наблюде- 
ниями», где, и частности, указал на существование 
универсальной силы гравитации. Однако найти 
функцию, определяющую зависимость этой силы 
от расстояния между взаимодействующими тела- 
ми. Гук не смог. Некоторое время спустя он обра- 
тился к Ньютону с вопросом о возможном виде 
этой функции, а затем высказал предположение, 
что сила гравитации подчиняется закону обратных 
квадратов. Ньютон п своей знаменитой книге *«Ма- 
тематические начала натуральной философии», 
где он изложил основные законы динамики, даже 
не упомянул о заслугах Гука в изучении гра- 
витации, чем глубоко его оскорбил. Между Гуком 
н Ньютоном, как и я случае дискуссии о природе 
света н цветов, резко обострились отношения. Из- 
вестный советский физик и историк науки С. И. Ва- 
вилов в научной биографии Ньютона по этому по- 
воду писал: «Ньютон был, очевидно, неправ: 
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Рис. 4. Титульный лист бро- 
шюры Гука *О восстанови- 
тельной способности, или об 
упригостие и рисунок из бро- 
шюры. иллюстрирующий ме- 
тоды исследования деформа- 
ций обычной пружины 
(Е1я. 1). спиральной часовой 
пружины (Е\. 2) и лотун- 
ной проволоки (Е. 3). 


О законе 
упругости 


В приведенных ниже отрыв- 
ках описывается методика 
проведения экспериментов по 
исследованию упругих свойств 
твердых тел и дается вывод, 
следующий из их результатов. 


«Возьмите проволочную 
струну 20, 30 или 40 футов 
11 фут = 30.38 см - С. $.] 
длнной, укрепнте ее в верх- 
нсй части гвоздем, а к ниж- 
ному концу подвесьте чашку 
весов для магрузкны (разновс- 
сов). Затем измерьте цирку- 
лем расстояние от лна чашки 
до земян или пола н заинши- 
те это расстояние: далее по- 
ложите в названную чашку 
гнри, измерьте несколько раз 
удлинения иазваниой струны 
и запншите нх. Затем срав- 
ните несколько таких удлине- 
ний той же струны, и вы най- 
лете. что они всегда будут 
относиться друг к другу так 
же, как вызвавшие нх на- 
грузки.е 

«Совершеино очевидно, что 
мравиль или закой приролы 
для всякого упругого тела со- 
стоят в том, что его снла или 
способность восстанавливать 
свое естествениое состояние 
всегда пропорциональны той 
же мере, на которую оно вы- 
ведено из этого своего естест- 
венного состояния... ИН наблю- 
дать это можно... во всех ка- 
ких бы то нн было упругих 
телах... Исходя из этого прин- 
цнпа, легко можно будет вы- 
числять силу луков, а также 
бажлист или катапульт. нахо- 
дивших применение у дренв- 
них... Легко будет находить 
и необходимое сопротивление 
пружины для часов... Пользу- 
ясь тем же законом, легко бы- 
ло бы устронть Философские 
весы, чтобы определять вес 
зюбого тела без применения 
гирь... Такие весы я изобрел 
яля того, чтобы исследовать 
притяжение тел к центру 
Землн. иначе говоря. выяс- 
нить, не теряют ли тела на 
большом удалешии от центра 
Земли иесколько в своей силе 
тяготения к центру Земли... 


скромные желания Гука имели полное основание. 
Написать *«Начала» в ХУП веке никто, кроме 
Ньютона, не мог, но нельзя оспаривать, что про- 
грамма. план «Начал» были впервые набросаны 
Гуком». 

В этих словах содержится не только оценка 
дискуссии между двумя учеными, но и признание 
выдающихся заслуг Гука в развитии ноного есте- 


ствознания. 
+ жж 


Рассказывая о творчестве Гука, мы. неизбежно 
были вынуждены ограничиться лишь наиболее 
значительными из полученных им результатов. 
Так, почти ничего не было сказано о его работах 
по астрономии, географии и картографии, хотя они 
и были весьма существенными. Тем не менее, 
даже этот краткий обзор позволяет без всякого 
преувеличения назвать Гука ученым-энциклопе- 
дистом. 


Но что за человек был Роберт Гук, талантли- 
вый изобретатель, глубокий исследователь и не- 
угомонный спорщик? 

Современники пишут о нем по-разному. Одни, 
не испытывавшие к нему симпатии, подчеркивали 
его неуживчивый характер, неприятную внеш- 
ность, резкие манеры. Друзья же оставили о Гуке 
воспоминания как о человеке добром и отзывчи- 
вом, готовом отстаивать не только свой собст- 
венный приоритет на то или иное изобретение, 
но и честь английской науки в целом. Большую 
роль п формировании представлений о личности 
Гука сыграла публикация его дневников. Они от- 
разили всю сложность и противоречивость харак- 
тера ученого, но по ним же можно судить о том, 
как относился Гук к науке. Для него она всегда 
оставалась главным в жизни. Уже будучи тяжело 
больным, почти ослепнув, он продолжал размыш- 
лять над важнейшими вопросами естествознания 
своего времени. 

Гук умер в 1703 году. Коллеги по Лондоискому 
Королевскому обществу выразили глубокое уваже- 
ние его памяти: на похоронах Гука присутствова- 
ли все члены Общества, находившиеся тогда в 
Лондоне. Однако история не всегда справедлива 
к выдающимся людям: многие работы Гука были 
очень скоро забыты. Даже портрет ученого, сыграв- 
шего выдающуюся роль в научной революции 
ХУП века, не сохранился. 

Только в наше время, характеризующееся узкой 
специализацией научных исследований, когда 
очень остро стойт вопрос о единстве науки, твор- 
чество Роберта Гука, ученого-энциклонедиста, 
получило должную оценку. 


Функциональные 
уравнения 
и группы 


Я. С. БРОДСКИН. А. К. СЛИНЕНКО 


С функциональными уравнениями 
вы, наверное, знакомы, хотя, может 
быть, и не знаете, что они так на- 
зываются. Так, именно функциональ- 
ные уравнения (х)—=7(—х), К—х)= 
——/(х), /(х-а)=Нх) задают такие 
свойства функций, как четность, не- 
четность, периодичность. 

Вообще же функциональное урав- 
нение — это некоторое соотношение, 
из которого нужно найти неизвест- 
ную функцию. 

Например, {(х--1) -{-/(х)=х, 


2(1—х)+1=хИх), 
хех) =х. 


Изучать функциональные уравне- 
ния математики начали более двухсот 
лет назад, когда к ним привели не- 
которые задачи механики. Большой 
вклад в изучение таких уравнений 
внес О. Коши (1789—1857). На стра- 
ницах нашего журнала уже рассмат- 
ривалось функциональное уравнение 
Их -Ну)=Их) + Ку), носящее его имя*). 
В данной статье мы рассмотрим один 
из методов решения функциональ- 
ных уравнений, использующий важ- 
нейшее понятие современной алгеб- 
ры — понятйе группы. 


Композиция функций 


Вы, конечно, заметили, что число 
исходных, основных функций, изу- 
чаемых в школьном курсе матема- 
тики, сравнительно невелико. К ним, 
например, относятся линейная, сте- 
пенная, показательная, тригонометри- 
ческие функцин. Другие функции по- 
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лучаются из основных при помощи 
композиций и алгебраических дейст- 
вий. 

Так, функция Кх)—=в(2х--1) яв- 
ляется композицией линейной функ- 
ции #(х)—=2х ЕТ и тригонометри- 
ческой функции #2(х)=9т х. т. е. 
Их)=(а(х))= (пов )(х). 

Функция {(х)=1 агсзт х получена 
в результате композиции функций 
#(х)—=агсзшт х и 1(х)=— х. Обратите 
внимание на то, что в область опре- 
деления композиции Йо входят те 
значения х из Б(Е), для которых 
#(х)СР(®). В последнем примере 
О(#)=-—1; 1|, Б(в)=] 0; со [. Так как 
агсзт х>0 при х@] 0; 1], то Э()= 
—]0; 1]. 

Если взять композицию этих же 
функций в обратном порядке, то есть 
функцию Кх)=атгся1т 1 х, то получим 


р=Ь; 10]. 


Композицией дробно-линейных 


& —2 1 3х—2 
функций &(х)= ии и В 
является функция [(х)=В(я(х))= 

з. — 2х1 —_ 
3х2 ы —12х—1 2 
ОР, = м" Зз 
Зх-{2 
2 1 
Здесь рИ)-В\{Ы— 2, — 1} 


Как правило, [о& = 8ч[. В то же вре- 
мя для любых функций 


(ев) В=о(вой), 


что непосредственно вытекает из опре- 
деления композции. 


Упражнения 
1. Найдите композиции /,-№ и [.-!№, сле- 
дующих функций: 


2. Найдите область определения комио- 
зиции функции 1— хи зх. 


==. Найдите /э{=]-...5/. 
1-х `— — 


п 


3. Пусть (х)= 


Функциональные уравнения 


Решим следующую задачу. 
Задача 1. Найдите все функции 
у—=/(х) такие, что 


211—х) + 1=хИх). (1) 
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Решение. Предположим, что су- 
ществует функция /(х), удовлетворяю- 
щая данному уравнению. Заменив х 
на 1—х, получим 


2х) +1=(1—х)/(1—х). (2) 
Из (1) находим /(1—х)= 5 (— 1) 


Подставляя значение ][(1—х) и урав- 
нение (2), получим 


2х) +1=а—х) - + (х/ф 1), 

х—3 
х?—х-- 4” 

Непосредственной проверкой убеж- 
даемся, что полученная функция 
удовлетворяет уравнению (1). 

В рассмотренном уравнении под 
знаком неизвестной функции стоят 
функции [}-=х и {.=1—х. Замена х 
на ] — х переводит функции [, и [, друг 
в друга. В результате подстановки 
х--1—х получено еще одно урав- 
нение, содержащее /(х) и /К(1—х). 
Решение функционального уравнения 
мы свели к решению системы двух 
линейных уравнений с двумя неиз- 
вестными. 

Рассмотрим теперь более сложную 


откуда /(х)= 


задачу. 
Задача 2. Решите уравнение 
х—1 
хе (т). (3) 


Решение. Попробуем действовать 
так же, как и в первом случае. Вы- 


х—1 
полним замену х-+ ЕН Получаем 


5. 
х-1 
УЕ 


Наряду с выражениями [(х) и (= 


у нас появилось новое «неизвест- 
1 

ное» — (= =). Попробуем приме- 

нить в (3) еще одну подстановку: 


1 
ее» Имеем 


— (— Е) а. (5) 


1 
Кроме | и). в уравнении появн- 
лось «нежелательное»е выражение 


(= ит). Что же, попробуем выполиить 


= 


в (3) подстановку х- =". И, нако- 
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ие 3) 4. 


нец, удача. Получаем уравнение 


кА (т) +2 х)=1, = (6) 


где новые неизвестные не возникли — 
построена система четырех линейных 
уравнений (3) — (6) с четырьмя не- 


известными Кх), (21), #(— 1) 


х-+1 
! (=). Последовательно исключая 


(7), г(- 1), 1), найдем 


х-+1 


у (х==—1, хэ20, хэ-1). 


Как и при решении уравнения (1), 
мы предполагали, что функция, удов- 
летворяющая (3), существует. Про- 
верка показывает, что { удовлетво- 
ряет уравнению (3). 


Появляются группы 


Попробуем разобраться почему нам 
удалось решить уравнения предыду- 
щего параграфа. 

Рассмотрим еще одно уравнение 


Их+ И Их=х. 


Оно выглядит не более «страшным», 
чем уравнение (3), однако все попытки 
решить его тем же способом окажутся 
тщетными: при замене х -» х-{- 1 появ- 
ляется ‹неизвестное» /(х--2), и так да- 
лее. Цепочка не замыкается: мы ни- 
когда не получим линейной системы. 

Вспомним, что, решая первое урав- 
нение, мы выполнили подстановку 
х -+- 1—х. При этом 1—х -» х. То есть 
две функции &,(х)—=х и Е.(х)=1—х 
по отношению к операции композиции 
ведут себя так Е -&.=8.°8, =, ВоВ. == 
==8,, &,28 =8,- 

Рассмотрим таблицу «умножения» 
(на пересечении строки с номером [ 
и столбца с номером } стоит #8). 


В каждой строке и каждом столбце 
этой таблицы встречаются и В, и в... 
Допустим теперь, что нам нужно 


решить уравнение 
а(х) Ех) + Ы(х)/(1—х)==с(х), (*) 


где а, 65, с — некоторые функции. 
Ясно, что выполняя подстановку 
х + 1—х, мы получим уравнение 


а(1—)1—х) НЫ —ху/од==са-—х), 
(**) 


которое вместе с уравнением (*) 
образует линейную систему относи- 
тельно функций /(х) и [(1—х). Дальше 
решение будет развиваться так же, 
как и при решении задачи 1. | 

Во втором рассмотренном примере 
мы делали подстановки 


х-1 


х— 
1—х’ 


Е 
х-1 ’ к 
то есть имели дело с функциями 


вх, вх) = = ‚ 


1 х-|1 
т а х)= = 


—х” 


#(х)=— 


Посмотрим, как ведут себя функ- 
ции &,, 8., &-, &. по отношению к опе- 
рации композиции. Составим табли- 
цу 2, аналогичную таблице 1 (в пере- 
сечении 1-й строки и Ё-го столбца за- 
пишем #8»). 


Таблица эта симметрична относи- 
тельно своей диагонали (это значит, 
что ВоВь==Ньой, при любых Е и 1). 
Кроме того, все функции в; встре- 
чаются в каждой строке и каждом 
столбце равно один раз, и, наконец, 
легко заметить, что &.=8:, &.=3, 


Е1==53. Здесь &>=.°8.°.-.о8.- 


} раз 

Таким образом, система функции 
С—{в., &., Е., @.} обладает следую- 
щими свойствами: а) она замкнута от- 
носительно композиций; 6) среди этих 
функций есть тождественное отобра- 
жение &,(х)-=х; в) у каждой ре р 
ций 8. есть. обратная &: ': —8,, 
В =. 83 556, 84 =8.. 


Теми же свойствами обладает и си- 
стема функций @={#,, &.} из при- 
мера 1. 

Если бы теперь нам предложили 
решить любое функциональное урав- 
нение вида 


ад) И(е) ых) (Е) -+е601(— 1)+ 


ао (ят 5х), (***) 


мы сделали бы это, выполнив замены 
х — 8.(х), х > &3(х), х -+ в.(х), после 
чего пришли бы к линейной системе. 
Для примера запишем, что получится 
из (***) после замены х -> &.(х). 

При этом 8.(х)-» в.(х), в.(х)— 
— &(х), вЦх) — в{(х), так что полу- 
чится уравнение 

.) 
Е 


(т) )+ь( = )/(— 
и) -а( т )кю= 


=в (1). 


х—1 


+е(—1 


Теперь дадим следующее определение. 

Определение. Произвольное 
множество С функций, определенных 
на некотором множестве М, назы- 
вается группой относительно опе- 
рации ‹, если оно обладает теми же 
свойствами, что и система (5,, &#., 
&., 84), то есть 

1. Для любых двух функций 
16ЕС, ЕЕС их композиция Е тоже 
принадлежит С. 

2. Функция е(х)=х принадлежит С. 

3. Для всякой функции [СС су- 
ществует обратная функция {”', ко- 
торая также принадлежит С. 

Это определение есть частный слу- 
чай общего определения понятия 
группы — одного из важнейших по- 
нятий современной математики. Под- 
робно и популярно основные понятия 
теории групп изложены в книге 
П. С. Александрова *Введение в тео- 
рию групп» (Библиотечка «Квант», 
вып. 7, М.: Наука, 1980). 

Два примера групп функций мы 
уже видели. Приведем еще некоторые 
примеры. 

а) Множество С линейных функций 
Кх)=ах РЬ, (а-0, БСВ); 


с={х, те, =} хЕВ\0, 1}; 
в) =, Е, 2—1} хЕВ\О, 1}; 


1—х 
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г) Множество С функций 
Ихы=х а. 

Докажем. иапример, что линейные функции 
образуют группу. Все эти функции определены 
из числовой прямой Н. Пусть р =ах +В, 
[ах + ,. тогда 


вида 


>. —@каох-Нь,) +, =аа.х-а,6.Ь,, 


снова есть линейная функция. Функция 
е(х)=х — также линейная. Если /(х)-ах В. 
то функцией, обратной к {, будет линейная 
х Ь 


а а 
Упражнения 
4. Докажите, что множества функций при- 
меров 6} и г) образуют группы. 


функция /` (= 


5. Е: ли. множество функций 
== х—1 1 т 
= = 1—х —; <. где 
х х—1 


ХВ: р т. группу откосительио композиции? 


Подведение итогов 


Теперь мы можем изложить общий 
метод решения некоторых функцио- 
нальных уравнений с использованием 
понятия группы функций. 

Пусть в ‘функциональном урав- 
нении 


а, Ка, ) аз КЕ.) +... а, (в.}=6 (7) 


выражения, стоящие под знаком не- 
известной функции /(х) являются эле- 
ментами группы С, состоящей из п 
функций: &(х)==х; Ех), --, Е.(х}, 
причем коэффициенты уравнения (7) 
а, а,, .... а,, 6 — некоторые функции 
от х. Предположим, что уравнение (7) 
имеет решение. Заменим х- вх). 
В результате  последовательность 


функции Е,,&., ..., 8. перейдет в после-- 


довательность &,2Е., Я.сЕ., -.., Нло» 
состоящую опять таки из всех эле- 
ментов грунпы. 

Поэтому *неизвестныеь К=,), 
КЕ.), .... КЕ.) переставятся и мы полу- 
чим новое линейное уравнение того же 
вида, что и (7). Далее в уравнении (7) 
делаем замены х -* &.(х), х -* их), ... 
... Х + #.(х), после чего получим си- 
стему из п линейных уравнений, 
которую следует решить. Если реше- 
ния есть, то мы еще должны проверкой 
убедиться том, что они удовлетво- 
ряют уравнению (7). 

В качестве примера рассмотрим 
уравнение 


эхх) )=2х. = (8) 


у 1 
Множество функций #,=х, Я. — 
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—1 
#.= = образует группу с «таблицей 


умножения», 


Заменяя в уравнении (8) х на = 


—х 
и на = ‚ получим систему 

ы. и. 
Я и, = 


1-х’ 


т 
2(х— 1} 2(х—1) 
И 


где Г.Е, [== ку), = 
= (к) = (> '), решая которую. 
получим, выполний проверку 

Их) == 8—2 при х==0, х— 1. 


Приведем в заключение некоторые 
примеры групп функций, которые 
могут быть использованы при реше- 
нии функциональных уравнений. 


Сб=(х.а—х}, в,= х, <} (здесь и да- 


лее а-0), в,={х. >. —х, —“}, 


1-х 
х+1’ 


х+1 а? ах 
ть) бух. Га. =: 


1 1 
а оы 


х-{1 
х— 1? 


=, =}, бе х. = 


х— \'3 
х\ +1’ 


ху Я # 
х+\3 


, < 
1—х\ 3 


1 
И) 


Е 
х 


Упражнения 
6. Решить фуикциональные уравнения 


а) х/х)-+2( — 1). х = 0; 
6) (+= К 1) 2. р=вАцо; и; 


1-1 


в) /(х). (о 


{Окончание см. на с. 32} 


Наш календарь 


Игорь 
Евгеньевич 
Тамм 


В июле этого года исполня:. 
ется 90 лет со дня рождепия 
выдающегося советского фи- 
зика-теоретика Игоря Евгень- 
свича Тамма (1895—1971). 

Научные достижения 
И. Е. Тамма относятся п са- 
мым разным областям физи- 
кн: кэлектромагнитным явле- 
ниям, физике твердого тела, 
ядерной физике, фнзике эле- 
ментарных чвстиц. 

Для Игоря Евгеньевича 
Тамма было характерно, что 
он неизменно интересовался 
труднейшими и важнейшими 
вопросами физики п г боль- 
той целеустремлеиностью до- 
бивался ясности для себя и 
для других. Правда, исредко 
получалось так, что значение 
его работ выясиялось сущест- 
венно позднее, когда другие 
исследователи нахолили при- 
менения тем явлениям, кото- 
рые висервые рассмотрел или 
предсказал Игорь Евгеньелич. 

Например, в 1932 году 
И.Е. Тамм опубликовал рабо- 
ту *О возможной связи элек- 
тронов на поверхности крис- 
талла». В ией было предска- 
зано существовзиие особых со- 
стояний электронов на поверх- 
ности кристалла (уровни 
Таммн»), когда электропы как 
бы привязаны к поверхности, 
то есть не могут ни выйти 
наружу, нн войти внутрь. 
Прошло несколько десятков 
лет после опубликования ра- 


боты, и выяснилось, что +уров- 
ни Тамма+ определяют кон- 
тактные свойства твердых тел, 
то сесть электрические свой- 
ствы переходного схоя, образо- 
ванного при соприкосновении 
двух тел. Без учета «уровней 
Тамма было невозможным 
объяснить работу полу прювод- 
никовых диодов и транзисто- 
ров. а ведь когда И. ЕВ. Тамм 
изучал новерхностиые состоя- 
ния. слова «транзистор» еще 
не существовало. Работа 
И. Е. Тамма оказалась также 
очень важной для быстро раз- 
вивающейся в наши дни физи- 
ки поверхностных явления. 
Интересно, что, когда трид- 
цать лять лет спустя Игорю 
Евгеньевичу сказали о боль- 
шой важности его работы по 
поверхностным состояниям 
для физики поверхностей. ом 
очень удивился и попросил 
ему напомнить об этой работе. 
К тому времени он ее забыл, 
ы точиее говоря, нотерял к ней 
интерес, полностью переклю- 
чившись иа работы по ядерной 
физике. 

В 19371 году И. Е. Тамм 
вместе г И. М. Франком соз- 
дали теорию явления, которое 
было тремя годами ранее най- 
дено и исследовано П. А. Че- 
ренковым и С. И. Вавиловым. 
Было обнаружено слабое сзе- 
чение жидкостей под дейст- 
вием радиозктивного иллуче- 
ния. Тамм и Франк указали, 
что источником свечения яв- 
ляются быстрые заряженные 
частицы, пролегающие через 
прозрачное вещество со ско- 
ростью, превосходящей ско- 
рость света в этом веществе. 
Очень красивая этя теория. 
как и само яяленис, сначала 
не привлекли к себе большого 
виимания. потому что свечеьо- 
ние бы ло очень слабым и каза- 
лось, что его невозможно ис- 
пользовать. Однако прошло 
полТора десятка лет после от- 
крытия, п появились ирибо- 
ры — черенковские счетчики, 
полволякицие регистрировать 
быстрые заряженные частицы 
по нзэлучаемому ими све- 
чечию. 

Сам Игорь Евгеньевич счи- 
тал одной из лучших своих 
работ работу по теории ядер- 
ных сил, опубликоваиную в 
1934 году. В этой работе он 
яе смог объяснить природу 
сил, действующнх между ча- 
стицами в атомиом ядре, но 
указал путь, ла котором не- 
сколько лет снустя такое объ- 
яснение было получено. Оно 
принадлежит изнестному 


японскому физику Х. Юкане. 
В своей работе он ссылался 
на И. Е. Тамма как нв своего 
предшественника. 

Невозможно в краткой га- 
метке рассказать обо всех, или 
хотя бы о важнейших, рабо- 
тах И. ЕВ. Тамма. Добавим 
лишь, что он был п числе со- 
ветских ученых, предложив- 
ших новый. перспективный пн 
практически неисчерпаемый 
источник энергии — управ- 
ляемые термоядерные реак- 
ции. 

Игорь Евгеньевич был 
очень хорошим человеком — 
сираведливым,  доброжела- 
тельным. веселым. Он рало- 
вался каждому научному ус- 
пеху своих товарищей по раГо- 
те. и эта радость всегда была 
искренной. Сам работая очень 
много (сохранились чернопи- 
ки его вычислений —- стра- 
ницы. помеченные четырех- 
значными номерами). ои на- 
ходил время для того. чтобы 
выслушать н обсудить чужую 
работу. Его критика всегда 
была доброжелательмой, и 
даже после самых резких его 
замечаний у докладчика не 
опускались руки, а возникало 
желание работать дальше. По- 
сле общения о ним у молодежи 
ноявлялась уверенность в Схо- 
их силах. Может быть, именно 
поэтому среди его учеииков 
так много выдающихся фиги- 
ков. 

По натуре своей Игорь 
Евгеньевич был очень активен. 
Оп п отдых любил активный: 
ходил в горы. в походы на 
байдарках, с большим азар- 
том играл а шахматы, был 
цеистоцщимым рассказчиком. 
Его принципиальность тоже 
носила активный характер. 
Если он сталкивался С про- 
яллениями лжеивуки. г нела- 
служенным восхвалением сд- 
иих или осуждением других, 
он неизменно начинал бори.бу 
за восстановление справедли- 
вости. Его выстунления на 
«траницах газет, на собраниях 
и обсуждеииях были проник- 
нуты заботой в развитии со- 
встской науки. Эти кэчества 
отчасти объясняют тог факт, 
что изнестность Игоря Евгень- 
свича, любовь и уважение к 
нему далеко выходили за пре- 
делы круга физиков. 


Б. М. Болотовскчи 


Лаборатория «Кванта» 
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Струя воды 


и... движущийся 
кораблик 


Кандидат физико-математических наук 
Л. В. ТАРАСОВ. 
М. Л. ТАРАСОВ 


` 


Уже несколько раз на страницах «Лабо- 
раторин *«Кванта» рассказывалось об очень 
мытересиом и важном физическом явле- 
нни — о наличнн реакцин вытекающей 
струи и 0б отсутствии реакции втекающей 
<трум жидкостн (см. «Кваяте, 1978, № 9; 
1980, № 9). 

В этом номере публикуется еще одна статья 
ма эту тему. 


Начнем с рассказа об одной забытой 
детской игрушке, которая была доста- 
точно популярной в 30-е годы. Назы- 
валась она «Самоходный катер». Сей- 
час эту игрушку в магазинах уже не 
продают, но ее нетрудно сделать сво- 
ими руками дома или в кружке «Уме- 
лые руки». 

Устройство «Самоходного катера» 
изображено на рисунке 1. На лодочке 
1 укреплена герметичная жестяная 
плоская коробочка 2, которая может 
подогреваться свечой 8 (в современ- 
ных опытах вместо свечи лучше ис- 
пользовать таблетку сухого спирта). 
Из коробочки под дно лодки выходит 
изогнутая металлическая трубка 4 
(плотность соединений обеспечивается 
пайкой 5). Для большего эффекта одну 
сторону коробочки можно изготовить 
в виде щелкающей мембраны (см. 
«Юный техник», 1983, № 8, с. 65). 

Работала эта игрушка следующим 
образом. Жестяная коробочка запол- 
нялась водой (через отверстие с проб- 
кой 6), и игрушка опускалась на по- 
верхность воды. Затем зажигалась 
свеча. Через некоторое время лодка 
начинала двигаться — сначала мед- 
ленно и плавно, потом рывками, 
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Рис. 1. 


Рис. 2. 


издавая характерные звуки, имити- 
рующие работу паровой машины. И 
двигалась все время, пока горела 
свеча. 

Попробуем теперь разобраться в 
том, почему же движется «самоход- 
ный катер». 

Когда мы зажигаем свечу, вода в 
коробочке нагревается и закипает 
(рис. 2, а). При этом давление в ко- 
робочке повыщается, вода начинает 
через трубочку выходить наружу, а 
лодочка приходит в плавное и медлен- 
ное движение. Эта, первая, фаза рабо- 
ты игрушки заканчивается, когда вся 
вода в коробочке выкипает. 


Поскольку теплопроводность пара 
мала, пар практически не отбирает 
тепло от коробочки и не нагревает- 
ся, а значит, и не расширяется. 
Более того, он конденсируется в труб- 
ке (в месте контакта с водой), 
в результате чего давление в коробоч- 
ке падает. и вода постепенно поднн- 
мается вверх по трубке (рис. 2, 6). 
Это — вторая фаза работы игрушки. 

Когда вода поднимется по трубке 
до самого верха и какое-то коли- 
чество воды, перелившись через край, 
упадет на раскаленное дно коробоч- 
ки, произойдет моментальное испаре- 
ние воды. При этом давление в коро- 
бочке подскочит, и некоторое коли- 
чество воды из трубки вытолкнется 
наружу (рис. 2, в). Это — третья фаза 
работы игрушки. 

В дальнейшем, пока горит свеча, 
вторая и третья фазы чередуются. 
Когда же свеча потухнет, коробочка 
остынет, весь пар сконденсируется, 
и коробочка вновь заполнится водой. 

Может показаться непонятным, как 
перемещениями одного и того же ко- 
личества воды — выталкиваемого из 
трубки в третьей фазе и всасываемо- 
го трубкой во второй фазе — можно 
добиться поступательного движения 
лодочки. Оказывается, все дело в су- 
ществовании реакции вытекающей 
струи и отсутствии реакции втекаю- 
щей струи жидкости. 

Для наглядной иллюстрации этого 
факта обратимся к другой любопыт- 
ной самоделке (рис. 3) — «картезиан- 
скому водолазу» с пристроенным к 
нему сегнеровым колесом. (О том, как 
сделать эту игрушку, рассказывается 
в «Квантеь № 9 за 1980 год.) 
Если нажать на поршень /[, давление 
в сосуде 2 унеличивается, вода через 


Рис. 3. 


трубки 4 заходит внутрь +*водолаза» 
3, сила тяжести его увеличивается, 
и он опускается на дно, не вращаясь 
при этом. Если поршень поднять, 
давление в сосуде уменьшается, объем 
воздуха в +*водолазее увеличивается, 
сила тяжести «водолаза» уменьшает- 
ся и оля всплывает, вращаясь под дей- 
ствием вытекающих из трубок струй. 
Периодически поднимая и опуская 
поршень, можно заставить «водолаза» 
вращаться с довольно большой угло- 
вой скоростью. Это явно‘ свидетель- 
ствует с различной роли вытекающих 
и втекающих струй. 

Можно ли дать этому теоретическое 
объяснение? 

Наличие реакции вытекающей 
струи — То известное реактивное 
движение. А вот с втекающей струей 
дело обстоит сложнее. Строго 
отсутствие реакции втекающей струи 
доказал известный русский ученый, 
основоположник современной гидро- 
аэродинамики Н. Е. Жуковский, но его 
теория непроста. , 

Итак, при вытекании струи тело 
получает какой-то импульс, а при вте- 
кании струи оно импульса не полу- 
чает. Совершая последовательные втя- 
гивание и выталкивание некоторого 
количества воды, тело может двигать- 
ся в сторону, противоположную вы- 
талкиванию воды. На этом принципе 
и основано действие игрушечного «са- 
моходного катера». 
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Из старых 
опытов 


Кандидат физико-математических наук 
д. А. ВАРЛАМОВ 


Под таким заголовком мы публикуем статьи 
о занимательных н вместе с тем весьма по- 
учительных старых опытах по филикс*) 
Сеголня вииманию читателей предлагается 
рассказ а том, как легко «добыть» электри- 
ческие заряды в домашних условиях, как 
была зоткрытае лейденская банка и какие 
опыты можно с ней провести. 


Маски, изображенные на верхнем 
рисунке, вовсе не являются атрибута- 
ми жреца какого-нибудь языческого 
племени. В прошлом веке с их по- 
мощью почтенные профессора физики 
демонстрировали на своих лекциях 
в университетах явление электроста- 
тического отталкивания. Для этого 
маску с волосяным париком укрепля- 
ли на диэлектрической подставке и за- 
ряжали от электростатической маши- 


ВЕТ См. статьи А. А. Варламова в ›Квантёе 
№ 10 за 1982 год. в № 5 за 198370 им 8 
за 1984 год. 
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ны. Иногда для демонстрации пригла- 
шался кто-либо из студентов (из числа 
наиболее любознательных). Как и 
маску, его устанавливали на изоли- 
рующей подставке и подсоединяли к 
кондуктору электростатической ма- 
шины. Через некоторое время, когда 
на нем накапливался достаточно боль- 
шой заряд, волосы на его голове ста- 
новились дыбом, а в притихшем зале 
слышалось слабое потрескивание — 
это с кончиков волос стекали элект- 
рические заряды. 

Существует много различных за- 
бавных опытов по электричеству, ко- 
торые довольно легко воспроизвести 
самостоятельно. О некоторых опытах 
мы уже рассказывали раньше (см. 
«Квант», 1983, № 5, с. 29), еще с не- 
сколькими хотим познакомить теперь. 

В книге Гастона Тисандье «Научные 
развлечения», изданной более ста лет 
назад, есть описание очень простой 
в изготовлении электростатической 
машины, с помощью которой можно 
легко +*получать» необходимые для 
опытов электрические заряды. 

Возьмите металлический лакиро- 
ванный поднос длиной 35—40 санти- 
метров и установите его на столе на 
нескольких стеклянных рюмках 
(рис. 1). Вырежьте по форме подноса 
лист плотной оберточной бумаги так, 
чтобы он хорошо ложияся на плоскую 
часть подноса. С помошью расплав- 
ленного сургуча приклейте к листу 
две бумажные ленты, за которые мож- 
но было бы его поднимать. 


Заготовленный лист бумаги подне- 
сите к какому-нибудь источнику теп- 
ла, например к печке, чтобы бумага 
хорошенько просохла и по возможно- 
сти сильно нагрелась. После этого 
быстро положите ее на деревянный 
стол и сильно потрите сухой и жест- 
кой платяной щеткой — благодаря 
электризации трением лист бумаги 
приобретет некоторый заряд. 

Теперь, взявшись за ленты, пере- 
несите лист бумаги на поднос, за- 
землите последний, прикоснувшись к 
его краю пальцем, и тохчас же под- 
нимите бумагу. В результате этого 
поднос окажется заряженным (при- 
чем зарядом противоположного бума- 
ге знака). Чтобы убедиться в этом, 
приблизьте к подносу согнутый палец 
руки — на достаточно малом расстоя- 
нии от подноса в палец ударит ма- 
ленькая молния — искра. Можно сно- 


ва онустить лист бумаги на поднос и, 
повторяя тот же прием, получить еще 
одну искру и так далее, вплоть до 
1—8 раз. 

Эту электростатическую машину 
можно использовать для зарядки кон- 
денсатора. называемого лейденской 
банкой. 

Впрочем, история открытия лейденской 
банки стоит того, чтобы рассказать о ней 
отдельно. 

В 1145 году профессор Лейденского упивер- 
ситета (Голлаидия) Мушсибрек решил с по- 
мощью электростатнческой машины зарядить 
воду- Для этого он взял стеклянную банку и 
вставнл в нее, для подвода к воде заряда, 
металлический стержень. Совершив процесс 
зарядки, ои, держась одной рукой за банку. 
другой взялся за стержень. Впоследствии в 
письме к французскому физику Реомюру он 
писал, что все его тело при этом содрогиулось, 
как от молиии, и что он даже ради короны 
“Франции не стал бы повторять этот ужасный 
эксперимент. 

Примерно п то же время немецкий кано- 
иик Клейст проводил опыты по получению 


Раса: 


электризованной волы, которая. как предпо- 
лагалось, обладала целебными свойствами. 
Зарядив воду и бутылке. ои прикоснулся к 
гвоздю, по которому подавался заряд и воду, 
и его постигла та же участь. что н Мушенбрека. 

Так был открыт первый электрический кон- 
дсисатор, который впоследствии получил назва- 
пис лейдеиской баикн. 

Изнестия об этих опытах быстро распро- 
странились по свету, ип их стали повторять 
во многих местах. 

Интересны. например, опыты одного из со- 
здателей учения 0б электричестве американ- 
ского естествоиспытателя Франклина. Для на- 
чала он проделал обычный опыт с лейденской 
банкой. Опустив палец одиой руки я воду и 
дотронувшиеь другой рукой до наружной по- 
верхности банки, он получил ощутимый удар. 
Предположив, что заряд содержится и самой 
воде, он и следующем опыте осторожно пере- 
лил ее в другую банку и испытал ее действис 
на себе — удара не последовало. Следователь- 
но, дело не в воде. Налив в исрвую банку све- 
жей воды и повторив свой опыт, Франклин 
сиова получил удар и таким образом убедился 
в ТОМ, ЧТО «сила, дающая его, заключена п са- 
мом стекле». 

Прошло совсем немного времени, и лейдеи- 
ская баика приняла +совремснный» вид — 
стекляниая банка, обклесиная с обеих сторон 
металлической фольгой. 

Превосходную лейденскую банку 
можно изготовить, папример, так 
(рис. 2). Возьмите наполненный охот- 
ничьей дробью стеклянный стакан и 
вставьте в него металлическую чай- 
ную ложку (конечно, все эти предме- 
ты должны быть абсолютно сухими). 
Для зарядки полученного конденса- 
тора (подумайте, а что служит его об- 
кладками?) обратимся к помощи толь- 
ко что описанной электростатической 
машины. В то время как вы касаетесь 
пальцем подноса и поднимаете лист 
бумаги, пусть ваш помощник, держа 
банку за дно, поднесет ее к краю под- 
носа так, чтобы искра ударила в ко- 
нец ложки. После нескольких таких 
разрядов лейденская банка получит 
вполне достаточный заряд, и с ее по- 
мощью можно будет проделать мно- 
жество интересных опытов. Опишем 
некоторые из них. 

Самый простой опыт — разрядите 
лейденскую банку через плотную бу- 
магу, и вы увидите, что искра пробъет 
в бумаге отверстие причудливой 
формы. 

Теперь понаблюдайте так называе- 
мые фигуры Лихтенберга. Профес- 
сор физики Геттиингенского универси- 
тета Лихтенберг (живший в ХУ! ве- 
ке) придумал способ, как сделать ви- 
димым певооруженным глазом рас- 
пределение зарядов на электризован- 
ной поверхности. Для этого им была 
использована способность различных 
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Рис. 3. 


порошков электризоваться по-разно- 
му. Так например, было замсчено, 
что при просеивании сквозь марлю 
порошок сурика (сухая красная крас- 
ка) электризуется положительно, а по- 
рошок серы — отрицахельно. 
Возьмите какой-нибудь диэлектрик, 
скажем кусок смолы. Тиндаль в своих 
*«Уроках по электричеству» рекомен- 
дует предварительно обмахнуть его 
поверхность лисьъьим хвостом (если та- 


кового у вас нет, постарайтесь найти 
ему замену), а затем провести по ней 
концом ложки вашей лейденской бан- 
ки, написав на смоле, например, свое 
имя. При этом поверхность смолы ста- 
новится заряженной отчасти положи- 
тельно, отчасти отрицательно. Если те- 
перь посыпать ее тонким слоем сме- 
си сурика и серы, то сера соберется 
там, где сосредоточены положитель- 
ные заряды, а сурик — гдс находятся 
отрицательные заряды. В результате 
может возникнуть очень красивый ри- 
сунок. (Подумайте, как с помощью 
этих порошков определить знак заря- 
да, возникающего на бумаге при ее 
электризации трением.) 

Еще один опыт, известный в исто- 
рии науки как опыт флорентийских 
академиков. Налейте в маленькое ча- 
совое стекло растительного масла так, 
чтобы оно образовало выпуклую по- 
верхность. несколько выступающкую 
над Краями стекла. Установите стек- 
ло на маленькую подставку и подне- 
сите к поверхности масла конец лож- 
ки заряженной лейденской банки. 
Вы увидите, как на поверхности мас- 
ла будут зарождаться выступы, из ко- 
торых, при дальнейшем приближении 
банки, брызнут струи масла (рис. 3). 


Функциональные 
уравнения 
и группы 


(Начало см. на с. 23) 


°Ч. Найти ИМх}, если 
ах) К—х)=5х. 
где а--1, п — нечетное число. 


8. Найти функцию, определенную при х520 
н удовлетворяющую уравнению 


(2) =) + ((— 2) —-хЗ)=5. 


9. Найти хотя бы одну функцию, удовлетво- 


ряющую уравнению Иер =— и ие 


удовлетаоряющую уравнению [(/(х}}==—х. 


10. Доказать, что если @={Я, =, Е. .... 8} 
— конечная группа функций относительно ком- 
позиции, ‹-=4(х} — произвольная обратимая 
функция. то множество 


С. =] 4 а 82 Ц. ---- 4 к Я 


также является группой относительно компо- 
зиции. Обычное замечание об области опре- 
деления кажлого элемента ‚остается п силе. 


Мы изложили один из методов ре- 
шения функциональных уравнений. 
Существуют и другие методы, ис- 
пользующие понятие предела. непре- 
рывности, производной и др. Но это 
уже предмет особого разговора. 


Математический кружок 


ИГ 


Как получаются 
симметричные 
неравенства 


Кандидат физико-математических наук 
С. В. ДВОРЯНИНОВ. 

кандидат педагогических наук 

Э. А. ЯСИНОВЫЙ 


Во многих задачниках по алгебре 
и анализу, на математических олим- 
пиадах, а иногда и на экзаменах 
встречаются задачи, в которых тре- 
буется доказать неравенство с не- 
сколькими переменными. Самые про- 
стые из них доступны ученикам 
5—6 класса. Разнообразным методам 
их доказательства, общим теоремам 
о замечательных неравенствах посвя- 
щены многочисленные математиче- 
ские статьи, обзоры, монографии. Не- 
мало статей о неравенствах накопи- 
лось и в портфеле нашего «Матема- 
тического кружка». 

В этой заметке рассказывается о 
теореме Мюрхеда про неравенства, 
связывающие симметрические много- 
члены специального вида (суммы все- 
возможных одночленов с одинаковы- 
ми показателями). Эта теорема, дока- 
занная в 1903 году, замечательна не 
только своей общностью и окончатель- 
ностью, но и тем, что возникающие 
в связи с ней комбинаторные поня- 
тия («диаграммы Юнга» и их сравне- 
ние — ч‹мажоризация») столь же 
естественно появляются в различных 
разделах теоретической и прикладной 
математики, активно развивающихся 
в последнее время. 


Введение 


Мы будем заниматься неравенства- 
ми такого типа: 


ху’ > 2ху, (1) 
хук ух, (> 
ху +2 > хуфу2ах, (3) 
х-+у+2 > 3хург, (4) 


— 


ху? у? 7х? > уг у?ха + 2?ху, (5) 
ж-+у +2“ рахуги. (6) 


Эти неравенства справедливы при 
всех неотрицательных значениях вхо- 
дящих в них букв. Для случая двух 
переменных такие неравенства легко 
доказать групнировкой слагаемых и 
разложением на множители. Докл- 
жем, например, что при любых неот- 
рицательных х и у выполнено нера- 
венство (2). Для этого рассмотрим 
разность 


х5 4 уз — ху — у ме 
= (фу) иг м. 
= — у°) (<? — у). 
Последнее произведение, очевидно, 


неотрицательно: обе скобки не мень- 
ше 0 при хгу-*0 и не больше 0 при 
ухе 

Более трудно додуматься до сим- 
метричного доказательства неравенст- 
ва с тремя или большим числом пе- 
ременных. НПродемонстрируем об- 
щую идею пока на одном примере (5). 
Здесь удобно, перенеся все члены в ле- 
вую часть неравенства, умножить их 
на 2 и собрать в три группы: 
ху" — уг +2) 

у? <? — 2х24-22)+ 
+ 22 (х* — Эху-+ у?) = 
=? у ау? (х— 2 +2? (ху >0. 

Упражнение 1. Постарайтесь доказать 
неравенства (1), (3) и (6). 

Чтобы научиться доказывать все- 
возможные неравенства такого типа и 
сформулировать общую теорему, необ- 
ходимо познакомиться с некоторыми 


новыми понятиями. Сейчас мы их 
опишем. 


Симметризация одночлена 


Пусть у нас есть несколько неот- 
рицательных переменных — для опре- 
деленности, три переменных х, уи? 
Кроме того, пусть задан набор из та- 
кого же количества целых неотрица- 
тельных чисел, а=(Р; д, гдек»э]>к 
назовем их показателями. Нарисуем 
таблицу из трек квадратов и в верх- 
нем правом углу каждого напишем 
соответствующий показатель. В эти 
квадраты впишем наши три бук. 
вы х, и, 2 и, глядя на таблицу, наци- 
шем одночлен х’у'2. Теперь в ту же 
таблицу впишем переменные в другом 
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Рис. 1. 


(х,у,2)-— 2(хЗуд +У32х + 
+ 23ху) 


{315 


Т 

— 442 4-2 
Тело (вул ха учак» 
+24у2х + х427у‹ 
+ ух? + 54х?у 


ТЯ, 
421 


Рис. 2. 


Т.о) (%,У,2)—2(° + у’ +2”) 


порядке; получим, например, такой 
одночлен у’х'2, и так далее (рис. 1). 
(Нетрудно сосчитать, сколько всего 
разных одночленов у нас получится. 
В первый квадрат можно поместить 
любую из трех букв х, у, 2 — это дает 
хри варианта; во второй квадрат — 
любую из двух оставшихся букв, так 
что всего имеется 3 . 2 = 6 вариантов.) 
Затем сложим все написанные одно- 
члены; получившийся многочлен от 
трех переменных х, у. 2 обозначим 
через 7/,,›(х.у.2), или Т.(х,у,г), или 
просто Т, (Т — от слова «таблица»). 
Этот многочлен будет, как говорят, 
симметрическим — он не меняется 
при любых перестановках неремен- 
ных.. Степень каждого его одночлена 
равна $= 1-1. 
Например. 


Те: 1:0): Х, И, 2) = 
нуу ха хх" у’2- 2; 
Тез: ии (Хх, И, 21 = 
=х‘уг-Ну‘ха +2 ху +х2у + 
уах 2 ух==2 (ху их +2ху); 
| Тео: 2: 2›(х, у, 2)=6х'у?2". 
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Последние два примера показывают, 
что когда среди показателей есть рав- 
ные, в многочлене Т, можно привести 
подобные члены и записать его короче. 

Если набор показателей и==(,,(.,..., 
«) состоит из п чисел, то надо нари- 
совать таблицу с п квадратами и взять 
п переменных х,,х,.....х,. При этом в 
многочлене Т.(х......х.) до приведения 
подобных будет п!=1 2+... * п одно- 
членов. 

Итак, каждому иабору целых чи- 
сел и—(,; @>; ...; @„), где >>> 
>..>2а,20О соответствует многочлен 
Т. — «симметризация» одночлена с 
показателями а,, и., ..., и„. 

Будем каждый такой набор п изо- 
бражать в виде лесеики из п ступенек: 
высота каждой ступеньки равна соот- 
ветствующему показателю, ширина — 
единице. Такую лесенку удобно рисо- 
вать на клетчатой бумаге; общее чис- 
ло клеточек — «кирпичей» 11, из 
которых состоит лесенка, равно $— 
=, -Р...{ч, — степени многочле- 
на Т.. На рисунке 2 изображены ле- 
сенки, соответствующие некоторым из 
многочленов Т,, встречающихся в на- 
ших неравенствах. 

Научное название этих лесенок, ко- 
торые оказываются полезными в раз- 
ных задачах комбинаторики, алгебры 
и анализа — «диаграммы Юнга» 
(см. [3]. 

У пражиение 2. Напишите многочяе- 
ны Т, и нарисуйте соответствующие им лесен- 


ки для следующих наборов в: (3, 2); (3, 2. 1); 
{3, 3, 0. 0); (4, 1, 1,0); (5, 0. 0, 0. 0); (1. 1,1, 1,1). 


Сравнение диаграмм Юнга 


На рисунке 3 изображены пары ле- 
сенок, соответствующие неравенст- 
вам (1)—(6) из введения. Мы видим, 
что большему из двух многочленов 
соответствует более крутая лесенка: 
вторую, более пологую, можно полу- 
чить из первой, свалив несколько кир- 
пичей направо — вниз (см. рис. 4). 
Сформулируем точнее, что означают 
здесь слова *«более крутая».— сначала 
для лесенок из трех ступеней. 

Пусть “= (20,5; 0; 93) и В=ИВ В.В) — 
два набора целых чисел с одинаковой 
суммой $=а фа, а. =, ЕВ. Ву; 
9,2, >29 0 и [1 >В» > Вз >20). Бу- 
дем считать, что “>В (а мажори- 
риует В), если выполнено такое усло- 
вие: 


В можно получить из а, 
проделав несколько раз (быть может, 


Рис. 3. 


(3:0:0) (2:1:0} (Е: г:1) 


(4:0:0) (3:1:0) (21:1) 


Рис. 4. 


один раз или ни одного) операцию 
ак.) 
у ь 
(Е 1. 7+1. 1) (ЕЕ ЛЕНИ) (ЕЕ ©) 
Этому условию можно придать и дру- 
гую, эквивалентную форму: и› В, ес- 
ли выполнены условия 


>: 
а >В, -В.. 
м > -Риз==В, НВ -ЕВ.. 

Аналогично, для невозрастающих 
наборов целых неотрицательных чи- 
села: и.: ...3 ин), и В==(В,: Во: .. В.) 
будем писать «>|, если 

>В,» 

В +В», 

о м 

ао +... На, В, +Вь-. ет 


(==) 


Например, (4; 2; 1)>(3; 2; 2), посколь- 
ку 4>3, 4-42>3-2, 4424-1= 
ао. 


Отношение > между наборами ана- 
логично отношению порядка между 
числами: ила для любого и; если 
и>В. В>», то “>. Однако порядок 


между наборами лишь частичный — 
бывает, что два набора с одинаковой 
суммой не сравнимы (см. упражне- 
ние 6). 


Упражнения 

3. Проверьте, что для лар диаграмм Юнга 
иа рис. 3 выполнены условия (*) и (#®). 

4. Докажите, что условия (+) и ($) экви- 
валентиы (то есть ссли выполиены неравенст- 
за (*$}, то набор В можно получить из ц есва- 
ливанием кирпичейе, и обратно). 

5. Нарисуйте все лесенки из 8=4 кирпичей 
и порядке убывания, начиная от самой кру- 
той (4:0;0:0) и кончая самой пологой (1;1;1; 1); 
то же — для лесенок из 5 кирпичей. 

6. а) Проверьте, что диаграммы Юнга 
(4:1;1) и (3:3:0) ие сравнимы.— ни одна из 
ннх нс мажорирует другую. Есть ли ещс та- 
кис несравнимые наборы с суммой 6? 

6) Найдите все такие пары наборов для 3—1. 


Теорема Мюрхеда 


Теперь все готово для формулиров- 
ки основной теоремы. 

Пусть @а=(а,; @о; ---; 6) и В= 
—(В,; Ро; -..; В) — два набора показа- 
телей с одинаковой суммой. Если 
ор, то при всех неотрицательных 
Ха, Х>» ---.Жа 
Та» =, ЖП Ха, а ь). 
Обратно, если выполнено такое нера- 
венство, то и’> В. 

Мы не будем приводить формаль- 
ного доказательства теоремы в общем 
виде (его можно найти в книгах [1], 
[2] — вторая из них целиком посвяще- 
на различным вариантам отношения 
‹мажоризациие, его применениям и 
обобщениям), вместо этого опилтем его 
основные идеи и продемонстрируем 
их на конкретных примерах. 


Доказательство второй части утверждения 
теоремы — необходимости условия а>В — 
вытекает из того простого факта, что из двух 
миогочленов от одной перемеиной 1 (с положи- 
тельными старшими коэффициентами) при 
больших значениях Ё больше тот, у которого 
больше степень (см. упражнение 8). 

Доказательство достаточности условия а >. В 
основано на двух идеях. Первая — +свалива- 
ние кириичейе»: два набора п›- В можно соеди- 
нить цепочкой наборов так, что соседнис инабо- 
ры в этой цепочке отличаются лишь я двух 
местах. так что от каждого набора к следую- 
щему можно перейти, есвалив кирпиче с одной 
ступеиьки иа другую на соответствующей ле- 
сеике. Вторая — «симметричная группиров- 
кае: разность многочленов для соседних иа- 
боров можно записать как сумму (по всем иа- 
рам переменных х, У) одинаковых групп вида 


(хР +уя + 7х4 — хуя #7 уРя ы 
(см. рис. 5). где Х — произведение остальных 
переменных, соответствующих одинаковым по- 
казателям в соседиих наборах. Последиее вы- 
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Рис. 5. 


ражение раскладывается на множители и, как 
легко видеть, при р>9. гр?0, неотрицательно. 
(Проверьте!) 

Все зто станет поиятным для тех, кто вни- 
мательно, подробно выписывая все выкладки, 
разберет несколько примеров. Мы приведем два. 


Неравенство между средними 


Неравенство между средним арифметиче- 
ским и средиим геометрическим трех неотри- 
нательных чисел 


а, Ка, фа —. 
“а. Ува, 


после переобозначений а,=х`. в:=” @з==2' 
превращается вн неравеиство (4), которое уже 
упоминалось выше. Покажем, как оно доказы- 
вается по способу Мюрхеда. Глядя иа рису- 
нок 4 3}, мы видим, что нужно доказать два 
неравенства: 
Т.з: 0: ух, И, 2) > 

2То: ': ох, у, 2) >. н ых, 4. =}, 
Рассмотрим первое из них н составим разность 
В, =Тез; 9; о (Х, И; 2) — Тео: в: оу (Х, у 2) =" 

= 2 (Х° {у и -ху— уя— 2*х— 
— 72 шх-: 2. 

Сгруппируем теперь слагаемые по четыре по 
следующему прииципу: дяя каждой пары пе- 
ременных в одну группу включаются слагае- 
мые, в которых показатели при этих перемен- 
ных меняются с (3, 0} на (2, 3) (а общий пока- 
затель в наборах здесь 0 на последнем месте). 
Цолучим 


К, =(у+2 28) "2+ их Уф х)-+ 
фа) = (у? — 27) (у—2)+ 
4 (5 — у) х—у)-+ (2 — х?)12— хо 
при всех неотрицательных х, 9, 2. 
Теперь докажем второе неравенство 
В.=То; ‚: (и у. 2) — Та: 1: „0% #2) — 
=> уу ра хх 2+ у 242 у— бху2. 
Здесь в показателях общдя единица иа втором 
месте; а (2; 0) превращается в (1, 1). В соответ 
ствии с этим, полузим- 
Вх (у? +2? --2у2) Ну (2-х — 2х) | 
4+2 ("+2 —2у2) 
ху ух ацх--9)>0. 
Это н доказывает неравенство (4). 


Репьние задачи М7 62. 


В этой задаче (мз «Задачника «Кваитй» № 9. 
1982) требовалось для положительных а. 6. с 
доказать неравенства 
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5 ве? ета? 
ао" < 
аз Г с 
рено 2% 


Читатели предложили несколько различных 
методов их решения. Один из них — способ 
Мюрхеда (к другим мы надоемся вернуться а 
одном из следующих иомеров «Кванта»). Умно- 
жив двииые иеравенства на 2465с, мы приведем 
их к такому «мюрхедовскомуе виду: 
асе 

зе'ь-- Га +Бе- бь-еа-ра’е. (1) 
аъ Баьесь аа е> 

22 а'5е4+5‘ас- саб). 18 
Соответствующие диаграммы Юнга изображе- 
цы иа рисунке 4, 6. Разность левой и правой 
части каждого иеравеиства можно записать, 
как и выше, в виде суммы трех групп по четы- 
ре одночлена. Экономя место, мы запишем толь- 
ко одну группу — две другие получаются заме- 
ной букв а, Ь, сна 5, с сис, а, 6. 
Доказательство (7): 


(а 5 —а?6--Б?а)-|...== 
25:5 {в—Ь)+... 20. 
Доказательство (8): 
{С —ась-- ста. = 
г26, а" — с) а— с)... 20. 
Тем самым, задача М762 решена. 


Еще несколько упражнений 
н задач для исследовання 


*. Выпишите все неравенства Мюрхеда для 
многочленов степени 4. 

8. а) Пусть ое =: в) (Х.у,2) 2 Тев,: в в. у(х,у.2] 
для всех неотрицательных х.у,2. и вне, 
что тогда выполнены неравенства (**}. (Ука- 
зание. Рассмотрите несколько случаев: х= 
—И=2={; Х=у=(, 2—1; х=ф у-=2—1 н срав- 
ните степени полученных многочленов от #.)} 

3. Докажите следующие неравенстиа (для не- 
отрицательных х. у, 2. в, шЕ 


а) д*у'2 + ‘512 +2 Е 
22 (у а. х? 4 231); 

6) х аи +2 ру" аи ха ху: 

в) ху +20’ хуг хур + хло + узо. 

10. Вызждите из теоремы Мюрхеда неряа- 
венство для средних арифметического и тео- 
метрического п неотрицательных чисел. 

Сколько «кирпичей» нужно свалить, чтобы 
от набора (п, 0, 0, ..., 0) нз и чисел перейти к на- 
бору (1.1, ..., 1)? 

11. Сформулируйте н докажите теорему 
Мюрхеда для любых неотрицательных (не обя- 
зательно целых} показателей. 

12. Для некоторых наборов показателей 
{с четной суммой 8) иераненство, о котором идет 
речь в теореме Мюрхеда, верно для всех, а 
не только для неотрицателёных значений пере- 
мениых. Постарайтесь описать все такие случан. 

Литература 

1. Харди Г. Г., Литтльвуд Д. Е., Полиа Г. 
Неравенства — М.: ИЛ, 1948. 

2. Маршалл А., Олкин И. Неравенства: 
теория мажоризации и ее приложения.— М.: 
Мир, 1983.. 

3. Заочные математические олимпиады (за- 
дачи 5—9).— М.: Наука, 1981. 


ант 
для младших школьников 


Задачи 


1. У меня замечательный номер 
телефона: первые три цифры одинако- 
зы, остальные четыре цифры тоже 
одинаковы. Более того, сумма всех 
цифр номера равна двузначному чис- 
лу, первая цифра которого совпадает 
с первой цифрой номера моего теле- 
фона, а последняя — с последней. 
Найдите этот семизначный номер. 

2. Решите следующий числовой ре- 
бус: 

хСЕМЬ 
СЕМЬ 
УЗ — 


%\%ЖжЖ 
ЖЖЖх 
ЗЯУЕАКУХ 


3. На круглом столе лежат 11 ша- 
шек: 5 черных и 6 белых. Пятеро си- 
дящих за столом ребят играют в сле- 
дующую игру. Сначала каждый берет 
по две шашки, потом начинающий 
берет оставшуюся шашку. Если у него 
оказываются все три шашки одинако- 
вого цвета, то он выиграл и игра пре- 
кращается, если нет, то он оставляет 
себе две шашки одинакового цвета, 
а третью передает партнеру справа. 
`Если у того окажутся все шашки оди- 
накового цвета, то выиграл он, если 
нет, то он поступает аналогично пре- 
дыдушему и т. д. Может ли так слу- 
читься, что каждый сделает ие мень- 
ше двух ходов? 

4. Попросите товарища стать спи- 
ной к стене, прислонив к стене пятки, 
а потом попытаться достать пальцами 
рук пальцы ног, не сгибая ноги в ко- 
ленях. Наверияка это ему не удастся 
сделать. Почему? 

5. Правильный восьмиугольник раз- 
делен на части, которые раскрашены 
так, как на рисунке. Докажите, что 
сумма площадей, закрашенных каж- 
дым цветом, одна и та же. 


Эти задачи нам предложили: 
Н.К. Антонович, Л. П. Мочалов, А. 1. Савин. 
С. С. Кротов, В. В. Произволов 
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НоГи- 


и - ВО ЭЧОвВаА: онец ‘92$ Ц: 

достно воскликнула Алиса. Впрочем, радость 
„ее тут же сменилась тревогой: куда-то про- 
пали плечи. Она взглянула вниз, но увидела 
только шею невероятной длины, которая возвы- 
шалась, словно огромный шест над зеленым мо- 
рем листвы.— Что это за зелень? — промолвила 
Алиса.— И куда девались мои плечи? Бедные 
мои ручки, где вы? Почему я вас не вижу? С 
этими словами она пошевелила руками, но уви-_ 
деть их все равно не смогла. Убедившись о - 
поднять руки к голове не удастся, : 
Алиса решила нагнуть к ним голов) 

с восторгом убедилась, что 
шея у нее словно змея, 
гнется в любом напра- 
влении. Алиса выгну 
шею изящным зигза го! 
готовясь нырнуть в лес 
(ей уже стало ясно, ь 
что это верхушки дере 
вьев, под которыми она 
только что стояла}, как 
вдруг послышалось гро- 
мкое шипение. Она 
вздрогнула и отступи- 
ла. Прямо в лицо ей, 
яростно бия крыльями, 
кинулась горлица.— Змея 
— крикнула Горлица.— Н 
какая я не змея! — возму- 
тилась Алиса.— Оставьте 
меня в покое! — А я гово 
— змея! — повторила Го] 
лица несколько сдержан 
— Стоило мне устроитьс. 
на самом высоком дере- 
ве,— продолжала Гор 
ца громче и гром“ 
наконец срыва 

на кри 
ило 


ни: 
”” избавилась, 
нет! Они тут как тут! 


— Никакая я не змея! — сказала Алиса.— Я 
просто... просто...— Ну скажи, скажи, кто 
ты такая? — подхватила Горлица.— Сразу вид 
хочешь что-то выдумать.— Я... я... малень- . 
кая девочка,— сказала Алиса не очень уве- } 
ренно, вспомнив, сколько раз она менялась за’ 
этот день.— Ну уж, конечно, — ответила Гор- 
лица с величайшим презрением.— Видала я на 
воем веку много малены р 


р = = $6 

‘амая настояще Е вы ЯОРЕЕЕЯ 2$ \ 
змея — вот ты кто! 8 Ваз ЕХНОХ ЗЕ 

Ты мне еще скажешь & С РЕН а < 
что ни разу не про- ео ера ЗЕ 
бовала яиц. — Нет, в” еее Е ых 
почему же, пробо- Ч ЕЯЕ > ВЕ - 
вала, — отвечала Ее ЕЕ 
Алиса. (Она всегда Чо ж ях а РУ 
’ ` говорила правду). и 2 


— Девочки, знаете, 
тоже едят яйца. — Я = 


Е ыы: 8 кс 
этому не верю,— сказала Горлица.— Но если нае о“ Е м 5 Ы Е 
› так, тогда они тоже змеи! Больше мне не ьоф 5 Е - а о -- Е 
чего сказать. Мысль эта так поразила Алису Е =а 28 нЕ | 
что она замолчала. А Горлица прибавила не а ва НЕХ х 
Знаю, знаю, ты яйца ищешь! А дево ОЕ Е 5 
ты или змея — мне это безра ее ее 
ззно.— Но мие это совсем об бкхта СР 
безразлично, — поспеши а 835 НЕЕ 

возразить Алиса.— И, т - — 


правде сказать, яйца Я №497 
не ищу! А если даже 
искала 6, то ваши мн 
все равно бы не пов 
цобились. Я сырые не лк 
блю! — Ну, тогда убирай 
я!— сказала хмуро Горл 
а и снова уселась на свое 
гнездо. А Алиса стала 
спускаться иа землю, 
что оказалось совсем не 
_ просто: шея то и деле 
впутывалась среди ве 
Немного спустя Али 
а вспомнила, что ва 
ержит в руках к 

си гриба, и приня 
понемножку отку 
сывать сначала о 

’ одного, а потом от 
угого, то вырастая, то 
ньшаясь, пока наконе! 
иняла прежнего свое 
это показалось ей очен 
м, так как она успела уже отвыкну 
от собственного роста, но вскоре она освои 


схватить 


хочет 


2. Два животных, А и 

В, находятся на огром- 
‚ а В стремится убе- 3 
жать от А и В распо- 1% 

ножен от А в 20 метрах, 

о А всегда может схва- 

гить В. В то же время 

ли В хочет схватить А 


А стремится убежать 


т В и А находится 


ной гладкой равнине. Ес- 
в 20 метрах от В, то ВЯ 
сегда может схватить А. 1 
Что это за животные и 
как это может быть? 


ли А 


4 


— Ну вот, половина задуманного сделана! Ка 
удивительны все эти перемены! Не знаешь, что 
с тобой будет в следующий миг... Ну ничего 


} 


1 сейчас у меня рост опять прежний. А теперь ЕЕ 
р надо попасть в тот сад. Хотела бы я знать НЕ $ ха Е: ве 
р к это сделать? Тут она вышла на поляну, где м во 2“ 5:5 
п стоял маленький домик, не более четырех фу Я 8 88 = Е бо=из 
` тов вышиной. «Интересно, кто там живет? — по оо ьзх 
Я думала Алиса.— Но мне нельзя туда идти, За ВВ ОНЕЕ $ 
слишком большая, перепугаю их до смерти! 9 = = Е: Я ЕЕ 

на принялась за гриб и не подходила к дом: а5Б= Е". Е “= 

. до тех пор, пока нс уменьшилась до де НЕасзонось 


„М 


м——————___ И 


задачние 


пбанта 


;Этот раздел ведется у нас из 
' номера в номер с момента ос- 
‚ нования журнада. Публникуе- 
‚мые в нем задачи нестандарт- 
ны, но для их решения не 
: требуется знаний, выходящих 
‹ а рамки школьной програм- 
- мы. Наиболее трудные задачи 
отмечаются звездочкой. После 
формулировкм задачн мы 
обычно указываем, кто нам ее 
предложнл. Разумеется, не все 
эти задачи публикуются впер- 
вые. Решения задач из этого 
номера можно отправлять ие 


позднее 15 сентября 1985 года _ 


но адресу: 103006 Москва 
К-6. ул. Горького, 32/1, 
«Квант». В графе «Кому» ца- 
иншите: «Задачник «Кванта» 
№ 7 — 85. и помера задач, 
решения которых вы посыла- 
‚ ете, например »М931, №932» 
‘или +Ф943». Рыцения задач 
- из разьых номеров журнала 
‹ или по разным предметам 
` (математике н физике) прны- 
‘’сылайте в разных конвертах. 
`Фамнлию, имя ш отчество 
‚ пишите печатнымы буквами. 
‘В пнсьме вложнте конверт 
: © написанным на нем вашим 
` адресом (в этом конверте вы 
' получите результаты провер- 
: кы решений). Услоние каждой 
. оригинальной задачи, предла- 
г гаемой для публикации, при- 
‚ сылайте в отдельном конверте 
] в двух экземилярах вместе 
| < вашим решеннем этой зада- 
› чы (на конверте пометьте: 
: «Задачник «Кванта», новая 
задача по физнке» илн з... но- 
| ная залача по математике»). 
| В начале каждого пясьма 
| иросим указывать номер шко- 
лы и класс, в котором вы 
| учитесь. 
| Задачи по математике этого 
номера предлагались на Мос- 
ковскнх городских олнимпяа- 
дах имосмедних лет. Задачи 
1 1985 тода. в котором олим- 
| ннада отметнла свой 50-лет- 
| нин юбылея, будут помещены 
[2 *«Квамть» № 9. 
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Задачи 


М931 — М935; Ф943 — Ф947 


М931. В треугольник АВС вписана окружность, 
которая касается сторон АВ, ВС и СА в точках ‘ 
С, А, и В, соответственно. Известно, что длины 
отрезков АД,, ВВ, и СС, 
треугольник АВС — правильный. 


М932. В квадратной клетке со стороной 1 м нахо- 
дится анаконда длиной 10 м. Барон Мюнхгаузен 
утверждает, что он в любой момент может одним 
выстрелом прострелить анаконду сразу в 6 местах. 
Не преувеличивает ли барон? (Анаконду можно 
считать произвольной ломаной длины 10, располо- 
женной внутри квадрата 1Ж1.) 


М933. 13 рыцарей из А разных кланов (1— < 13) 
сидят за круглым столом. Каждый держит золотой 


или серебряный кубок, 


ровно №. Король Артур приказал рыцарям одно- 
временно передать кубки своим соседям справа, 
потом сделать то же самое еще раз и т. д. Дока- 
жите, что в некоторый момент найдутся два ры- 
царя из одного клана, в руках у которых золотые 


кубки. 


——— кд 


равны. Докажите, что 


А. Н. Дранишников 


С. Б. Гашков 


причем золотых кубков 


=... 


А. 4. Болотов 


М934.* В пространстве раеположено 2п (п>2) то- 
чек (так, что никакие 4 не лежат в одной плоскости) 
и проведено п?-+-1 отрезков с концами в этих точ- 
ках. Докажите, что проведенные отрезки образуют 
а) хотя бы один треугольник; 6) не менее п тре- 


угольников. 


№М935. (Задача о гайке.) Если внутри правильного 
2п-угольника со стороной а и центром О поместить 
произвольным образом правильный 2п-угольник 
со стороной а/2, то он накроет точку О. Докажите 
это утверждение: а) для п=2, 6)* для п=3, в)* для 
любого натурального п>1. 


С. Б. Гашков 


Ф943. Небольшое тело надает с огромной высоты 
на землю. Считая удар тела о землю абсолютно 
упругим, определить ускорение тела сразу после 
того, как оно отскочит от земли. 


А. Г. Шихкеримов | 


Ме 


Вауе 
Кудо! соп{ ей ргоЫетьх еуегу 
тол (тот  Ше уегу Ис 


Бееп роЫыниая 


:ззце оЁ оцг шаражие. ТЬе 
ргоетз$ аге поп$4апдаг4 опсз. 
Быё {Тег зоШНоп гедшгез по 
пбогтаноп 0ц5:4е фе зсоре 
о? (пе 95УВ ъесопдагу зсвоо] 
зуНаБиз. ТВе шоге ВИЯсиИ 
ргоЫепх аге пагкеё мИН а 
зЧаг (%). АМег 4Ве заметен 
оГ Че ргоЫет, ме иъиаНу 
пасе мНо ргорохей #& ю их. 
Ц рое5 \ИПош хаущр Та по! 


$944. На твердое тело, движущееся поступательно 
по шероховатой горизонтальной поверхности, в мо- 
мент времени {,—0, когда скорость тела равна 
2› начинает действовать сила ЕЁ (Ё), ваправленная 
все время вдоль вектора о и возрастающая со вре: 
менем. Через время Е скорость тела оказывается 
равной и, иричем и,=5 м/с, если 0=1 м/с, и 
0. —=13 м/с, если и, =10 м/с. Определить зависи- 
мость и,=/ (05) при всех возможных ис. 

Р. Л. Мкртчян. О. М. Худавердян 


Ф945. Определите отношение ц,/4. коэффициентов 
полезного действия двух циклических процессов, 
проведенных с идеальным газом (рис. 1): первый 
процесс 1-2-3-4-1, второй процесс 5-6-7-4-5. 


Ф946. Два одинаковых точечных заряда а>0 
находятся на расстоянии [ друг от друга. На какое 
минимальное расстояние «подойдет» к плоскости 
симметрии {/ (рис. 2) силовая линия, выходящая 
из левого заряда под углом а к прямой, соединяю- 
щей заряды? Под каким углом к плоскости сим- 
метрии будет расположена эта линия при удале- 
нии на большое расстояние от зарядов? 

С. С. Кротов 


4947. Оболочка космической станции представ- 
ляет собой зачерненную сферу. температура кото- 
рой за счет работы аппаратуры внутри станции 
равна Т=500 К. Какой будет температура оболоч- 
ки, если станцию окружить тонким черным сфери- 
ческим экраном почти такого же радиуса, как обо- 
лочка? Количество тепла, излучаемого с единицы 
площади поверхности, пропорционально четвертой 
степени абсолютной темиературы. 

А. Н. Буздин 


Ргоетз 


№М931 — М935; Р9Э43 — Р947 


М931. ТНе текс с о лапе АВС ЗюисВсз эез ДВ. ВС ата СА 
а {Те роз С, А,. В, гезвреснуеу. 11 № Кпомп {Па Ще 
зектеп1з АА,. ВВ,. СС; аге ой едиа! еп. Ргоуе {Ва АВС 15 
едиЦа(ега]- 
А. ХМ. Огайо оо 
№932. А №0 таег оп эпасопда Нуез 0 в зоцаго саде оГ зе 1 
тег. Вагоп МапНацясп с1айт8 {Па Ве сап зоо Штоцяй ‘Ме 
апасопда т 6 расез апуйте ми а зту[е звоЁ. 13 \Ме Багоп 
схарцегайпя? (Те апасоп@а тау № уеме@ аз ап этЬИгагу 
реукопа! Ипе об епр® 10 ма 1 Бу 1 вщиаге.) 
$. В. СазЙВор 
МЭ33. 13 Кищриа Ггот А Гегель Саиз (12 А< 13) зщ а Ше Ко- 
ипд Та Бе. Езен воз п хо! ог зЙуег сир, \Не питЪег 07 ро 4 чи | 
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НЕ 


а! Фезе ргоетвз аге #1184 
риБШеаНотя. ТЬе воиНо0з ой 
ргоБетв {гот №8 1а8ще (а 
Вазмап ог т ЕпяИзЬ) тау Бе 
розфеа по 1абег ап бербетБег 
15 46, 1985 ю Ше ГоПомтЕ 
аЧЧгеьз: 0558, Мозсом, 
103006, Москва К-6, ул. Горь- 
кого, д. 32/1, «Квант®. Р1еазе 
зер@ Ме зо Иоп8 0{ р|узсз 
ап та(етайсз ргоШетз, аз 


‚ мей а5 ргоЫета8 {гопз 4 егепЕ 


133иез, ппофег зерагаёе соуег; 
ой Ше епуеоре утЦе {Те чог@з: 
“КУАМ7Т”5 РКОВГЕМ$5” ара 
Фе пшифБегя 0Ё аП Ше зо]уе4 
ргоЫетз; ш уоциг 1еЙйег епсюзе 
ап ипфатрей  зеМадагеззей 
епуе!оре — же эВаП пзе # ® 
зева уоц №е соггесбоп гезиз- 
Аф {Ще еп@ оЁ {1е асаепис 
уеаг уе зит ир Фе гезиЙв о? 
{Те КуапЕЁ ргоЫет соп{ез. И 
уоц Вауе ап ог па] ргоШеш {о 
ргорозе Гог риб\сайоп, реязе 
зеп4 И № из итфёег зерагае 
соуег, {д 40 сорез @п Влз- 
зал ог м ЕзвИзЬ), тешатЕ 
{Ве зошбоп. Ол Те епуеюре 
гие МЕХ РВОВТЕМ [№ 
ВНУ$15 (ог МАТНЕМА- 
ТСЗ). 


М911. На сторонах АВи СО 
вылуклого четырехугольника 
АВСЬ выбираются произволь- 
ные точки Е и Г соответст- 
венно. Докажите, что середи- 
ны отрезков АР, ВР, СЕ и РЕ 
являются вершинами выпук- 
лого четырехугольника, при- 
чем его площадь ме эввисит 
от выбора точек Е и Е. 
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Бета К. Ктя Айтиг огдегз аН ф}е Ко!яНез 10 разз Не сирв 
40 Чет пешНЪойг$ 40 \Те ииЪЕ зипиЦапеоцз]у, ай {Мей ю 
сопИпие {13 ргоседиге. Ргоуе 1Паф аЁ 5оте тотелё № м Ъе 
розззЫе 40 п9@ 4мо Киз Тгот 4Те зате с1ап Бом во! тя 
508. сирз. 

А. А. Вор 


№М934.* Тпеге ахе 2л (п>2) ро!пёз (по 4 ой “СН аге сор1апаг) {п 
зрасе ап@ п?+4-1 Цпе зейтаепйз }отутя \Ъеть. Ргоуе \№а® Ме 
зертет(з сопзИНие а) в [а спе &паиее; Ь) по |е5з (Мап п 
Елапв]ез. 
М935 (Ще Бой ргоШет). А тейшаг ро!уроп о 2п з! ев оё 
1епё1} а/2 р1асе ть де апоег тейщаг 2л-воп оЁ зе а а!мауз 
соуегз Те сеште О ой 1е 1аИ ег. Ргоуе Цив Гог а) л-=2; Ь)* п=3; 
с)* Гог апу пашга]! п> 1. 

` 5. В. СазНКое 


Р943. А вой Боду ГаШшя {кота а ягеа ВеюВЬ Боипсез ойЁ 
(Ве #гоип8. Аззииипа Че соШьюп абзониеу еазис, аейегипе 
15$ ассеегайоп нитей ау аНег \1е Боипсе. 

А. С. Звйкегипой 


Р944. А втаП зоНЯ, тетайили ратаПе! $0 (хе, шоуез аюпя 
а гои&Н Бог12опёа! зигЁасе. АЕ ыше &, —0, хпеп Ме уейосНу оЁ Ве 
зона 1 0, а Гогсе Р(1) Фтесфе4 а]опй и, ап тегеазиа \ИП Ите 
13 арриед © {Ме зоН9. Аф Ите { {Ве зо ачшкез {Ме уеосйу 
0:==5 т/в, Ш 6,=1 т/з ай и,==13 п/з, И во =10 т/з. Ета 
{Не дерепдепсе и,=!( оо) Гог а! роз Ые по. 
В. Г. Мемспуал. О. М. Квидазегауап 

Р945. раегпите Фе гаМо ц./п, ой Не еИсюпсу соеРЙслетёв 
07 мо сусИс ргосеззез 1пуо 118 ап 1Чеа] каз (зес рис. 1, р. 43), {Ве 
ры ргосезз Бетя 1—2—3—4—1, (Те зесойй опе 5—6--7— 
Р946. Туо {депИса! ро 1 сВатяез 9 > © аге р1асей ай Е Не дузбапсе 2 
Ггот еасН офВег. Солуег {Те Цпе ой Согсе оу пайля Ггот 
Фпе 1еГ& свагае ап@ Гогтти Ме апше п “И 4Ве Бпе юпипЕ 
{Пе сНагвез (зес рис. 2, р: 43). Ном пеаг Не зуттехту рапе ПЛ 
\Ш И арргоасЬ? УНаё ул Бе Те апще Ъебхееп {Ы ще оЁ отсе 
ап@ Ше рапе П аф ройцз Гаг ауау {тот Ве спагвез? 

$. 5. Еготов 
Р947. Тне епус!оре ой а зрасе з1аМоп № а Шаскепей зрёеге, 
\Нозе цетрегафиге (дие \ю 11е могк ой 4Ме аррагайаз тэе 
Фе зрНеге) 12 Т=500 К. \УМНаё Ш Ме зетрегатиге оЁ Те 
спуе!оре Ъе 1 {1е з4аНоп 13 зитгодпаед Бу а Ил ЫасК зрпегса} 
зстеел ой гад зЦЕЪИу 1атяск Тао 1Таё ой Фе спус1оре? ТЪе 
чмай у оЁ Неаф 1тгадиеЯ Бу в ип вмФасе № ргорогИопа| 
{о те Гоиг В ромег ой абзоние {етрегафиге. 

д. Г. Вигат 


Решения задач 


М911 — М915; Ф923 — 4926 


Обозначим середины отрезков АЁ, ВЕ, СЕ и РЕ 
через №, Г, М, К соответственно (см. рисунок). 
Отрезки Г.М и КМ — средние линии треугольников 
АВЕ и СПЕ, поэтому они имеют общую внутрен- 
нюю точку — середину О отрезка ЕЁ, равны по 
длине АВ/2 и СР/2, а угол между ними равен 
углу и между прямыми АВ и СГ. Отсюда выте- 
кает, что КЕММ — выпуклый четырехугольник 


М912. Докажите. что а) много- 
член х’. 6) любой многочлен 


ности двух многочленов. каж- 

| Фый из которых является мо- 
нотонно возрастающей функ- 
цией. 


М913. Касательные к описан- 
ной вокруг треугольника АВС 
окружности, проведенные в 
точках А нп В, пересекаются 
в точке Р. Докажите. что пря- 
мая РС 

а) пересекает сторону АВ в 
точке К.делящей се в отноще- 
нии АС": ВС?; 

6) симметрична медиане, про- 
веденной из С. относительно 
биссектрисы угла С треуголь- 
никд. 


(возможно, вырождающийся в треугольник или 
отрезок) с диагоналями КМ и ГМ, в его площадь $ 
по известной формуле равна 


$=5 КТ,- ММ -зт ком=у АВ.-СО.зта, 


то есть не зависит от выбора точек ЕЁ и Р- 

Из доказательства видно, что утверждение за- 
дачи верно н для невыпуклого четырехуголь- 
ника АВСО. 

М. В. Старк 


Ф 


а) Нужное представление нетрудно найти в явном 
виде: 


= (х+ 1 — 3 (+ 3х +1). 


6) Доказательство проведем индукцией по сте- 
пени многочлена. Для многочленов нулевой сте- 
пени (постоянных функций) утверждение задачи 
очевидно. Пусть оно справедливо для всех много- 
членов степени меньше п. Произвольный много- 
член п-й степени Р,(х) можно записать в виде 

Рь (х)=ах'-+-Р,_,(х), 
где Р,_,(х) — многочлен степени не выше п— 1, 
для которого наше утверждение верно по предпо- 
ложению индукции. Поэтому его достаточно дока- 
зать для одночлена ах” (если утверждение за- 
дачи верно для двух многочленов, то оно, очевид- 
но, верно и для их суммы). Ясно, что ах” — моно- 
тонная функция при нечетиом п; при четном п су- 
цествование нужного представления следует из 
формулы 
[и с ие 

в которой (х-+ 1)" "' и х”*' — возрастающие функ- 
ции (п--1 нечетно), а для многочлена (),„_и(!х) 
степени п 1 утверждение задачи выполняется по 
предположению индукции. 

При четном л-—=2А можно рассуждать и иначе. По предпо- 
ложению индукции х—Р:х)--@ 1х), где Ри @ — монотонно 
возрастающие многочлены; следовательно, 

х* —ЗР’ (х)-+ 20? (х)-—(Р1х}+ 9 (х). 
Подставляя а формулу пункта а) Р(х) вместо х. мы получим 
представление Р^(х) в виде разности двух возрастающих мно- 
гочленов. То же самое можио проделать с © (х) и Ро (х 
что в конечном счете даст нужное представление для х*. 
1. Ю. Вайнтроб. В. Н. Дубровский ` 


Ф 


а) Воспользуемся тем, что для всех точек прямой, 
проходящей через вершину угла, отношение рас- 
стояний до его сторон (точнее, до прямых, содер- 
жащих стороны) будет одним и тем же. В частно- 
сти, равны отношения КА, /КВ:и РА„/РВ, расстоя- 
ний от точек К иР до сторон СА и СВ угла АСВ 
(см. рисунок: на нем угол С острый, для тупого 
угла С рассуждение аналогично). Первое из этих 
отношений, очевидно, равно АКзт { А/ВК т {В 
((А и {ХВ — углы треугольника АВС). Чтобы 


М914. На острове Серобурома- 
лин обитают 13 серых, 15 бу- 
рых и 17 малиновых хамелео- 
нов. сли встречаются два ха- 
мелгона разного ивета. то они 
одновременно меняют свой 
цвет на третий (серый и бурый 
становятся оба малиновыми 
и т. 9.). Может ли случиться 
так. что через некоторое время 
все хамелеоны будут одного 
цвета? 
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найти второе, заметим, что (РАД, является вер- 
тикальным к углу между хордой АС описанной 
окружности треугольника АВС и касательной к 
ней в точке А, то есть равен по величине половине 
дуги АС и, следовательно, / РАА.= { В; анало- 


‚ гично, (РВВ. = СА. Таким образом, 


РА› _ РА эп &РАЛ, _ эп “В (*) 
РВ. РВ зт РВВ, эм ГА 
(РА =РВ по свойству касательных к окружности, 
проведенных из одной точки). Приравнивая полу- 
ченные выражения 
АКз ХА _ эп (В 
"ВЕ эт ДВ за ДА 
и пользуясь теоремой синусов зт  В/зт ( А = 
— АС/ВС, получим нужное соотношение: 
АК _ 26: 
ВК ВС ` 
6) Рассмотрим прямую [, симметричную СР от- 
носительно биссектрисы угла АСВ (см. рисунок). 
Ясно, что для всех ее точек отношение расстояний 
до прямых СА и СВ обратно такому же отношению 
для СР, то есть равно зт / А/зт ХВ (см. (“)). 
Для точки М, в которой прямая {[ пересекает сторо- 


ну АВ, это отношение, очевидно, равно 
АМзт ХА/ВМ зщ (В. Следовательно, АМ = ВМ, 
то есть СМ — медиана треугольника АВС. 


В. Н. Дубровский 


Ф 

Ответ: не может. Мы должны доказать, что из 
тройки (13, 15, 17) с помощью операций, опнсан- 
ных в условии, то есть увеличения одного из чисел 
на 2 и одновременного уменьшения двух других 
на 1 (если они положительны). нельзя получить 
ни одну из троек (45, 0, 0), (0. 45, 0) и (0, 0, 45) 
(45=13 + 15-17). Как и в большинстве аналогич- 
ных задач с отрицательным ответом, для доказа- 
тельства надо постараться подобрать инвариант — 
величину, определенную на тройках целых чисел 
(с, б. м) и не меняющуюся при указанных преоб- 
разованиях троек, которая бы принимала разные 
значения для первой тройки и трех последних. 

Таким инвариантом является, например, оста- 
ток г от деления на 3 разности с—б первых двух 
чисел тройки (с, 6, м). 

Действительно, при *‹смене окраски хамелеонов» 
числа си б могут замениться на с—1, б—1, на 
с1-2, 6—1 или на с-—1, 6-2; в первом случае 
с — б не меняется, в двух других — изменяется 
на 3. значит, остаток г остается прежним. Остается 
заметить, что для исходной тройки (13, 15, 117) он 
равен 1, а для трех последних г—= 0. 


Несложно ответить я на общий вопрос — при каком условии 
из одной тройки чисел нашими операциями можио получить 
другую. Поскольку сумма $5—©с+б--м всех чисел тройки. 
очевидно. тоже инвариант, мы можем воспользоваться удоб- 
ной и красивой геометрической интерпретацией нашей задачи: 
каждую тройку (с, 6. м) с заданной суммой з будем изобра- 


_25л0в ‚ 25в0С + 
АВ ВС 
+. 29в04 _ Ав _, 
| СА — АВ 
С 
А 
Рис. 1. 


М915.® Докажите, что для лю- 
бых положительных чисел 
а. 6, с, 4 выполнено неравен- 


%— г-0 < 
7 ФА“ 


Я 
КА 
д 


2* 


ДРЛ 
УИ 


РИ Я 


жать точкой виутри равностороннего треугольника высоты $, 
удаленной от его сторон на расстояния с, б. м соответственно 
(рис. 1). Ири этом каждой нашей операции отвечает сдвиг 
точки в треугольнике на расстояние 8 перпендикулярно одной 
из сторои. Разобъем треугольник на 8’ одинаковых празиль- 
ных треугольников высоты 1 (рис. 2); очезидно, их вершины 
отвечают всем целочислениым тройкам с заданной 
суммой 8. Возьмем одну из этих вершии, проведем из нее 
стрелки в те точки, куда ее можно сдвинуть с помощью наших 


В 


- операций, из концов стрелок проведем новые стрелки и т. д. 


Все эти стрелки образуют еще одиу сеть правильных треуголь- 
ников со стороной 2. Их вершины изображают всс тройки 
чисел, которые можно получить из исходной «перекращива- 
нием хамелеонов», Легко убедиться. что из любой красной 
точки за исключением вершин большого треугольника, можно 
перейти по красным стрелкам в любую другую. Остальиые 
точки аналогичным образом разобьются еще ина два класса 
«связанных» точек (зеленые и синие на рисунке 2: стрелки 
для них не показаны). Значение инварианта г для всех точек 
одного класса будет. разумеется, одним н тем же; причем 
легко проверить. что для красных точек г--@. для зеленых — 
г=1, для синих — г=2. 

Таким образом, из тройки (с. 6. м) можно полу- 
чить другую тройку (с’. 6’, м’) тогда и только 
тогда, когда в первой тройке хотя бы два числа 
положительны и значения инвариантов $ и г для 
данных троек совпадают (значения любого другого 
инварианта будут совпадать уже автоматически; 
докажите непосредственно, что, например, остаток 
от деления м—б на 3 выражается через я и г). 
В частности, если $ кратно трем, для всех вершин 
большого треугольника г-=- 0, то есть они достижи- 


мы только из точек с г=0 (на рисунке 2 — из 
красных точек); если же $ не делится на 3, то в 
одной из них будет г=0, в другой — г=1, в 
третьей — г=2, то есть из любой точки (с, 6, м) 


можио попасть в одну (и только одну) вершину. 
В. Г. Ильичев. Н. Б. Васильев 


Ф 

Первое решение. Группируя первое слагае- 
мое в левой части доказываемого неравенства с 
третьим, а второе — с четвертым, и пользуясь 
оценкой ху< (х-фу!’/4 при х>0, у>0 (вытекаю- 
шей из тождества Аху=х- у)’ —(х—у)’), получим 
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Неравенство Коши — Буня- 
ковского: 

для любых чисел ху, Хо, ..., Ха 
иу,, 2 ..., Уя 


(и... ха) (уг +... -+%)>. 


(хи „4 жу») . 


Для доказательства этого 
неравенства достаточно заме- 
тить, что квадратичиая фуик- 
ция Ре уй +. + 
+ (х,.-Р и.’  неотрицательна 
при всех & н записать выте- 
кающее отсюда условие непо- 
ложительности ее дискрими- 
иаита. 


Ф923. На гладкой горизон- 
тальной плоскости лежат два 
касающихся друг друга дис- 
ка, скрепленных нерастяжи- 
мой нитью (см. рисунок). Диск 
радиуса В начинает вращать- 
ся вокруг неподвижной верти- 
кальной оси, проходящей че- 
резего цеятр. причем скорость 
вращения линейно возрастает 
со временем. В некоторый мо- 
мент диск меньшего радиуса г 
отрывается от большого диска 
(перестает его касаться). На 
какой угол повернется к это- 
му моменту большой диск? 
Трение между дисками отсут- 
ствует. Считать. что вся масса 
диска сосредоточена в его 
центре. 
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а т. ь о с _а_ И +. 
Ь+с са а-а аь (Вс) (а- а} 


+2 + -+ас-а)_ 4 (а° са аа -ьсчав- са) _ 


(са) (а +5) {афь+е-ау 
_э@ачье-а) +(а—с}+(6—а7 52 
(а -е+а) з 
Второе решение. Положим х,= аДЬ-с), х.=^ 


= Леа), х,-=цеДа-а), х=уаДа+ь) и = ас), 
уз=У6 (с +4), уз = хе (а а}, у == \Ч4‹а-+ 5). В снлу неравенства 
Коши — Буняковского, которое доказано на полях, 


о а 


а [1 С и 
[2] 
Е Е 
+ са +аа) (хуи + хгу + хауз + хи = (а Ь фе а". (®) 
Очевидно, а’ с? 2 2ас, 5+ а’ 24, поэтому 
{в 6-е 87 > 4ае 4-46 -- 2 (06 4- бе сё \- да). 
Подставляя эту оценку в (*), получим требуемое неравенство. 
Докззаиное неравенство является частным случаем неравенства 
а @"—1 + Сл: 
аа, аа 
которое в 1954 году предложил доказать амернканский мате- 
матик Шапиро. В нашей задаче п —=4; случай п == 3 рассматри- 
вался в задачах М182 и М7Т49 «Задачника »«Кванта+. Вопрос 
о справедливости этого неравеиства при других значениях п 
оказался довольно трудным и До сих пор не получил полиого 
ответа. В будущем мы рассчитываем вернуться к этой теме. 
Л. Д. Курляндчик 


>> (при а. > 0). 


Ф ` 
Пусть диск начал вращаться в момент времени 
+ ==0. Тогда в момент времени { угловая скорость 
диска А равна ©, = Вё, где В — постоянное угловое 
ускорение, с которым вращается диск. С такой же 
угловой скоростью движется в этот момент центр 
диска В по окружности радиуса Аг. Линейная 
скорость диска В при этом равна и: = (В г); 
его ‚центростремительное ускорение — @,= 
=(ви (В-+г), а тангенциальное ускорение — а, = 
= (0.)' =В (Е - г). 
плоскости, в которой происходит движение, 
на диск В действует сила натяжения нити Ти сила 
нормальной реакции со стороны большого дис- 
ка № Запишем уравнение движения диска В в 
проекциях на оси Х и У (см. рисунок): 
Т соз и — М= та, = т (ВВ + г), 
Т эт “= та, = тВ (В г). 
Отсюда находим: 
М ра 
СЕ ИЯ о ТВ! - 
В момент отрыва М№М=0, и 
ср в == 2. 
Угол $, на который повернется за время Ё.» 
диск А, равен 


в ска 
ф=В ии 


$ к 


| 
! 


$924. В жаркую погоду для 
быстрого охлаждения воды ее 
наливают в обросшую льдом 
формочку, вынутую из моро- 
зильной камеры холодильни- 
ка. Воду «перекатывают» ог 
одного края формочки к дру- 
гому, потом выливают. Оце- 
ните. больше или меньше во- 
ды становится при этой опе- 
рации. 


Ф925. Две одинаковых мас- 
сивных трубы скатываются г 
горок одинаковой высоты, но 
разного профиля {см. рису- 
нок). По первой горке труба 
на всем участке движется 
без проскальзывания; на вто- 
рой горке имеется абсолютно 
гладкий участок (участок 
1—2), но в конце пути (у под- 
ножия горки) труба вновь дви- 
жется без проскальзывания. 
У какой трубы в конце горки 
скорость больше? 


не -- - -- = 


Подставляя выражение для сё: (см. рисунок), | 
находим: 
Ча 
В 
«1. Р. Маркович 


Ф 


При этой операции возможны следующие процес- 
сы: охлаждение и замерзание воды. нагрев и плав: 
ление льда, нагрев формочки. Последний процесс 
заведомо несуществен, так как масса формочки 
мала по сравнению с массой воды, а теплоемкость 
алюминия существенно меньше теплоемкости 
воды. 

Если процесс длится долго, то конечная ситуация , 
определяется исходными количествами льда и.о 
воды. Поскольку воды обычно больше, чем льда, 
а охлаждаться ей до замерзания надо на болыцую 
разность температур, чем нагреваться льду до 
плавления, лед согревается и плавится, а вода даже 
не остывает до нуля и, тем более, не замерзает. 
(Разумеется, при малом количестве воды она мо- 
жет замерзнуть.) В результате воды становится 
больше. 

Если процесс длится недолго, ситуация сохра- 
няется: температура всей воды в результате пере- 
ыешивания успевает выровняться, а лед прогреть- 
ся не успевает, плавятся только его верхние слои. 
В этом случае вода охлаждается меныше. 

Л. А. Ашкинази 


$ 


В случае движения без проскальзывания по горке 1 
первоначальный запас потенциальной энергии тру- 
бы переходит в ее кинетическую энергию (которая 
*«делитсях между вращательным и поступатель- 
ным движениями трубы). 

При движении по горке 71 на абсолютно гладком 
участке 1—2 скорость вращения трубы остается 
постоянной, в то время как скорость поступатель- 
иого движения растет. В результате при переходе 
трубы на шероховатый участок (ниже точки 2) 


‘скорость поступательного движения трубы оказы- 


вается больше линейной скорости вращения ее 
точек. Значит, после прохождения точки 2 труба 
начинает двигаться с проскальзыванием. Таким 
движение будет до тех пор, пока скорости не срав- 
няются. На участке выравнивания скоростей часть 
потенциальной энергии трубы будет расходоваться 
на работу против силы трения. Поэтому в тот 
момент, когда труба вновь станет двигаться без 
проскальзывания, ее скорость будет меньше, чем 
скорость на той же высоте трубы, скатывающейся 
по горке Г. : 
Следовательно, и конце горки болыная скорость : 
будет у трубы, которая скатывается но горке Г.. 
А. Н. Буздимн 
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` Ф926. В пространстве. нахо- 
’ дятся 1985 несоприкасающих- 
ся металлических шаров. за- 
| ряды которых равны. соответ- 
ственно. 9. —24, 34. —49. -.. 
|... 19849. 19854 (9>0). Дока- 
| жите, что среди них есть шар. 
| у которого поверхностная 
} плотность заряда всюди неот- 
| рицательна. Расстояния меж- 
ду шарами конечны. 
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Представим себе электростатическое поле заряжен- 
ных шаров в виде некоторой картины силовых ли- 
ний. Так как поле внутри каждого шара отсутству- 
ет, силовые линии начинаются и кончаются на 
поверхности шаров. 

Возьмем любой шар, например шар А, и найдем 
на его поверхности место, в котором находится 
конец какой-нибудь силовой линии (красная ли- 
ния на рисунке). Если такого места мы не обнару- 
жим, то это будет означать, что шар А и есть иско- 
мый — он везде заряжен неотрицательно (ведь 
силовые линии кончаются на отрицательных за- 
рядах). 

Будем переносить положительный пробный за- 
ряд из найденного нами на шаре места вдоль 
силовой линии противоположно её направлению. 
Следуя по этому пути, мы придем на поверх- 
ноеть какого-то другого шара В. Пройдем по его 
поверхиости, найдем ина ней конец другой силовой 
линии и вновь пойдем по ней (‹навстречу»). Бу- 
дем продолжать этот процесс, следуя через шары 
С, Рит. д. (синий пунктир на рисунке). 

Справедливы следукюлщие утверждения: 

1. Такое движение не уведет нас в бесконечность, 
так как полный заряд системы — 

@=—29-+3а—44а-...— 19844 + 19854 =993а 
-— Положителен (по условию а > 0), и следователь- 
но, силовые линии не приходят из бесконечности. 
Действительно, во всех точках, достаточно удален- 
ных от нашей системы, которая имеет ограничен- 
ные линейные размеры (расстояния между шара- 
ми конечны), поле, создаваемое системой, эквива- 
лентно полю точечного положительного заряда, 
и силовые линии в таких точках направлены от 
системы и уходят в бесконечность. 

2. В нашем путешествии мы не можем побывать 
снова ни на одном из шаров, которые ‘уже были 
пройдены. Если бы такое случилось, то это озна- 
чало бы, что какая-то часть нашего пути является 
замкнутой линией, чего не может быть в электро- 
статическом поле. 

Следовательно, поскольку число шаров конечно, 
наше передвижение рано или поздно закончится, 
то есть мы найдем шар, в который силовые линии 
не входят. Поверхность такого шара повсюду за- 
ряжена неотрицательно. 

В. А. Ясинский 


Равномерные 
расположения 


М. Л. КОНЦЕВИЧ 


Пусть на окружности расположено п точек, 
и некоторые # из них выделены — будем назы- 
вать их черными, а остальные — белыми. 
Легко указать самое неравномерное располо- 
жение К черных точек среди остальных: нужио 
расставить их все подряд. Оказывается, можно 
дать вполне естественисе определение и для 
самого равномерного расположения черных 
точек. Такие равномерные расположения обна- 
руживаются во многих математическнх, дан 
не только математических, ситуациях. О них н 
рассказывается в этой заметке; здесь приво- 
дится решенне задачи М818 из «Задачника 
«Кванта», опублнкованной в № 9, 1983 г. 


Определение. примеры 
и основная теорема 


Назовем расположение черных точек равно- 
мерным. если для каждого натурального 
т п (тде п — общее количество точек — чер- 
ных н белых) количества черных точек и набо- 
рах ив т последовательных точек нв окруж- 
ности отличаются друг от друга не более чем 
на \}. Например, расположение 4 точек среди 9 
на рнсунке 1 равномерно — в этом легко убе- 
диться перебором, а расположение 7 точек сре- 
ди 11 на рисунке 2 не равномерно. Равномерное 
расположение # черных точек среди п точек на 
окружиости будем обозначать Р (п; #). Заметим, 
что замена цветов — черного на белый — пре- 
вращает Р (п; Ё) в Р(п; п—Ё), поэтому всегда 
можио свести дело к случаю < п/2. 

Расположение Р (12; 5) нам особеино хоро- 
шо знакомо — это расположение пяти корот- 
кнх (менее 31 дня) месяцев в году, а также 
пяти чериых клавиш средн 12 клавиш одиой; 
октавы; легко убедиться, что это — одинаковые 
расположения: январю соответствует нота 
«фа», февралю — «фа диезь и т. д., так что, 
чтобы проиграть хроматаческую гамму, доста- 
точно вспомнить, сколько дней в каждом из 
12 месяцев (рнс. 3, 4}. Изображение равномер- 
ных расположений не ив окружности, а в виде 
периодической последовательности черных и 
белых точек на прямой, встретившееся в по- 
следнем примере, оказывается очень удобным 
для новых интерпретаций и обобщений, кото- 
рые мы укажем в заключительных задачах. 

На виешинх окружностях рисунков Би 6 
показаны расположеиия Р (17: 4) н Р (834; 19). 
Мы объясним общий способ, которым они по- 
строены; одновременно будет доказана сле- 
дующдя 


‚  [Р(9:4 


Уерных 
тачек 


Рис. [. 
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Основная теорема: для любых нату- 
ральных чисел пи Е (Е < п) существует равно- 
мерное расположение Р (п; Е). причем только 
одно (с точностью до передвижения точек по 
окружности без изменення порядка их распо- 
ложения). 

Это и требовалось сделать в задаче М818, 


Лемма зо спуске» 
и построеине Р (п; &) 


Условимся расстояние между двумя край- 
нимн точками А и В отрезка нз т последова- 
тельных точек на окружности считать равным 
т—1 (ирн этом между А и В лежит еше т—2 
точки); это расстояние мы будем ниже назы- 
ты «длиной» отрезка АВ и обозмачать 
АВ.- 

Рассмотрим сначала очевидный случай, 
когда п делится на А. При расстановке Е чер- 
ных точек на равных расстояниях 4==п/К друг 
от друга получаем равномерное расположение 
Р (п; В): среди т вершин, расположенных под- 
ряд, всегда будет [т/а] или [т/а]--1 черных 
точек ([х] — целая часть числа х). При любой 
другой расстановке Ё черных точек их распо- 
ложение не будет равномерным: средн расстоя- 
ний между соседними чернымн точками встре- 
тнтся хотя бы одно не меньше 4-1 и одно — 
не больше 4-—\, так что среди т-=@ последо- 
вательных точек может оказаться и 2, и 
О черных. 

Для произвольных п и &Ё, как показывает 
аналогичное рассуждение, расстояния между 
соседними чернымн точками равномерного рас- 
положения также должны отличаться друг от 
друга не более чем на 1. В сумме все эти А рас- 
стояний равны п, поэтому если п=Ёа-№г (мы 
разделили я на Ё с остатком), то г из этих 
расстояний нмеют длину А--Ё, а осталь- 
ные — 4. Но важно еще (сравните рисун- 
кн2и 5), как г более длзицый отросков распо. 
ложены среди всех & отрезссё по окружности. 

Ц ььрамер, па рисунке 2 (с неравномерным 
расположением) последовательиосТь длинных и 
коротких отрезков, выписанная по часовой 
стрелке от точки со звездочкой, выглядит так: 
дкддккк, а на рисунке 5 (для Р (171;7)) — 
дкдккдк. Видно, что во второй последователь- 
ности буквы д расположены равномерно, а в 
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первой — нет. Такие последовательности удоб- 
но снова изображать точками над меньшей 
окружности: длинные отрезки — чериыми, 
короткие — белыми (рис. 5, 6). И вот ключевая 

Лемма. Пусть А черных точек среди п то- 
чек на окружности. разбивают ее на отрезки 
длины 4-1 и 4. Для того чтобы расположение 
черных точек было равномерным, необходимо 
и достаточно, чтобы было равномерным соответ- 
ствующее расположение г черных точек среди 
Е точек на меньшей окружности. 

По этой леыме, которую мы докажем чуть 
ниже, из существования и единственности 
Р (Е; г) следует существование н единственность 
Р (п; 7). Отсюда сразу получается доказатель- 
ство основной теоремы (по индукцин) и удобный 
способ построения равномерных расположений 
при любых ли А. Ведь начатый «спуске можно 
продолжить: А разделить (с остатком г.<г) 
ма г, =г, затем — г, (с остатком г. <г?) на гь 
н 7. д., пока какой-то остаток г, _, не разделится 
нацело на следующий г.. (Это — известный 
алгориты Евклида отыскания маибольшего об- 
щего делителя чисел пи |: г, =НОД (п; В).) 
Таким образом, за несколько шагов спуска мы 
придем к очевидному случаю Р (г, .. 5 г,), когда 
г..! делится на г.. Проделав для данной лары 
чисел пи Ё необходимые деления с остатком 
(как в алгоритме Евклида), мы узнаем, какая 
цепочка расположений Р (г. _\; г,), Р(Г,-5 
г;.1),-.. ведет к Р (п; А) и может «вырастить» 
расположение Р (п; Ё) (как показано на рисуи- 
ке 6), построив из «бусин» двух цоетов з кон- 
центрических ярусов-окружностей. Потрени- 
руйтесь в построении этнНх «ожерелийе. В на- 
щих примерах пи # взаимно просты, то есть 
г. =1 и спуск приводит н расположению вида 
Р (г. _:; 1) с едииствеиной выделенной средн 
остальных точкой. Заметим, что практически 
спуск можно несколько ускорить; если на неко- 
тором шагу окажется больше половины черных 
точек, то можно «поменять цвете (перейти от 
пары (п, Ё) к паре (г; п—#)), так что на каждом 
шаге число точек будет убывать более чем 
вдвое. 


Доказательство леммы 


Занумеруем по порядку (скажем, по часо- 
вой стрелке) черные точки: В,,В,, ..., Вь. Рас- 
стояние (отсчнтываемое также по часовой стрел- 
ке) от В, до 4-Й от нее черной точки В, ., обо- 
значим | В,В, +. |. здесь Вь ты В,, Вь+2= В: ИТ, д... 
Среди отрезков ВВ, В+, В+, ти В,+ е— 'Ву+з 
розмо |В,В/+‹| — 94 нмеют длину 44-1, осталь- 
ные — длину 4. Таким образом, мы должны 
доказать, что равномериость расположения 
точек В, эквмвалентиа условию: при каждом 
< расстояния |В,В,,.| отличаются друг от 
друга ме болыше чем на 1. Доказательство 
п обе стороны проведем от противного. Если 
наше расчоложение не равномерно, то найдут- 
ся два отрезка одинаковой длины, на одном из 
которых расположено лишь 4 — 1 черных точек 
Ву и Вл. На другом — по крэйней мере 


Ш 2 быте В.В, В 9 Ста 
15.8, .01— [2.6.0 >27. Обратно, зсхи сыпсл- 
350 гсследнае перавозстро, 50 ва отрезка 


В, +. лежит 3-41 чернзя точка, а на отрссше 
той ме АЛИНЫ, начинающемся со следующей 
за 5: 3очким. — йо ъраиясй вере на _Дье меньше. 


(Окончание см, на с. 59} 


БУЗАМЯЧР УЛМИВАЕТОЯ ГОВАМИТ УЛЬШВМЕНОЯ 


Названия коллективов в естественных науках 


Колония бактериологов Туча метеорологов Котел физиков-атомщиков 
Кипа библиотекарей Стая орнитологов Поле физиков-теоретиков 
Высодок генетиков Комплекс психологов Взвесь химиков 

Галактика космологов Сеть связистов Пачка экономистов 
Множество математиков Тьма синоптиков Но материалам 
Сплав металлургов Линия спектроскопистов Фоигпа] ой 


Штергодис е ВезиЁз 
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Фазовые 
превращения 


Кандидаг физико-математических нпук 
А. И. БУЗДИН., 

кандидат физико-математическах наук 
С. С. КРОТОВ 


Многие вещи нам непонятны не потому. что 
наши понятия слабы: но потому, что сии 
вещи не входят в круг наших понятий. 

К. Прутков. Плоды раздумья 


В этой статье речь пойдет о процес- 
сах, при которых происходит смена 
одного агрегатного состояния везще- 
ства на другое (одной фазы на дру- 
гую). Такие процессы относятся к фа- 
зовым превращениям, или фазовым 
переходам. Это плавление твердого 
тела (и обратный ему процесс отверде- 
вания, или кристаллизации, жидко- 
сти), конденсация пара (н обратный 
ему процесс испарения жидкости) и 
сублимация, или возгонка, — переход 
вещества из твердого состояния в газо- 
образное, минуя жидкое (и обратный 
процесс, также называемый кристал- 
лизацией). 


Плавление 


тв рАевани, 


С фазовыми превращениями мы 
часто сталкиваемся в повседневной 
жизни — когда кипятим воду для чая 
или варим суп, дышим на обледенелое 
стекло автобуса или любуемся сосуль- 
ками, образовавшимися на карнизе 
дома. Мы уже привыкли и поэтому не 
задумываемся над тем, зачем зимой 
тротуар посыпают солью (а почему не 
сахаром?) или почему при пайке ра- 
диосхем пользуются оловом (а почему, 
скажем, не алюминием?). Впрочем, 
зачем далеко ходить за примером? 
Основа существования всего живого 
в природе — вода — постоянно пре- 
терпевает различные фазовые пере- 
ходы. Внимательно посмотрев на ри- 
сунок 1, скажите, какой процесс про- 
исходит при: 

— сушке белья на морозе; 

— образовании зимних узоров на 
стеклах (кстати, с какой стороны стек- 
ла образуются эти узоры?); 

— запотевании стекол очков у чело- 
века, входящего с мороза в теплое по- 
мещение; 

— образовании инея на деревьях 
или росы на траве и т. д. (Попробуйте 
самостоятельно продолжить этот пе- 
речень.) 

Опыт проведения приемных экзаме- 
нов в вузы показывает, что отношение 
абитуриентов к данной теме различ- 
ное. Одни считают, что здесь все про- 
сто, другие испытывают трепет при 
встрече с любым вопросом по этой те- 
ме. И рбе точки зрения, на наш взгляд, 
правомерны. С одной стороны, для 
решения подавляющего большинства’ 
задач, где встречаются фазовые пре- 
вращения, достаточно воснользовать- 
ся лишь уравнением теплового балан- 
са, то есть частным случаем закона 
сохранения энергии. С другой сторо- 
ны, в таких задачах не всегда очеви- 
ден ответ на вопрос о том, каким будет 
конечное состояние рассматриваемой 
системы: например, весь ли лед, бро- 
щенный в воду, растает или будет со- 
существование двух фаз — льда и 
воды? 

А теперь рассмотрим несколько кон- 
кретных задач и вопросов. Многие из 
них предлагались на вступительных 
экзаменах в различные вузы. 

Начнем с задач, в которых цен- 
тральное место занимает процесс 
плавления (или обратный ему про- 
цесс — отвердевание). 


Задача 1. В теплоизолирован- 
ном сосуде находится вода, масса ко- 
торой т,—=1 кг, а температура += 
—=30 °С. В воду опускают лед, находя- 
щийся при температуре #.——20 °С. 
Через некоторое время в сосуде ока- 
залась вода с температурой #,—=20 °С. 
Найдите массу льда, опущенного в со- 
суд. Удельная теплоемкость воды с, = 
—4,2 кДж/(кг + К), удельная теплоем- 
кость льда с.=2,[1 кДж/(кг . К» 
удельная теплота плавления льда 
‚=0,33 МДж/кг. Теплоемкостью сосу- 
да можно пренебречь. 

Обозначим массу льда через 7-. Тог- 
да количество теплоты, полученное 
льдом при его нагревании до темпера- 
туры таяния {, —0 °С, будет равно 

@, =сот. (&— 1). 
Превращаясь в воду (при неизменной 


температуре!), этот лед получит коли- 
чество теплоты 


©. —=?т-- 
Образовавшаяся вода при последую- 
щем нагревании ее до температуры #: 
получит количество теплоты 


@—с: т» (1; — 45). 
Вода, первоначально находящаяся в 
сосуде, при охлаждении до темпера- 
туры $. отдаст количество теплоты 


9. —с т, (и — 5). 
Воспользовавшись уравнением тепло- 


вого баланса &, {- @. { @.=@., найдем 
массу льда, опущенного в сосуд: 


т. —= т, с! (#1 —#3) 
га с (13 — в) с (6—2) А 

Задача 2. В теплоизолирован- 
ный сосуд, в котором находился лед 
массой т, =38 кг при температуре # = 
—=—10°С, ввели воду. масса которой 

т.=0,5 кг, а температура +. =10 °С. 
Найдите массу льда в сосуде после 
установления теплового равновесия. 
Удельная теплоемкость льда с= 
=2,1 кДж/(кг - К), удельная теплоем- 
кость воды с.—=4,2 кДж/(кг + К), 
удельная теплота плавления льда 
^=0,33 МДж/кг. Теплоемкость сосу- 
да не учитывать- 

Эта задача отличается от предыду- 
щей тем, что заранее неизвестно, в ка- 
ком конечном агрегатном состоянии 
будет находиться система, в частно- 
сти, — какой будет ее конечная темпе- 
ратура. Для ответа на этот вопрос най- 
дем, прежде всего, количество тепло- 
ты, которое потребуется для того, что- 
бы весь находящийся в сосуде лед 


—= 0,09 кг. 


[о] 20 40 50 ть 
Рис. 2. 
нагреть до температуры плавления 


и =0 °С- 

@, = ст, (5 —В)=6$ кДж. 
Если вся введенная в сосуд вода охла- 
дится до этой температуры, выделит- 
ся количество теплоты 


9. — сот (6 — #0) = 21 кДж ©. - 
Превратившись в лед, вся вода может 
выделить еще количество теплоты 

@. =^т. = 165 кДж > @,. 
Таким образом, получаем, что конеч- 
ная температура системы будет равна 
ю=0°С, при этом некоторая часть 
воды замерзнет. Ее массу Ат найдем 
из уравнения теплового баланса: 


Ат 9:9: =—=0,1 Кг. 


Следовательно, после установления 
равновесия в сосуде будет т; =т, + 
+- Ат = 8,1 кг льда. 

Задача 3. Ведро, в котором на- 
ходится смесь воды со льдом массой 
т-—=10 кг. внесли в комнату и сразу 
же начали измерять температуру сме- 
си. Получившийся график зависимо- 
сти температуры Г от времени т изо- 
бражен на рисунке 2. Какая масса 
льда была в ведре, когда его внесли 
в комнату? Теплоемкостью ведра пре- 
небречь. Удельная теплоемкость воды 
с==4,2 кДж/(кг - К), удельная теплота 
плавления льда ^=0,33 МДж/кг. 

Как видво из графика, первые 
50 минут температура смеси не меня- 
лась и оставалась равной #=—0 °С. 
Все это время тепло, получаемое 
смесью из комнаты, 1ило на таяние 
льда. Через 50 минут весь лед рас- 
таял, и температура воды (бывшей в 
ведре и образовавшейся из льда) на- 
чала повышаться. 

За 10 минут (от ‹. =50 мин до 
т. =60 мин) температура повысилась 
на А =2 °С. Количество теплоты, но- 
ступившее к воде из комнаты за это 
время, равно 
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@, = стА1 = 84 кДж. 

Значит, за первые 50 минут (от 0 дот,) 
к смеси поступило количество теплоты 
©. =50, == 420 кДж. 

Это тепло и пошло на таяние льда. 

Таким образом, масса льда равна 


До сих пор мы ечитали, что темпе- 
ратура плавления льда равна (,= 
=0 °С (Т.-= 273 К). Однако это спра- 
ведливо лишь при нормальном внеш- 


нем давлении ру =10” Па. С измене- 


нием давления меняется и темпера- 
тура плавления, то есть та температу- 
ра, при которой находятся в равнове- 
сии (сосуществуют) две различные фа- 
зы — лед и вода. Аналогично, при 
фиксированном внешнем давлении 
вода и пар сосуществуют только при 
единственной температуре (речь идет 
о закрытом сосуде}. То же относится 
и к случаю сосуществования льда и 
пара. Для переменных значений дав- 
ления ри температуры Т можно полу- 
чить три различных кривых сосуще- 
ствования фаз вода — пар, вода — лед 
и лед — пар. На рисунке 3 им соответ- 
ствуют кривая испарения ОК, кривая 
плавления. ОВ и кривая сублимации 
АО. Все три кривые имеют общую точ- 
ку О — так называемую тройную 
точку. Только и ней возможно одно- 
временное сосуществование всех трех 
фаз. Для тройной точки воды, напри- 
мер, 7Т,›==273,16К и р»„=609Па 
{4,6 мм рт. ст.). 


Заметим, что кривая испарения за- 
канчивается в определенной точке 
(точке А), называемой критической. 
В этой точке теряется всякое различие 
между жидкостью и ее паром. При 
температурах вьние критической газ 
сконденсировать нельзя, как бы силь- 
но мы не сжимали его. Интересно, 
что именно благодаря этому обстоя- 
тельству так долго не удавалось по- 
лучить кислород, водород и гелий в 
жидком состоянии — критические 
температуры этих веществ очень низ- 
кие, а для ожижения вещество, преж- 
де чем сжимать, предварительно нуж- 
но охладить до температуры ниже 
критической. 


Удельная теплота плавления (а так- 
же парообразования н сублимации) 
как количественная характеристика 
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фазового превращения вещества зави- 
ситот температуры и от внешнего дав- 
ления. Для одного и того же вещества 
удельные теплоты плавления, парооб- 
разования и сублимации связаны друг 
с другом. Проиллюстрируем это сле- 
дующими задачами. 

Задача 4. На сколько изменится 
удельная теплота плавления вещества 
при понижении температуры плавле- 
ния на АТ, если удельные теплоем- 
кости вещества в жидкой и твердой 
фазах равны соответственно с, и с? 

Пусть, первоначально находясь в 
жидкой фазе при температуре Т, ве- 
щество массой т переходит в твердое 
состояние, а затем охлаждается до 
температуры Т’=Т—АТ. Выделив- 
шееся при этом количество теплоты 
будет равно (с. АТ) т (здесь Х — 
удельная теплота плавления при тем- 
пературе Т). ЦПерсход в состояние с 
температурой Т’ может осуществлять- 


ся и другим путем — сначала веще- 


ство, оставаясь в жидкой фазе, охлаж- 
дается до температуры Т’, а затем 
переходит н твердую фазу. Во время 
этого перехода выделится количество 
теплоты, равное (сАТГ--^') т (где 
^ — удельная теплота плавления 
при температуре 7”). 

Воспользуемся далее законом со- 
хранения энергии для тепловых нпро- 
цессов (первым законом термодина- 
мики). Будем считать, что в пределах 
интервала температур АТ удельный 
объем вещества и в жидком, и в твер- 
дом состоянии не зависит от темпера- 
туры. Тогда работа, связанная со скач- 
ком удельного объема в точке фазово- 
го превращения, в обоих случаях бу- 
дет одной и той же. Учитывая, что 
изменение внутренней энергии систе- 
мы не зависит от пути перехода, а 
определяется лишь начальным и ко- 
нечным состояниями системы, запи- 
шем закон сохранения энергии в виде 

(А-ЕсАТ) т — («АТ — 2”) т. 
Отсюда найдем изменение удельной 
теплоты плавления: 

ААА = (с. —<с АТ. 

Задача 5. В тройной точке 
удельная теплота па рообразования во- 
ды г-= 2,48 + 10° Дж/кг, удельная теп- 
лота плавления };.=3,38 . 10° Дж/кг. 
Найдите удельную теплоту 8 субли- 
мации воды в тройной точке. 

Рассмотрим цикл, окружающий 
тройную точку (см. рис. 3), в котором 
по очереди происходят следующие 


Рис. 3. Тр в 
превращения: плавление (в точ- 
ке Г) -»+ испарение (в точке 2) -* кон- 
денсация газа в твердое тело (в точ- 
ке 3). Если этот цикл проводится с не- 
которой массой вещества т и притока 
тепла извне нет (система теплоизоли- 
рована), то, согласно первому закону 
термодинамики (закону сохранения 
энергии), полное изменение внутрен- 
ней энергии за цикл равно работе 
внешних сил: . 

т тг—тбо=А. 
Неограниченно сжимая цикл около 
тройной точки, найдем, что А--»0, а 
удельная теплота сублимации в этой 
точке равна 


5=А--г=2,81-10" Дж/кг. 


хх 


Вепомним теперь, что кипение жид- 
кости начинается при температуре, 
когда давление насыщенного пара 
становится равным внешнему давле- 
нию. Как видно из кривой сосущест- 
вования жидкость — пар, давление 
насыщенного пара растет по мере уве- 
личения его температуры, и, наоборот, 


с уменьшением температуры давление _ 


паров падает. 
Рассмотрим несколько задач, свя- 
занных с процессом кипения. 
Задача 6. Приготовление пищи 
в кастрюле-скороварке происходит 
при повышенном давлении. При этом 
температура превышает +.=100 °С. 
Было обнаружено, что сразу после 


разгерметизации скороварки испари-. 


лось 3 % содержащейся в ней воды. 
Определите температуру. которую 
имела вода 09о разгерметизации. 
Удельная теплоемкость воды с= 
—4.2 кДж/(кг + К), удельная теплота 
парообразования г=2.3 МДж/кг. Теп- 
лообменом за время установления но- 
вого состояния равновесия и измене- 
нием удельной теплоты парообразова- 
ния с температурой пренебречь. 


После разгерметизации скороварки 
давление станет равным атмосферно- 
му. Поскольку температура воды [ в 
скороварке превышает температуру 
+. —=100 °С кипения воды при нормаль- 
ном атмосферном давлении, то начнет- 
ся интенсивное испарение (кипение) 
воды. Оно будет происходить до тех 
пор, пока ее температура не умень- 
игится до значения {,. При этом на 
испарение 3% воды, то есть массы 
0,03 т, где т — исходная масса воды 
в скороварке, потребуется количество 
теплоты 0,03тг. Это тепло выделяет- 
ся при охлаждении воды от темпера- 
туры { до &,. В результате мы можем 
записать 


0,03тг= ст (1—1), 
откуда следует, что температура воды 
в скороварке была равна 


+= +0,03г/с = 116 °С. 


Обратим внимание на тот факт, что 
при расчете выделяющегося при 
охлаждении воды количества тепло- 
ты мы пренебрегаем уменьшением ее 
массы. Это оправдано, поскольку ис- 
паряется всего лишь 3 % воды. 

Вопрос 1. Будет ли кипеть вода 
в пробирке, опущенной в кастрюлю 
с кипящей водой? 

Процесс кипения, как известно, тре- 
бует непрерывного подвода тепла. 
Когда вода в пробирке нагреется до 
температуры 100 °С, подвод тепла из 
кастрюли прекратится. Поэтому вода 
в пробирке кипеть, естественно, не 
будет. 

Вопрос 2. А что будет. если в 
пробирку поверх воды налить толуол 
(это более легкая жидкость, не смеши- 
вающаяся с водой), температура кипе- 
ния которого 111 °С? 

Здесь мы сталкиваемся с интерес- 
ным явлением — так называемым 
пограничным кипением. Суть его со- 
стоит в том, что кипение начинается 
на границе двух жидкостей, когда 
сумма парциальных давлений их на- 
сыщенных паров равна внешнему 
атмосферному давлению. Ясно, что 
при этом давление насыщенных паров 
воды меньше атмосферного, а значит, 
и температура ниже 100 °С. Таким 
образом, при добавлении толуола в 
пробирку с водой кипение на границе 
толуол — вода начнется гораздо рань- 
ше, чем закипит вода в кастрюле. 

Задача Т. Во сколько раз плот- 
ность водяного пара под крышкой ка- 
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стрюли, в которой кипит жирный 
бульон, больше плотности масляного 
пара? Давление насыщенного пара 
масла при температуре 1 =100 °С рав- 
но р,„= 120 Па. Молярная масса мас- 
ла М,„= 80 г/моль. 

Давление насыщенных паров масла 
при температуре 1 =100 °С примерно 
п тысячу раз меньше атмосферного 
давления (р..„==10” На), а значит, и 
кипеть жирный бульон будет практи- 
чески при этой температуре (обсуж- 
лавшийся выше эффект пограничного 
кипения в этом случае приводит к 
сдвигу температуры кипения лишь на 
0,2 °С). Из закона Менделеева — Кла- 
пейрона следует, что отношение плот- 
ности водяного пара р» и масляного 
пара р,. будет равно 


Ра __ РиаМЬь __ РатыМь 


=" *, ;. 190. 
РыкМы Вим Мь } 


Рып 
Задача 8. В вертикальном ци- 
линдре под невесомым поршнем пло- 
щадью 5$=100 см’ находится т,= 
—18 г насыщенного пара. В цилиндр 
зпрыскивают т. =18 г воды при тем- 
пературе 1‹—=0 °С. На сколько опустит- 
ся поршень? Атмосферное давление 
Ро==10” На, удельная теплоемкость во- 
ды с==4.2 кДж/кг, удельная теплота 
па рообразования г—=2,3 МДж/кг. Теп- 
лоемкостью цилиндра и теплоотдачей 
в окружающую среду можно прене- 
б речь. 

По условию задачи пар в сосуде 
насыщенный. Поскольку поршень не- 
весомый, давление пара равно атмо- 
сферному давлению ро=10” Па, а тем- 
пература пара до впрыскивания воды 
была равна {-=100 °С. Этот момент — 
самый важный в данной задаче. Не- 
трудно далее убедиться в том, что ко- 
нечная температура системы после 
установления равновесия также будет 
равной { (покажите это самостоятель- 
но). Следовательно, введенная в Ци- 
линдр вода нагреется до температу- 
ры (, что может произойти только за 
счет конденсации некоторой массы 
пара т»: 

ет. (Е — В =- пыг, 
откуда 
т» == ст. ({ — ю)/г== 3,3 г. 

Объем И, который занимал этот пар 
до конденсации, найдем из уравнения 
газового состояния: 


Рис. 4. 


Считая объем, который занимает скон- 
денсировавшаяся из пара вода, прене- 
брежимо малым (убедитесь в этом са- 
мостоятельно), получим, что переме- 
щение поршня равно 


=: = 0,571 м —51 см. 


жж 


Взаключение остановимся на одном 
любопытном факте: давление насы- 
щенных паров может зависеть еще и 
от формы поверхности жидкости 
(а не только от ее температуры). Так, 
например, при одной и той же темпе- 
ратуре плотность (а значит, и давле- 
ние) насыщенных паров над выпуклой 
поверхностью воды больше, чем над 
плоской. (Постарайтесь объяснить это 
явление.) и" 


Упражнения 


1. В закрытый сосуд объемом И=:166 л 
поместилн воду, масса которой т-=0,5 кг, а за- 
тем сосуд нагрели до температуры }:-=127 "С. 
Какова масса воды, оставшейся в сосуде при 
этих условиях? Объемом. заннмаемым водой, - 
ло сравнению г объемом сосуда можно прене- 
бречь. Давленне насыщениых паров воды при 
температуре # равно р, =2,5. 10” Па. 

2. Приготовление пиши в кастрюле-скоро- 
варке ведется при температуре { =108 °С и по- 
вышенном давлении. Какая часть воды испПаА- 
рится после разгерметизации скороварки? 
Удельная теплоемкость воды < —=4,2 кДждкг- К, 
удельная теплота парообразования воды г—= 
==2,3 Дж/кг. Теплообменом за время установ- 
ления равновесия пренебречь. 

3. На рисунке 4 представлена зависимость 
давления от температуры для двух процессов, 
аЬ4 н афсе. проискодящих с двумя изолнрован- 
ными системами. Участок кривой абс является 
частью кривой сосуществования жидкости и 
пара. Считая объемы систем одинаковыми, 
объясните причину их различного повещения 
с ростом температуры. 

4. Известно, что если обычную воду подсо- 
лить, то температура ее кипения станет выше. 
Как при этом нзменится плотность насыщен- 
ных водяных паров при температуре кипення? 


5. В таблицах температуры плавления и 
удельной теплоты плавления вещества не при- 
водятся даяные для стекла. Почему? 

6. Почему в сухом воздухе человек выдержи- 
вает температуру, превышающую 100 °С? 

1. Почему в резиновой одежде трудно пере- 
носить жару? 

8. Удельная теплота парообразования воды 
значительно больше, чем серного эфира. Поче- 
му же эфир, иалитый на руку, производит 
значительно большее охлаждение, чем вода? 

9. Почему при нагревании воды пузырьки 
пара образуются сначала у дна сосуда? 

10. Где кипящая вода горячей — на уровне 
моря или в глубокой птахте? 


Равномерные 
расположения 


{Начало см. на с. 51) 


Несколько задач 


1. Разделим окружность на п рввных дуг 
и впишем в нее правильный А-угольиик (верщи- 
ны которого не попадают в концы дуг, рис. 7). 
Закрасим в черный цвет те Ё дуг, в которые 
попали вершины. Докажите, что их расположе- 
ние среди всех п дуг равномерно. (Эта задача 
дзет новый способ построения Р (п; #).} 

2. а) Будем располагать п (черных и белых) 
точек в вершинах правильного л-угольника. До- 
кажите, что черные точки равномерного распо- 
ложения Р (п; К} образуют множество, симмет- 
ричное относительно иекоторой прямой. 
6)* Сколько твких осей симметрии у Р (п: 1)? 

В следующих задачах изучается несколько 
более общее понятие: равномерное расположе- 
ние на прямой. Пусть на прямой задана беско- 
нечная (в обе стороны) последовательность то- 


. 


Рис. 7. 


1. Почему приготовление пищи в горах тре- 
бует значительно большего времени, чем при 
обычных условиях? 

12. Почему в специально охлаждаемых по- 
мещениях часто бывает сыро? 

13. Зубные врачи, применяющие для осмот- 
ров зубов небольшое зеркальце, предварительно 
его нагревают до температуры несколько выше 
371 °С. Зачем? у 

14. Почему не бывает росы под густым де- 
ревом? 

15. Почему после выпадения росы с тече- 
нием времени исчезают мелкне капли и увели- 
чиваются размеры более крупных? 


чек — а частности, например, целочисленных 
точек числовой оси, — +«раскрашенных» в чер- 
ный и белый цвет. Она называется равномер- 
ной. если для любого натурального т коли- 
чество черных среди т последовательных е 
точек колеблется не более чем на 1. Докажит» 
следующие теоремы. 

3. Для данных чисел а, В (а > 1} целые числа 
[«-- 6], где { пробегает всевозможные целые 
числа, назовем черными, оствльные целые чис- 
яа — белыми. Получениое расположение рав- 
иомерно. Оно периодично, если и только 


п 
если а — рациональное число (прин а = * оно 


имеет период п и расположение черных и белых 
точек на периоде совпадает с расположением 
Р (п; А) на окружиости). у 

4*. Для любого равномерного расположения 
иайдется число п такое, что количество черных 
точек среди любых т последовательных точек 
расположения отличается от ат менее чем на 1. 

5*. Проведем на бесконечном листе клетча- 
той бумаги прямую, не проходящую через 
узлы, отметим черным точки ее пересечения с 
линиями одного направления, белым — дру- 
гого (рис. 8). Полученное расположение рав- 
номерно. “. 

6. Две бесконечные (в обе стороны) арифме- 
тические прогрессии а.Ё-Ь,, «14 6- (17) не 
имеют общих членов. На числовой прямой чис 
ла одной прогрессии помечены черным. дру- 
гой — белым. Нолученное расположение чер- 
ных и белых точек равномерно. 
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Игры и головоломки 


Задача 
о доминировании 


ферзей 


В. Г. ЧВАНОВ 


В статье М. Мамикона п «Кванте» 
1977 г., № 12 рассматривалась сле- 
дующая до конца еще ие решенная 
задача: 

Задача о доминировании. Какое ми- 
нимальное число ферзей Е (п) можно 
разместить на шахматной доске пхп 
так, чтобы они атаковали все ее сво- 
бодные поля? 

Числа Е (п) известны лишь для ма- 
лых п(п& 11) приведенных в таб. 
лице 1. 

Таблица 1 


На рисунке 1 приведены размеще- 


пия ферзей на досках 323, 828, 
11Х И, для которых Ё (п) равны соот- 
ветственно 1,5и 5. Для больших п 
задача ждет своего решения. 

В статье М. Мамикона приводятся 
следующие оценки для Е (п): 


(п) >", 


(1) 


Е (п)<> в-+ 16 \/л. (2) 
Наша цель — указать некоторые прие- 
мы, позволяющие улучшить эти онен- 
ки и сформулировать связанные с ни- 
ми задачи в надежде на то, что чита- 
тель самостоятельно продвинется в ре- 
шении задачи о доминированны. 


Первая геометрическая идея — 
пробивание каймы 


Размещение ферзей на доске пхл, 
для которых Ё1п)=({п—1)/2 (реали- 
зуется нижняя оценка М. Мамикона), 
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назовем идеальным. Примерами мо- 
гут служить размещения, показанные 
на рисунке 1 (при п=3 и п=11). 

Посмотрим на кайму доски (сово- 
купность из 4 (л—1) клеток, располо- 
женных вдоль ее края). При идеаль- 
ном размещении (см. рис. 1@, 6) каж- 
дый ферзь бьет ровно 8 клеток на кай- 
ме, при том никакая ее клетка не про- 
бивается двумя ферзями, поэтому чис- 
ло ферзей равно 4 (п—1):8=(п—1)/2, 
откуда и получается нижняя оцен- 
ка (1). Полное доказательство дано в 
статье М. Мамикона. 

Задача 1 (нерешенная). Существуют ли 
идеальные размещения кроме двух указанных? 
Конечно ли Число идеальных размещений? 


(Гипотеза: ответ на последний вопросе — 
ноложительный.) 


Необходимым условием доминиро- 
вания, разумеется, является домини- 
рование на кайме. Поэтому интерес- 
но знать, для каких досок возможно 
доминирование на кайме (п \1)/2 
ферзями. М. Мамикон доказал, что та- 
кими досками являются доски пхп 
при л==2 (Е?-ЕР)-Е 1, где Еи Ё — взаим- 
но-простые числа разной четности. 
Но этим списком такие доски не исчер- 
нываются. Примером может служить 
размещение на рисунке 2 (л=15); еще 
одно такое размещение я придумал 
для доски пхл, п==27. Эти размеще- 
ния примечательны тем, что в них 
соблюдается численное равенство фи- 
гур, расположенных лишь в проти- 
воположных квадрантах, образован- 
ных пересечением главных диаго- 
налей. 


|4 
Е 
Е 
23 
а 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


Г ыы 
нии нныныия 
ПЕС ТЕТТ ]®-м 


Рис. 5. 


Задача 2 (нерешенная). Указать полный 
список досок пжл, на которых возможно до- 
минирование на кайме (п—1)/2 ферзями. 
(Гипотеза: кроме указанной выше серии, 
в этот список входят все доски вида п=12 {3 
и только они.) 


Вторая геометрическая идея — 
«комбинированный ферзь» 


Эта нехитрая идея состоит в имита- 
ции идеального размещения на доске 
3х3 на досках большего размера. Рас- 
смотрим для начала доску размера 
ЗтжЖ3Зт и в центральном квадрате 
тхт разместим несколько ферзей 
так, чтобы они. пробивали. все диаго- 
нали, все вертикали и все горизонтали 
иентрального квадрата; тогда очевид- 
но, что такой «комбинированный 
ферзь» будет доминировать по всей 
доске Зт Х Зт (рис. 3). 

Дадим теперь определение комбини- 
рованного ферзя (коротко — Ё- ферзя) 
в общем случае. Пусть на бесконечной 
шахматной доске выделен квадрат 
тжЖт и выбран набор ферзей, кото- 
рые 1) пробивают все 2т—1 нисхо- 
дящие и все 2т— 1 восходящие диаго- 
нали выделенного квадрата; 2) проби- 
вают все т горизонталей и все т вер- 
тикалей выделенного квадрата; такой 
набор ферзей мы. назовем Ё-ферзем. 


Задача 3. Для каждого т постройте 
№-ферзь из минимзльного числа ферзей, цели- 
ком расположенный внутри квадрата тжт. 


Решение эквивалентной задачи да- 
но в «Кванте», 1980, № 7 (решение 
задачи М577). При четном т число 
ферзей равно 2т, при нечетном, — оно 
равно 2т-- 1.(рис. 4,а,б). 

Таким образом, для п кратного 3, 
п=3т, мы получим оценку Р(п)< 


<2п/3 при т четном, Р(п)< 
<(2п/3)-1 при п нечетном. Но мы 
увидим, что эту оценку можно еще 
улучшить, если воспользоваться еще 
одной геометрической идеей. 


Третья геометрическая идея — 
вывести Ё-ферзя за пределы 
центрального квадрата 


Рассмотрим Ё-ферзя на рисунке 4,6 
и заменим четыре угловых ферзя на. 
два ферзя, лежащие за пределами 
центрального квадрата тЖт (т=5), 
как показано на рисунке 5. Тогда мы 
получим А-ферзя из 2т—1 фигур, до- 
минирующего на доске 3$т Х3Зт. Даль- 
нейшее сокращение числа фигур не- 
возможно, так как в квадрате тЖт 
имеется 2т—1 диагонали. 

Однако, когда мы выносим фигуры 
по своим диагоналям за пределы цен- 
трального квадрата, оказывается, что 
можно получить в-ферзя, доминирую- 
щий на доске большего размера, чем 
Зтх3т, за счет увеличения числа 
атакуемых горизонталей и вертикалей 
(см. рисунок на четвертой странице об- 
ложки). Естественно спросить 

Задача 4. Какой максимальный размер 
квадрата, на котором доминирует №-ферзь из 
2т—1 фигур? 

Я не знаю ответа на этот вопрос, 
однако, удается строить серии #-фер- 
зей указанным приемом, которые. поз-` 
воляют заметно улучшить оценку 
сверху для Е (п). В частности, для лю- 
бого т из серии т=12е-{9 (е= 
—=0, 1, 2, ...) можно построить Ё-ферзя 
из 2т—1 ферзей, который домини- 
рует на доске пЖХп, где п=42е + 31 = 
—=(7т —1)/2. Таким образом, для 
всех п из серии п=42е-{ 31 (с = 
—=0, 1,2, ...), мы получаем оценку 


Р(п)< 5. (3) 


Заметим, что число вертикалей (а так- 
же — горизонталей), атакуемых та- 
ким Ё-ферзем, равно 1=(З3т — 1)/2. 
Е-ферзь, изображенный на обложке, 
и есть один из Е-ферзей этой серии 
{при с = 0). Рассмотрим его подробнее. 
Он состоит из 3-х, обладающих опре- 
деленными конструктивными» до- 
стоинствами, групп фигур. Каждая, 
взятая отдельно, группа‘ атакует во 
всех направлениях столько рядов, 
сколько содержится в ней фигур. При- 
чем, в вертикальном и одном из диа- 
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гональных направлений ряды атако- 
ваны без разрывов, в другом — атако- 
ван каждый третий ряд, в горизон- 
тальном — каждый второй. Крайние 


группы содержат Ф ть сред- 


м. 
в т фигур, размещенных 


последовательным ходом коия вдоль 
нараллельных линий 1—1, 2—2, 
3—3. Линия 1—1 проходит через цен- 
тральную клетку доски. Расстояния 
между линиями 2—2, 3—3 и линией 
1—1 выбирается так, чтобы за преде- 
лами доски тхт с 2-х ее сторон 
(см. рисунок на обложке) находилось 


няя — по 


—1 | =“ =^ 
по = фигур каждой крайней груп- 


пы. Но при этом часть фигур каждой 
группы выходит из синей зоны и в ней 
образуется разрыв (показано зеленым) 
в сплошном диагональном пробое. Фи- 
гуры, вышедшие из синей зоны, воз- 
вращают в нёе параллельным перено- 
сом по своим диагоналям так, чтобы 
ликвидировать образовавшийся раз- 
рыв. 


Улучшение нижней оценки для Е(п) 


Теперь вернемся к нижней оценке 
Е гп). Ее можно улучшить, раздельно 
оценивая ЁР(п) для досок пЖп, срав- 
нимых по модулю 4. 

Задача 5. Докажите для каждого вида 


досок пхп выполняемость следующих оце- 
нок Рип): 
‚ п 
ПАВ Ето, (4) 
носи евооосесы ЕВЕ 
Рис. 6. Ев НЕ ®- 
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Таблица 2 


п—4й +1 Р(п ут, (5) 


п—=48 4-2 Е1т)> >25. (6) 
в— и 
п=4#+3 ЕР) (1) 


Число полей краевой каймы 
п 1 м 
—5— Ферэей, 
кратно 8; число фигур идеальной расстановки 
Р (п) =2Е--1. : 
п—1 
Задача 6. Дано по — 
горизонтальных, восходящих и нисходящих 
днагональных линий. Укажите все значения п. 
для которых возможио этими лиииями (они 
идут через центры клеток) зачеркнуть все 
клетки доски пЖп. 
Задача 7 (нерешенная). Конечно ли чис- 


Указание. 


доски. на которой доминируют 


вертикальных, 


ло досок. для которых выполняются оценки 
(4). (5). (6)? Гипотеза: число таких досок 
конечно. 


Оценки (4), (5), (6) позволяют нам 
расширить таблицу 1. Действительно, 
с их учетом можно записать, что 
Е (12) >26; Е (1317; Е {17)>9; 
Е (121=6 и Е (13)=1 легко 
получить. достраивая размешения 
Е (11)=5 (рис. 1+6») до размеров 
12Х 12 и 13Х 13 с установкой допол- 
нительной фигуры в угловой клетке 
доски. Размещение же РЁ (17)=9 по- 
казано на рисунке 6. 

+Качество» того или иного доминн- 
рующего размещения. удобно оцени- 


вать отношением р=^ и” ет Итак, наши 


результаты можно представить в виде 
Таблицы 2. 

Таблица 2 заслуживает внимания, 
но ее анализ мы оставляем читате- 
лям. Отметим лишь следующее: 
М. Мамиконом высказывалась гипо- 
теза о том, что доска 8Ж8 является 
наихудшей в смысле максимально- 
сти и. Формула (6) и полученные нами 
значения Р (п) позволяют нам отве- 
тить на этот вопрос пока утверди- 
тельно. ‘ 


Задача В (о внешнем доминировании). 


‚ Какое максимальное число ферзей можно раз-- 


местить на бесконечной шахматной доске 


так, чтобы они атаковали все поле доски п Хл? 


Ответы, указания, решения 


Фазовые превращения 

1. ть =т— рРУМАКТ) = 0,3 кг. 

2. ас 1.) /2. = 0,015 ==1.5 % (здесь 
=100 °С — температура кипения воды при 
нормальном атмосферном давлении). 

3. Масса системы, с которой ироводится про- 
цесс абсе, больше массы системы, с которой 
проводится процесс а64. 

«Квант» для младших пиольников 

(см. +Квант» М№ 6) 

1. 10 белых грибов. 

2. Очевидно, что первая цифра частного 1, в пер- 
вая цифра делителя — 2. Теперь нетрудно 
найти, что последняя цифра частного — 
Зная делитель 23 и частное 136, находим все 
цифры в примере. 


к = 


3. На рисунке 1а показана полоска длины 1 Х12, 


на которой пунктиром намечены линии сгиба. 
Согнув полоску по этим линиям, получим дву- 
слойную зигзагообразную полоску, изображен- 
ную на рисуике 16, после чего оклеиваем кубик 
этой полоской так, как показано на рисуике 1в. 
4. Ответ: А =3. Наибольшая из высот Л тре- 
угольника не превосходит длины средней по 
величине стороны этого треугольиика. Поэтому 
р<3. Если Б=А-==3, а=2, 10 с=/13 < 4. 

5. Ответ: 4,3 м. Продолжим линию горизон- 
та (рис. 2). Представим себе, что рядом с 
лодкой находится вертикальная палка АВ, 
верхний коцец которой совпадает к горизонтом. 
Так как линию, проходящую через фотоаппа- 
рат при съемке, можно считать параллельной 
поверхности моря (из фотографии видно, что 
катер находнтся довольно близко к точке съем- 
ки, так что кривизной Земли можно прене- 
бречь). длина палки равна высоте фотоаппарата 


Ими ии, 


Рис. 1а. 


Рис. 2 


над уровнем моря. Так как катер расположен 
параллельно линии горизонта (АЁ!!) и перпен- 
дикулярно к осн объектива фотоаппарата. бу- 


ср _Е т Г 
яв - г где {$ — длина лодки, — высо- 


та фотоаппарата. Измерив на чертеже Ср и АВ 
н считая, что й = 1,6 м, получим 

[972 3,2 

(=. е1,6.—- =. 4.3 м. 

авы 
Замечание. Мы допустили. что Р> 1.6 м. 
зная рост автора фотографии и исходя нз сред- 
него роста человека. При других В. естественно, 
будут получаться другие ответы. 


дет 


Калейдоскоп «Кваитаз 
(см. «Квант» № 5) 
Головоломки 
1. См. рис. 3. 
2. 240117-2 = 48034 
6492 :3=2164 
83296.17 =583072 
31692.-4-=90168 
3. Одно из решений изображено на рисунке 1. 


Рис. 4. 


Калейдоскоп «Кванта» 
(см. «Квант» № 6} 


Наблюдения н эксперименты 

1. Если предмет полал точио п центр сосуда, 
то он возбудит круговую волну, которая одно- 
временно во всех точках отразится от крвев 
сосуда п сфокусируется и центре. 

2. Маятники будут обмениваться энергией бляа- 
годаря поперечной нити и станут попеременно 
остаиавливаться, приводя в движение «соседа». 
(Подробное объяснение — н статье «Связанные 
маятники», «Кваите, 1984, № 5.) 

3. Следует вывести маятники из положения 
равновесия и одновременно отпустить их, затем 
дождаться, когда они одновременно вернутся 
в исходное положение. Если первый маятиик 
за это время совершил л, колебаний, а второй 


п п 
п.о, то —2=—*, откуда ТТ 


Т, № з 
4. Так как крылья стрекозы покрыты тонкой 
прозрачной плеикой, имеющей различную тол- 
щину, то при падении на пленку солнечных 
лучей образуются цветные интерференционные 
полосы. Положение этих пояос меняется, если 
смотреть на пленку под разными углами. 


Задачн м задачки 

1. Для увеличения массы етруны. Чем больше 
масса, тем меньше частота упругих колебаний, 
тем ниже тон создаваемого струной звука. 

2. Колеблются векторы электрической напря- 


. > 
женности Е м магнитной индукции В. 
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3. Энергия колебаний больших по глубине слоев 
воды передается у берегов более тоиким слоям, 
и амплитуда колебаний увеличивается. 

4. На мелком месте скорость волн меньше, чем 
на глубоком. Волны испытывают преломление 
и изменяют найравление своего расиростране- 
вия. 

5. Звуковые волны огибают дверь за счет ди- 
фракции. а она, как нзвестно. проявляется тог- 
ла, когда длина волны сравнима с размерами 
препятствия. Для световых волн это условие 
в данном случае не выполняется. 

6. Обе части полоски будут выглядеть смещей- 
ными, причем фиолетовая сместится благодаря 
дисперсии больше, чем красная. 

т. Штриховка играет роль дифракционной ре- 
шетки, создающей спектр в отраженных лучах. 


Шахматная страничка 

{см. «Квант» № 4) : 

Задание 7 (3. Колодиый, 1927 г.). 1. е?7 Кр? 
(1... КрЬ5 2. е8Ф- и 3. Феа4Х) 2. е8С1 Крс8 
3. Фатх. 

Задаиие 8 (В. Шпекман, 1964 г.). Е. Кре 
ИЖра7 2. Фс7! Краб 3. Ъ8К Хх! 


Бег по кругу и длииный рассказ 

(см. «Квант» № 2) 

Вопросы 

1. Когда птица намокает, перьям это очень не 
нравится и они взъерошиваются. (Если гово- 
рить серьезно, то первое, что делает попавшая 
под дождь птица, — это встряхивается, сбра- 
сывая г себя излишки воды. После этого отдель- 
ные волоски пера, впитавшщие влагу, «собира- 
ются» из-за смачивания около его остова. Та- 
ким образом перья превращаются в торчащие 
во все стороны зстрелкн», придавая птице 
взъерошенный вид.) 

2. От ошумения своей беспомохности перед 
«силами природы» и от Досады. (Ну, а серьез- 
но — испаряющаяся с мокрой одежды вода, 
забирает тепло у всего окружающего, в том чис- 
хе и у вас. Поэтому вам и становится холодно.) 
3. Правда, если бежать не очень быстро. От 
очень быстрого бега скорее еще больше взмок- 
нешь. 

4. Он может подняться страшно-страшно вы- 
соко. 

5: Приблизительно затем, зачем бьют палкой 
по ковру, когда его чистят. 

6. Величина силы обратно пропорциональна 
вашей зоспитаиности. 
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Шахматная страничка 


Коисультирует — чем- 
пион мира по шахматам, 
международный  гроссмей- 
стер А. Е. Карпов. Ведет 
страничку мастер. спорта 
СССР по шахматам, канди- 


дат технических наук 

Е. Я. Гик. 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ 
ШАХМАТЫ 


Задание, которое указа- 
но под первой диаграммой, 
удивит 


иаверняка чита- 


телей. 


В. Хугорной, 1985 г. 
Мат в 0 ходов. 


А между тем мат дей- 
ствительно дается в 0 ходов, 
причем сразу двумя спосо- 
бами! Белые не переставля- 
ют ни одной из своих фигур, 
но зато... сворачивают доску 
в цилиндр! Из одной доски 
можно соорудить две ци- 
линдрические Бо горизон- 
тальную п вертикальную. 
На каждой из них черный 
король сразу оказывается 
заматованным. 


На горизонтальном ци- 
линдре это хорошо видно 
невооруженным глазом, вер- 
тикальный цилиндр  рас- 
смотрите сами. 

В цилиндрических шах- 
матах, с одиой стороны, 
открываются новые возмож- 
ности, & п другой — стано- 


вится невозможиым то, что . 


легко достигается на обыч- 
ной доске. Так, на цилинд- 
рической доске король с 
ладьей не в состоянии по- 
ставить мат голому королю. 
не существует ни одной рас- 
станонки 8 ферзей, не угро- 
жающих друг другу (на 


обычиой доске, как известно, 
существуют 92 таких расста- 
новки). 


Мат в 2 хода на вер- 
тикальной цилиндриче- 
ской доске. 


В цилиндрических швх- 
матах у доски, как правило, 
отрезаются соответствующие 
границы, что мы и видим 
на данном рисунке. На стан- 
дартной доске задание не- 
выполнимо — королем  хо- 
дить бесполезно, а если дви- 
жется ладья, то выручает 
ход пешкой аб—а5. На ци- 
линдре решает удивитель- 
ный маневр: 1. Лаб—а5! 
Ладья пробежалась по гори- 
з6нтальному кругу и верну- 
лась на свое место. Теперь 
все ясно — 1...КреЕ 2.Ла1 Хх. 

Рассмотрим задачи по- 
сложнее. 


А. Маядлер, 1962 г. Мат 
в 3 хода на вертикальиой 
инаиндрической доске. 


1.СЬ7. Занимая слоном 
диагональ с8 — аб — №5 — 
4: ы угрожая 2. 4+ 
Кре(Е)1 3. $18 Х (с поля 
{8 ферзь держит поля 92, 
е] по диагонали #8—16-- 
а5—е1, а поля 51, [2 — 
по диагонали {8 —а3—[2— 
#1). 1...93. Теперь после 
2.ФРаА--Кре{ 3.4Ф18-- есть 
защита 3...42. Но опасно 
оголилась днагональ а7— 
81. что и решает дело. 
2.Фа5 (шех по диагонали 
98—в5—1Н4—е1) 2...КреЗ 3. 
Фа7 х! Как легко убедиться, 
все белые поля около черно- 
го короля держит слон, а 
все черные — ферзь (вклю- 
чая е3 — по диагонали 68— 
а7 —16—с1). 


С ОЖ 


ОА 
мм 


Д. Никсои, 1936 г. Мат 
в 5 ходов на вертикальной 
цилиидрической доске. 


На обычной доске для 
того. чтобы заматовать не- 
приятельского короля двумя 
слонами. его предварительно 
загоняют и угол. На ци- 
лиидре углов вообще нет! 
Но это не беда — сила сло- 
нов здесь значительно воз- 
растает, и поставить мат 
можно п ина краю доски. 


1.Ср4 Кр!8 2.Крь7 Кре8 
3.Кряб КрЁ8 4.Саз-+- Кре8 
5.СЬЗХ. 


Разыграв эту позицию 
«вслепую» (без доски}, вы 
хорошо потренируете свое 
геометрическое воображе- 
ние! 

В следующей задаче, как 
м в самой первой, задание 
полусерьезное, полушуточ- 
ное. 


Б. Рябикин, 1983 г. Бе- 
лые: Крс2; черные: Кре2, 
п. #7. Ничья. 


Шансы белых на ничью, 
прямо скажем, не слишком 
велики. Черная пешка, как 
будто. беспрепятственно двн- 
жется вперед, пока не станет 
ферзем. В отчаянии белые 
приклеивают друг к другу 
первую и последнюю гори- 
зонтали доски, превращая 
ее в горизонтальный ци- 
линдр! В результате пешка 
совершенно неожиданно ли- 
ошется всяких перспектия--— 
превращение в ферзя отме- 
няется. ПНерпетуум — моби- 
ле... 


Конкурсные заданяя 


13. Белые: Крь5, Фиб, 
Себ; черные: Кре7. Мат в 
3 хода. 

14. Белые: КрёЗ (7, 
СЬ4; черные: КрЬ8. Мат в 
3 хода на вертикальной ци- 
лиидрической доске. 

Срок отправки  реше- 
ний — 25 сентября 1985 2. 
(с пометкой на конверте 
«Шахматный конкурс 
+Кванта», задания 13. 14»). 


Индекс 70465 


Цена 40 коп. 


Семнадцать черных ферзей, стоящих на этой 
«шахматной доске 30х31». доминируют на 
ней, то есть пробивают все ее 930 клеток 
без исключения. Можете проверить! Эту остро- 
умную расстановку ферзей придумал В. Г. Чва- 
нов, она лишь одна из бесконечной серии 
решений «Задачи о доминировании на доске 
пХл» — именно, длк случая п-—(7т—1)/2, 
т —9, п=31. Эта хитрая расстановка получает- 
ся из более простой расстановки семнадцати 
ферзей (13 черных, 4 белых) по линиям 


1—1, 2—2, 3—3. Эти ферзи не пробивают 
все клетки доски (какие именно?), но после 
сдвига четырех белых ферзей (по красным 
стрелкам), полученная система из 17 черных 
ферзей уже решает задачу о доминировании 
на доске 30х31. Впрочем, можно прибавить 
еще 31 клетку к этой доске (в каком месте?) 
и получить решение задачи для доски 31х31. 
Подробнее об этих построеникх можно прочи- 
тать в статье В. Г. Чванова внутри этого но- 


мера. 
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Что такое 


нелинейная 
оптика 


Академик АПН СССР 
В. А. ФАБРИКАНТ 


За последние двадцать пять лет про- 
изошло быстрое развитие нового раз- 
дела физической науки — нелинейной 
оптики. Справедливости ради надо 
сказать, что еще в двадцатых годах 
нашего столетия С. И. Вавилов упорно 
искал нелинейные оптические эффек- 
ты. Результатом этих исследований 
стала работа С. И. Вавилова и 
В. Л. Лёвшина 1926 года, в которой 
впервые наблюдался нелинейный оп- 
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Лазерная экспериментальная установка для 
изучения нелинейно-оптических явлений. 
(Фотографии к статье сделаны в лаборатории 
лазерной биофизики и биомедицины физиче 
ского факультета МГУ. 


тический эффект — уменьшение коэф- 
фициента поглощения уранового стек- 
ла при прохождении через него света 
от яркой искры. В честь этой пионер- 
ской работы, по предложению акаде- 
мика Р. В. Хохлова, советские конфе- 
ренции, посвященные нелинейной оп- 
тике, называются вавиловскими. Соз- 
дание в 1960 году лазеров вызвало 
буквально взрыв работ по нелинейной 
оптике. . 
Прежде чем перейти к рассказу о 
некоторых нелинейных оптических 
явлениях, напомним основные поло- 
жения линейной оптики, которые, 
несмотря на свою привычность, в дей- 
ствительности далеко не тривиальны. 


«Несоверщенство опыта 
способствует развитию науки» 


Одним из основополагающих прин- 
ципов, лежащих в основе линейной 
оптики, служит принцип суперпози- 
ции, согласно которому при прохож- 
дении одной световой волны сквозь 
другую обе распространяются, не вза- 
имодействуя друг с другом. Правда, 
часто говорят, что при интерференции 
темная полоса образуется там, где 
одна из интерферирующих волн зга- 
сит» другую. Это, однако, не означает, 
что волны взаимодействуют друг с 
другом. Здесь просто происходит век- 
торное сложение противоположно 
направленных электрических полей 
обеих волн. При взаимодействии же 
волн должны были бы измениться 
под влиянием друг на друга сами 
эти электрические поля, что при ин- 
терференции не имеет места. 

Дальше мы увидим, что в действи- 
тельности взаимодействие волн долж- 
но быть всегда, однако результаты 
его заметны лишь при определенных 
условиях. Прежде всего — когда 
интенсивности *) взаимодействующих 
волн велики. Это условие и опреде: 
ляло направление поисков. Так. 
С. И. Вавилов пытался обнаружите 


*) Интенсивиссть волны — это энергия. про 
ходящая через единицу площади волнового фронт: 
эа единицу времени. Величииа интеисивности 
пропорциональна квадрату амплитуды волиы. 


Рис. 1. 


нарушение принципа суперпозиции 
в солнечной короне, где он надеялся 
найти следы рассеяния света на свете. 
Однако эти исследования заверши- 
лись безрезультатно. Заметим, что 
если бы рассеяние света на свете про- 
исходило при обычных (для земных 
условий) интенсивностях света, то для 
человека это имело бы весьма непри- 
ятные последствия: ведь видимый мир 
был бы затянут, как туманом, свето- 
вой пеленой. 

Другой важной основой линейной 
оптики служит принцип неизменности 
частоты света при прохождении его 
сквозь различные среды. Он был от- 


`°крыт Ньютоном в процессе его замеча-. 


тельных оптических экспериментов. 
В 1671 году на их основании Ньютон 
сформулировал следующее положе- 
ние: «Вид цвета, свойственный каждо- 
му отдельному сорту лучей, не изме- 
няется ни преломлением, ни отраже- 
нием от естественных тел, ни какой- 
либо другой причиной, которую я мог 
наблюдать» (рисунок 1). 
Счастливым для развития физики 
‘оказалось то обстоятельство, что экс- 
периментальные возможности Ньюто- 
на, в смысле интенсивности источни- 
ков света, были весьма ограничены 
(солнечный луч, прошедший сквозь 
щель в оконной ставне). Если бы у него 
в руках оказался лазер, то наблюдае- 
мая картина могла бы сильно ослож- 
ниться, что задержало бы развитие 
оптики. В связи с опытами Ньютона 
С. И. Вавилов подчеркивал: *Несо- 
вершенство опыта способствует раз- 
витию науки». Это утверждение зву- 
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чит парадоксально, но преждевремен- 
ное обнаружение некоторых деталей 
в эксперименте может задержать на 
долгие годы истолкование экспери- 
ментальных данных и развитие .тео- 
рии. 


Границы применимости 
линейной оптики — где они? 


Практически ‘все нелинейные эф- 
фекты наблюдаются при распростра- 
нении света в веществе. В принципе, 


‘теория предсказывает возможность их 


наблюдения и в вакууме, однако до 
сих пор там они обнаружены не были. 

В классической оптике при объясне- 
нии процесса распространения света 
в среде используют модель атома как 
системы, в которой электрон как бы 
закреплен на пружине. Проходящая 
световая волна вызывает своим элект- 
рическим полем вынужденные коле- 
бания электрона. Эти колебания п 
свою очередь порождают в окружаю- 
щем атом пространстве электромаг- 
нитные волны, то есть сам атом начи- 
нает излучать. Возникающая вторич- 
ная волна по частоте совпадает с пер- 
вичной волной (при вынужденных 
колебаниях частота колебаний совпа- 
дает с частотой вынуждающей силы). 
При этом разность фаз этих волн оста- 
ется постоянной (такие волны назы- 
ваются когерентными). Сложение всех 
вторичных волн, излучаемых различ- 
ными атомами, с первичной дает ре- 
зультирующую волну, распространя- 
ющуюся в среде со скоростью и, отлич- 


ной от скорости с распространения 
света в вакууме. Это н приводит к то- 
му, что показатель преломления сре- 
ды п—=с/о оказывается отличным от 
единицы. 

Смещения электрона, вызванные 
световой волной от обычного источ- 
ника света, весьма малы. Они опреде- 
ляются соотношением напряженно- 
стей электрического поля световой 
волны ин внутриатомного поля. В вол- 
нах от обычных источников света на- 
пряженность поля не превышает 
10° В/см. Напряженность же внутри- 
атомного поля — порядка 10° В/см. 
Таким образом, при воздействии поля 
световой волны смещение электрона 
не превышает 10-8 от радиуса атома, 
что составляет 10-—*4 см. Величина по- 
рядка процентов от радиуса атомного 
ядра! 

В лазерных пучках напряженности 
поля достигают 10°—10’ В/см и, 
соответственно, смещения могут быть 
гораздо большими. 

При малых относительных смеще- 
нияк электрона можно считать, что 
действующая на электрон возвращаю- 
щая сила выражается законом: Р= 
—-—&х, то есть ‘имеет место линейная 
зависимость силы Р от смещения х 
(закон Гука для обычной пружинки). 
Однако с ростом величины смещений 
(например, в поле лазерного пучка) 
должны проявиться отклонения от 
этого закона. В простейшем случае, 
который будет рассмотрен ниже, от- 
клонение от линейной зависимости 
можно принять в виде Р = — Ех ах”, 
где нелинейное ‘слагаемое ах” сказы- 
вается лишь при достаточно больших 
смещениях (квадрат малой величины 
мал по сравнению с самой величиной). 
Заметим, что теперь величина силы 
асимметрично изменяется при изме- 
нении знака смещения (рисунок 2). 
Водну сторону электрон, оказывается, 
сместить легче, чем в другую (напри- 
мер, при «>0 в сторону положитель- 
ных х легче, чем в сторону отрица- 
тельных). 

Итак, можно сказать, что прибли- 
жение линейной оптики соответствует 
выбору простой линейной зависимо- 
сти возвращающей силы, действую- 
щей на электрон, от смещения. Мир 
нелинейной оптики начинается там, 
где становятся существенными откло- 
нения от этого простого закона и сле- 
дует принимать во внимание реаль- 
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Рис. 2. 


ный нелинейный характер этой зави- 
симости. 

В линейной оптике оптические ха- 
рактеристики вещества (например, по- 
казатель преломления} зависят только 
от свойств самой среды и частоты 
проходящего через нее света, однако 
на них не влияет его интенсивность. 
Если же интенсивность проходящей 
через среду световой волны оказыва- 
ется столь болышой, что нелинейность 
возвращающей силы не’’учитывать 
уже нельзя, то свойства среды начи- 
нают сами зависеть от интенсивности 
проходящей волны. К, чему это приво- 
дит, вы сейчас увидите. 


Генерация гармоник 


Рассмотрим простейший случай, о 
котором уже шла речь выше. Урав- 


нение движения электрона будет 
иметь вид 

та=— Ех ах? -еЕ, соз 04, (1) 
где т — масса электрона, а==х” 
его ускорение, а еЁ’, соз оф — сила, 


действующая на электрон со стороны 
электрического поля световой волны 
({Е‹ — амплитуда поля, « — частота). 
Задача состоит в том, чтобы найти из 
этого уравнения зависимосэь х(Ё) и на 
ее основании уже судить с свойствах 
вторичных волн в рассматриваемой 
среде. К сожалению, математика 
не дает нам гочных методов реше- 
ния подобных нелинейных  урав- 
нений. 


Замечательный английский физик Рэлей, 
занимавшийся теорией колебаний, предложил 


приближенный метод решения задачи, обла- 
дающий большой эффективностью. Так как не- 
линейное слагаемое их? проявляет себя лишь 
при достаточно больших х, Рэлей в качестве 
иулевого приближения пренебрег членом их”. 
После этого осталось линейное уравнение 

та=— &х-{ еБ. сов в 
такое же, как уравнение вынужденных колеба- 
ний грузика на пружинке под действием пе- 
риодической внеигией силы. Понятио, что в этом 
случае движение будет происходить по гармо- 
ническому закону, но не с собственной часто- 
той ==, Ё]Т а с частотой ® вынуждающей 
силы: . 

хо(#)=5еЕ. со$ ($), 
где 5еЕ, — амилитуда вынужденных колеба- 
ний грузика (для удобства рассмотрения м 
амплитуде выделен сомножитель еЁ.), ач — 
сдвиг фазы ‘этого колебания по сравнению к 
фазой вынуждающей силы. 

Для получения следующего приближения 
Рэлей в уравнении (1) замеиил в нелинейном 
слагаемом величину х“({) найденной прибли- 
женной величниой х2(ё). В результате уравие- 
ние (1) из нелинейного превращается в линейное 
(х в него входит только в первой степеии): 


та = — Кх- «6? еЕ? сов? ср -- еБ. соз в. (2) 


Воспользоваашись известным тригонометри- 
ческим соотношеннем 
с03° ®ё = = (1-Е соз 202), 


получаем окончательно 


та= -—вх+(5 фе: + 
--еЕ. соз 1). 


Из этого уравнения движения мы 
видим, что на электрон как бы дей- 
ствуют три вынуждающих силы (сла- 
гаемые, заключенные в скобки). Пер- 
вая из них, не зависящая от времени, 
вызовет просто постоянное смещение 


аб"е’Е; соз 2 


электрона из положения равновесия 
(асимметрия, о которой мы уже упо- 
минали выше). 

Вторая сила, изменяющаяся с часто- 
той 2%, вызывает появление в смеще- 
нии электрона составляющей, изменя- 
ющейся с той же частотой 2%. Под- 
черкнем, что амплитуда этой состав- 
ляющей пропорциональна квадрату 
амплитуды световой волны. Наконец, 
последняя сила, изменяющаяся с ча- 
стотой ш, нам уже знакома. Она соот- 
встствует полю падающей световой 
волны, благодаря которому и воз- 
никают вторичные волны: Амплитуда 
этой составляющей пропорциональна 
амплитуде падающей световой волны. 
С ростом интенсивности световой вол- 
ны роль второй силы по отношению 
к третьей увеличивается (квадрат 
большой величины велик по сравне- 
нию -с самой величиной). 

Таким образом, вынужденные коле- 
бания электрона будут состоять из 
двух гармонических колебаний с ча- 
стотами ® и 2%. Соответственно и вто- 
ричные волны, испускаемые атомами 
(нонами) кристалла, будут состоять из 
волн с той же частотой в, что и пер- 
вичная волна, а также из волн с удво- 
енной частотой. Получается, что из-за 
нелинейного слагаемого их? в дейст- 
вующей на электрон возвращающей 
силе в кристалле возникает вторич- 
ная волна с удвоенной частотой (ее 
называют второй гармоникой) и тем 


На фотографии показано. как инфракрасный луч лазера (^=1064 нм) преобразуется в видимый 


свет (}=582 нм) при прохождении через нелинейную оптическую среду. 


Ход невидимого 


инфракрасного луча от лазера до нелинейного преобразователя можно ВА по выходя- 
щему обратно из преобразователя слабому «отраженному» лучу. 


самым нарушается принцип постоян- 
ства частоты, царивший в линейной 
оптике. 

С помощью нелинейных эффектов 
можно преобразовать частоту светово- 
го луча, не нарушая его направлен- 
ности. Это крайне важно для практи- 
ки, особенно в лазерной технике. На- 
пример, лазер на неодимовом стекле 
дает мощное, но невидимое инфра- 
красное излучение с длиной волны 
1064 нм. Если удвоить его частоту, 
длина волны станет в два раза коро- 

`че — 532 нм, что соответствует зеле- 
ному свету, прекрасно видимому гла- 
зом человека. ` 

В радиотехнике нелинейный эф- 
фект преобразования частоты наблю- 
дался задолго до появления нелиней- 
ной оптики. Когда в Москве была 
построена мощная радиостанция, то 
при приеме в Горьком передач радио: 
станций, находящихся в городах к 
западу от Москвы, стали прослуши- 
ваться и московские передачи. Это 
объясняется тем, что мощные волны 
московской радиостанции изменяют 
ионосферу над Москвой и тем самым 
модулируют проходящие радиоволны, 
принимаемые в Горьком (рисунок 3). 


Условие синхронизма 


И все же не следует думать, что 
преобразование частоты света с высо- 
ким коэффициентом полезного дей- 
ствия (КПД) представляет собой про- 
стую задачу. Так, в работе Франкена 
с сотрудниками, опубликованной в 
1961 году и содержащей описание 
первых наблюдений удвоения частоты 
света, КПД (то есть отношение интен- 
сивности входящей волны с частотой 
2% к интенсивности падающей волны 
с частотой ®) составлял всёго лишь 
10"! В этих опытах красный свет 
рубинового лазера с длиной волны 
0,6943 мкм превращался в ультрафи- 
олетовое излучение с длиной волны 
^ = 0,3471 мкм (напомним, что длина 
волны обратно пропорциональна ее 
частоте). В качестве кристаллической 
нелинейной среды был использован 
`кварц.. 

Для того чтобы эффект генерации 
гармоник проявился в полной мере, 
необходимо, чтобы фазы вторичных 
волн на выходе из кристалла были 
согласованы (условие волнового син- 
хронизма). Только в этом случае сло- 
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Рис. 3. 


жение вторичных волн дает интенсив- 
ную результирующую волну. 

Атомы же распределены по всей 
длине кристалла, сквозь который про-` 
ходит свет. Поэтому генерируемые ими 
вторичные волны будут иметь различ- 
ные начальные фазы (рисунок 4). Чем 
дальше от источника находится атом, 
тем позднее до него дойдет первичная 
волна и тем позже сам он начнет 
излучать вторичную. С другой сторо- 
ны, этот, более далекий от источника, 
атом окажется ближе к приемнику. 
Следовательно, его вторичной волне 
придется пройти меньший путь, чем 


‚волне, испущенной более близким к 


источнику света атомом. 

В линейной. оптике первичная и вто- 
ричная волны имеют одинаковые час- 
тоты, а следовательно, и одинаковые 
скорости распространения в среде. 
Поэтому в таком случае не важно, где 
произошло преобразование первичной 
волны во вторичную — все они прихо- 
дят к приемнику с одной и той же 
фазой. Иначе обстоит дело в нелиней- 
ной оптике. Показатель преломления 
среды зависит от частоты (дисперсия), 
поэтому вторичная волна с частотой 


Рис. 4. 


20 распространяется, вообще говоря, 
уже с другой скоростью, чем первич- 
ная (частота которой ‹). Поэтому фа- 
за, с которой вторичная волна прихо- 
дит к приемнику, существенно зави- 
сит от того, на каком расстоянии от 
источника произошло преобразование 
частоты. Понятно, что наибольшая 
интенсивность результирующей вто- 
ричные волны будет достигнута в том 
случае, если все вторичные волны 
от отдельных атомов придут к при- 
емнику с одинаковыми фазами. 

Этого можно добиться подбором 
среды, у которой показатели прелом- 
ления окажутся одинаковыми для 
волн с частотами м и 2%. 

Так, например, обеспечив выполне- 
ние условия волнового синхронизма, 
в кристаллах КН.РО, удается удваи- 
вать частоту световой волны с КПД, 
превышающим 90%! 


*«Квантовые» нелинейные эффекты 


До сих пор, рассматривая оптиче- 
ские нелинейные явления, мы не выхо- 
дили за рамки представлений клас- 
сической физики. Однако есть ряд 
нелинейных эффектов, которые объ- 
яснимы только на языке квантовой 
физики. 

Так, например, в настоящее время 
широкое применение в лазерной тех- 
нике нашло резкое просветление, то 
есть уменьшение коэффициента пог- 
лощения некоторых растворов (крип- 
то- и фталоцианина в бензоле) при 
прохождении через них мощных све- 
товых пучков. Кювета с таким раство- 
ром представляет как бы автоматиче- 
ский затвор, пропускающий мощный 
световой пучок и задерживающий 
слабые. Попробуем разобраться в этом 
явлении. 

Согласно квантовым представле- 
ниям атом может обладать только 
определенными запасами энергии — 
находиться на определенных энерге- 
тических уровнях (* Физика 10», 5 13). 
Атом (или молекула} может погло- 
щать свет с частотой ху, удовлетворяю- 
щей условию Бора: 


УЕ, — Е, (3) 


где В — постоянная Планка, а Е, 
и Е› — энергии атома на двух уров- 
нях. При этом атом переходит с уров- 
ня Е, на уровень Е.. Очень важно, что 
возбужденный атом (или молекула), 


поглотивший энергию фотона Йу, за- 
держивается на верхнем энергетиче- 
ском уровне конечное время. У моле- 
кулы фталоцианина оно в масштабах 
атомного мира огромно — порядка 
10-*с. Коэффициент поглощения сре- 
ды пропорционален, естественно, Чис- 
лу зголодныхь молекул, находящих- 
ся на нижнем энергетическом уровне 
Е, ибо только они способны погло- 
щать фотоны с частотой, удовлетво- 
ряющей условию (3). Но при прохож- 
дении мощного светового пучка про- 
изойдет большое число актов поглоще- 
ния фотонов веществом, при которых 
многие молекулы перейдут в разряд 
«сытых», поднявшись на уровень Е., 
где и застрянут на время порядка 
10° с. Это приведет к заметному 
уменьшению числа «голодных» моле- 
кул, находящихся на нижнем уровне 
Е. Коэффициент поглощения резко 
уменьшится. Мощный световой пучок 
как бы пробивает себе путь в погло- 
щающей среде. 

Остановимся немного на многофо- 
тонных процессах, когда квантовая 
*разборчивость в едеь атомов и моле- 
кул ослабляется. Оказывается, что в 
мощных световых пучках среда начи- 
нает поглощать излучение самых раз- 
личных частот. Объясняется это тем, 
что условие Бора учитывает возмож- 
ность поглощения атомом лишь одно- 
го фотона, чему соответствует выра- 
жение (3). При учете возможности 
многофотонных процессов поглощен- 
ная атомом или молекулой порция 
энергии должна быть равна разности 
энергий между какими-либо двумя 
уровнями, а уж сколько фотонов при 
этом поглотится — это дело хозяйское. 

В обычных условиях, при малых 
интенсивностях световых пучков, 
плотность фотонов невелика, а вероят- 
ность одновременного поглощения 
двух или нескольких фотонов мала. 
Однако боровское условие (3) в общем 
случае следует записать в виде 


Ву Ву, -... ==. 


Это приводит к эффекту, обратному 
описанному выше просветлению сре- 
ды. В случае мощных пучков среда 
начинает поглощать свет с теми часто- 
тами, для которых она была прозрач- 
на при малых интенсивностях. 
Интересно, что в мощных лазерных 
пучках за счет многофотонных про- 
цессов фотоэффект теряет свой кван- 


Е 


товый характер. Известное уравнение 
Эйнштейна для фотоэффекта 


то? 

р} У 

где Р — работа выхода, тиу?/2 — ки- 
нетическая энергия вырванного све- 
том электрона, заменяется уравне- 
нием 


пу=Р- 


2 
МВу=Р-+ >, (4) 


где № — число фотонов, поглощаемых 
электроном одновременно. Из уравне- 
ния (4) следует, что с ростом М (ин- 
тенсивности света) должна расти и ки- 
нетическая энергия вырванных злек- 
тронов. Кроме того, красная граница 
фотоэффекта смещается в область ма- 
Р 

лых частот ити . 

Характерно, что в работе Эйнштей- 
на 1905 года, удостоенной Нобелев- 
ской премии и содержащей вывод 
основного уравнения теории фотоэф; 


фекта, имеется весьма существенное 
замечание: «Простейшим будет слу- 
чай, когда один световой квант (фо- 
тон) отдает всю свою энергию одному 
электрону; мы и будем предполагать, 
что это и происходит в действительно- 


сти». Это замечание показывает, что 


Эйнштейн понимал принципиальную 
возможность многофотонных процес- 
сов, но считал возможным им пренеб- 
речь. Это было вполне законно до по- 
явления лазеров, и многочисленные 
эксперименты подтверждали справед- 
ливость уравнения Эйнштейна. В дан- 
ном случае опять-таки была полезна 
ограниченность возможностей экспе- 
римента (в смысле интенсивности 
света). Она способствовала укреп- 
лению позиций квантовой теории. 
Когда эта теория развилась и окреп- 
ла, ей стали по плечу и более 
сложные эффекты нелинейной опти- 
ки, наблюдаемые в мощных лазер- 
ных пучках. 


Встреча 
с читателями 


журнала 


7 июня состоялась встреча 
членов редакционной колле- 
гии журнала «Кванть с препо- 
давателями математики, за- 
нимавшимися ив курсах по- 
вышения квалификации учи- 
телей средних школ при Мос- 
ковском государственном уни- 
верситете имени М. В. Ломоно- 
сова. В этой встрече, прохо- 
дившей на механико-матема- 
тическом факультете МГУ, 
приняли участие заместитель 
главного редактора журнала 
Ю. П. Соловьев, члены редах- 
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ционной коллегии В. В. Вави- 
лов, Н. Б. Васильев, Н. Х. Ро- 
зов, А. П. Савик, заведующий 
отделом математики журнала 
А. Б. Сосииский. Они подроб- 
но рассказали об истории жур- 
налв, его задачах и структу- 
ре, с планах работы. Особое 
внимание было уделено про- 
блеме дальнейшего совершеи- 
ствования матерналов журна- 
ла, прежде всего в связи с ре- 
формой общеобразовательной 
и профессиональной школы. 
Большой интерес вызвало об- 
суждение вопроса о формах 
участия журнала в решении 
проблемы компьютеризации 
школы, помощи ученикам и 
учителям в изучении нового 
школьного предмета «Основы 
ниформатики м вычислитель- 
ной техники». Члены редак- 
ционной коллегии ответили на 
миогочисленные вопросы уча- 
стников встречи. 


Подчеркивая большое зна- 
ченне журнала в развятни ин- 
тереса учащихся к физике им 
математике, многие выступив- 
гие на встрече учителя выска- 
зали в то же время критиче- 
ские замечания и конструк- 
тивиые предложения, направ- 
ленные на дальнейшее улуч- 
шение «Квантаь. Состоявше- 
еся обсуждение показало, что 
у журнала имеется еще нема- 
ло возможностей для того, 
чтобы лучше и полнее удов- 
летворять запросы читателей, 
чтобы стать более доступным 
н популярным среди школь- 
ников, учителей, студентов и 
любителей математики. Итоги 
состоявшегося полезного раз- 
говора членов редакционной 
коллегии с учителями будут 
учтеиы при планировании 
дальнейшей работы журнала. 


Н. Р. 


Геометрия 
скользящих 
векторов 


Кандидат физико-математических наук 
Ю. ИП. СОЛОВЬЕВ, 

кандидат физико-математических наук 
А. Б. СОСИНСКИИ 


...Да Лебедь рвется в облака. 
Рак пятится назад, а Щука тянет в воду. 


Вы, конечно, помните вынесенные 
в эпиграф строчки замечательной 
басни И. А; Крылова. А задумывались 
ли вы над тем, как рассчитать движе- 
ние воза, если известно, с какими си- 
лами его тащат лебедь, рак и щука? 
Задача эта совершенно естественная, 
можно сказать, типичная: к некоторо- 
му твердому массивному телу в опре- 
деленных местах приложены силы — 
что произойдет? Как ни странно, при- 
вычный векторный аппарат, изучае- 
мый в школе на уроках физики и ма- 
тематики, совсем непригоден для ре- 
шения подобных задач. Когда мы 
должны принимать в расчет не только 
массу, но и размеры тела, когда мы 
имеем дело не с абстрактной мате- 
риальной точкой, а с настоящим пред- 
метом, то не всегда ясно, как склады- 
вать векторы, приложенные к предме- 
ту в разных местах, что можно и чего 
нельзя делать с этими векторами и, 
собственно говоря, что представляют 
собой такие «настоящие» векторы. 

Ответ на эти вопросы — в виде не- 
большой математической теории (тео- 
рии скользящих векторов) — и состав- 
ляет предмет нашей статьи. 


Какие бывают векторы? 


Вектор в пространстве или ка пло- 
скости принято изображать направ- 
ленным отрезком АВ. Он задается 
двумя точками: своим началом (или 
точкой приложения) А и концом В. 
Если отрезок АВ неограниченно про- 
должить в 0бе стороны, получится 
прямая, которая называется линией 
действия вектора АВ. 


Все векторы, в зависимости от того, 
какие геометрические или физические 
величины они представляют, могут 
быть разбиты на три следующих типа. 

1°. Может случиться, что два гео- 
метрически равных вектора изобража- 
ют одну и ту же физическую или 
механическую величину. (Напомним, 
что в геометрии два вектора (направ- 
ленных отрезка) называются равны- 
ми, если их линии действия парал- 
лельны, длины равны и порядок точек 
задает одно и то же направление на 
их линиях действия, или, другими 
словами, если они совмещаются па- 
раллельным переносом.) Такого рода 
векторы, не имеющие ни определенной 
линии действия, ни определенной точ- 
ки приложения, называют свободны- 
ми. Например, вектор магнитной ин- 
дукции постоянного магнитного поля 
или вектор скорости одной инерци- 
альной системы относительно дру- 
гой — свободные векторы; их можно 
считать приложенными к любой точ- 
ке. Математики, как правило, тоже 
изучают свободные векторы; простей- 
ший пример — вектор, задающий па- 
раллельный перенос: приложенный 
к любой точке, он указывает своим 
концом образ этой точки при данном 
переносе. 

2°. С другой стороны, встречаются 
такие физические величины, что изоб- 
ражающие их векторы не могут быть 
отделены от своей точки приложения. 
Такого рода векторы называются свя- 
занными (или закрепленными). Так, 
вектор мгновенной скорости движу- 
щейся точки в данный момент време- 
ни — пример связанного вектора. 
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Рис. 1. 


Его нельзя отделить от движущейся 
точки (если, конечно, 
точки пространства не перемещаются 
с той же скоростью). 

3°. Наконец, может случиться, что 
два геометрически равных вектора 
изображают равные физические вели- 
чины лишь при условии, что эти век- 
торы имеют одну и ту же линию дей- 
ствия, и изображают не равные физи- 
ческие величины, если они имеют раз- 
личные линии действия. Таковы, на- 
пример, векторы, изображающие си- 
лы, действующие на твердое тело. 
Такие неотделимые от линии действия 
векторы называются скользящими. 
Зто, так сказать, «настоящие» сило- 
вые векторы, реально действующие не 
на абстрактные «бесконечно малые» 
тела, а на жесткие предметы, имею- 
щие определенные размеры и форму. 
Заметим, что здесь условие жестко- 
сти тела существенно: тело не растя- 
гивается и не сжимается, без потерь 
передает усилие вдоль линии дейст- 
вия, поэтому не важно, к какой именно 
точке на линии действия приложена 
сила; точка приложения может как бы 
скользить по линии действия. 

О скользящих векторах и пойдет 
наш рассказ. В дальнейшем слово 
‘’звектор» без определения следует 


понимать именно как «скользящий. 


вектор»; а когда речь пойдет о сво- 
бодных или закрепленных векторах, 
это будет оговорено. 

Мы будем обозначать (скользящие) 
векторы либо одной полужирной бук- 
вой. например о, либо двумя буквами 
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все остальные. 


. вен, 


Рис, 2. 


с чертой сверху, например АВ. Сво- 
бодные же векторы мы будем обозна- 
чать буквами со стрелками, например. 
В или АВ. 


Системы скользящих векторов 


Итак, (скользящий) вектор в—=АВ 


задается прямой [{=АВ — своей ли- 


нией действия — и направленным 
отрезком АВ, лежащим на этой пря- 
мой. Два вектора и =АВии-— СР счи- 
таются совпадающими, если они зада- 
ют один и тот же свободный вектор 
(АВС) и, кроме того, у них одна 
и та же линия действия (прямые АВ 
и СР совпадают). 

В дальнейшем нас будут интересо- 
вать не отдельно взятые векторы, 
конечные системы векторов (и, и.о, 
.... 0), ведь именно такие системы от- 
вечают системам сил, действующим 
на твердое тело. Порядок перечисле- 
ния векторов, разумеется, не сущест- 
однако один и тот же вектор 
может встречаться в системе несколь- 
ко раз, и его нужно считать столько 
раз, сколько он в ней встречается. 

Наша цель — научиться преобра- 
зовывать системы друг к другу, сво- 
дить — если это возможно — произ- 
вольную систему к системам простей- 
шего вида. Для этого нам потребу- 
ются 


Элементарные операции 
и эквивалентиость систем векторов 


Когда линии действий двух векто- 
ров и и и пересекаются, эти векторы 


можно сложить естественным обра- 
зом: если и== АВ, .=АС (А — общая 
точка линий действия), то суммой 
ш—и--ь векторов и и п называется 
вектор ш —= = Ар, где точка р получена 
сложением АВ-+-АС— АР по правилу 
параллелограмма (рис. 1‚а). Такое 
сложение «пересекающихся» векто- 
ров будет нашей первой элементарной 
операцией; она сводит систему из двух 
векторов (и, 6) к системе из одного 
вектора (1). 

У этой операции есть обратная: если 
дан любой вектор о—=АВ, то можно 
выбрать две произвольные прямые, 
проходящие через любую точку линии 
действия (скажем, через точку А), 
ин разложить вектор АВ по правилу 
параллелограмма (рис. 1,6). Из одного 
вектора (г) мы получим систему из 
двух векторов (в, 00). 

Обратите внимание, что складывать 
можно только векторы, чьи линии 
действия пересекаются или совпада- 
ют. Особенно просто складываются 
векторы с общей линией действия. 
В частности (рис. 2), так складыва- 
ются два противоположных вектора, 
то есть векторы вида = АВи —в= 
—=ВА; их суммой будет нуль-вектор 
0-—=АА. 

Наша вторая элементарная опера- 
ция состоит в уничтожении нуль-век- 
тора, то есть в переходе от системы 
вида *(0\, 0., ..., бь и, —0) к`системе 
(2, >, -.., 2). В частности (при #=0), 
простейшая система (и, —и) сводится 
к пустой или нулевой системе, кото- 
рую мы будем обозначать так же, как 
нуль-вектор — через 0. 

У второй элементарной операции 
тоже есть обратная — рождение нуль- 
вектора, то есть переход от системы 
(у, 6» ... 6) к системе (и, и., ... 
... 0 в, — 0), Где в — произвольный 
вектор. 

Мы будем говорить, что две системы 
векторов (ит, и›, ..., иди (6, 0, -.. 0) 
эквивалентны, или приводятся друг 
к другу, если от одной системы к дру- 
гой можно перейти с помощью конеч- 
ной последовательности элементар- 
ных операций. 

С точки зрения механики понятно, почему 
мы интересуемся элемеитарными операциями 
и эквивалентными системами. Ведь две экви- 
валентные системы сил всегда оказывают оди- 
наковое воздействие на твердое тело, в чем 
можио убедиться не только экспернментальио, 


а просто продумав физический смысл элемен- 
тариых операций. Приводя же сложные систе- 


мы п более простым, мы получаем возможность 
легко разобраться в том, какое именно резуль- 
тирующее воздействие данная сложная система 
сил оказывает на твердое тело. 


Простейшие системы 
на плоскости; пары 


Рассмотрим теперь подробнее при- 
ведение систем векторов к более про- 
стым для случая систем векторов 
на плоскости. 

На рисунке 3 показано, как с по- 
мощью элементарных операций осу- 
ществляется приведение некоторых 
простеиших систем векторов к другим 
таким системам. Мы советуем читате- 
лю внимательно проследить за всеми 
операциями и даже проделать их са- 
мостоятельно на бумаге. 

Особое внимание следует обратить 
на рисунок 3,г. На нем показаны сис- 
темы из двух противоположных векто- 
ров равной длины на параллельных 
линиях действия; такие системы ко- 
ротко называют парами. Из рисунка 
видно, что пары не удается упростить, 
в можно только «повернуть», превра- 
тить в другую пару. 

На рисунке 4 показана еще одна 
серия элементарных операций. Здесь 
происходит не упрощение исходной 
системы (из одного вектора), а ее 
усложнение: из данного вектора мы 
получаем вектор с другой линией дей- 
ствия и пару; впрочем, если этот рису- 
нок прочитать в обратном порядке 
(а это осмысленно, ибо каждая элемен- 
тарная операция имеет обратную), мы 
получим упрощение (система, состоя- 
щая из пары и вектора, приводится 
к системе из одного вектора). Переход 
(2)—(и, х, у) стоит запомнить, он нам 
потребуется несколько позже. 

Заметим еще, что приемы приведе- 
ния плоских систем бывают полезны 
и при рассмотрении пространствен- 
ных задач. Так, пространственная 
система (л, р, ш, т) (л= — т, |р |= | |} 
применением операции разложения 
вектора приводится (рис. 5,4) к паре 
(м, и): л=а@а-ищ=ьЬ-и, а плоская 
система (а, Ь, л, т), остающаяся после 
выделения из системы (л, р, щх, т) пары 
(м, о) (рис. 5,а), как легко видеть, при- 
водится к нулю (рис. 5,6) 


Момент вектора и момент пары 


Выше мы видели, что пару векторов 
нельзя привести к одному скользяще- 
му. вектору. Однако пара допускает 
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Простейшие преобразования плоских систем: 


ИЯ 
д 


а) два пересекающихся вектора — один вектор; 


ПАЯ 


6) два сонаправленных вектора -» два пересекающихся вектора: 


—> р 
9 


в) два противонаправленных вектора разной длины -» два пересекающихся вектора: 


пы | : 
к м ® 
\ 
\ 


.г) два противонаправленных вектора равной длины (пара) > Эругая пара- 


а 


Рис. 3. 
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Хх О иа+ь] 
—> => — 


Рис. 4. Один вектор -- вектор, проходящий через данную`точку. и пара. 


удобную векторную характеристику. 
Чтобы получить ее. нам придется иа- 
чать издалека. и: 

Пусть дан вектор —А В-Е 0 и точка 
О, не лежащая на его линии действия; 
тогда моментом вектора и относитель- 
но точки О называется (закреплен- 
ный!) вектор ОМ (приложенный к точ- 
ке О) с линией действия, перпендику- 
лярной плоскости ОАВ, длины ОМ = 
—=г-[и | (где г — плечо вектора и отно- 
сительно О, то есть расстояние от О 
до прямой АВ) и направленный так, 
чтобы направление вращения # вокруг 
О. наблюдаемое из точки М, было 
положительным (против часовой 
стрелки; рис. 6); если точка О лежит 
на линии действия вектора и, или 
2—0, то момент принимается равным 
нулю. Момент вектора играет важную 
роль в механике при изучении враща- 
тельного движения и имеет красивые 
приложения в геометрии. 

Пусть теперь дана пара векторов 
г — АБ, и' =А'В' и точка О; пусть ОМ 
и ОМ’ — моменты в и и’ относительно 
О. Тогда легко проверить (сделайте 
это!), что длина и направление суммы 
моментов относительно точки [9) зекто- 
ров в иш' не зависят от выбора этой 
точки, то есть эта сумма является 
свободным вектором. Его называют 
(векторным) моментом пары (и, г’). 
Легко проверяется, что длина вектор- 
ного момента пары (5, и’) равна 4. |, 
где а =— расстояние между параллель- 
ными прямыми АВ и А’В’. Пользуясь 
этим, а также утверждением задачи 3, 
нетрудно доказать, что пара приво- 
дится к нулю тогда и только тогда, 
когда ее векторный момент равен 
нулю. 


(л„Рыц, т) — 
— (л.@,.Бьи.т) 


Рис. 6. 


Приведение плоских систем 
к паре или вектору 


Мы сейчас докажем 
замечательную теорему. 


следующую 
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Всякая (конечная) система (сколь- 
зящих) векторов на плоскости приво- 
дится либо к одному вектору, либо 
к паре. 

Доказательство. Если данная 
система состоит из одного вектора — 
теорема доказана. Если в системе есть 
векторы с пересекающимися линиями 
действия, то их можно попарно упро- 
щать (см. рис. 3,а), пока не останутся 
лишь векторы с параллельными лини- 
ями действия. Если таких векторов 
три или более, то по крайней мере два 
из них сонаправлены, и мы можем 
упрощать систему дальше (см. рис. 
3,6). Таким образом, переходы 3, би 
3, а позволяют нам свести доказатель- 
ство теоремы к случаю двух проти- 
воположно направленных векторов с 
параллельными линиями действий. 
Если длины векторов различны, то 
переход 3, в с последующим перехо- 
дом 3, а даст нам один вектор, а если 
длины равны, то мы получили пару; 
теперь теорема доказана полностью. 

Заметим, во-первых, что доказа- 
тельство не только устанавливает 
справедливость теоремы, но и дает 
эффективный способ для того, чтобы 
найти вектор (или. пару), эквивалент- 
ный исходной системе. Во-вторых, 
если заранее выбрать некоторую фик- 
сированную точку, то можно так про- 
водить наши элементарные операции, 
чтобы привести данную систему к сис- 
теме из одной пары и одного вектора, 
чья линия действия проходит через 
эту точку. Действительно, это верно, 
если система приводится к одной паре. 
Если же она приводится к одному 
вектору, то операция, показанная на 
рисунке 4, позволяет привести этот 
вектор к паре и вектору, чья линия 
действия проходит через заданную 
точку. 


Исчисление систем векторов; базис 


Мы научились приводить системы плоских 
векторов к простейшим системам. Однако ока- 
зывается, что системы „можно не только при- 
водить одну к другой, но и выражать одну 
через другие. При этом возникает исчисление 
систем векторов, очеиь похожее на обычное 
исчисление свободных векторов в простран: 
стве. 

Чтобы описать это исчисление, определим 
сумму двух систем М№==(и,, и» .... и,) и М= 
=(01, #., ... 0) как их «свободное объеднне- 
ние», то есть систему 


=М-- Миа, цу, -.., Ид, В, в, --., о;) 
(равенство систем векторов понимается здесь 
и ниже как их эквивалентность). и произве- 
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дение системы М на число »Х — как новую 
систему 


АМ, Ри и Рик), 


где Ам обозначает вектор с той же линией 
действия, чтои, длины |7.| . |и|, направленный 
так же, как и, если ^>0, и в противоположную 
сторону, если }.< 0. 

Скажем, что система М линейно выражается 
через системы М,. .... М, если существуют 


‚ числа Л, ^., -.. А» Такие что 


МАМ, НАМ. -+...-НА,М,- 

Рассмотрим теперь случай систем на плоско- 
сти. Пусть О — произвольная точка плоскости, 
Ти 4 — одновекторные системы, состоящие из 
ненулевых неколлинеарных векторов, прило- 
женных к точке О, а К — любая (нснулевая) 
лара. Тогда системы Г, 4, К образуют базис 
в множестве систем плоских векторов, то есть 
любая система М одиозначно линейно выра- 
жается через Г, ‹/. К: 

М=а7-ВУ--УК 
(числа а, В, у однозначно определены системой. 
№ при фиксированных Г, 4, К). 

Читатель, знакомый с понятием векторного 
пространства, конечно, понял, что это утверж- 
дение означает, что множество классов экви- 
вазентных систем (скользящих) векторов на 
плоскости относительно операций, определен- 
ных выше, образует векторное пространство 
размерносги 3. 


4 & * 


Дойдя до этого места, авторы 
серьезно задумались, а потом заспо- 
рили: о каких именно приложениях 
теории скользящих векторов расска-. 
зать? Где только эта теория не исполь- 
зуется! В статике (теория ферм и вере- 
вочных многоугольников), в строи- 
тельной механике, в кинематике и 
динамике твердого тела, а ее обобще- 
ния используются в некоторых новен- 
ших разделах геометрии. Но нельзя 
объять необъятное. Здесь мы приведем 
только один пример — из кинематики 
твердого тела, а также, в конце статьи, 
ряд задач. Еще одно применение 
скользящих векторов — в строитель- 
ной механике — рассматривается в 
заметке «Висячие мосты» на с. 22. 


Рис. 7. 


Рис. 8. 


Вращение твердого тела 


Здесь нас интересует такая кинема- 
тическая задача: как описать движе- 
ние твердого тела, вращающегося око- 
ло некоторой оси, если эта ось в свою 
очередь вращается вокруг неподвиж- 
ной оси? Мы будем считать задачу 
решенной, если дан способ нахожде- 
ния вектора скорости любой наперед 
заданной точки тела (относительно не- 
подвижной системы отсчета). 

Ответ красиво формулируется в тер- 
минах скользящих векторов. Однако 
прежде чем его привести, мы немного 
расскажем о том, как вообще может 
двигаться твердое тело. Начнем с про- 
стейших примеров. | 

При равномерном прямолинейном 
движении твердое тело перемещается 
с постоянной скоростью в фиксиро- 
ванном направлении. При этом векто- 
ры скорости во всех точках одинако- 
вы, их направление и величина неиз- 
менны во времени. Все точки дви- 
жутся по прямым. Движение характе- 
ризуется одним свобо дным векто- 
ром скорости и. 

При равномерном вращательном 
движении тело движется с неизменной 
угловой скоростью (см. «Физику 8», 


$ 17) около неподвижной оси. При- 


этом вектор скорости любой точки на 
оси вращения — нулевой, в вектор 
скорости любой другой точки перпен- 
дикулярен плоскости, проходящей че- 
рез эту точку и ось, и по величине 
пропорционален расстоянию от точки 


до оси. Точки оси остаются на месте, - 


а остальные точки двигаются по 
окружностям с центрами на оси. Та- 
кое движение характеризуется одним 
(скользящим) вектором ® `—— угло- 
вой скоростью вращения, линия дей- 


р 


Рис. 9. 


ствия которого совпадает с осью вра- 
щения. 

При равномерном винтовом движе- 
нии тело равномерно вращается около 
оси (называемой винтовой осью) и од- 
новременно равномерно перемещается 
вдоль нее. Вектор скорости каждой 
точки равен сумме вектора вращатель- 
ного движения и вектора прямоли- 
нейного движения (рис. 7). Точки тела 
описывают винтовые линии, лишь точ- 
ки винтовой оси двигаются прямоли- 
нейно вдоль нее самой. Движение ха- 
рактеризуется двумя векторами (0, в): 
(свободным) вектором перемещения 
и и (скользящим) вектором угловой 
скорости & (рис. Т). 

Возможные движения твердого тела 
в пространстве не исчерпываются, ко- 
нечно, приведенными примерами, хо- 
тя бы потому, что в реальной ситуации 
векторы 0 и ® могут меняться во 
времени. Однако имеет место вот ка- 
кой замечательный факт (см. зада- 
чу 10): сколь бы сложное движение 
ни совершало твердое тело, мгновен- 
ное распределение скоростей его точек 
будет таким же, как при одном из трех 
перечисленных выше типов движе- 
ния. Отметим, кстати, что прямоли- 
нейное и вращательное движения 
можно считать частными случаями 
винтового. Два конкретных примера 
таких более сложных движений пока- 
заны на рисунках "8 и 9. чи 

Вернемся ° теперь к нашей 
чальной кинематической — задаче: 
предположим, что подвижная ось 
М.М, твердого тела вращается с посто- 
янной угловой скоростью ®, около 
неподвижной оси АВ, а само. тело 
к тому же вращается вокруг оси 
М.М; с постоянной по величине ‘угло- 
вой скоростью ®,. (Подчеркнем, что 


изна- 


15 


Р, ыы 


м о + 


Рис. 10. 


как скользящий вектор эта угловая 
скорость переменная, =, ({),— ме- 
няется положение ее линии действия 
М.№..) Как описать результируюзщее 
движение? Ответ зависит от взаимного 
расположения осей АВ и М.М... 

1”. Оси совпадают. Тогда тело 
зразхается около неподвижной оси 
АВ—=М,М№, с постоянной угловой ско- 
ростью «=, {+,. (Пример: движение 
часовой или минутной стрелки часов, 
лежащих на Северном полюсе.) 

2°. Осы параллельны, причем 


%,5Е—,. Тогда в любой момент # 
скорости всех точек тела такие же, 
как если бы оно равномерно враща- 
лось с угловой скоростью ш=е®, Ро, 
(здесь имеется в виду сумма скользя- 
щих векторов — см. рис. 3 и рис. 10) 
вокруг линии действия Р.@, вектора ‹э. 
Говорят, что тело имеет мгновенную 
угловую скорость о и мгновенную ось 
вращения Р‚.@,. В данном случае мгно- 
венная ось вращается вокруг непод- 
вижной оси АВ, оставаясь ей парал- 
лельной. 

3°. Оси параллельны, причем 
20=—%,. Тогда тело совершает по- 
ступательное движение с вектором 
скорости 0, равным моменту пары 
(<» ), то есть в любой момент # 
скорости всех точек тела одинаковы 


, — 
и равны 0. (Пример: двьИижение под- 
вижной части педали; рис. 8.) 
4°. Оси пересекаются. Этот 
случай аналогичен 2”: в любой мо- 
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мент Е тело имеет мгновенную ось вра- 
щения и мгновенную угловую ско- 
рость «=®,-®,. Разница в том, что 
здесь мгновенная ось описывает, не 
цилиндр, а конус с вершиной в не- 
подвижной точке тела — точке пере- 
сечения осей. (Пример: прецессионное 
движение волчка; рис. 9.) 

5°. Оси скрещиваются.- 
В этом случае тело имеет, так ска- 
зать, «мгновенную винтовую ось»; по-` 
дробнее об этом см. в: задачах Т, 8. 

Мы видим, таким образом, что ре- 
шение нашей кинематической задачи 
коротко и просто формулируется: в 
терминах сложения скользящих век- 
торов. Несложные доказательства ут- 
верждений 1°—4° мы оставляем чита- 
телю в качестве упражнений. 


Разные задачи 


1. Назовем главным вектором системы 


‘скользящих векторов (ит...) сумму равных 


им свободиых векторов 9, -+...Ни» а главным 
моментом этой системы относительно точки О — 
сумму моментов векторов в1,...и, относительно 
О. Докажите, что у любых двух эквивалент- 
ных систем главные векторы и главиые момеи-, 
ты относительио одной и той же точки О сов- 
падают. 

‚ 2. Покажите, что любая система векторов, 
расположенных в одной плоскости, эквивалент- 
на трем векторам, направленным вдоль сторон 
треугольника, произвольно выбранного в той же 
плоскости. 

3. Докажите, что плоская система векторов, _ 
перпендикуляриых к сторонам выпуклого 
п-угольника в’ их серединах, эквивалентна 
нулю, если длины векторов пропорциональиы 
соответствующим сторонам И все векторы о6б- 
ращены внутрь многоугольника (или все 
наружу). 

4. Сформулируйте и докажите утверждение, 
аналогичиое утверждению предыдущей задачи, 
для тетраэдра. 

5*. Покажите, что любая система векторов 
пространства эквивалентна шести векторам, на- 
правленным по ребрам произвольно выбран- 
ного тетраэдра. 

6*. Покажите, что любая система векторов . 
пространства эквивалснтиа системе, состоящей 
из одного вектора (проходящего через произ- 
вольно выбранную точку) п из одной пары. 
Выведите отсюда, что системы скользящих век- 


‚торов в простраистве, рассматриваемые © точ- 


ностью до эквивалентность, образуют шести- 
мерное векториое пространство. 

Указание. Сначала приведите систему к 
трем скользящим вскторам, проходящим через 
три произвольно выбранные точки (расклады- 
вая каждый вектор системы по трем нанрав- 
лениям), затем к двум векторам, один из ко- 
торых проходит через данную точку, и, ваконец, 
примените построение из рисунка 4. 

7. Твердое тело вразцается с угловой ско- 
ростью ‹х около оси, которая в свою очередь 
движется равномерно и прямолинейно со ско- 


ростью и. Докажите, что тело: а) совершает 


винтовое движение, если шо || 5; 6) имеет мгио- 
веиную ось вращения если и1ы; в) имеет 


мгиовеиную виитовую ось, если © ие парал- 
лельно п не перпендикулярно ® (это значит, 
что все точки некоторой прямой — +винто- 


вой оси» — имеют одинаковые скорости 5’. иа- 
правленные влоль этой оси, а векторы скорости 


остальных точек равны сумме вектора 0, и век- 
тора скорости мгновенного вращения данной 
точки около винТовой оси). 

8*. Покажите, что в случае скрещиваю- 
щихся осей АВ п М,№, в кинематической за- 
даче, рассмотренной выше, тело имеет мгновен- 
ную виитовую ось, параллельную вектору 
©, и пересекающую общий перпендикуляр 
осей АВ и М,М. Уточните положение мгно- 
венной винтовой оси и вектор скорости вдоль 
оси. 

Указаиие. Воспользуйтесь задачей 7. 

9*. Опишите результирующее движение те- 
ла, совершающего мгновенное винтовое движе- 
ние относительно оси, которая в свою очередь 
совершает винтовое движение относительно не- 
которой иеподвижной оси. 

10*. Докажите, что как бы ни двигалось 
твердое тело, в любой данный момент распре- 
деление скоростей его точек такое же, как ес- 
ли бы оно совершало равномерное (прямоли- 
нейное, вращательиое или виитовое} движение. 


11. Пользуясь тем, что момент вектора АВ 
относительио точки О равен по величиие ул. 
военной площади треугольника ОЛВ. докажя- 
те, что множество точек внутри выпуклого мно- 
гоугольника, для которых постояниа сумма рас- 
стояний до его сторон (точнее, прямых, содер- 


жащих стороиы), есть либо отрезок, лнбо весь 


‚многоугольник, ли бо п устое множество. 


Когда в товарищах согласья нет... 


Вернемся тенерь к басне. Предполо- 
жим, что тяжелый воз, по форме на- 
поминающий прямоугольный парал- 
лелепипед, стоит на дороге. На него 
действует сила тяжести т, которую 
можно считать приложенной к центру 
тяжести, но она компенсируется реак- 
цией опоры: воз стоит на месте. Но 
вот явились преисполненные благих 
намерений товарищи: Лебедь, Рак и 
Цука и стали тянуть воз с силами 
л. рн щ (рис. 5). Что же про- 
изойдет? 

Вооруженные теорией, мы теперь 
можем ответить ма этот вопрос. Си- 
стема сил (л, р, щ, т) — как и лю- 
бая другая — приводится к паре и век- 
тору (см. задачу 6). Как их найти? 
А мы это уже сделали, когда раз- 
бирали пример на с. 11 (см. рис. 5). 
У нас получилась пара (и. о) в го- 
ризонтальной плоскости. И теперь яс- 
но, что будет: не сходя с места, воз 
начнет вращаться там, где стоял. Мы 
можем поэтому с уверенностью под- 
твердить слова И. А. Крылова: 
..Да только воз и ныне там! 


Невозможный 
тетраэдр 


В некоторых геометриче- 
ских задачах требуется уста- 
новить, существует ли фи- 
гура с теми или иными свой- 
ствами. Иногда ответ к таким 
задачам можно быстро’ полу- 
чить с помощью координатно- 
го метода. Примером может 
служить следующая 

Задача. Возможна ли 
треугольная пирамида. осно- 
ванием которой служит пря- 
моугольный треугольник. и 
все плоские углы при верши- 
не — прямые? 


2 «Кванте № В 


Решение. Будем вести 
рассуждения методом от про- 
тивного. Пусть ‘возможна пи- 
рамнда ЗАВС (см. рисунок), 
[*] которой идет речь в условии 
задачи: А == 90°, АЗВ= В8С= 
—=С5А =90°. На рисунке мы 
выбрали систему координат с 
началом в вершине А, ось ОХ 
направили по ребру АВ и ось 
ОУ — по ребру АС. Пусть вер- 
шины нмеют следующие коор- 
динаты: $ (х; у; 2}, Вихь; 0; 0) 
С (0; ус: 0}. Координаты вер- 
щины А — (0; 0; 0). Запишем 
условие перпеидикуляриности 


= $(х:у:2) 


в виде равенства нулю соот- 
ветствующих скалярных про- 
изведений 


$А-56—=0. 
$А.5В=0, 
$8.$6=0 


или, переходя к коордииатам: 
{—х; —ы; —2)- 

(—х; 0 у; — 2} =0, 
(—х; --у; —2). 

{х%—х; —и; —2)=0, 
(хо—х; —и; --2). 

*(—х:%и— у; —2)=0 


или 
х' Ну? +2" —уи=0, 
хи +2 —хих=0, 
ху? 42° — хох-- у ==0. 


Откуда получаем х=у==г=0, 
то есть 5$ = 4. Таким образом, 
пирамида ЗАВС выродилась в 
треугольник АВС. 

Этим и доказана невоз- 
можность искомой пирамиды. 
Мы советуем читателям при- 
думать, для сравнения, зне 
координатное» резленне этой 
задачи. 

С. Р. Сефибеков 
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Приглашение 
в парную 


(или Физика в бане) 


Кандидат физико математических наук 
И. ИН. МАЗИН 


* Дивное видел я в Славянской земле 
на пути своем. Видел бани деревян- 
ные, и разожгут их докрасна, и раз- 
денутся, и будут наги, и обольются 
квасом, и возьмут прутья молодые, 
и бьют себя сами, и того добьются, что 
вылезут еле живы, и обольются водой 
студеной, и так оживут.» 

Так описывается баня в русских ле- 
тописях Х1 века. И по сей день люби- 
тели бани с азартом змучають сами 
себя. Зачем? Говорят, что польза бан- 
ных процедур связана с кратковре- 
менным воздействием на кожу высо- 
ких температур — горячего воздуха. 
Однако во влажном воздухе высокую 
температуру трудно выдерживать да- 
же недолго. Так что в хорошей бане 
должно быть не только жарко, но и 
сухо. Не так-то просто построить хоро- 
шую баню, да и +приготовитьь пар, 
то есть, говоря научным языком, соз- 
дать оптимальный микроклимат, то- 
же надо уметь. Наши предки умели 
это делать еще в ХГ веке, а вот объяс- 
нить, почему в бане нужно поступать 
так, а не иначе, они бы, пожалуй, 
не смогли. Но сегодняшний школьник 
знает достаточно, чтобы ответить на 
вопросы, которые задает любителям 
физики обычная парная. Это я и пред- 
лагаю сделать читателю. Начнем мы 
с того, что посмотрим как бы со сторо- 
ны на банный зсеансь и будем по ходу 
дела задавать себе вопросы. А потом 
мы попытаемся иа них ответить. 

Итак, в баню! А чтобы лучше ориен- 
тироваться, будем пользоваться ри- 
сунком со страницы 19. 

Вот мы уже в парной. Ну и жара... 
Что же, постоим немного внизу — 
здесь попрохладнее. Привыкли — 
можно и наверх. Горячо? Ничего, се- 
годня еще не очень жарко, бывает и 
так, что на горячий деревянный пол 
босой ногой не встанешь, да и на 
скамье не посидишь. А если скамья 
сколочена железными гвоздями, то на 
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нее не стоит садиться и в не очень жар- 
кой бане: прикоснешься голым телом 
к шляпке гвоздя — заработаешь ожог. 

Вопрос 1. Почему в парной внизу 
холоднее, чем на полкё? 

Вопрос 8. Почему при той темпера- 
туре, при которой еще можно сесть 
на нагретое дерево, садиться на желе- 
зо уже нельзя — обожжешься? 

Постепенно мы привыкаем к пар- 
ной. Воздух уже не кажется таким 
горячим. Однако чувствуется, что он 
сырой — на скамейке, на полу мокрые 
пятна. Это можно исправить. Нужно, 
как говорят, зподдать пару»: взять 
кипятка и маленькими порциями, ков- 
пиком, бросать его в печь на раска- 
ленные камни. Сразу горячая волна 
пахнет из печи наверх, жарче станет 
на полке, жарче и суше; исчезнут мок- 
рые пятна, высохнут пол и скамьи. 


Вопрос 3. Почему, когда подбрасы- 
вают воду на горячие камни печи, 
в парной становится суше? 

Вопрос 4. Почему нужно подбрасы- 
вать воду понемногу, а не вылить в 
каменку сразу шайку воды? 


Вопрос 5. Почему нужно бросать 
именно кипяток, а не холодную воду? 

...Но вот прошло больше часа. В пар- 
ной побывало много народу, воздух 
уже не такой свежий, сырость, на полу 
листья от веников. Пора «чистить» 
парную. Это делается так. Все выходят 
минут на десять. За это время нужно 
подмести пол, окатить его водой из 
шланга; затем открыть настежь дверь 
в парную, снаружи около двери плес- 
нуть на пол несколько шаек холод- 
ной воды; а потом начать поддавать 
пар. Свежий пар вытеснит старый, 
застоявшийся воздух парной. Телерь 
все готово, можно заходить и начи- 
нать все сначала. 


Вопрос 6. Зачем нужна лужа холод- 
ной воды у входа в парную? 

Вопрос 7..Почему свежий пар вытес- 
няет старый воздух парной? 

Итак, с правилами бани мы позна- 
комились. Давайте отвечать на воз- 
никшие вопросы. 

Первый вопрос был настолько 
прост, что на него, наверное, сразу 
ответил любой читатель. Так что нач- 
нем со второго вопроса. 

Что происходит, Когда человек на- 
ступает или садится на горячую 
скамью? Температура тела человека 
не больше 40 °С, в то время как тем- 


пература воздуха, а следовательно, 
и скамеек в хорошей парной от 80 
до 120 °С. При контакте начинается 
процесс передачи тепла от горячего 
тела (скамьи) к холодному (человеку). 
Как быстро идет процесс? Это опреде- 
ляется, в частности, теплопровод- 
ностью горячего тела. Чем больше 
теплопроводность материала, тем бы- 
стрее передается тепло от его более 
нагретых участков к менее нагретым. 
У железа, как и у других металлов, 
теплопроводность значительно боль- 
ше, чем у дереваА— примерно в 300 
раз. Когда мы соприкасаемся с горя- 
чей деревянной скамьей, остывает та 
ее часть, которая находится вблизи 
зоны контакта, и нам передается теп- 
ло, «отнятое» у малого объема скамьи. 
Иное дело, если в зоне контакта ока- 
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жется гвоздь: 
*подтягиваться» 


тепло будет быстро 
к точкам соприкос- 


` новения со всей длины гвоздя. Кроме 


того, объемная теплоемкость (то есть 
теплоемкость, рассчитанная на едики- 
цу объема) у железа примерно в 40 раз 
больше, чем у дерева; так что при оди- 
наковых условиях остывания мы от 
куска железа получим в десятки раз 
больше тепла, чем от куска дерева 
того же объема. 

Теперь, я думаю, вы сможете сами 
четко сформулировать ответ на вопрос 
2. (Заметьте: мы ничего не говорили 
о теплопроводности н теплоемкости 
человеческого тела. Подумайте сами, 
какую роль играют эти характеристи- 
ки в рассмотренном нами процессе.) 

Чтобы ответить на следующие воп- 
росы, давайте вспомним некоторые 


пучы 
ув! 


ВХ 
а ми 
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сведения из молекулярной физики, 
в частности — о водяном паре. 

Вода, как известно, может нахо- 
диться в трех агрегатных состояниях: 
твердом — лед, жидком — собственно 
то, что мы и называем водой, и газо- 
образном — пар. Что касается льда, 
то он прямого отношения к бане 
не имеет, а вот про воду и пар пого- 
ворим. 

Вода может превращаться в пар — 
это испарение, в пар может превра- 
щаться в воду — это конденсация. 
При испарении воды поглощается теп- 
ло, а при конденсации той же массы 
пара выделяется такое же количество 
тепла. В атмосфере всегда имеется 
некоторое количество водяного пара. 
Например, в жилой комнате в 1 м? 
воздуха обычно содержится около 10 г 
пара. Плотность водяного пара в воз- 
духе называют абсолютной влаж- 
ностью. 

Поставим в комнате блюдце с водой. 
Вода будет иснаряться и со временем 
вся превратится в пар. При этом абсо- 
лютная влажность в комнате повы- 
сится, но не намного — объем комна- 
ты обычно несколько десятков куби- 
ческих метров, и если в блюдце было 
10 г воды, то влажность увеличилась 
не более чем на 1 г/м”. А если такое 
же блюдце поместить в сосуд объемом 
1 л (10 3м}) и закрыть его? Количе- 
ство воды п блюдце будет уменылать- 
ся до тех пор, пока пар в сосуде не ста- 
нет насыщенным. А это произойдет 
тогда, когда число молекул, вылетаю- 
щих из воды за единицу времени, 
и число молекул, переходящих за еди- 
ницу времени из пара в воду, сравня- 
ются. И с этого времени абсолютная 
влажность воздуха в сосуде не будет 
изменяться. (Разумеется, мы имеем 
в виду, что температура сосуда все 
время остается постоянной.) 

Таким образом, при каждой темпе- 
ратуре существует максимальная аб- 
солютная влажность воздуха, равная 
плотности насыщенного водяного па- 
ра при этой температуре. Чем выше 
температура, тем больше значение 
плотности насыщенного пара. 

Понятно, что чем меньше абсолют- 
ная влажность воздуха по отношению 
к максимально возможной при данной 
температуре, тем интенсивнее идет 
испарение воды. Отношение абсолют- 
ной влажности к плотности насыщен- 
ного пара при данной температуре 
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называют относительной влажностью, 
ее измеряют в процентах. Поскольку 
давление пара пропорционально его 
плотности, относительную влажность 
можно определить по-другому: это 
есть выраженное в процентах отно- 
шение парциального давления водя- 
ного пара к давлению насыщенного 
пара при данной температуре. 

Давление насыщенного пара, так же 
как и его плотность, тем больше, чем 
выше температура. График на рисун- 
ке демонстрирует эту зависимость. 

Повышение абсолютной влажности 
при постоянной температуре воздуха 
ведет к увеличению относительной 
влажности. И если при неизменной 
абсолютной влажности температура 
воздуха понижается, то относитель- 
ная влажность будет расти. При неко- 
торой температуре она достигнет 
100 % — пар в воздухе станет насы- 
щенным, начнется его конденсация 
{появится туман, выпадет роса). Тем- 
пературу, при которой это происходит, 
называют точкой росы. 

А если увеличивается абсолютная 
влажность и растет температура? Тог- 
да относительная влажность будет за- 
висеть от того, что растет быстрее: 
плотность пара в воздухе или давле- 
ние насыщенных паров. 

Ну, а теперь вернемся к нашим воп- 
росам. 

Мы выяснили, что скорость испаре- 
ния определяется ке абсолютной 
влажностью, а относительной. Если 


при подбрасывании кипятка в камен- 
ку в парной становится суше, значит, 
относительная влажность уменьшает- 
ся (а абсолютная, конечно, увеличи- 
вается). Почему это происходит? Ког- 
да небольшое количество воды с силой 
бросают в печку, она разбрызгивается 
в маленькие капельки. Попадая на 
камни, разогретые до температуры в 
сотни градусов, капельки мгновенно 
испаряются, превращаясь в пар, тем- 
пература которого сравнима с темпе- 
ратурой самих камней. Раскаленный 
пар вырывается из печки, общая тем- 
пература воздуха в парной повышает- 
ся. Более высокой температуре соот- 
ветствует более высокая плотность 
насыщенного пара, и, значит, даже 
с учетом увеличения абсолютной 
влажности, относительная влажность 
может уменьшаться. Это и происходит 
на самом деле. | 
Понятно, почему нужно бросать во- 
ду именно маленькими порциями. 
Большая порция упадет на камни 
сравнительно большой ‹каплейь». Таз 
кая ‹капляь не сможет испариться 
так быстро, как маленькая, а просто 
начнет кипеть, образуя пар с темпе- 
ратурой 100 °С или, может быть, не- 
много выше. Но нас это не устроит. 
Весь секрет в быстротечности процес- 
са! По этой же причине нельзя бросать 
холодную воду. Ведь у камня доволь- 
но низкая теплопроводность, поэтому 
даже маленькая капля, пока будет 
нагреваться до 100 °С, успеет несколь- 


Африканская 
головоломка 


С давних времеи в Африке очень популяр- 
ны игры и головоломки с веревочкамя. Мы 
хотим предложить вам одну из таких голо- 
воломок — ее любят в Гамбии. Эта голово- 
ломка состоит из лланки с тремя отверстия- 
ми. шнурка, продернутого через центральное 
отверстяе так, как показано на рисунке, и за- 
крепленного по краям, м кольца, висящего, 
скажем, на левой петле. Требуется. передвинуть 
кольцо вдоль всего шнурка направо, не отвя- 
зывая шнурка от планки. (Шнурок примерно 
вчетверо длиннее планки, а кольцо больше, 
чем центральное отверстие в иланке.) Попро- 


ко охладить ту часть камня, с которой 
соприкасается, а значит, и темиерату- 
ра образующегося пара упадет. 

Итак, на вопросы 3, 4 и 5 мы ответи- 
ли. Вопрос 6 для нас теперь несложен. 
Вблизи лужи температура ниже, чем 
точка росы. Поэтому выходящий из’ 
парилки «отработанный» пар начина- 
ет быстро конденсироваться, как гово- 
рят, «садитьсяь на луже. В хорошей 
парилке дверь и печь расположены 
в разных концах: горячий пар, обра- 
зующийся у каменки, пройдя всю па- 
рилку, охлаждается и конденсируется 
на выходе. ` 

И наконец, последний вопрос: поче- 
му свежий пар вылесняет старый воз- 
дух парной? 

Вспомним, что при «чистке» парной 
н печь набросали несколько шаек ки- 
пятка, то есть не меньше десяти кило- 
граммов воды. Температура образо- 
вавщегося из этой воды пара — около 
300 °С. При такой температуре и при 
давлении в 1 атмосферу 10 кг водяно- 
го пара занимали бы объем более 
25 м*. Можно сказать, что мы в тече- 
ние небольшого времени ввели в поме- 
щение такое количество пара, которое 
само занимает примерно 1/9 объема 
этого помещения. Пар этот горячий, 
поэтому он поднимается вверх и вы- 
тесняет старый воздух вниз. . 

Ну, вот, а теперь, когда с физи- 
кой все стало ясно, можно присту- 
пать к практическим занятиям. Легко- 
го пара, дорогой читатель! 


буйте решить эту головоломку. Если у вас ни- 
чего не получзется, загляийте и конец номера. 


А. Т. Калинин 
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’ мосты... Они поражают 
о замысла, чистотой и совер- 


шенством линий. Тонкие вертикаль- 


ные тросы, спускаясь с изящно изо- 
гнутых провисающих канатов, легко 
удерживают в воздухе многотовную 
асфальтированную полосу, по которой 
торопливо снуют автомашины. Взгля- 
ните на рисунок — какое ощуще- 
ние воздушности и легкости! Но за 
этой легкостью скрывается чудовищ- 
ная напряженность всех звеньев 
конструкции, а величественная непод- 
вижность моста, парящего над речной 
гладью, — следствие равновесия ог- 
ромных невидимых сил, укрощенных 
разумом конструкторов. 

Прежде чем воплотиться в закон- 
ченное сооружение из стали и бетона, 
мост проектируется и тщательно рас- 
считывается большим коллективом 
инженеров-строи- 
телей. Но проектировке кон- 
кретных мостов предшествует 
разработка их общей матема- 
тической теории, решение 
многих принципиальных и 
частных математических 
задач. Одна из этих за- 
дач прямо-таки напраши- 
вается, когда смотришь 
на висячий мост: какой 
должна быть кривая, 
определяющая форму 
провисающих канатов 
чтобы обеспечить р 
их равновесие? 
Обычно на постав- 
ленный вопрос 
уверенно отве- 


АЛЕ. Х4%Ауу МЛ У о ЗА СЫ 710- 
ния. Такую форму принимает гибкая 
однородная нерастяжимая нить, кон- 
цы которой закреплены в двух точках. 
Примерно так выглядят цепь, теле- 
графный провод, свисающие под дей- 
ствием силы тяжести». Это, однако, 
неверно, в чем можно убедиться, за- 
глянув в любые учебники или спра- 
вочники по мостостроению, — в них 
дается (правильный и очень простой) 
ответ. Впрочем, в тех книгах, в кото- 
рых я его нашел, ответ дается без- 
доказательно, как некая догма. Меж- 
ду тем решение указанной задачи 
можно получить совсем элементарны- 
ми средствами, надо только немного 
уметь оперировать со скользящими 


ря рр ее 


о”. = 


векторами *). Этому решению и посвя- 
шена настоящая заметка. : 
Несущая часть висячего моста сос- 
тоит из канатов и подвесных стерж- 
ней, которые мы будем предполагать 
вертикальными, находящимися на 
одинаковых расстояниях друг от дру- 
га и одинаково нагруженными (см. ри- 
сунок). Мы будем пренебрегать вссом 
этих стержней и каната. Будем, на- 
конец, предполагать, что канат сим- 
метричен относительно некоторой вер- 
тикальной прямой и что он абсолют- 
но гибок и нерастяжим. Примем 
вертикальную плоскость, содержа- 
щую канат, за координатную плос- 
кость, прямую ее пересечения с плос- 
костью моста, которая предполагается 
горизонтальной — за ось Ох, а ось 
симметрии — за ось Оу. Обозначим 
через а расстояние между стержнями 
и через (хь, у.) — координаты вер- 
шины М, (см. схему). Допустим, 
что натяжение горизонтального звена 


*) О скользящих лекторах можно прочитать 
в статье Ю. П. Соловьева и А. Б. Сосинского в этом 
помере журнала. Для понимания иастоящей эа- 
метки, однако, иет иеобходимостн подробио ралби- 
рать всю эту статью. 


равно Т.. Натяжение следующих 
звеньев М.М., М.М.,... обозначим через 
Т,., Т.., .... в их углы наклона к го- 
ризонту — через «1, “., .... На точки 
М‚, М», ... действуют силы ЁЕ,, Ё., ..., 
равные р. Нам нужно найти значения 
ординат у;., при которых суммы сил, 
действующих на точки М,, равны 
нулю. 

Чтобы исключить всякие недоразу- 
мения с направлениями натяжений, 
будем обозначать через р 
Т. ‚+; натяжение звена 
М.М. .‚, которое оно 
испытывает в направ 
лении ММ, 1, а чере 
Т.. „;: — то же 
самое на- 
тяжение, 


а .„: 5, «| 


Несущая часть моста: 
‚. канат — ломаная 

... ММ.М.М. ..., 
подвесные стержни — 
отрезки 

-... М.Р, М.Р. МэРь 
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Ех 


> Я 
К, Ви. о 


Показанный на снимке Крымский мост через Москву-реку — один из красивейших отечественных 
висячих мостов. На фотографии хорошо видно, что обе линии подвеса. закрепленные на двух 


парах опор, имеют форму параболы. 


но в противоположном направлении. 
По соображениям симметрии доста- 
точно рассмотреть лишь одну поло- 
вину каната (скажем, ту, которая име- 
ет положительные абсциссы). Верши- 
на М, находится в равновесии под 
действием трех сил: Т,, Р, и Т,., от- 
куда 


$5 (, = ==. 
си 
Вершина М. находится в равновесии 
под действием сил Т,, ЁР и Т.. 
откуда ви. =2р/Т.. Аналогично, 


и — КР/Г.. 
Теперь мы в состоянии вычислить 


координаты (х,, у.) вершины М,. 
Координаты вершины М, равны 
(а/2, Ь), где 6 — расстояние от 


горизонтального звена до оси Ох. Ко- 
ординаты остальных вершин могут 
быть подсчитаны последовательно по 
формулам 


хх». аа, уу. Ра 


Следовательно, 
а 


Не > --(&— 1 ла, 
уно 52 (142+... -+®— == 


Формула для у; может быть получена и 
иначе. Для < вывода достаточно заметить, 
что внешние силы, приложенные п части 
М, М, ... Му каиата, образуют систему векторов, 
эквивалентных нулю, вследствие чего сумма 
их момеитоп относительно точкн М, равна 
нулю. 
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В выражениях для х, и у, имеется 
неизвестное натяжение Т.. Оно может 
быть найдено, если известна точка 
подвеса последней вершины М„. Пусть 
й — высота этой точки; тогда 

п(п—Пар 
=>, 

+—5 и 

откуда 

{п—1) ар 
И | 

м 2 В-Ь 

Если из равенств 


х=5 + — Па, 


ЕЕ —1 


исключить К, то получим, что точки 
подвеса М. лежат на параболе 


ут Хх +(ь— =) 


с вертикальной осью. 


Наш календарь 


Открытие 
рентгеновских 
лучей 


К 90-м годам прошлого 
столетия профессор Вюрц- 
бургского университета (Гер- 
мания) Вильгельм Конрад 
Рентген был уже хорошо из- 
вестеи в научиых кругах нсе- 


Эта рентгенограмма получена 
от кристалла гипса, вращаю- 


щегося {«купающегося») в 
пучне — монохромагического 
рентгеновского излучения. 


го мира как великолепный ма- 
стер физического эксперимен- 
та. Его нсследования свойств 
жидкостей м газов и льсзо- 
электрического эффекта, пря- 
мое опытное доказательство 
порождения магнитиого поля 
движущимися электрически- 
ми зарядами считались до- 
стойными подражания образ- 
цами экспериментального ис- 
кусства. Запутаиные и слу- 
жившие предметом многолет- 
них споров вопросы находи- 
ли п опытах Рентгеиа ответы, 
не оставлявшие места для сом- 
нений, в сами опыты удивля- 
ли остроумием замысла и ас- 
Кетической скромностью при- 
менявшихся эксиерименталь- 
ных средств. Ученый любил 
говорить, что все необходимое 
для опыта настоящий экспе- 
риментатор должен уметь сде- 
лать г помощью перочииного 
ножа. 


Вечером и лятиицу 8 нояб- 
ря 1895 года, закончив в пре- 
подавательскими делами, 
Рентген эксперимеитировал в 
лаборатории — как всегда, 
в одиночестве. Вот уже нс- 
Сколько недель объектом его 
исследований были вызывав- 
гие тогда жаркие споры ка- 
тодные лучи. Теперь мы зна- 
ем, что это лоток быстро несу- 
цихся электронов. Но в те вре- 
мена так называли излучение 
непонятной природы, испус- 
наемое катодом разрядной 
трубки (откачаниый до высо- 
ного вакуума стекляиный бал- 
лон, обычио удлиненной фор- 
мы, в который вблизи концов 
впаяны металлические элек- 
троды) при подаче на ее элек- 
Троды высокого напряжения. 
Там, где катодные лучи по- 
падают на стенки трубки, 
стекло люминесцирует зеле- 
ным светом: 


Рентген работал в затем- 
ненном помещении, и разряд- 
ная трубка была помещена 
в черный  светонепроницае- 
мый ‘футляр. Поблизости от 
нее на лабораторном столе ле- 
жал люминесцентный эк- 
ран — листок бумаги, покры- 
тый платиносинеродистым ба- 
рием (такие экраны, испу- 
скающие видимый свет при 
наденини на них невидимого 
излучения — ультрафиолето- 
вых или катодных лучей. — 
широко применялись тогда в 
лабораторной практике). Нео. 
Жиданно ученый заметил, что 
«гри каждом разряде через 
трубку на экраие... наблюда- 


ется яркая вспышка». Рент- 
ген незамедлительно удосто- 
верился в том, что именно раз- 
рядная трубка — источник 
невидимого нзлучения, вызы- 
вающего снечение экрана. 
Не стоило большого труда по- 
казать, что э0 невидимое из- 
лучение не может быть ии уль- 
трафиолетовыми, ии катод- 
ными лучами. В самом деле, 
вспышки на экране наблюда- 
лись и и том случае, когда 
между иим и трубкой экспе- 
риментатор помещал различ- 
ные предметы, заведомо со- 
вершенио непрозрачиые для 
ультрафиолстокых п катод- 
ных лучей — алюминиевую 
пластинку толщиной и 15 мм, 
толстенную кцигу и 1000 стра- 
ниц, наконец, собственную ру- 
ку. И Рентгену стало ясно, 
что ему посчастливилось сде- 
лать замечательное откры- 
тие — обнаружнлть новый вид 
лучей, обладакицих, м тому 
же, неслыханной проникаю- 
щей способностью. 

Было лн открытие Рентге- 
на полностью случайным или 
ш историческому экслеримеи- 
ту п темной комиате его под- 
вели какие-то иитуитивные 
соображенин, неизвестно. На 
сей счет существует множест- 
во версий — от сомнительных 
ло весьма убедительных. Но 
все они медостоверны: нераз- 
говорчивый ученый ничего ие 
рассказал, а очевидцев не бы- 
ло. Зато хороню известно, что 
следующие сем., недедь после 
В ноября Рентгёи провел и об- 
становке полиого затворниче- 
ства и лаборатории (он даже 
распорядился поставить туда 
раскладную кровать), днем и 
ночью, почти без отдыха, про- 
водя все новые и новые экспе- 
рименты, перепроверяя и 
варьируя прежние опыты. Пе- 
риод иапряжеиной работы 
оказался чреззычайно иро- 
дуктивным — Рентген выяс- 
нил, как зависит поглощение 
новых лучей ст толщины и 
плотности различных мате- 
риалов; установил, что лучи 
могут оыть емягкимих (силь- 
но поглощаемыми) и ежест- 
кими» (слабо поглощаемы- 
ми); изучил их фотографиче- 
ское действие; показал, что 
они не отклоняются электри- 
ческим п магнитным полями, 
ионизируют воздух; сконст- 
руировал разрядную трубку. 


Окончание см. на с. 27} 
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Математический кружок 


Обобщенная 
задача 
о ферзях 


С. Б. БЕЛЫЙ, 
Е. А. РОВЕНСКИЙ 


Задача о ферзях — на шахматной 
доске расставить максимальное число 
ферзей так, чтобы они не угрожали 
Оруг другу, и найти число всех та- 
ких расстановок — давно уже стала 
классической. В ХХ веке этой зада- 
чей занимался великий немецкий ма- 
тематик Карл Фридрих Гаусс (1777— 
1855), в в нашем столетии выдающий- 
ся американский математик и кибер- 
нетик Клод Шеннон (р. 1916) указал 
на ее прямое отношение к вопросам 
помехоустойчивого кодирования. 

Недавно появилось интересное обоб- 
щение ‘этой задачи, касающееся рас- 
становки максимального числа ферзей 
(«Наука и жизнь», 1982, № 3, с. 73; 

^ *Квант», 1983, № 1, 3-я стр. обл.): 
на шахматной доске расставить мак- 
симальное число ферзей р так, чтобы 
каждый из них атаковал ровно ЕЁ фер- 
зей (15Е<4). Эта задача была по- 
ставлена американским математиком 
Скоттом Кимом и опубликована в 
т. ВесгеаНопа! Ма Ветайсз, 1979-80, 
Уо1. 12, № 1, р. 53 (американский 
журиал, в котором публикуются 
статьи и задачи занимательного ха- 
рактера по математике). При &—=0 по- 
лучаем классическую задачу, для ко- 
торой р„,х=8. Подумайте, почему в 
формулировке задачи сделано огра- 
ничение &<4. Задачу Кима удалось 


- решить частично (3. Весгеайопа! Ма-. 


{Ветайсз;, 1980-81, чо. 13. № Ь 
р. 61—62). Именно: 
Р пах=10 для Ё=1, 


—14 для Ё=2. 


(1) 
(2) 


Р‘ тах 


Примеры соответствующих расста- 
новок показаны на рисунках 1 и 2. 

Для Е=3 и Е —=4 были найдены рас- 
становки р—=16 (тэм же) м р—21 
(Заепийс Атегсап, 1981, уо|. 245, 
№ 6, р. 19) соответственно, но оста- 
валось неизвестным, явлются ли эти 
числа максимальными. 

В данной заметке мы докажем, что 
=18 для Е=3, (3) 

Ртах==21 для &=4. (4) 

Рисунки Зи 4 показывают, что рас- 
становки с таким числом ферзей су- 
ществуют. Заметим, что расстановка 
с р=18 для Е=3 ранее не была из- 
вестна. Попробуем теперь найти верх- 
нюю оценку для р. 

Пусть рр— число ферзей, а а — 
число рядов (вертикалей, горизонта- 
лей и диагоналей), на которых стоит 
хотя бы один ферзь. Тогда, если бы 
ферзи не атаковали друг друга, то 
4-—4р. Но так как общее число боев 
равно рё (каждый ферзь атакует ров- 
но Ё ферзей), то 


Р тах 


2 

Докажем теперь (3). Общее число 
вертикалей, горизонталей и диагона- 
лей на доске пЖл равно 6п—2, по- 
этому 


й 
4 == 4р — или г = 


9<6п— 2. (6). 


Из (5) и (6) для доски 8.8 иполу- 
чаем р< 18. : 


№ 
| 
Й 


| 


КРЮ К, р м 


„Рис. 1. К-=1, Риах== 10. Рис. 2. = 2, риах=> 14. 


ЗИ < 74174! РЖ < 1 


КЗ; Ро == 18 р == 21 


=>ая 


К=4, 


Рис. 3. К=3, р..х=18. Рис. 4. =4, ри.х=21. 


Докажем (4). Так как угловые клет- 
ки доски не могут быть заняты фер- 
зями (почему?), получаем 

а<6п— 6. (7) 
Из (5) и (7) для доски 8.8 нахо- 
дим р 121. 


Итак, задача Кима полностью ре-. 


щшена, Нам остается добавить, что мак- 
симальные расстановки ферзей, пока- 
занные на рисунках Зи4, были най- 
дены с помощью ЭВМ (на это ушло 
около 30 минут счета на ЭВМ с чис- 
лом операций 200 тысяч в секунду). 
Читатели, умеющие программиро- 
вать, могут попробовать свои силы 
в составлении такой программы. 
Задача для исследования. 
Естественным обобщением задачи 
С. Кима является следующая задача: 
На шахматной доске пЖп расста- 
вить максимальное число Фферзей 
Ри„к=Р(п, Е) так, чтобы каждый из 
них атаковал ровно Ё ферзей (0%38< 
<«4), и найти число М=М(пт, Е) та- 


ких расетановок (две расстановки, по- 
лучающиеся друг из друга поворотом 
или симметрией, считаются одинако- 
выми). 

Мы предлагаем читателям исследо- 
вать следующие вопросы. 


1. Чему равно р 
п5 т? 

2. Чему равно М при разных п, 
пс 7? 

3. Можете ли вы указать расста- 
новки для случаев п=8, Ё=-1, 2, 3, 4, 
отличные от приведенных здесь? 

4. Можете ли вы указать расста- 
новку для п=8, #==0? 

5. Можно ли оценить Р„;„ 
ху и снизу при любых п? 

Исследуйте задачу Кима о ферзях 
для случая 
а) цилиндрической шахматной доски; 
6) тороидальной шахматной доски; 
в) трехмерной шахматной доски; 

г) п-мерной шахматной доски. 


пах При разных п, 


и М свер- 


----.-. 3 —=—=— 


Открытие 
рентгеновских 
лучей 


{Начало см. на с. 25} 


лающую более интенсивиое 
нзлучение (по существу это 
была первая реитгеновская 
трубка). 

Полученные — разультаты 
Реитгеи подытожил в вышед- 
шей в первых числах января 
1896 года брошюре зО новом 
роде лучей». Одновременно он 
разослал ведущим физикам 
мира первые рентгеновские 
снимки, в том чиоле снимок 
кисти руки своей жены. По- 
жалуй, ин одно физическое 
открытие не вызвало столь ог- 
ромного и всеобщего иитереса, 
как обнаруженне Рентгеном 


лучей, проходящих сквозь сте- 
ны и позволяющих видеть 
невидимое, Физики сразу же 
принялись повторять удиви- 
тельные опыты, журналисты 
заполнили страницы газет 
сенсациоиными сообщениямн. 
В 1901 году Рентген стал пер- 
вым лауреатом Нобелевской 
премия по физике. 
Современные области при- 
менения рентгеновских лучей 
трудно даже перечислить — 
меднцина, генетика, дефекто- 
скопия, рентгеноструктурный 
анализ, — рентгеноспектраль- 
ный анализ, исследования 
произведений стариниой жи- 
вописи, криминалистика... 
Выдающееся положение 
занимает открытие рентгенов- 
ских лучей и в истории нау- 
ки — имеино с него началась 
эра атомной и ядерной физи- 
КН. «В начале 1896 года, в тот 
самый день, когда в Париже 
стало известно об опытах 
Реиттена и о необычных свой- 
ствах лучей, испускаемых 


люминесцирующими стеика- 
ми... трубок,— рассказывал 
А. Беккерель, — я задумал ис- 
следовать, не испускает лн 
такие же лучи и всякое дру- 
гое люминесцирующее веще- 
ство». Предположение оказа- 
лось неверным, но в опытах 
Беккереля была открыта ра- 
диоактивиость. 

А Дж. Дж. Томсон вепо- 
минал: «Я исследовал в тече- 
ние некоторого времени прово- 
димость газов под действием 
электрических сил, но сталки- 
валея с трудностью найти 
какой-либо такой метод созда- 
ния проводимости, который 
был бы эффективным и из- 
дежным. Новые лучн снимали 
это затруднение... Экспери- 
менты, которые былн невоз- 
можно трудиыми до открытия 
лучей, стаиовились легкими». 
Результатом этих злегких экс- 
периментов» стало открытие 
Томсоном (весной 1897 года} 
электрона. 

Б. Е. Явелов 
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Информация 


Традиционный 
праздник 
юных 
математиков 


Праздник юных мате- 
матиков в гостеприимной 
столице Советской Аджяа- 
рии — г. Батуми — уже 
давно стал традиционным. 
Каждый год на осенние 
школьные каникулы сюда 
съезжаются юные мате- 
матики из разных кондов 
нашей страны. Организа- 
торы праздника -— Сов- 
проф Аджарии, Министер- 
ство просвещения Аджар- 
ской АССР, Аджарское от- 
деление Всесоюзного 0об- 


щества «Знание», обком 
профсоюза работников 
просвещения, городской 


отдел народного образова- 
ния и горком комсомола, 
Батумский республикан- 
ский Дворец пионеров и 
школьников, средние шко- 
лы № Ти 22, школа- 
интернат № 2 — лостара- 
лись сделать программу 
праздника более интерес- 
ной и разнообразной, чем 
в предыдущие годы. 
Центральное место 
праздника —  конферен- 
ция, на которой авторитет- 
ное жюри, состоящее из 
математиков н педагогов, 
м юные гости праздника 
заслушивают доклады н 
участвуют в их обсужде- 
нии. В этом году на долю 
жюри, возглавляемого про- 
фессором Тбилисского го- 
сударственного универси- 
тета Н. Кахниашвили, вы- 
пала болышлая нагрузка — 
в пяти секциях было за- 
слушано рекордное число 
докладов (около 60). Инте- 
ресные доклады предста- 
вили учащиеся москов- 
ских школ № 444, 5Ти 
91. К лучшим докладам 
жюри отнесло доклады де- 
сятиклассника ленинград- 
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ской школы № 45 Р. Алек- 
сеева «О некоторых цикли- 
ческих неравенствах», уча- 
щегося ленинградского 
ПТУ № 253 М. Михеева 
«Измерение радиуса шара 
маленьким циркулем и ли- 
нейкой», свердловского де- 
сятиклассника $. Толсто- 
ва «Интерпретатор языка 
РАПИРА для ЕС ЭВМЬь, 
десятиклассника Ереван- 
ской ФМШ № 1 В. Степа- 
нова *«Сходимость после- 
довательностейь, ученика 
444-й школы А. Ермакова 
96 алгоритме игры «Быки 
н коровы». Ряд интерес- 
ных докладов был пред- 
ставлен батумскими 
школьниками. 

И, как всегда, наиболь- 
щий интерес вызвал тра- 
диционный — математиче- 
ский КВН. Начался КВН 
приветствием, затем 
команды дали небольшие 
представления на тему 
«Математика в путешест- 
вииье — таким было здо- 
машнее задание». После 
этого 12 командам — уча- 
стникам КВН — ‘были 
предложены самые разные 
конкурсы: на лучшее сти- 
хотворение с заданными 
рифмами, лучшую облож- 
ку для журнала *Кванте, 
лучшую задачу в «Кванть 
для младших школьни- 
ков», ну и, конечно, много 
математических задач. 

Среди них были и зада- 
чи-шутки: Человек родил- 
ся 1 июня 90 2. до ин. >., 
а умер 1 июня 40 г. н. 5. 
Сколько лет он прожил? 
(ответ: 79 лет — не было 
нулевого года). Были и бо- 
лее серьезные задачи: Рас- 
положить 6 точек на плос- 
кости так, чтобы любые 
три из них образовывали 
равнобедренный треуголь- 
ник (ответ: эти шесть то- 


чек — вершины и цеитр 
правильного — пятиуголь- 
ника). 


КВН закончился кон- 
курсом капитанов, победи- 
телем которого стал капи- 
тан команды г. Риги 
Ю. Антимиров. Прекрасно 
выступил‘ и капитан 
команды г. Батуми 
А. Смирнов: он был един- 
ственным, давшим верный 


ответ на одно из трех зада- 
ний конкурса капитанов: 
на какое наибольшее чис- 
ло частей могут разделить 
пространство чегыре плос- 
кости, проходящие через 
одну точку (ответ: 14}, и 
этим вывел свою команду 
на первое место. В итоге 
первое место на КВН поде- 
лили команды Батуми и 
Баку, второе — команды 
школы № 57 Москвы и 
Свердловска, третье  — 
команды Ленинградского 
ПТУ и Риги. 

Программа праздника 
была очень насыщенной. 
Школьники побывали в 
Ахалшенском совхозе, со- 
вершили экскурсии в Бота- 
нический сад, дельфина- 
рий, Цихисдзири и Госу- 
дарственный музей Аджа- 
рии. В программу празд- 
ника входила и встреча с 
редакцией журнала 
«Кванте, на которой хозяе- 
ва и гости праздника по- 
здравили наш журнал с 
юбилеем — пятнадцатиле- 
тием выхода в свет перво- 
го номера «Кванта». С ин- 
тересной программой вы- 
ступили на вечере занима- 
тельной математики ба- 
кинцы. Накануне торжест- 
венного закрытия состоял- 
ся традиционный «Огонек 
дружбы» — один из самых 
символических пунктов 
программы. Все присутст- 
вующие выразили горя- 
чую признательность ини- 
циатору и вдохновителю 
этого замечательного сле- 
та юных математиков — 
заслужеиной учительнице 
республики Медее Илла- 
рионовне Жгенти. 

Н. Б. Васильев, 


В. Л. Гутенмахер, 
Б. М. Ивлев 


ввант 
для младших школ НИКОВ 


Задачи 


1. Впишите в квадратики (см. рису- 
нок) цифры от 1 до 9 так, чтобы кыпол- 
нялись указанные неравенства. 


2. Расшифруйте числовой ребус: 


ны 
+ 4 
ББ 


помцаяль^ - ВА 


’3. Маша и Павлик купили по пор- 
ции мороженого и принесли его домой. 
Павлик положил свое мороженое в 
блюдце на стол, а Маша поставила 
свое мороженое под струю вентилят>- 
ра. Чье мороженое дольше не растает? 

4. Коля и Витя, гуляя по парку, 
набрели па большую поляну, окру- 
женную липами. Коля пошел вокруг 
поляны, считая деревья. Витя сделал 
то же, но начал с другого дерева 
{хотя пошел в ту же сторону). Дерево, 
которое у Коли было двадцатым, у-Ви- 
ти было седьмым, а дерево, которое 
у Коли было седьмым, у Вити было 
девяносто четвертым. Сколько деревь- 
ев росло вокруг поляны? 

5. На рисунках А) и Б) указаны 
замкнутые обходы Клеток на двух 
фигурах шахматным конем. Исполь- 
зуя эти рисунки, постройте замкнутый 
обход шахматным конем всех клеток 
фигуры, изображенной на рисунке В). 


Эти задачи нам предложили 
#5 195 а Н. Олехник. А. П. Савин. 


. А. Гальперин. Н. И. Авилов. 
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О всемирном 
тяготении, 
приливах 

и отливах 


Доктор педагогических наук 
Н. А. РОДИНА 


В одной из книг, посвященных путе- 
шествиям, описано такое грандиозное 
явление: в часы приливов в лагуну 
одного из островов Альдабра (эти 
острова лежат в заливе Индийского 
океана у восточных берегов Африки) 
устремляются мощные потоки воды; 
в проливе, соединяющем лагуну с оке- 
аном, скорость течения достигает 
25 км/ч, а масса втекающей воды 
составляет несколько миллиардов 
тонн. В часы отливов вода устремляет- 
ся назад, в океан, дно лагуны обна- 
жается почти на две трети, и на отме- 
лях бродят тысячи птиц, выискиваю- 
щих добычу. 

; Какие же колоссальные силы +«вы- 
плескивают» воду из лагуны в часы 
отлива и поднимают ее во время при- 
лива? Это силы всемирного тяготения. 

Часто говорят, что Ньютон пришел 
к мысли о существовании сил притя- 
жения между всеми телами природы, 
наблюдая падение яблока на Землю. 
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‚важным, 


Но открытие и изучение силы тяго- 
тения имеет сложную историю. 

Еще ученые первых греческих школ 
({У—ТУ в. до н. э.) утверждали, что 
«подобное стремится соединиться е по- 
добным». В течение всего средневе- 
ковья эта идея поддерживалась ана- 
логией с притяжением магнитов. 

Много замечательных имен мы 
встретим, изучая историю становле- 
ния учения о всемирном тяготении. 
Это и Тихо Браге, в течение двадцати 
лет наблюдавший планеты солнечной 
системы и оставивший многочислен- 
ные точные данные об их движении, 
и Иоганн Кеплер, установивший на 
основе этих данных законы движения 
планет и высказавший мысль о том, 
что причиной вращения Луны вокруг 
Земли является притяжение, и Гали- 
лео Галилей, открывший спутники 
Юпитера, и многие другие. Но мы об- 
ратимся к работам Ньютона, которому 
принадлежит открытие закона все- 
мирного тяготения. 

«Лабораторией» для Ньютона слу- 
жил космос, телами, с которыми он 
проводил «опыты», — Солнце и плане- 
ты солнечной системы. Изучая дан- 
ные о движении планет, он пришел 
к выводу, что во всех случаях тело, 


- находящееся в центре (Солнце по от- 


ношению к планетам и планеты по 
отношению к своим спутникам), дей- 
ствует на обращающееся вокруг него 
тело с некоторой силой, которая и 
удерживает тело на орбите. Очень 
решающим для установле- 
ния закона всемирного тяготения был 
сделанный им вывод: сила, удержи- 
вающая небесное тело на орбите, 
обратно пропорциональна квадрату 
расстояния от центрального тела. 

А следующее положение, установ- 
ленное Ньютоном, гласит: «Тяготение 
существует ко всем телам вообще и 
пропорционально массе каждого из 
тел». 

Итак, все тела притягиваются друг 
к другу. Но если тяготение — свой- 
ство всех тел, то почему в нашей обы- 
денной жизни мы замечаем только 


одно его проявление — притяжение 


тел Землей (и замечаем ощутимо, ког- 
да несем тяжелый груз!)? Почему, 
сидя за партой рядом с товарищем, 
мы не ощущаем взаимного притяже- 
ния? 


На это отвечает Ньютон: «Если кто 


‚ возразит, что все тела, находящиеся 


у нас, по этому закону должны бы 
тяготеть друг к другу, тогда как тако- 
го рода тяготение совершенно не ощу- 
щается, то я на это отвечу, что тяготе- 
ние к этим телам, будучи во столько 
же раз меньше тяготения к Земле, 
во сколько раз масса тела меньше 
массы всей Земли, окажется гораздо 


меньше такого, которое могло бы быть. 


ощущаемо». 

Оказывается, сила, с которой притя- 
гивают друг друга два человека, нахо- 
дящиеся на расстоянии в один метр 
(например, сидящие за одним столом), 
равна приблизительно 0,00000025 Н. 

Значит, силы притяжения, в одном 
случае удерживающие планеты на ор- 
битах, могут быть в другом случае 
неощутимо малыми. 

Запишем закон всемирного тяготе- 
ния в виде формулы, введя коэффи- 
циент пропорциональности (С), свя- 
зывающий силу тяготения (РЁ) двух 
тел с их массами (т, и т.) и расстоя- 
нием между ними (Г): 
РС ты". 


(*) 


Рис. 1- р 


Чтобы вычислить силу взаимного 
притяжения двух тел, нужно знать, 
чему равен коэффициент С, то есть 
знать, с какой силой притягиваются 
друг к другу два тела, имеющие мас- 
сы, равные единице, на расстоянии, 
равном единице. 3 

Коэффициент этот можно опреде- 
лить только опытным путем. Он носит 
название гравитационной постоянной 
(«гравитация» латинское слово, 
в переводе на русский язык — тя- 
жесть). Это первая в истории физики 
постоянная. («константа» по-латыни), 
первая в семье констант, которые на- 
зывают универсальными, то есть оди- 
наковыми для всех тел природы. Нью- 
тон ввел эту константу в науку, но не 
он определил ее значение. 

Трудности определения постоянной 
тяготения обусловлены тем, что грави- 
тационное притяжение тел, исполь- 
зуемых в лабораторных опьмах, «без- 
надежно» мало, и для его измерения 
нужны тончайшие приемы. - 

...Английский ученый Генри Кавен- 
диш столь тщательно выполнял науч- 
ные измерения, что его добросовест- 
ность даже отмечена в истории физи- 
ки. Свои работы он публиковал только 
тогда, когда полностью был уверен 
в правильности и точности получен- 
ных результатов. Возможно, именно 
столь высокая требовательность к 
себе привела к тому, что о многих 
открытиях Кавендиша (и очень важ- 
ных для науки открытиях!) узнали 
почти через сто лет после того, как 
они были сделаны им, при изучении 
его записей. 

Именно Генри Кавендиш в 1798 го- 
ду определил в условиях лаборатории 
гравитационную постоянную. Схема 
установки, которой он пользовался, 
изображена на рисунке 1. 
` Два небольших свинцовых шара 
(Ти 2) были прикреплены к концам 
легкого стержня, подвешенного за се- 
редину на длинной тонкой Нити. К 
этим шарам подносились большие 
шары (А и В). Шары притягивались, 
стержень поворачивался и закручивал 
нить. Закручивание ` прекращалось, 
когда действие силы упругости нити 
уравновешивалось действием силы тя- 
готения между большим и малым ша- 
ром. А какова сила упругости нити 
при разных углах закручивания — 
это Кавендиш измерил заранее. Так 


{Окончание см. на с. 34) 
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«Начало см. на с. 30) 


что теперь по углу закручивания нити 
можно было определить силу, с кото- 
рой притягивались друг к другу боль- 
шие и маленькие шары. 

Зная силу притяжения между тела- 
ми, их массы и расстояние между 
ними, можно вычислить гравитацион- 

т.т. 
ную постоянную: так как й—=С = 


то АЕ 
тит. 
масса малого шара была т, —0,73 кг, 
масса большого шара — т,.=158 кг. 
Кавенди! нашел, что С—6,11Х 
х10-"Н. м?/ кг". А по современным 
данным гравитационная постоянная 
равна С-=:-6,672 .10—" Н.-м?/кг’. 

Теперь по формуле (%) можно вы- 
числить любую входящую в нее вели- 
чину по другим, известным величи- 
нам. Следует, однако, учитывать, что 
наиболее точно закон выполняется 
в тех случаях, когда тела имеют фор- 
му шара (и тогда г в формуле (*) — 
это расстояние между центрами ша- 
ров) и когда линейные размеры тел 
много меньше расстояния между 
ними. . 

Например, вы хотите подсчитать си- 
лу, с которой ваше тело притягивается 
к Земле. В формулу (*) нужно под- 
ставить расстояние между центром 
Земли и вашим телом (о «центре тела» 
не будем говорить, так как размеры 
любого тела на Земле, даже самой 
высокой горы, несоизмеримо малы по 
сравнению с размерами Земли; поэто- 
му за расстояние между телами при- 
нимают радиус Земли). 

Проведем подсчет для тела массой 
40 кг. Для подсчета нужно знать 
массу Земли — она равна 6 + 10?‘ кг— 
и радиус Земли. — 6400 км, или 
6,4 . 10° м. Подставляя в формулу (*) 
числовые данные, получаем: 


Е==6,67 - 10" Н.-м?/кгх 


6 - 102“ кг - 40 кг 
х ва. 07 —390 Н. 


В опытах Кавендиша 


Мы определили силу, с которой тело 
притягивается Землей, то есть силу 
тяжести, действующую на тело, нахо- 
дящееся на Земле. Но из учебника 
физики для 6 класса (с. 50) известно, 
что силу тяжести можно вычислить 
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проще: она равна 9,8 Н/кг - 40 кг-- 
—= 390 Н. Случайно ли это совпадение? 
Конечно, нет. 

‚ Вспомним, что коэффициент 
9,8 Н/кг в формуле, написанной в 
учебнике, означает, что на тело массой 
в 1 кг действует на поверхности Земли 
сила, равная 9,8 Н. А теперь внима- 
тельно посмотрите на запись закона 
всемирного тяготения. Вычисляя силу 
тяготения между любым телом на 
Земле (телом любой массы т) и Зем- 
лей, мы каждый раз будем подстав- 
лять в формулу (») одни и те же зна- 
чения следующих величин: постоян- 
ной С, массы Земли тзи ее радиуса 
гз. Значит, для всех тел одинаково 
и выражение С 7. Подсчитайте его: 


6,67 - 10" Н. м?/кг2. ло. ПИ 

(6,4 - 105 м): 
—.... особенно внимательно подумай- 
те над его наименованием и объясните 
замеченное совпадение. 

Чтобы проверить, хорошо ли вы по- 
няли закон всемирного тяготения, ре- 
шите такую задачу: почему сила тя- 
жести на планете Меркурий почти 
в 4 раза болыше, чем на Земле, хотя 
масса Меркурия составляет всего 
0,055 от массы Земли? (Если вы найде- 
те ответ, то убедиться в его правиль- 
ности вы сможете, воспользовавшись 
справочником, например +Справоч- 
ником по физике и технике», автор 
которого — А. С. Енохович. Второе 
издание этого справочника выпущено 
издательством «Просвещение» в 
1983 году.) 

Закон всемирного тяготения сыграл 
огромную роль в развитии науки и 
техники. С его помощью были откры- 
ты две планеты Солнечной системы — 
Нептун и Плутон, его используют при 
расчете скоростей, необходимых для 
запуска космических кораблей и спут- 
ников, расчете их траекторий, для 
осуществления точной посадки авто- 
матических станций на другие плане- 

Но вернемся к лагуне на островах 
Альдабра, к приливам и отливам. 

Причина возникновения приливов 
и отливов — всемирное тяготение, а 
‹главный виновник» этого явления — 
наш спутник Луна. 

Будем считать, что вода распределе- 
на по Земле тонким слоем. Так как 
сила тяготения обратно пропорцио- 
нальна квадрату расстояния между 


. 


Рис. 2. 


телами, вода, находящаяся вблизи 
точки А (рисунок 2), притягивается 
Луной сильнее, чем вода, находящая- 
ся вблизи точки В. Казалось бы, в ре- 
зультате этого вода должна перетечь 
на «лунную» сторону Земли, где обра- 
зуется водяной горб. Так как Земля 
вращается вокруг своей оси, в каж- 
дом месте вода будет раз в сутки 
подниматься (прилив) и опускаться 
(отлив). Однако в действительности 
и приливы, и отливы происходят два 
раза в сутки. Почему же это так? 
Причина в том, что Земля и Луна 
не неподвижны друг относительно 
друга. Представьте себе два шарика — 
тяжелый и легкий,— соединенные 
нитью и лежащие на гладкой горизон- 
тальной поверхности. Легкий шарик 
можно привести во вращение вокруг 
тяжелого. Однако тяжелый шарик 
при этом не останется на месте — его 
центр тоже будет двигаться по окруж- 
ности, правда, небольшого радиуса 
(см. рисунок 2). Неподвижной остает- 
ся только некоторая точка О на линии 
вдоль натянутой нити, расположенная 
вблизи тяжелого шарика (ее называ- 
ют центром масс системы). Вокруг 
этой точки и происходит вращение как 
тяжелого, так и легкого шарика. 
Точно так же Земля и Луна враща- 
ются вокруг некоторой точки, кото- 
рая, вследствие того, что Земля гораз- 
до массивнее Луны, оказывается даже 
лежащей внутри Земли (но не в ее 
центре). Центр Земли вращается во- 
круг этой точки, а вода на поверхности 
Земли отбрасывается от центра вра- 
шения. Это приводит к тому, что и на 
противоположной Луне стороне Земли 


образуется водяной горб. Поверхность 
океана принимает удлиненную фор- 
му, вытянутую в направлении Луны 
и (немного меньше) в прямо противо- 
положном направлении. Так как Зем- 
ля вращается и вокруг собственной 
оси, «двугорбая» приливная волна 
«бежит» по поверхности Земли. В тех 
областях, которые оказываются посе- 
редине между горбами, наблюдаются 
отливы. 

Изучение приливов связано со мно- 
гими трудностями. Та упрощенная 
модель, которую мы рассматривали, 
далека от реальной картины. Земля, 
как известно, не шар, она сплюснута 
у полюсов; вода не распределена рав- 
номерно по ее поверхности. Луча при 
своем движении по орбите оказывает- 
ся на разных расстояниях от Земли. 
Свой вклад в приливообразующую 
силу вносит и Солнце. А взаимное 
расположение Солнца, Земли и Луны 
периодически изменяется. Эти и мно- 
гие другие факторы существенно ска- 
зываются на реальной картинё обра- 
зования и движения приливных волн 
и могут смещать. положения водяных 
горбов, изменять их величину и т. п. 

Но главное нам теперь ясно: при- 
чина приливов и отливов — всемир- 
ное тяготение. 

Можно с уверенностью сказать, что 
еще в древности жрецы умели рас- 
считывать время приливов. Иначе как 
они могли бы творить, «чудеса», кото- 
рые описаны, например, в сказках 
Древнего Египта: +...Когда достигли 
суда канала «Двух рыб», увидели все, 
что отмели обнажились и дальше про- 
двинуться невозможно. Тогда его ве- 
личество фараон призвал Джеди и по- 
велел... И Джеди начал произносить 
над водой магические заклинания. 
По слову его вода в канале поднялась 
и покрыла отмели слоем в четыре 
локтя. И суда фараона двинулись 
дальше...» 
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чиням ни к чему. Во-первых, я с 
той же стороны двери, что и ты. 
А во-вторых, они там так шу- 
мят, что о тебя все равно не 
услышит. И’ правда, в доме 

стоял страшный шум: кто-то 
визжал, кто-то чихал, а времена- 
ми слышался оглушительный 
звон, будто там били посуду. 
— Скажите, пожалуйста, — 
спросила Алиса,— как мне по- 
пасть в дом? — Ты бы еще мо- 
гла стучать, — продолжал 
Лягушонок, не отвечая на 
вопрос,— если 6 между 
нами была дверь. На- 
пример, если б ты 
была там, ты бы 
постучала, и я 
бы тогда тебя 
выпустил. 
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‹ Этот раздел ведется у нас 
‘ ыз номера в номер с момента 
основання журнала. Публни- 
| куемые в нем задачи нестан- 
| дартвы, но для их решения 
{ не требуется знаний, выходя- 
$ щих за рамки школьной про- 
„ граммы, Наиболее трудные 
: задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки за- 
дачя мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Разу- 
меется, не все эти задачи луб- 
ликуются впервые. Решения 
задач мз этого номера можно 
отправлять не позднее 15 ок- 
тября 1985 года по адресу: 
103006 Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1. «Квант». В графе 
«Кому» напишите: «Задач- 
ник «Кванта» № 8—85» и но- 
мера задач, решения которых 
вы посылаете, например 
«№936, М937» или +Ф948». 
Решения задач из разных мо- 
меров журизла или по разным 
предметам (математике и фн- 
знке) присылайте в разных 
конвертах. Фамилию, имя н 
отчество пишите печатными 
буквамн. В письмо вложите 
конверт с написанным на нем 
вашим адресом (в этом кон- 
верте вы получите результа- 
; ты проверки решений). Усло- 
вые каждой оригинальной за- 
дачи, предлагаемой для пуб- 
Ё ликацин, присылайте ю.от- 
: дельном конверте в двух эк- 
‚ земплярах вместе с вашим ре- 
} шенмем этой запдачы (на кон- 
‚ верте пометьте: «Зэдачник 
`+Кванта», новая задача по 
нли +..новая за- 


. фызике» 
‹ дача ро математике»). 


`В начале каждого письма 
* просим указывать номер шко- 
у лы м класс, а котором вы учн- 
} тесь. Задачинк по математике 
этого номера основан на за- 
| дачах, предлагавшихся в ап- 
, реле этого гола яа «Турннре 
] городов». 
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- М937. Существует ли такая фигура Ё, что ею нель- 


` входят в некоторую цепочку. 


задачник 


пбанта 


Задачи 
№936 — М940; 4948 — 4952 


№М936. Докажите, что за Зп+1 взвешиваний на 
чашечных весах без гирь можно выделить самый 
легкий и самый тяжелый из 2п-+-2 камней, если: 
а) п=3; 6) п — любое натуральное число. 

С. В. Фоми 


зя накрыть полукруг радиуса 1, в двумя ее экзем- 
плярами можно накрыть круг радиуса 1, если Р: 
а) произвольная фигура; 6) выпуклая фигура? 

Н. Б. Васильев. А. Г. Самосват 


№М938. Радиус круга с центром О равномерно вра- 
щается, поворачиваясь за одну секунду на угол 
360°/п (где п — натуральное число, большее 3). 
В начальный момент он занимал положение ОМ., 
через секунду — положение ОМ,, еще через 2: се- 
кунды — положение ОМ,, еще через 3 секунды 
после этого — положение ОМ. и т. д., еще через 
п—1 секунд — положение ОМ) _ 1. 
а) Докажите, что если п — степень 2, то радиусы 
ОМ,, -.., ОМ._, делят круг на п равных секторов. 
6) Возможно ли это при других значениях п? 
В. В. Произволов 


№М939. В клетки таблицы 10.10 записывают 

каким-либо образом цифры 0, 1, ..., 9 так, что каж- 

дая цифра встречается 10 раз. 

а) Можно ли это сделать так, чтобы в каждой 

строке и каждом столбце встречалось не более 

4 различных цифр? 

6)* Докажите, что найдется строка или столбец, 

в котором встречается не менее 4 различных цифр. 
Л. Д. Курляндчик 


М940*. а) Квадрат разбит на прямоугольники. На- 
зовем цепочкой такое множество этих прямоуголь- 
ников, что их проекции на одну из сторон квадрата 
целиком покрывают эту сторону без перекрытий 
(рис. 1). Докажите, что любые два прямоугольника 


6) Докажите аналогичное утверждение для куба, 
разбитого на прямоугольные параллелепипеды 
(в определении цепочки сторону квадрата нужно 
заменить на ребро куба). 

в) Верно ли, что любые два параллелепипеда в 
разбиении куба принадлежат одному зелою» — 
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тол Ггол: {Не уегу @1тг36 13зие 
ОГ оиг таразпе. Тве ргоШетз 
аге попзбёапдаг@ опез, Бой {Вег 
зомйоп геашгез по шРогтаё- 
10оп оцё5у Че Ше зсоре ой {Те 


9$5$8. зесопдагу зсВоо1 зуПаЪ-- 


ия. ТВе тоге 4 Ясиьй ргоепаз 
аге тагКе “ИВ а Зак (*). 
А(ег Че зфаетепё оЁ Че 
ргоЫел:. ме изпаПу ш@сяе 
\по ргорозей И фю из. Ц яоез 


множеству параллелепипедов, проекции которых 
на некоторую грань заполняют ее целиком, не 
налагаясь друг на друга? 


А. И. Гольберг. В. А. Гурвич 


Ф948. Известно, что в небольшой «просвет» между 
машинами, стоящими у тротуара, рекомендуется 
заезжать задним ходом, а не передним. Почему? 

Г. Я. Мякишев 


'Ф949. Одинаковы ли показания термометров, один. 


из которых помещен у поверхности кипящей жид- 
кости, а другой — в ее глубине? 
Т. С. Петрова 


$950. В запаянной капиллярной трубке, находят- 
ся два столбика ртути. разделенные капелькой 
водного раствора электролита Н2Т,. Внутренний 
диаметр трубки а==0,3 мм. Трубка подключена 
последовательно с резистором с.сопротивлением 
В=390 кОм к батарее с ЭДС % —=10В (рис. 2). 
Через какое время капелька сместится на одно 
деление шкалы (см. рисунок)? 

Е. Н. Юносов, И. В. Яминский 


Ф951. Определить емкость системы конденсаторов, 
приведенной на рисунке 3. У каждого конденса- 
тора указано значение его а измеренной 
в микрофарадах. 

А. И. Буздин, С. С. Кротов 


Ф952. Наблюдатель рассматривает удаленный 
предмет и фотографию этого предмета, сделанную 
из той точки, в которой находится наблюдатель. 
Что ему кажется большим — предмет или его 
фотографическое изображение? Во сколько раз? 
Фотография была сделана аппаратом, объектив 
которого имеет фокусное расстояние Р—=3 см; при 
печатании снимка было сделано увеличение 


Ж=2,5. 


Б. С. Рыбин 


Ргоет$ 


№936 — №М940; Р948 — Р952 

мМ936. Ргоуе \Таъ Зл--1 мещЬИпяз оп а рат Ба]апсе у - 
00$ ме фз аге зислеть 40 413ИпкиВ Ме Пи ез ап@ Те 
Неау1ез 0 2п-+-2 зюопез, И а) л=3; Ъ) п 15 апу пафга! 


побег. $. И. Ротт 


№937. Поез !Теге ех!3ф а рапе Яхиге Р \сН 4оез поф соуег |. 
а Ва! 413К оГ та@шз 1, \ВИе имо сорез за се №ю соуег 
а 913К оЁ га@ше 1, М а) Р 13 ап аеБИтагу зеб №) а соп- 
уех опе? 

М. В. Уаз Щес, А. С. Затозиа! 
№938. ТВе га@!аз о? а с1тс]е кобфафез афои% Из сегите О, зхеертя 


гос ап ап! оЁ 360”/п еас}№ зесоп@ (\Веге п № а па- 
\ига! пимбег атеайег ‘Нап 3). Аб Ме та тотепе {те га- 


“Чвоце зауми ‘Ма пот ай 
{Пезе ргоШете аге @изё ри - 
сайон$. ТВе зо опз оЁ ргоВ- 
[етлз гола {115 153ще (т Казмаа 
ог 1 Раз) тау Бе роз- 
424 по 1ег ап ОсоБег 
15 № № Ше ГоПоулия а@@гс$8: 
1155К. Мозсом. 103006 Моск- 
ва К-6, ул. Горького, 32/1, 
*Нваит». Реазе зеп@ {Ве зо - 
оз 07 рус ап@ таШета- 
Исх ргоШепз$, аз ме аз ргоЪ- 
1ет$ (гот 4ИРегепё 138068, 
ип@ег зерасзёе сохехг: оп «Ме 
епуоре мчтИе Ве умог@з: 
“КУАМТ'5 РКОВГЕМ5” апа 
{Ве питфегз оЁ аЙ {фе зоуей 
рго1ст5; п уоиг 1е Мег епс1озе 
ап оп атрей зо На@@гез$е4 ел- 
уеюре — ме зВаП изе # (0 зепЯ 
уош Те соггесйоп гези 5. Л 
{Ре сп@ оГ Ше асадейис уеаг 
уе зи пир {Ше гези! оГ фе 
Жуат4 ргоШет сое. И уоц 
рауе ап огиита! ргоШМет {0 
ргорозе Гог рибИсайоп. реззе 
зеп@ 14 10 из цадег зерагае 
соусг. т \0 соре$ (т Киззап 
ог м ЕпРПМ). шао@фти ие 
зошНоп. Оп {Вс епуеоре угЦе 
МЕМ РКОВГЕМ 1№ РНУ$С$ 
(ог МАТНЕМАТ!С$)}. 


118 оссир!ез розИ\юп ОМ;. т а зесопа, розоп ОМ,, т 1мо 
тоге зесопаз, розМоп ОМ.. т &тее тоге зесоп@5, роз оп 
ОМ.. ез.. т п—1 5есоп@5 тоге, роз оп ОМ, 1. 

а) Ртоуе ал Ш п 15 а ромег оЁ 2, еп Че 
ОМ.» -.., ОМ‚_. 1 Чу 4е Те @вК што п едиа! рагё5. 

Ъ) Сап Ш!5 Варреп Гог офНег уашез ой п? 


гад 


У. У. Ргозроюь 


№939. Тне епылез оГа 10 Бу 10 4аЫе аге Ше потЪегз 0, 1,...,9, 
еасв оЁ \№МеН арреагз 10 итез. 
а} Сал И 5 а по шохге ап 4 41Мегеп@ питЪфегз арреаг 
11 еасН го\м ап@ № еасВ соштл? 
Ь)* Ргоуе а ШФеге 13 а1\ауз а го\ ог а соштп \ИН по 1е88 
{Вап 4 ЗИРТсгедь аитабеге. 

7.. О. Кигйапасви 


№М940*. а) А зацаге [= рагИИопей п®ю гссвапе1ез. Ву а “свай” 
ще медь а сойесцоп ой 4Мезе гес\апй]е; зисН а Фешг рго- 
лесЧопз оп опе о? \е зез соуег И %ИТош оуеПаррия (Ея. 1). 
Ргоуе Та апу мо гесфап;ез аге рагф ой аф Пеазё опе сВап. 
Ъ) Ргоуе а зитШаг зе4етейе ‘ох \Ме самбе рахМйопей и\о 
сибо!$ (т {е дей оп оЁ сВашт 41е мога “$14ез” #8 спапрей 
1ю “еДйез”). ° 
3) 13 1 ие \Тап апу имо собо4з т Ме рагиНой 0 Ще 
сибе Беюпй {3 \Ше зате “Чауег” — а зеё ой сибо@з уВозе 
ргодесиоп8 оп опе ой Ме Ёасез соуег № мИВоцЬ оусПарртЕ? 
А. Г. СоФеги. У. А. Синлев 


Р948. \Упеп рагКтя №3 саг тм а зтаП зрасе Бу Ме сотЬ 
реймееп 4\0 оШег сагё. апу ехрейепсей амуег у тоуе шю 
{Ве зрасе т гечегве. Му? 

С. Уа. Муашзйее 


Р949. \!Ш смо Пегтотсеег$, опе оЁ мЫсН 13 пеаг \е зигЁРасе 
о и БУбая Ио, “Ме о\тег Чеер зпзйе, 5Воу \Ме зате \ет- 


регафиге? 
Т. $. Рагога 


Р950. 11 а зей\ей сарШагу \ШЪе, м0 сомтпз оГ тегсогу 
аге 5ерагафе@ Бу а горе о? ап еесёто уе (Н&Т,) зошбоп. ТНе 
ппег Фатмебг оЁ Те ие 13 4—0,3 тт. ТВе Бе 12 соппесвеЯ 
т зоддлопсе “ИВ а тезыйот ой Я—390 ХОпм № а ЪаЦегу 
о ЕМЕ &=—10 У (Ре. 2). Ном збоп \Ш Те горе тоус 
Бу опе за БЧ злой оЁ Фе зсае звоуп оп & фе рсёите? 

Е. М. Гипозой. Т. У. Уста 


Р951. Рейегпипе \е сарасйу оГ \е зузет о? сарасНогз зЗНо\п 
оп Ебите 3. Еасй пипфег оп {е Ярите зВо\з Фе сарасЦу 
ОЁ \№е сохтевроя тя сарасИот (м писгойагайз). 


А. Г. Вигат. $. $. Ктолов 
Р952. Ап обзегуег 1о0Кз аё п @134апё обес ап@ а рНооргарВ ой 
3 ое, лаве {готл Че ро оЁ оЪ5егуайоп. \УВаф м сеет 
ыррег 0 Мт — ‘Ме обес ог Из рсте? Ву Воу тисН? 
ТНе рНофоргарй \аз 1аКеп \ИН а сатега оГ #оса! 943&апсе 
—3 ст; мНей В мах еещя рхимеб, Ме емагретет 
уаз А--2.6. >” 
В. 5. Вит 


№М916. Из середины каждой 
стороны остроугольного тре- 
угольника опущены перпен- 
дикуляры на две другие сторо- 
ны. Докажите, что площадь 
ограниченного ими шести- 
угольника равна половине 
площади треугольника. 


№917. а) Чему равна длина 
максимальной серии идущих 
подряд несчастливых биле- 
тов? 6) Сколько существует та- 
ких серий максимальной дли- 
ны? (Считается. что номера 
билетов изменяются от 000000 
100 999999 включительно; би- 
лет называется счастливым, 
если сумма первых трех цифр 
его номера равна сумме трех 
последних цифр.) 


Решения задач 
М916 — М920; 927 — $932 


Обозначим вершины данного треугольника через 
А, В, С, середины его сторон — А,, В, С, три 
другие вершины рассматриваемого в задаче щести- 
угольника — А», В., С. (см. рисунок). Заметим, 
что отрезки, соединяющие центр О описанной 
окружности треугольника АВС с серединами его 
сторон, разбивают наш шестиугольник на три па- 
раллелограмма.ОА,С.В,, ОВ, А.С, и ОС.В.А, (от- 
резки ОА, и В, параллельны, так. как оба они 
перпендикулярны стороне ВС; 
ОВИА,С. и т. д.). Отсюда следует, что треуголь- 
ники 4, В,С., ВС. А. и С,4, В, соответственно равны 
треугольникам А,В,О, В,С.О и САО, а значит, 
площадь лиестиугольника вдвое болыше площади 
треугольника А,В,С,, очевидно, равной четверти 
площади исходного треугольника. 

Другое доказательство опирается на то, что три 
высоты треугольника пересекаются в одной точке: 
А»›, В. и С. — это точки пересечения высот равных 
треугольников АВС, С,.АВ и ВСА., отсюда 
ЛА ‚В, С, М С.СА 1 АВ.А С. и С.СВ,, следова- 
тельно, наш треугольник равновелик параллело- 
грамму С,А,СВ,. 

Отметим, что в случае тупоугольного треуголь- 
ника аналогичное построение приводит к самопере- 
секающейся шестизвенной ломаной, для которой 
утверждение останется в силе, если. рассматри- 
вать так называемую «ориентированную площадь» 
(см. статью А. Л. Тоома «Сколько площадей у 
многоугольника?» в «Кванте» № 12 за 1984 г.). 

й А. А. Азамов 


а) Ответ: 1000. Любой номер билета находится 
между двумя счастливыми номерами, равными 
1000 --М№ и 1000 М-О-Е(М-Ш (№ и М4 — 
трехзначные числа), у которых три первые цифры 
совпадают, с учетом порядка, с тремя последними 
(для номера, равного 100042 -| В, где А и В — трех- 
значные числа, надо взять М= А, если А-В, и 
№М=А—1, если А >В). Поскольку разность этих 
счастливых номеров равна 1001, длина серии не- 
счастливых билетов не может быть больше 1000. 
В то же время две серии длины 1000 — от 000001 
до 001000 и от 998999 до 999998, очевидно, со- 
стоят из несчастливых номеров. 

6) Ответ: две серии; они приведены в реше- 
нии задачи а). 

Покажем, что между любыми двумя счастливы- 


ми номерами п-—афсафс *) и п’=п-4{1001= 


«Черта означает десятнчную запись: ааа, ==а, + 10° "1-4 


4а, - 10"--24..4а,. 
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аналогично 1 


мл ью т оля 


` М918.* Родиус вписанной ок- 
ружности треугольника ра- 
вен 1. й длины его сторон — 

. целые числа. Докажите. что 
эти числа — 3. Зи 5. 


№М919. ал Докажите равенство 
ь\ 


в : 


{лиха х- ага х Ч х= + . 
© о 


иле жи © ке дот ваучер °о 7 чи иьи вис 
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че ычоалкакь Усочинив р 
ара” (а’Ь7’— обе) при 0665000 и } 
обе -- 998 имеется еще хотя бы один счастливый ; 
номер. Отсюда, очевидно, следует, что других?`; 
«несчастливых серий» длины 1000, кроме указан- 
ных выше, не существует. 

Если а-29, с-20, то таким номером является 
авс (а--Пь(с—1); если а=9, то и а’ =9, а нуж- 
ный номер — а’5’с’86 с‚, где число Ь.с, получено 
увеличением на 1 одной из цифр Числа 6” 
(Б’с’ = 99); если с—=0, то с’={1 и нужный номер — 
а’6’с‘а-Ь.2, где а-6. получено из а’5’ уменьшением ` 
одной из цифр на 1 (а’В’ == 00). : 

С. Ю. Оревков : 


с э>омл ах 


Ф 


Пусть в данном треугольнике АВС длины сторон 
АВ, ВС и СА равны с, а и 5, тогда, как легко 
видеть, отрезки сторон от вершин А, В, С до точек 
касания вписанной окружности со сторонами 
равны 


О ЕТ АЯ 


х = — р: э АЕ а а=° Е (1) 


(обозначения см. на рисунке). При этом полупери- 
метр р треугольника равен хр у-+ 2. Приравнивая 
выражения для площади $ треугольника по фор- 
муле Герона — 

= ур{р-@) (р Ь)(р— с), 
и через. полупериметр и радиус г-=1 вписанной 
окружности — 


одет ще тим 


ь 


$ =рг, 
получим, что р=(р—а}(р-Ь)(р—с} или 
ху 2=хуг. (2) 


ооо сое потичиме ае ти М о. т > 


Из равенств (1) следует, что числа х, у и 2 либо все 
одновременно целые, либо полуцелые (то есть вида 
п+ 1/2, где п — целое). Во втором случае числа 
2х, 2уи 22 должны были бы быть нечетными, что 
невозможно в силу равенства (2) (2х-2у-22= 
—=4(2х+2у- 22)=4(а{ 6 --с} — нечетное число 
равно четному), и, таким образом, мы должны 
решить уравнение (2) в целых числах. 

Пусть для определенности х<у< г, тогда 
хуг < За, то есть ху < 3. Перебирая пары натураль- 
ных чисел (х, у), удовлетворяющих этому неравен- 
ству (и условию х<У), получим, что либо | 
х=у=1, и тогда 2+-2==2, что невозможно; либо } 
х=1, у-—=2, и тогда 3$+2=24, то есть 2==3; либо [ 
х=1, у=З и 2=2<5у, что противоречит нашему Н 
предположению. Итак, х=1, у=2, 2-3, то есть + 
а=у-2=5, 6=2-+х=4, с=х-ру=8. 

1 
| 


тив» 


заееьасовогииание® ен оавин тет > 


В. В. Нрасолов 


+ 

‘Если Ёи & — взаимно обратные функции, то урав- 
нения у=/(х) и х=& (у) задают на координатной 
плоскости Оху одну и ту же линию — график функ- 
ции /[. На этом соображении основано решение как 


} 


я аи орка еше состоит 


6)* Докажите неравенство 
З 


< уж Еах-+ 
(1 


3 


4 \х‘ —1 ах < 9,0001. 


№М920. а) Найдите хотя бы од- 

но решение уравнения 
ху? 

в натуральных числах. 

6)* Докажите. что уравнение 
жа = п??? 


задачи а), так и задачи 6). 

а) На рисунке 1 изображен график функции. 
Уу—= в х, гдех С [0; л/4]. Ту же линию можно задать 
уравнением х—=агсёа и, где ус [О; 1]. Поэтому пер- 
вое слагаемое в левой части доказываемого равен- 
ства — это площадь голубой фигуры на рисунке 1, 
а второе слагаемое, которое можно записать в виде 
1 . 


ас у4у. — площадь розовой фигуры. Сумма 
Я 


этих площадей есть площадь прямоугольника, 
ограничение осями координат и прямыми 
=- г, у=1, в эта площадь равна 5. 
6) Если у=\л 1, где х>0, то у =х чт, 
ЕВЕ 
откуда х=\у а На ‚рисунке 2 изображен гра- 
фик функции у=\х' 1, где хС[0; 3]. _Эта же 
линия ея У боненном х=\и —1, где 
и=[1; 482]. 
Первое слагаемое в левой части доказываемого _ 
неравенства — это площадь голубой фигуры на 
рисунке 2, а ыы слагаемое, которое можно пред- 


ставить в виде \ у’ — Гау, — площадь розовой фи- 


гуры. Сумма тих площадей есть площадь квадра- 
та, ограниченного осями координат и прямыми 
х— 3, у=3, сложенная с площадью 5 криволиней- 
ного треугольника АВС, ограниченного графиком 


у= Ти прямыми и=3, х=3. Следовательно, 
3 


ЧЕТ ак + [9 —14х=9+5. 


осей доказать, что $< 0,0001. 
Криволинейный треугольник АВС содержится 
в прямоугольнике АВСО, ограниченном прямыми 
х—3, у=3, х=4/80, у==\/82. Стороны этого прямо- 
угольника равны \/82— Зи 3—4/80. Поэтому нера- 
венство $— 5. вср< 0,0001 следует из неравенств 
\/82= 3,01 и 4802,99, которые можно ны 
вить, например, так: 
3,01*—(3--0,01)7} =(9-+0,06--0,0001> 
>(9-10,06)* = 81 - 1,08 -+ 0,0036 > 82; 
2,99: =((3—0 ,01))=(9— 0,06 + 0,0001)? = 
<(9—0 059) < 81— 1,062 + 0,0036 — 80. 
Ю. И. Ионин 


Ф 
а) Ответ: (х, цу, 2) =(1, 2, 3). 

6) Выведем из данного уравнения неравенство, 
которое позволит найти все решения перебором 
небольшого числа возможных значении неизвест- 
ных. 

Пусть для определенности х<у<.2, тогда 


имеет натуральное решение 
лишь при п—1Т и п=-8. и най- 
дите все ати решения. 


Ф927. Через сцинтияляцион- 
ный счетчик. имеощий Ффор- 
му прямоугольного паралае- 
лепипеда. пролетает заряжен- 


ная частица. п модекуды 
ецинтиллятора. лежащие 
вдоль ес траектории. испус- 


кают свет. Свет п каждой 
точке испускоется изотропно. 
то есть равномерно во все 
стороны. Какая доля световой 
энергиц выйдет из сцинтил- 
лятора в воздух. если коэф- 
фициент преломления веще- 
ства сцинтиллятора п==1.6? 
Поглощением света а сцинтил- 
ляторе пренебречь. 
Примечание: 
игол при вершине 


телесный 
конуса 


равен $ —21(1—с0$ 0). где — 
угол между осью конуса и его 
образующей. 
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ху? 
и пл (ау) 


В то же время, очевидно, хЗ+- у делится нацело 
на 2, поэтому 
ху 
следовательно, 
пу тк? (хую у. 
Деля обе части на пх’у’, мы получаем нужную 
оценку 


2 = пх?у? — 


2 (пх?у? ху), 


+» (+) 


Из нее сразу следует, что х= 1, а что при 
х>2 (и ух) левая часть неравенства (*) не 
меньше 4, а правая — меньше 3. Подставим зна- 
чение х=1 в (*)}: 


2..1 1 

пу 2-- _ Е Е ве: 
Это неравенство может выполняться лишь при 
уз (при у>4 его правая часть меньше 4). 
Вспомним, что число ж-+и=у-и должно де- 
литься на 27, причем 272у; отсюда вытекает, что 
2=} приу=1{ 1+? 2, 2=3 при у=2 (1 у =9)}, 
а при и-=3 (1--и*'=28) подходящих значений 2 не 
существует. Остается подставить тройки чисел 
(1.1, 1) и (1, 2, 3) в исходное уравнение и найти, 
что в первом случае п=3, а во втором 
п=1. 

Итак, ответ: прип—=3 х=у=2=1, при п=1 

уравнению удовлетворяет тройка (1, 2, 3) и все, 
получающиеся из нее перестановками.. 


Решенное нами уравнение напоминает по структуре уравнение 
хо Ти’ р2°==пху2, которое подробно рассматривалось в статье 
М. Г Крейна «Диофантово уравнение А. А. Маркова» 
в «Квлитее № 4 за этот год. Интересно, что это уравнение 
также разрешимо только при п=1 и п--3, однако число его 
решений п обоих случаях бесконечно. Еще одно похожее урав- 
нение в целых числах (х-Кугг-=хуз2) встречается в решении 
задачи М918. 


пху<2( 


Р. А. Мазов. В. Н. Дубровский 


+ 


Рассмотрим луч света, испущенный из произ- 
вольной точки внутри сцинтиллятора. 


Пусть а. — угол, который образует этот 
луч с пормалью М к одной из граней па- 
раллелепипеда, для определенности назовем ее 
гранью А,.а а,—=агс$1т(1/п) =: 89° — предельный 
угол полного отражения света на границе сцин- 
тиллятор — воздух. 

Докажем, что для любых значений показателя 
преломления пу о справедливы следующие 
утверждения: 


1. Луч, испущенный под углом ии», обязатель- 
но выйдет из сцинтиллятора и притом только че- 
рез грань А. 

2. Никакой луч, испущевный под углом 
и>а,, через грань А выйти не может. 


Прежде всего заметим, что при отражении 


света от граней, параллельных м, угол а не ме- 
няется (это следует непосредственно из закона 
отражения света). Далее, поскольку. для п>А/ я 
и<45°, минимальный возможный угол падения 
луча (удовлетворяющий условию а<а.!) на грани, 


параллельные м ‚ оказывается больше а, и, следо- 
вательно, через эти грани свет из сцинтил- 
лятора выйти не может. Таким образом, утверж- 
‘дение 1 доказано. 

Перейдем к доказательству второго утвержде- 
ния. Рассмотрим все возможные значения углов о 
от 0 до 180°. В области << 90°, в силу сде- 
ланного замечания, ясно, что ни при каком 
из этих углов свет через грань А выйти не мо- 
жет. При начальных углах 90°<а<180° на грань 
А могут попасть (но вовсе не обязательно по- 
падут) лишь те лучи, которые испытали полное 
отражение на грани — назовем ее В,— па- 
раллельной А. Но такие лучи не могут выйти 
через грань А, поскольку их угол падения 
на нее точно такой же, как и на грань В, от ко- 
торой они отразились. Следовательно, утвержде- 
ние 2 тоже доказано. - 

Итак, все лучи, которые выйдут из счетчика, 
сосредоточены в шести конусах — ось каждого 
конуса перпендикулярна одной из граней парал- 
лелепипеда. Телесный угол, вырезаемый всеми 
конусами, от максимально возможного телесного 
угла, равного 4л, составляет долю 


КОВ 1). 


4л п? 


Это означает, что из сцинтиллятора с п=1,6 
выйдет приблизительно 2/3 образовавшейся све- 
товой энергии. : 

С. А. Хорозов 


® 

Ф928. Два одинаковых глад- На каждый полуцилиндр действуют сила тяжести, 

с ЗрИй и БЕТ сила натяжения нити и сила давления со стороны 
{2 ‚ ПО 7 

на нерастяжимой невесомой ВТорого полуцилиндра. Запишем условие равно- 

нити так, как показано на В@есия полуцилиндра: 


рисунке. Чему равны сила в проекциях на горизонтальную ось — 
натяжения нити и сила дав- 


ления одного `полиуцилиндра Т-ЕТ сов а=М, (п 
на другой? в проекциях на вертикальную ось — 


Т эт =“. (2) 


Решая совместно уравнения (1) и (2), находим 
силу Т натяжения нити и силу № давления 
одного полуцилиндра на другой: 


пе 


Раши ' 


тЕ(1-со3 «) 


231 


Л. Г. Маркович 
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Ф929. Известно. что, охлаж- 
Зая сосуд с водой м одно- 
временно откачивая газ из 
сосуда, можно довести воду 
до кипения. Возможно да за- 
кипание жидкости при охлаж- 
дении замкнутого сосуда с 
жидкостью и газом? 


$930. Плотности поверхност- 
ного заряда на прямоуголь- 
ных пластинах плоского кон- 
денсатора равны 49 и-о. 


Расстояние между пластина- 
ми много меньше размера 
пластин. Определите напря- 
женность электрического поля 
рисунок). 


в точке А (см. 


9931. Точечный источник 
расположен на расстоянии 
2Е от линзы с фокусным рас- 
стоянием Г. На расстоянии 
1 3Р от линзы расположен эк- 
ран (см. рисунок). За линзой 
установлена круглая плас- 
тинка радиуса В. пропускаю- 
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Условие закипания жидкости при данной темпе- 
ратуре — равенство давления над ней давлению 
насыщенных паров при этой температуре. 

Если замкнутый сосуд с жидкостью и газом 
охлаждать равномерно, то при любой темпера- 
туре давление над жидкостью будет больше дав- 
ления ее насыщенных паров на величину лпар- 
циального давления газа, находящегося в сосуде. 
В этом случае жидкость при охлаждении не 
закипит. 

Если же сосуд охлаждать неравномерно, так, 
чтобы верхняя часть сосуда охлаждалась быст- 
рее, жидкость может закипеть. Это произойдет, 
когда суммарное давление газа и насыщенных 
паров над жидкостью, где температура более 
низкая, станет равным давлению насыщенных 
паров при той более высокой температуре, какую 
имеет в данный момент Жидкость. 

| Д.'А. Ашкинази 


+ 
Из соображений симметрии легко показать, что 


вектор напряженности Е, электростатического по- 
ля в точке А направлен перпендикулярно плас- 
тинам конденсатора. 

Действительно, разобьем мысленно каждую 
пластину на одинаковые малые участки. Выбе- 
рем на двух пластинах пару симметричных 
(лежащих друг против друга) участков. Напря- 


= — — 
женность Е=Е, -|-Е! поля, создаваемого заряда- 
ми этих участков в точке А, направлена зер- 
тикально (см. рисунок). Так что суммарная на- 
пряженность Е. „ поля в точке А также верти- 
кальна (то есть перпендикулярна пластинам 
конденсатора). 

Дополним мысленно каждую пластину нашего 
конденсатора еще тремя такими же пластинами | 
(с той же плотностью зарядов) так, чтобы 
точка А оказалась внутренней точкой конден- 
сатора с «учетверенными» пластинами. Напряжен- 


ЦОСТЬ Е. поля такого конденсатора в точке А 


станет равной Е. —4Е. » где Ро=о/го. Следова- 
тельно, 


О. Я. Савченко 


+ : 

Изображение источника создается на расстоянии 
==#4/(Е--4)=2Е от линзы (см. рисунок) и, сле- 
довательно, на расстоянии РЁ от экрана. Радиус 
В. освещенного пятна на экране определяется 
соотношением В „/2Е=В,/Р (В, — радиус линзы), 
откуда В,=В „/2. 


щая свет неравномерио (ра- 
диус пластинки не меньше 
радиуса линзы). При этом 
пятно. получающееся на эк- 
ране. имеет равномерную 
максимально возможную ос- 
вещенность. Как распределена 
«пропускная способность» 
пластинки вдоль ее радиуса? 


В точку экрана, лежащую на расстоянии 
г от оптической оси (г<В,), попадают лучи, 
выходящие из линзы на расстоянии 2г от оси. 
Освещенность в этой точке экрана (без исполь- 
зования пластинки) равна 


ТЕ ТЕ 
Ео(г)= ии ИЕР 
уу” +’) 
(Г — сила света источника; потерями света в 
линзе мы пренебрегаем). При использовании 
пластинки освещенность в этой ‘точке будет 


ТЕ 

Е(г)=Ео(г) - Т(2г) Е" 
где Т(2г) — «пропускная способность» плас- 
тинки в ее точках, находящихся на расстоянии 
2г от оптической оси. Понятно, что освещен- 
ность в любых точках пятна (независимо от г) 
будет одной и той же, если Т(2г)=Е(Е? г?) 3”, 
то есть 


ТРЕЕ + а > 


где Е — некоторый коэффициент пропорцио- 
нальности. 

Поскольку Т(г)<1, максимальная возможная 
освещенность во всех точках пятна при исполь- 
зовании пластинки не может быть больше ми- 
нимальной освещенности пятна, получающегося 
без пластинки. Минимальная освещенность без 
пластинки — в точках, лежащих на границе 
пятна, то есть на расстоянии В, от оптической 


оси. В эти точки попадают лучи, выходящие 


„из пластины на расстоянии А, от оси. Следова- 


тельно, максимальное значение Ё определяется 
условием Т(В.)—=1, то есть 
1 
(ЕР во/ 4) 2 ^ 
Итак, пятно на экране имеет равномерную мак- 
симально возможную освещенность, если +про- 


пускная способность» пластинки меняется вдоль 
ее радиуса по закону 


Ц 


АЕ? ?\ 312 
(274824)? 


2 ей 
(Ее В АРА: 


Т(г)= 


А. А. Лопидес 
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$932. Настройка гитары со- 
стоит в следующем: нажи- 
мая в определенном месте 
зторую струну, добиваются, 
чтобы она звучала в унисон с 
первой, далее так же настраи- 
вают другие струны. Может 
ли человек, у которого абсо- 
лютно отсутствует музыкаль- 
ный слух (то есть умение 
различать звуки по высоте), 
настроить гитару? 


Давление воздуха в том месте пространства, 
через которое проходит звуковая волна, отли- 
чается от среднего атмосферного давления на вели- 
чину Ар, которая меняется со временем по закону 
Ар=ро соз «Ь 

где р, — амплитуда избыточного давления, ха- 
рактеризующая громкость звука (определяется 
начальными условиями возбуждения звука), ® — 
частота колебаний, характеризующая тон (высо- 
ту) звука (определяется частотой колебаний ис- 
точника звука). 

Представим себе, что мы дернули одновре- 
менно с одинаковой силой две гитарные струны, 
зажав их так, что в случае точной настройки 
они должны были бы издавать звуки одной и 
той же высоты. Суммарное дополнительное дав- 
ление воздуха будет меняться со временем по 
закону 


Ар .==росов 1-Е росов((о +66) ‹)= 
арььй 9+ Зо (ь+ 1+ 3), 


где $6 — разность частот, которая и опреде- 
ляет степень «расстроенностиь инструмента, ф — 
возможный сдвиг фаз в колебаниях струн. 
Поскольку в нашей задаче бо мало, колебания на 
слух будут восприниматься как звук частоты 
«--6ю/2=щ, но громкость звука будет меняться 
со временем с частотой бю/2, то есть с периодом 
Т=4л/6ю. Понятно, что чем меньше бо, ‘тем 
больше период Т. Увеличения этого периода и надо 
добиваться, подкручивая колки на гитаре. 

И. И. Мазин 


Информация 
временной физики. Для десятиклассников орга- 
Вечерняя низуются факультативные занятия по матема- 
тике. Успешно закончившие обучение полу- 
физическая чают справку об окончаннн ВФШ. 


Прием в ВФШ производится по результа- 
там собеседования, которое будет проводиться 
начиная © 24 сентября. Работающая молодежь 
зачисляется вне конкуреа. Для поступления 
в школу необходимо лично заполнить заявле- 
ние в комитете ВЛКСМ физфака МГУ (< при- 
ложением двух фотокарточек размером 
3.4 см). Заявления можно подавать с 5 по 
21 сентября ежедневно, кроме воскресенья, 
е 16 до 18 часов. 


школа при МГУ 


Вечерняя физическая школа (ВФШ) при фи- 
зическом факультете МГУ объявляет набор уча- 
дихся в 8, 9 и 10 классы на очередной 
учебный год. 

Основная цель ВФШ — помочь учащимся 
глубже изучить физику в объеме школьной 
программы. Занятия в школе проводятся в 
форме лекций, читаемых раз в две недели, 
и еженедельных семинаров. Кроме того. уча- 


щиеся смогут посетить научные лаборатории 
факультета и на лекциях ведущих ученых по- 
знакомиться с основными направлениями со- 
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Адрес ВФШ: 119899, Москва, Ленинские 
горы, МГУ, физический факультет, ВФШ. Те- 
лефон: 139-26-56. 


о БЫ Удо а 6 10 


Околонаучная информация 


Учеными Академгородка были расшифро- 
ваны сигналы. посланные неизвестной цивили- 
зацией. Начало В сигнала соответствует 12 ча- 
сам московского времени. 

&: ® ® 

Институт метрологии утвердил новую еди- 

ницу времени в СИ: сиюминуту. 
* & ® 

Для любителей кубика Рубика: доказана 
теорема п том, что КР можно привести к нс- 
ходному состоянию из любого положения не 
более чем за 6 ходов. При доказательстве ис- 
пользованы кубик Рубика, широкая кисть и на- 
бор из шести красок. | 

® * ® 

На экзамене по математике преподаватель 
А. Е. Иванов отобрал шпаргалку у студента 
Б. Петрова н, рассматривая пожелтевшие лист- 
ки, узнал свой почерк пятнадцатилетней дав- 
ности. 3 

* & ® 

Вышел из печати сборник «Избранные про- 
изведения». В сборник помещены 64 произне- 
дения типа 2Х2=4, 5.5—25, 6х6—36, 
7Ж17=49 ит. п. я 
В № ® ® 

Электриков заинтересует новое издание кни- 
ги И. А. Гончарова «Обрыв». 


Для абитуриентов, сдающих литературу 
письменно, выпущено нолное собрание сочине- 
ний. Интересующиеся могут обратиться в кон- 
тору БРД. 

* * ь 

Весь натуральный ряд чисел выучил сту- 
дент Вася Семечкин. Демонстрация феномена 
продолжается в аудитории 215. 


Это любопытно! 


Аксиома 1. Что написано пером, то не выру- 
бишь топором. 
Аксиома 2. Лес можно вырубить топором. 
Следствие. Лес пером не описать. 
* * * 
Аксиома 3. Обещанного три года ждут. 
Аксиома 4. Семеро одного не ждут. 
Следствие. Если семеро ждут обещанного 
‚три года, им обещано не одно. 
По материалам клуба БРД 
математического факультета 
НГУ и газеты МФТИ «За науку» 


Практикум абитуриента 


® 


Парадоксы 
плоского 
конденсатора 


Доктор физико-математических наук 
С. М. КОЗЕЛ 


«Какие могут быть здесь парадок- 
сы, — скажет читатель, —- ведь это 
такая простая электрическая систе- 
ма». И действительно, что может быть 
проше плоского конденсатора? Из 
школьного учебника физики мы зна- 
ем, что так называют систему, состо- 
ящую из двух параллельно располо- 
женных на небольшом расстоянии 
проводящих пластин, между которы- 
ми находится слой диэлектрика. 

Если пластины (обкладки)’ конден- 
сатора подсоединить к полюсам. ба- 
тареи, то на одной из них появится 
некоторый заряд -{а, а на другой — 
заряд — 4. Электрическое поле плоско- 
го конденсатора сосредоточено, в ос- 
новном, в пространстве между пласти- 
нами. Это поле однородно, то есть 


вектор напряженности Е одинаков во 
всех точках. Емкость плоского кон- 
денсатора выражается формулой 


#029 
С=— ив = р 
\ч а 
где АФ — разность потенциалов меж- 


ду обкладками конденсатора, $ — 
площадь каждой пластины, @ — рас- 
стояние между ними. = — диэлектри- 
ческая проницаемость среды, 
электрическая постоянная. 
Казалось бы, все ясно. А между 
тем многие абитуриенты, «встретив- 
шись» на экзамене с плоским кон- 
денсатором, испытывают определен- 
ные затруднения. В ряде случаев они, 
опираясь, вроде бы, на хорошо извест- 
ные факты, приходят к противоречи- 
вым результатам, и возникает пара- 
доксальная ситуация. Разумеется, все 
эти парадоксы можно легко разре- 


ве — 
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шить, если глубоко и неформально 
разобраться в законах электростати- 
ки. Приведем несколько конкретных 
примеров. 

Парадокс 1. Рассмотрим заряжен- 
ный плоский воздушный конденсатор. 
Разность потенциалов между его об- 
кладками 


Е 2:90. 
Аф= С +5 


Обратим внимание на то, что Аф 
пропорционально расстоянию 4 меж- 
ду пластинами конденсатора. Это зна- 
чит, что, раздвигая пластины заря- 
женного конденсатора, мы можем уве- 
личивать разность потенциалов меж- 
ду ними. Зарядив, например, конден- 
сатор до разности потенциалов 10 Ви 
увеличив затем зазор 4 в 10°, 10*, ... 
раз, мы получим АФ равным, соответ- 
ственно, 10* В, 10° В ит. д. Какой 
простой и хороший способ создания 
ускорителя ‘заряженных частиц! Не 
правда ли? 

Мы явно вступаем здесь в противо- 
речие со здравым смыслом, который 
подсказывает нам, что еще один шаг, 
й мы придем к нарушению одного 
аз основных принципов физики — за- 
кона сохранения энергии. 

И все же, правильны или нет наши 
рассуждения? Обычно абитуриенты 
сразу отвечают, что такого быть не 
может, но далеко не все указывают 
физическую причину этого. А на 
самом деле все очень просто. Приве- 
денная формула для емкости плоско- 
го конденсатора справедлива только 
при малых значениях 4, то есть когда 
4 существенно меньше линейных раз- 
меров пластин. При больших зазорах 
между обкладками поле перестает 
быть однородным и разность потен- 
циалов А перестает линейно зависеть 
от 4. 

Мы затронули здесь очень важный 
вопрос о пределах применимости фи- 
зических результатов. Любая физи- 
ческая модель всегда имеет ограни- 
ченную применимость. Нельзя, напри- 
мер, применять модель идеального 
газа к реальным газам при высоких 
давлениях и низких температурах. 
Формула для емкости плоского кон- 
денсатора перестает «работать», когда 
расстояние между обкладками стано- 
вится достаточно большим и электри- 
ческое поле между ними оказывается 


неоднородным. Нельзя непосредствен- 
но применять закон Кулона для оп- 
ределения силы электрического взаи- 
модействия между пластинами плос- 
кого конденсатора. К сожалению, 
абитуриенты нередко в этом случае 
пишут формулу Р= Е 
4ле 4? 
как правильное выражение для силы 
Е 2 


имеет вид Ё=0 в — = 


сила не зависит от расстояния 4). 
Теперь сформулируем задачу для 
самостоятельного решения. 


Задача 1. Попробуйте оценить, во сколь- 
ко раз можно увеличить разность потенциа- 
лов между обкладками заряженного плоского 
конденсатора, если удалить их на очень боль- 
шое расстояние друг от друга. Линейный раз- 


мер пластин а=—\/ `5 и начальное расстояние 4 
между ними считать известными. 

Заметим, что такого рода задичи нв оценки, 
где точный расчет затруднителен, играют в фи- 
зике большую роль. Они требуют выбора 
упрощенной физической модели и позволяют 
оценить масштабы явления по порядку вели- 
чины. . Е 

Парадокс 2. Возьмем заряженный и 
изолированный плоский конденсатор 
и просверлим в его пластинах два ма- 
леньких отверстия — одно напротив 
другого. При этом поле внутри кон- 
денсатора практически не изменится и 
останется однородным. Пусть через 
одно из отверстий в конденсатор 
влетает с небольшой начальной ско- 
ростью заряженная частица так, что- 
бы электрическое поле конденсатора 
ускоряло ее (рис. 1). (Для этого, оче- 
видно, частица должна влетать в кон- 
денсатор через отверстие в одноимен- 
но заряженной пластине.) 

Пролетев через конденсатор, части- 
ца вылетает из другого отверстия, 
приобретя дополнительную энергию 

- АИ’=9Аф. Теперь предлагается се по- 
мощью магнитного поля изменить 
направление движения частицы та- 
ким образом, чтобы она снова влетела 


‚ в то время 


(при этом 


Рис. 1. 


через первое отверстие в конденса- 
тор. Напомним, что сила Лоренца, 
действующая со стороны магнитного 
поля на движущуюся заряженную 
частицу, не совершает работы, так 
как она перпендикулярна вектору ско- 
рости частицы. 

При повторном пролете через кон- 
денсатор частица вновь приобретет до- 
полнительную энергию АИ’, в следую- 
щем цикле — еще АУ’ ит. д. Мыс вами 
«изобрели» циклический ускоритель, 
который не нуждается в источнике 
энергии. Еще немного фантазни — и 
мы сконструируем так называемый 
вечный двигатель, работающий без по- 
требления энергии! 

К этому ошибочному результату мы 
пришли потому, что не приняли во 
внимание одно из фундаментальных 
свойств электростатического поля — 
его потенциальный характер. Потен- 
циальность электростатического поля 
означает, что если из одной точки 
пространства в другую мы переносим 
заряженное тело, то работа электри- 
ческих сил не зависит от формы пути, 
& определяется только положениями 
начальной и конечной точек. Отсюда 
следует, что если заряженное тело 
переносить по замкнутой траектории, 
то при возвращении в исходную точ- 
ку полная работа электрических сил 
обращается в нуль. (Напомним, что 
таким же свойством обладает и гра- 
витационное поле.) Именно это свойст- 
во позволяет ввести понятия потен- 
циальной энергии и потенциала. 

В нашем случае при движении за- 
‚ряженной частицы внутри конденса- 
тора электрическое поле ускоряет, а 
вне конденсатора — тормозит ее, и 
когда частица подлетает к отверстию 
в первой пластине, ее энергия прини- 
мает прежнее значение. Это означает, 
что в рассматриваемом примере мы 
принципиально не можем пренебре- 
гать полем вне плоского конденса- 
тора. Разумеется, оно значительно 
слабее поля между обкладками, но в 
нем частица пролетает гораздо боль- 
ший путь; в результате в тормозя- 


°щем поле вне конденсатора она теряет 


как раз ту энергию, которую сообщило 
ей ускоряющее поле внутри конден- 
сатора. 


Парадокс 3. Вот еще один пример, 
показывающий, что пренебрежение 


- внешним полем плоского конденса- 


тора (или, как его называют, полем 
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рассеяния) может привести к принци- 
пиально неверным выводам. 

В школьном учебнике сказано, что 
тела, в том числе и проводящие, 
расположенные вне конденсатора, 
практически не влияют на его емкость. 
Чаще всего так и бывает. Пусть, 
например, вблизи обкладки плоского 
конденсатора расположена еще одна 
проводящая незаряженная пластина 
«а» (рис. 2). Эта пластина не изменит 
поля внутри конденсатора ы его 
емкость останется прежней. Поднесем 
теперь к конденсатору еще одну плас- 
тину — +6» и расположим ее вблизи 
второй обкладки конденсатора. И эта 
пластина не окажет влияния на ем- 
кость конденсатора. 

Теперь соединим внешние незаря- 
женные пластины проводником. Наш 
конденсатор оказался как бы встав- 
ленным внутрь проводящей коробки. 
Что при этом произойдет? 

Многие абитуриенты утверждают, 
что и в этом случае поле между 
обкладками конденсатора не изменит- 
ся (так как внешние пластины были не 
‚заряжены) и, следовательно, емкость 
конденсатора тоже не изменится. А 
между тем схема, изображенная на 
рисунке 2, при замкнутых крайних 
пластинах эквивалентна цепи из трех. 
конденсаторов (рис. 3). Если все про- 
межутки между пластинами одинако- 
вы, то емкость такого сложного кон- 
денсатора равна С=='/.С,, где С, — 
первоначальная емкость. Таким обра- 
зом, емкость изменилась, а именно — 
увеличилась в 1,5 раза. Как это можно 
объяснить? 


Оказывается, причиной всему — 
поле рассеяния конденсатора. Под 
его действием происходит перераспре- 
деление зарядов на внешних пласти- 
нах, в результате чего верхняя плас- 
тина а» оказывается заряженной от- 
рицательно, а нижняя +*бь — поло- 
жительно. (Кстати сказать, из рисунка 
3 следует, что если одну из внешних 
пластин соединить проводником с од- 
ной из пластин данного конденсатора, 
то емкость станет равной 2С..) 


Парадокс 4. Пусть мы имеем два 
одинаковых конденсатора (даже не 
обязательно плоских) емкостью С 
каждый. Один из них заряжен заря- 
дом до, в другой не заряжен. Злектри- 
ческая энергия, запасенная в конден- 
саторах, равна 
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Рис. 3. 


Чо 
Со 

Соединим теперь конденсаторы па- 
раллельно друг другу. Тогда общий 
заряд конденсаторов останется преж- 
ним и равным 4., а суммарная ем- 
кость будет равна 2С. Теперь электри- 
ческая энергия системы равна 

9 _1 
= 0—5 и. 

Куда же девалась половина преж- 
него запаса энергии? (Заметим, что. 
при соединении конденсаторов ника- 
кой внешней работы не совершает- 
ся.) 

Для того чтобы разобраться в этом, 
рассмотрим случай, когда конденсато- 
ры подсоединяются друг к другу че- 
рез резистор с сопротивлением В 
(рис. 4). При перезарядке конденсато- 
ров по резистору протекает ток, и, 
следовательно, на нем выделяется 
джоулево тепло. Здесь как будто все 
ясно. Но получим ли мы количест- 
венное. согласие? Проведем расчет. 
Для этого. нам потребуется умение 
дифференцировать и интегрировать. 


Чтобы рассчнтать джоулево тепло, необхо- 
днмо найти зависимость тока от временн. 

Обозиачим заряд правого конденсатора на 
рисунке 4 в некоторый момент времени {1 после 
замыкания ключа через 9. Тогда заряд лево- 
го конденсатора в тот же момент равен 9—4, 
а ток, протекающий по сопротивлению К, — 


р (9—4 9 _ 1 
ВЧ" - С) = 86—29} 
Если принять во внимание, что по определе- 


нию Ток равен изменению заряда а единицу 


и’, 


времени (производной от заряда по времени): 


Я. то мы получим уравнение 


ы а 2 1 
4 И 
а + РС%- ВС 


Удобнее записать уравнение не для заряда, а 
для тока, поэтому написанное выше соотно- 
шение почленно продифференцируем по вре- 
мени: 


4 2 4 2 
аг "АС 1=0, или 1 =—е 4. 


Последнее уравнение легко проинтегриро- 
вать. При этом левую часть нужно про- 
иитегрировать в пределах от первоначаль- 
ного значения тока Ё до значения тока 
К и рассматриваемый момент времени, а 
правую — от 0 до #: 


р] 
Ра 


11) —ш = — НС г, 


—адис). 


или 

По=ке 
Значение тока &, н первый момент после замы- 
кания ключа можно определить из следующих 
физических соображений: в первый момент ле- 
вый конденсатор заряжен до разиости потенци- 
алов 090/С, а правый — не заряжен. По- 
этому падение напряжения на резисторе 
как раз равно 945./С. Отсюда следует, что 
5 = 9°/(СЕ). 

График функции &2) изображен на рисун- 
ке 65. Такие функции называются экспо- 
нентами. Они очень часто встречаются при 
решении физических задач. Время т, п тече- 
ние которого сила тока уменышается в е раз, 
называется постоянной времени системы. В на- 
шем случае т-—=СВ/2. Чем меньше сопротив- 
ление В, тем быстрее происходит затухание 
зока. 

Теперь нам осталось вычислить 
лево тепло: 


джоу- 


© 


2 &5 
а= } рава фемиясаи = 


о СЕ [о 
4 2 
= ас = и 1 


Итак, парадокс разрешен. Независи- 
мо от величины В ровно половина 
первоначальной энергии конденсато- 
ра переходит в тепло, а вторая поло- 
вина сохраняется в виде электриче- 
ской энергии конденсаторов после их 
перезарядки. Пусть вас не смущает 
некоторая сложность приведенного 
расчета. Такие расчеты, наверное, на 
приемных экзаменах от вас не потре- 


Е 


Рис. 4. 


буются. Нам важно было показать, 
что строгий расчет полностью разре- 
шает противоречие. 

Остается сказать несколько слов 0 пре- 
дельном случае В-—0. Что, если мы соеди- 
ним конденсаторы идеальнымн проводниками 
(сверхпроводниками}? Формально наш резуль- 
тат остается в силе, так как он вообще не 
зависнт от величины А. Но где же выделяется 
«потерянная» энергия и в каком внде? 

Разумеется, в этом предельном случае 
джоулева тепла нет, но существенную роль 
начинает играть излучение электромагнитной 
знергии. При быстрых изменениях тока в цепи 
в окружающем пространстве возникает пере- 
менное электромагнитное поле, и половина 
первоначальной энергии уносится электромаг- 
нитной волиой. 

Следует отметить, что п этом случае необ- 
ходимо учитывать небольшую индуктивность 
соединительных проводов. Тогда цепь стано- 
вится похожей на колебательный контур с 
малым (но не бесконечно малым!) затуханием. 
Процесс перезарядки конденсаторов приоб- 
ретает колебательный характер, и излучением 
злектромагнитной энергии в окружающее про- 
странство пренебречь никак нельзя. 

Еще один парадокс, очень похожий 
на предыдущий, попробуйте разре- 
шить сами. 

Задача 2. Имеется незаряженный кон- 
денсатор емкостью С и батарея с ЭДС И. Под- 
соединим обкладки конденсатора к полюсам ба- 
тареи. Тогда на пластинах появится заряд 
9=<С%, и конденсатор приобретет электричес- 
кую энергию \/=С\“/2. При этом батарея со- 
вершит работу А =9# =С#". Мы видим, что 
У’='/.А. Куда же девалась вторая половина 
работы, совершенной батареей? 


Парадокс 5. Плоский воздушный 
конденсатор емкостью С заполнили 
диэлектрической жидкостью с прони- 
цаемостью г и зарядили до напряже- 
ния {. При этом конденсатор приоб- 
рел электрическую энергию И’, = 
—=еСИ?} 2. Затем конденсатор отсоеди- 
нили от источника, жидкость слили и 
после этого разрядили. Легко сообра- 
зить, что при разрядке выделится 
энергия И’, =.СИ/2=И/, (заряд кон- 
денсатора 9=СИ при сливании жид- 
кости не изменился, а емкость стала 
равной С). Получается, что при раз- 
рядке конденсатора выделится больше 


Рис. 5. 


+++++++ +++ | К 
\ ----= (© 
аеанЕнкЕ — С В 
о и | 
—===— +++ 
Рис. 6. Рис. 7. 


энергии, чем он получил при зарядке. 
Например, при #==2 И/.—=2И”,. Возник- 
ла явно парадоксальная ситуация. 

Хотя задача о разрядке конденсато- 
ра, из которого удален диэлектрик, 
в разных вариантах хорошо известна, 
многие абитуриенты испытывают 
серьсзные затруднения, пытаясь раз- 
решить этот парадокс. А объяснение 
здесь очень простое. 

При удалении диэлектрика из заря- 
женного конденсатора нужно совер- 
шить некоторую внешнюю положи- 
тельную работу, так как диэлектрик 
всегда втягивается в область более 
сильного электрического поля (между 
обкладками). За счет этой положи- 
тельной работы внешней силы и будет 
увеличиваться электрическая энергия 
конденсатора: 


У, — У’, —=А внеш. 
В нашем случае жидкий диэлектрик 
вытекает из конденсатора под дейст- 
вием силы тяжести, поэтому энергия 
конденсатора возрастет на величину 
работы силы тяжести. Если бы кон- 
денсатор все время оставался под- 
ключенным к источнику, то необходи- 
мо было бы учитывать еще и работу 
батареи: 

И,.— и, =А РА бат . 

Это соотношение выражает закон 
сохранения энергии для изолирован- 
ного конденсатора (и вообще для ‘лю- 
бой изолированной электростатичес- 
кой системы) при наличии внешних 
сил, совершающих работу. 


Задача 3. Попробуйте самостоятельно 
найти внешнюю работу м работу, которую 
совершает батарея с ЭДС ©. при сливе жид- 
кого диэлектрика с проницаемостью ? из кон- 
денсатора, подсоединенного к ее полюсам. 
Емкость воздушного конденсатора равна С. 


Если в системе есть активное со- 
противление, то необходимо учиты- 
вать и джоулево тепло. В этом общем 
случае закон сохранения энергии 
удобно записывать в виде 


А в.-@==А У/—А внеш 
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— работа, совершаемая источником, 
за вычетом джоулева тепла идет на 
увеличение электростатической энер- 
гии системы и на работу против внеш- 
них сил. 

В заключение предлагаем еще нес- 
‚колько задач для самостоятельного 
решения. 


Задачи 

4. В плоский конденсатор й площадью плас- 
тин $ и расстоянием между ними 4 вставлена 
незаряженнвя металлическая пластина толщи- 
мой {, иараллельная его обклалкам. Коиден- 
сатор подсоединен к батарее в ЭДС ©. Какую 
работу надо совершить, чтобы удалить пласти- 
ну из конденсатора? Рассмотреть дна случая: 
а) перед удалением пластины конденсатор 
отключают от батареи; 6) конденсатор все время 
остается подключенным к батарее. 

5. Два одинаковых плоских конденсатора 
емкостью С заряжены зарядом 4 каждый и 
отсоединены от источника. Затем конденсато- 
ры вставляют друг в друга двумя сносо- 
бами, как показано на рисункс 6. Какую ра- 
боту нужно совершить в каждом из этих слу- 
чаев? Пластины конденсаторов считать тон- 
кими, а расстояния между пластинами — оди- 
наковыми, у 

6. Определите максимальную снлу взаимо- 
действия между обкладками плоского конден- 
сатора емкостью С и количество теплоты, 
выделившееся на резисторе с сопротивлением В, 
посаде замыкания ключа, если максималь- 
ный ток н цепи равен 2, (рис. Г). Расстояние 
между обкяадками конденсатора 4. 


Информация 


УП Московский 
турнир 
юных физиков 


Часами измеряется время. 

А. временем жизнь человеческая; 
Но чем. скажи, измеришь ты 
Глубину Восточного оквана- 


Козьма Прутков 


УП Московский туркир был проведеи 
физическим факультетом МГУ им. М. В. Ломо- 
носова п октября 1984 г. ло февраль 1985 г. 
В этом соревноваиии старшеклассников при- 
ияло участие 46 школ Москвы и Московской 
области. 

Первое место и переходящий приз турнира 
присуждены комаиде школы № 47 (капитан — 
О. Виноградова). второе место — командам 
школ № 7Т (Р. Баско} и ФМШ № 18 при МГУ 
(А. Михеев), третье ‘место — командам школ 
№ 57 (В. Садов), № 82 пос. Черноголовка 
(В. Барзыкин), № 542 при МИФИ (0. Заборон- 
ский) и № 679 (А. Никитин). Победителем 
конкурса капитанов стал А. Михеев (ФМШ 
№ 18). За лучший доклад на турнире почетной 
грамотой была награждена А. Буйволова 
(с. ш. № Т). За активное участие в турнире 
и проявленные глубокие знания по физике жю- 
рн вручило грамоты и подарки 17-ти школь- 
никам. Физический факультет МГУ награднл 
школы, команды которых показали высокие 
результаты, физическими приборами. 

Ниже мы публикуем задачи финала 
ТЮФ-УП. Вы можете использовать ик при про- 
ведении в школе физических олимпиад и викто- 
рии, вечеров науки, физбоев. в работе физн- 
ческих кружков. 


Лемашние залзанил финалиссим гу мера 


На выпонение этих заданий школьиикам 
отводился один месяц. 


1. «Оптический зажигательный прибор». 
*В этих моих рассуждениях мне представля- 
ется возможиым достигнуть цели только одним 
способом: собиранием фокусов нескольких 
линз или зеркал в одио место, где соединенными 
силами они и произведут жар больший, чем 
известный до снх пор.» (М. В. Ломоносов) 

Как зависит максимальная темиература 
разогрева и скорость разогрева объекта от числа 
пучков в приборе, предложенном М. В. Ломо- 
носовым? К чему приведет замена солнечных 
пучков лазерными? 

2. «Катушка». На бумажном каркасе намо- 
тана в несколько слоев катушка из медной 
проволоки. Определить число витков катушки, 
не разматывая ее. Оценить омическое сопро- 
тивление, индуктивность и емкость катушки. 
Для экспериментов была выдана катушка п та- 
кими параметрами: диаметр провода 0,8 мм, 
диаметр катушки 30 мм, длина намотки 20 мм, 
число витков 125. 


3. «Ячейки Бенара». Создать установку для 
демонстрации ячеек Бенара. Как зависит в ва- 
шей установке размер ячеек от разиости тем- 
первтур между нижним и верхним слоями 
жидкости и от толщины слоя жидкости? 


но 


> 


Примерные параметры установки: 

1 — латуиная пластина толщиной 1—3 мм; 

2 — кусок трубы из теплоизоляционного 
материала (эбонит, оргстекло); внутренний диа- 
метр 100 мы, высота 30 мм. Трубу следует 
приклеить к пластине эпоксидной смолой; 

$ — прозрачная крышка (стекло). 

Исследуемая жидкость — подсолнечное мас- 
ло, в которое надо насыпать щепотку серебрян- 
ки (мелкого алюминиевого порошка). Налейте 
тонкий слой жидкости в получившуюся ван- 
ночку, закройте крышкой и начинайте равно- 
мерный нагрев ннжней пластины — скоро вы 
обнаружите ячейки  Бенара. (См. также 
«Кванте, 1977, № 4, с. 24.) 

4. «Снежный покров». 

«Мороз снежком укутывал: 

«Смотри, не замерзай!» 


(Из детской песенки) 


«Подсчитано, что если бы сиегом укрылась 
вся Земля, то средняя температура се поверх- 
ности понизилась бы от существующей сейчас 
+15 °С до —88 °С.ь 

(Из ученой кциги) 

В этих двух цитатах заключен физический 
парадокс — от снега тепло и... холодно. Разре- 
шите этот парадокс. 

5. «Представлеяяее. Разыграть с участием 
членов команды и болельщиков представление 
на физическую тему. Длительность представ- 
ления — 5 мин. Жанр произвольный. 
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Конкурс капитанов и болельщиков 


Капитаны выполняли эти задания с двумя 
помощниками. Болельщики работали индиви- 
дуально или группами м присылали ответы 
в пользу одиой из команд-финалистов. Время‘ 
на выполнение каждого задания — 5 минут. 

Большинство задач этого конкурса быля 
предложены командами школ, участвовавших 
во втором туре турнира. 


1. «Вольтметрые. В электрической схеме, 
приведениой иа рисунке, все вольтметры одина- 
ковые. 

Показания двух известны: 0,=10 В, (,= 
—6 В. Каковы показания двух других? 

2. «Автобус» (задача предложена школой 
№ 119). Почему задние стекла автобуса обычио 
гораздо грязнее, чем боковые? 

3. «Парадоксальное столкновемие». После 
лобового соударения латунного цилиндра мас- 
сой т с неподвижным бнллнардным шаром 
массой 2т цилиндр останавливается, а щар 


«а 
отклоняется иа угол В< р 


Предложить модель внутрениего устройства 
цилиндра. 

4. «Волна зажигания» (предложена школой 
№ 679 и признана лучшей задачей). 


Весь во мраке лежит город сонный, 
Светлый месяц с небес не глядит. 
На бульваре той ночкою темной 
Притаился опасный бандит. 


Оя не знал, что его ожидает... 
Полицейских отчаянный взвод 
Все теснее его окружает, 

А ш засаде стоит пулемет. 


Чтобы тени его не укрыли, 
Чтоб его освещали огни, 
Фонари вдоль аллеи включили, 
Но не вмиг загорелись они! 


Друг за другом оки зажигались, 
Первый сразу, позднее — второй, 
Пятна светл_в ночи разливались, 
Вдоль бульвара бежали волной. 
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Лойко пользуясь этой замиикой, 
Под покровом ночной темноты 
Вор ушел неприметной тропинкой, 
Его скрыли густые кусты... 


В чем причина такой неудачи? 
Почему так зажглись фонари? 
Нерешенная эта задача 

Мне уснуть не дает до зари. 


Длинная улица освещается электрическими 
лампами накаливания, параллельно подклю- 
ченными к источнику питания. Почему лам- 
почки, находящиеся дальше от источника, за- 
жигаются позднее? 

5. «Смерч» (школа № 43). Почему при сливе 
воды в вание образуется водоворот? В какую 
сторону вращается вода? 

6. «Лазер» (школа № 542). Лазерный луч 
направляют горизонтально иа плоскую проз- 
рачную кювзету (аквариум) с водой перпен- 
дикулярио стенкам кюветы. Если луч проходят 
выше или ниже поверхности воды в кювете, 
то иа экране за кюветой можно наблюдать пятно 
от лазерного пучка. Если же лазерный луч 
проходит вдоль поверхиости воды, то на экра- 
не наблюдается вертикальная полоска. Объяс- 
нить происхождение полоски и рассчитать ее 
параметры. 

1. «Телевизор» (школа № 57). В некоторых 
художественных фильмах, герои которых 
сметрят телевизор, можно заметить, что по 
зкрану этого телевизора иногда бежит широкая 
темная горизонтальная полоса. Почему и для 
каких телевизоров она наблюдается, в какую 
сторону (вверх или вниз) она бежит и с какой 
частотой? Каковы ее ширина относительно ши- 
рнны экрана и степень затемнения? 

8. «Баночка». Для опыта годится любая 
пластмассовая баночка г достаточно большой 
и плотно закрывающейся крышкой (но без резь- 
бы). На турнире демонстрировалась баночка 
объемом 0,4 л, диаметр крышки 8 сы. Пря рез- 
ком сжатии баночки с боков крышка с харак- 
терным хлопком соскакивает и летит доста- 
точно далеко. Оценить величину максимальной 
силы, действующей на крышку в этом опыте. 

Публикацию подготовили Б. Н. Юносов, 
И. В. Яминский 


УШ турнир 
юных физиков 


Этот турнир начинается в сентябре 1985 г. 
Он будет проводиться в три этапа. 

1 тур — заочный коллективный конкурс. 
С этого года заочный конкурс становится 
всесоюзным. Решения задач ТЮФ-У1Ш, опубли- 
кованиых ниже, можно отправлять не позднее 
30 ноября 1985 года по адресу: 119899, Москва, 
ГСП. МГУ, физический факультет, Совет по рз- 
боте со школьииками, оргкомитет ТЮФ-УТИ. 
В графе «Кому напишите: «Заочный конкурс 
ТЮФ-УПТЬ я иомера задач, решения которых 
вы посылаете. В письмо вложите конверт с на- 
писаиным ина нем адресом школы (в этом кон- 
верте будут отправлены результаты проверки 
решений), а также заявление об участии м тур- 
нире с указаниём фамилий члеиов команды, 
учителя физикя, номера школы, класса. Реше- 


ния задач могут быть индивидуальными и кол- 
лективными. Каждое решение пишите иа от- 
дельном листе (листах) и вначале обязательно 
укажите город, номер школы, класс, фамилии 
н имена авторов решения. К решениям экспе- 
риментальных задач должны быть приложены 
подробные описания установок, их схемы, же- 
лательно фотографии и экспериментальные 
даиные. Наиболее удвчные решения задач и 
самостоятельио сформулированных проблем 
будут отмечены грамотами турнира и пред- 
ставлены к печати в «Квантбь. 

И тур — отборочные физбои. В нем могут 
принять участие команды школ г. Москвы и 
Московской области, набравшие в заочном кол- 
лективном конкурсе более 40 баллов (из 50-ти 
возможных). Отборочные фнэбои 1/4 и 1/2 фн- 
нала будут проводиться с 10 декабря 1985 г. 
по 10 января 1986 г. на физическом факуль- 
тете МГУ по задачам заочного конкурса. (Дру- 
гим городам могут быть высланы материалы 
для организации И и ПЕ туров на местах). 

ПТ тур — финал туриира -— состоятся 
16 февраля 1986 г. иа физическом факультете 
МГУ. В его программу входят: физбой фина- 
листов турнира, конкурс капитанов, конкурс 
болельщиков, награждение победителей и ак- 
тивных участников турнира. 

В составлении заданий для финальных кон- 
курсов турнира могут принять участие все же- 
лающие. Условия задач высылайте не позднее 
20 января 1986 года. Получить дополнителе- 
ные сведения о правилах проведения ТЮФ-УТИ, 
а также высказать свои предложения и заме- 
чания можно по вышеуказанному адресу. 


Задания заочного коллективного 
конкурса ТЮФ-\}1 


Большинство заданий сформулировано иа 
основе конкретных физических явлений и рас- 
считано на проведение серьезных теоретиче- 
ских и эксплериментальных исследований, вы- 
ходящих за рамки ешкольногоь подхода. Усло- 
вия задач сформулированы максимально крат- 
ко п допускают различные трактовки и степени 
упрощения. 

1. «Придумай сам». Самостоятельно сфор- 
мулируйте задачу-проблему и решите ее. 

2. «Якорь». Как объяснить, что якорь мас- 
сой 5 тонн надежно удерживает корабль мас- 
сой 10 тысяч тоян? 

3. «Коэффициент Пуассона». Известно. что 
всякая продольная деформация твердого тела 
вызываети его поперечную деформацию. Объяс- 
ните это явление. Предложите теоретический 
расчет коэффициента Пуассона для металлов. 
Проведите экспериментальные и теоретические 
исследоваиия резинового стержня. 

4. «Двойные рамы». В жилых помещениях 
средией полосы СССР принято ставить в окна 
двойные рамы. Не следует ли, по вашему мне- 
нию, перейтн на применение тройных рам? 

5. «Пленка масла». «В 1757 году я находил- 
ся на борту одного из 96-ти кораблей флотилин, 
следовавшей из Луисбурга. Я заметил, что по- 
верхность воды вокруг двух кораблей была 
на удивление спокойна, в то время как вокруг 
других наблюдалось сильное волнение, вызы- 
ваемое резкими порывами ветра. Озадаченный 
столь странным различием, я в конце концов 
обратился к капитану н спросил, что бы это 
могло значить. «Коки,— сказал он,— как я по- 
нимаю, вылили только что через шпигат жир- 
ную Воду, п она немного засалила борта этих 


кораблей». В интонации капитана чувствовал- 
ся легкий оттенок презрения, высказываемого 
человеку, который не знает каких-то облщеиз- 
вестных истин.ь {Бенджамин Франклин) 

Объясиите явление, замеченное ученым. 
Проведите опыты по выливанию масла на не- 
спокойную поверхность воды. 

6. «Автоколебанияе. Многим известна дет“ 
ская игрушка: длинношеий утенок наклоияет- 
ся к корытцу п водой и, покачиваясь, «пьеть 
воду, затем откидывается от корытца, но через 
некоторое время опять маклоняется и +пьеть 
ит. д. С точки зрения физика это — пример 
автоколебаний, происходящих при наличии 
внешнего источника энергии. 

Сконструируйте м изготовьте наглядный 
прибор или игрушку, демонстрирующую авто- 
колебания. 

7. «Поверхиостный заряд». Известно, что ес- 
ли зарядить металлический шар, то заряд рас- 
пределится по его поверхности. Оцените толии- 
ну этого поверхностного слоя. 

8. «Дипольное взаимодействие». Известно, 
что два диполя, иаходящиеся на расстоянии 
г друг от друга, как показано на рисунке, при- 
тягиваются Е силой Р- рё/г*, где рь=4! — ди- 
польный момент. 


[ 


+9 +9 —9 


Как будут взаимодействовать диполи, если 
их моменты будут переменными во времени: 
рр) = репо 7 

9. «Сила магнита». Экспериментально иссле- 
дуйте зависимость от расстояння снлы притя- 
жения стального шарика к полюсу полосового 
магнита. Объясните результаты. Слециально 
исследуйте поведение иамагничеиного и иенз- 
магниченного шариков. 

10. «Скачки Баркгаузенаь. Интересные яв- 
ления. связанные с намагничиванием ферро- 
магнетиков, вы можете наблюдать, создав сле- 
дующшую установку: 


э 
[1 й 3 


1 — радиоприемник; 

2 — катушка из медного провода; 

8 — исследуемый образец; 

4 — магиит или электромагнит. 

Примерные параметры катушки: число вит- 
ков — несколько тысяч, дивметр провода — 
0,}1—0,2 мм, длииа намотки — 30—50 мм, 
внутреиний диаметр отверстия в катушке — 
5—10 мм. В качестве исследуемых образцов 
могут быть использованы вязальные спицы, 
отожженный гвоздь, иадфиль н другие ферро- 
магнитные объекты. Катушку следует подклю- 
чить к входу усилителя радиоприемника (от 
проигрывателя). Исследуемый образец вставить 
в катушку. При приближении или удалении 


3 


м 5 
Е] 


59 


магиита от образца. смене полюсов и других 
манипуляциях вы услышите шуршание и по- 
трескивание. 

Исследуйте явление. Попробуйте усовершеи- 
ствовать установку для подтверждения ваших 
гипотез. 

11. «Показатель преломленияе. Измерьте 
показатель преломления вара (битума). 

12. «Глубина резкости». Экспериментально 
определите зависимость глубииы резкости фо- 
тоаппарата от днаметра диафрагмы. Дайте 
теоретическое объясиение полученной зависи- 
мости. Как изменится характер исследуемой 
зависимости при замеие объектива на одииоч- 
ную линзу? 

13. «Черная дыра». Оцените катастрофиче- 
ские для Земли последствня появления черной 
дыры. которая движется по земной орбите на- 
встречу Земле. Рассмотрите случаи отиошения 
масс черной дыры и Земли 10; 10—68; 10-3; 1. 

14. «Прерывистое тяготение». «Сила тяготе- 
иня являет нам повосдневный пример силы, 
действующей, по-видимому, беспрерывно. Прав- 
да, мы не знаем, не разделено ли ее действие 
неощутимо малыми промежутками времени, 
ио поскольку при этой гипотезе явления были 
бы почти теми же, как и п случае непрерывиого 
действия, геометры предпочли последнюю гипо- 
тезу как более удобную и простую.» 

(Пьер Симон Лаплас) 

Оцените возможную скважность действия 
снлы тяготения. 


15. «Искристый сыеге. 
Под голубыми небесами 
Великолепными коврами, 
Блестя иа солице, 
Снег лежит. 
А. С. Пущкин 
Свежевыпавшнй пушистый снег нскрнтся 
на солнце или в свете фонарей уличного осве- 
щения. Оцените характерное расстояние между 
отдельными «искринками». 
16. «Тихий снег». 


Тишайший снегопад — 
Дверям обидно хлопать. 
Посередине дия 
В столице как и селе. 
Тишайший снегопад, 
Закутавшийся в хлопья, 
В обуаке пуховой 
Проходит по земле. 
Алексаидр Межиров 
Оцените громкость звука, возннкающего при 
падении снежинок во время снегопада. 
17. «Скряпящий снег». 
Скрипит, скрипит, как снег капуста, 
И сиег скрипит, как кочаны. 
Олег Чухонцев 
Когда, как и почему скрипит сиег и при чем 
тут капуста!? (По традиции задача 17 имеет 
шуточный оттенок.} 
Публикацию подготовили &. Н. Юносов, 
И. В. Яминский 


Заочная школа при НГУ 


При Новосибирском государственном университете им. Ленинского комсомола работает заоч- 
ная школа (3) для учащихся 8—10 классов общеобразоаательных школ Сибири, Дальнего 


Востока. Средней Азин и Урала. 


Основная задача ЗШ — оказывать помощь в формированин и развитии у учащихся инте- 


реса к естествеиным наукам. 


В ЗШ Я отделеннй: математическое, физическое, химическое, биологическое и экбноми- 


ческое. На математическое, физическое и химическое отделения принимаются учащиеся 8— 
10 классов, на биологнческое — только учащиеся 9 классов, иа экономическое — только 
учащиеся 10 классов. 

Кроме отдельных учащнхся, в ЗШ могут быть приняты также математические, физн- 
ческие, химические, биологические и экономические кружки {или факультативы), которые ра- 
ботают п школе под руководством учителя. Руководители каждого кружка набирают и за- 
числяют в них учащихся. успешно выполнивших первое задание по соответствующему 
предмету. Кружок принимается а ЗЩ. если руководитель сообщает в ЗШ свою фамилию, 
имя, отчество и высылает поименный список членов кружка (с указанием нтоговых оценок 
за первое задание), подписанный директором школы и заверениый печатью. 

Учащиеся, принятые в ЗШ, н руководители кружков будут получать задвния ЗШ, а твкже 
дополнительные методические материалы. Работы учащнхся-заочников проверяют в ЗШ, а ра- 
боты членов кружков — его руководители (по желанию руководителей часть работ членов 
кружков может быть проверена и в ЗШ). 

Ежегодно часть учащихся 8—9 классов 30 приглашается в Летнюю школу при НГУ 
(которая работает с 1 по 22 августа). Здесь они вместе с победитслями Всесибирской олим- 
пиады слушают лекции крупиых ученых, решают иитересные задачи на семииарах, знако- 
мятся п университетом и научио-нсследовательскими институтами Академгородка, отдыхают 
и развлекаются. На период зимних каникул учащиеся ЗШ из близлежащих областей при- 
глашаются в Зимнюю школу при НГУ. 

Чтобы стать учеником Заочиой школы при НГУ, необходимо до 30 сентября прислать 
на имя директорв ЗШ заявление < просьбой выслать первое задание. Заявление должно быть 
напнсаио на почтовой карточке и оформлено по следующему образцу: 


1. Фамилия, имя, отчество {полиостью, печат- 
иыми буквами) 

2. Класс, в котором вы учитесь в своей школе 
3. Отделение ЗЩ, на котором вы хотите учить- 
ся (можно уквзать двв отделения) 

4. Подробный домашний адрес с обязательным 
указанием индекса почтового отделения 
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НИКОЛАЕВ ИГОРЬ ИВАНОВИЧ 


8 класс 
математическое (математическое н физическое) 


632149, Новосибирская область, с. Мезениха, 
ул. Андривиова, д. 28 заь, кв. 5. 


Руководитель кружка должен прислать на мыя директора ЗШ письмо с просьбой выслать 
первое задание и дополнительные материалы к нему. 

Заявление п прнеме иа математическое или на физическое отделеиие ЗШ можно выслать 
вместе с решениями соответствующего первого задания, публикуемого ниже, не позднее 
25 октября. 

Решения задач нужно залисать в простую ученическую тетрадь в клетку. оставляя поля 
для замечаний. На обложке тетради укажите те же сведения © себе, что и в заявленни. 
Работы отсылайте вместе с заявлением только простой бандеролью (тетрадь не перегибайте 
и не сворачивайте в трубочку). В тетрадь с решениями вложите листок бумаги разме- 
ром 6.10 см г написаниым на нем вашим адресом (его наклеят на конверт, когда будут 


отсылать ответ). 


Наш адрес: 630080, Новосибирск-90, ул. Пирогова. 11. Заочная школа при НГУ. 


Первое задание по математике 

8 класс 

1. Сколько килограммов меди нужно пере- 
плавить с 2 кг сплава меди и серебра, со- 
держащего 5% серебра, чтобы получился 
сплав, содержащий 2 % серебра? 

2. На координатной плоскости изобразите 
множество точек (х, и), чьи координаты удов- 
летворяют условию 

2у—1=|х—1|—2х. 

3. В трапеции через точку пересечения диа- 
гоналей параллельно основаниям проведен от- 
резок, концы которого лежат на боковых сто- 
ронах. Найдите длину этого отрезка, если дли- 
ны оснований — аи ЪБ. 

4. Сколько’ раз нужно взять слагаемым чис- 
ло 8, чтобы в сумме получилось 8:95? 

5. Точка движется ло гипотеиузе прямо- 
угольного треугольника. При каком положении 
точки расстояние между се проекциями на ка- 
теты будет наимеиьшим? 

6. Как с помощью циркуля и линейки по- 
строить параллелограмм по углу и днагоналям? 

9 класс 

1. Из пунктов А и В, расстояние между 
которыми 22,4 км, одновременно выезжают два 
велосипедиста. Если они поедут навстречу 
друг другу, то встретятся через 0,5 час. А ес- 
ли поедут в одму сторому (по направлению 
от А к В), то один из них догонит другого 
через 3.5 час. Найдите скорости велосипеди- 
стов. 

2. На координатной плоскости изобразите 
множество точек (х, у), чьи координаты удов- 
летворяют условию 


]47+1|1-—2у>х-—1]-х. 


3. Решите систему уравнений: 
х?'+хух=—10 
{ у’+ху+у=.20. 
4. Треугольник АВС — равкосторонний. До- 
— — 
кажите, что вектор 2АБ+ ВС перпендикулярен 


—э— 
векторуВС. 
5. Найдите последнюю пифру числа 75 
6. Как с помощью циркуля и линейки по- 
строить треугольник по двум стронам и медиа- 
не, лежащей между пями? 


В, = И Е. =2() 


В, ==200 


Рис. 1. 


10 класс 

1. Найдите объем прямого кругового кону- 
са, если известно, что его боковая поверхность, 
будучи развернута на плоскости. дает сектор 
круга радиуса 10 н с центральным углом 12°. 

2. По итогам соревиования трех бригад ока- 
залось, что первая и вторая бригады вместе 
изготовили п два раза болыше деталей, чем 
третья, а первая н третья вместе изготовили 
в три раза больше второй. Какая бригада за- 
няла первое место? 

3. Как с помощью циркуля и линейки по- 


строить отрезок длины ^/7Т, если на плоско- 
сти задан отрезок длины 1? 

4. Укажите многочлен с целыми коэффи- 
циентами, для которого число %х3--у7 являет- 
ся корнем. 

5. Равнобочная трапеция описана около ок- 
ружности, длины ее оснований -— аи 6. Най- 
дите длину диагонали этой трапеции. 

6. Докажите, что для любого и из проме- 
жутка [0; 1/2] выполняется неравенство 
со8(ат п) > вт(соз а)- 


Первое задание по физике 

Задачи 1—6 предназначены для восьми- 
классников, 6—11 — для девятиклассников 
и 10—15 — для десятиклассников. 

Для поступления на физическое отделение 
ЗШ может оказаться достаточным решить од- 
ну — две задачи. Одиако после рвабора задач 
своего класса рекомендуем вам ознакомиться 
к с другими задачами, а понравившиеся за- 
дачи советуем попробовать решить. 

1. Баржа представляет собой коробку раз- 
мером 10Ж4хХ2 м. Ее масса с грузом М= 
—50 т. Можно ли погрузить на баржу еще 
пару контейнеров массой т.—20 т каждый? 
Условия устойчивости выполняются. 

2. В схеме, изображениой на рисунке 1, 
сопротивления всех резисторов даны в омвх. 
В каком из них выделится большие тепла лри 
включении схемы в цепь точками А и В? 

3. Груз взвешивают на неравноплечих во- 
сах. На одной чашке весов его урэвновесили 
гирями массой т,—=2,5 кг, а на другой — 
т.-=8,6 кг. Найдите массу груза. (Массой ча- 
щек н коромысел весов пренебречь.) 

4. Резиновая трубка полностью заполньна 
ртутью. Во сколько раз изменится сопротив- 


ление ртути. если, растягивая трубку. увели- 
чить ее длину в 1,5 раза? 

$. Найдите, приближенно, выталкивающую 
{архимедову} силу, действующую на вас со 
стороны окружающего воздуха. Считайте из- 
вестным, что плотность воздуха примерно в 
800 раз меныше плотности воды. 

6. Объясните, почему при разбавлении за- 
варки кипятком в прозрачном стакане видно, 
что чай светлеет, а если следить за цветом 
чая в непрозрачном цилиндрическом стакане 
(естественно, наблюдая ие сбоку, как в первом 
случае, а сверху), то кажется, что он не ме- 
няется. 

7. Найдите отношение расстояний, проходи- 
мых за 1 секунду свободно падающими те- 
лами без начальной скорости вблизи Землн 
и на высоте, равной радиусу Земли. 

8. Вдоль пенала массой т и длиной [ мо- 
жет двигаться кубик той же массы т. Пе- 
нал толкнули со скоростью 0. Опишите ви- 
димое движение пенвла. (Попробуйте нарисо- 
вать график зависимости скорости пенала от 
времени.) Первоначально кубик лежал в сере- 
дине пенала. Считайте, что кубик не перевора- 
чивается, трения пи внутри, ни вне пенала 
нет, соударения кубика с пеиалом абсолютно 
упругие. 

9. Однородиый практически невесомый 
стержень АВ согнут посередине в точке С под 
углом 90” (АСТ ВС). К концу А прикреплен 
грузик массой 2т, а к точке С — грузик 
массой т (рис. 2). Конец В шарнирно при- 
креплен к потолку. Какой угол а с вертикалью 
образует сторена ВС в поле тяжести? 

10. Найдите перегрузку пассажира прн 
взлете самолета, который равномерно набирает 
взлетную скорость о==60 м/с на пути [=1 км. 
(Если сила, прижимающая пассажира мас- 
сой т к сиденью. есть Р, то перегрузкой на- 
зывается величина л=Р/(тя). Очевидно. что 


Ответы, указания, решения 


при этом в п раз возрастает и давление внут- 
ренних органов пассажира друг на друга.} 

Дополнительный (необязатель- 
ный) вопрос. Пользуясь предыдущим реше- 
нием, оцените длину пути разгона космиче- 
ской ракеты при выводе космонавта на около- 
земную орбиту, считая, что допустимая нере- 
грузка космонавта п—=3. (Сначала ракета про- 
ходит плотные слои атмосферы, двигаясь почти 
вертикально, но этим путем можно преиебречь. 
Затем она ускоряется почти горизонтально.) 

11. Вагон имеет колеса радиусом К, жестко 
закрепленные на осях радиусом г. Оси вра- 
щаются в подщипнйках скольжения. Коэффи- 
циент трения п подшипниках р. Вагон толк- 
нули со скоростью о. Оцените расстояние, ко- 
торое он пройдет до остановки. Считайте, что 
проскальзывания колес относительно рельсов 
нет. Трением качения можно пренебречь. 

12. Конденсатор емкостью С включен в цепь, 
как показано иа рисунке 3. Сопротивления 
всех резисторов равны В. Один конец цепи 
имеет потенциал И, другой заземлен. Найдите 
уствиовившийся заряд конденсатора. 

13. Как направлено ускорение артиллерий- 
ского снаряда после вылета из ствола орудия: 
а} если сопротивление воздуха отсутствует 
{например, в безвоздушном пространстве вбли- 
зи Земли); 6) при наличии сопротивления воз- 
духа? 

14. В двух соседних вершинах квадрата со 
стороной а находятся точечные заряды 4, а п 
двух других вершинах — заряды — 4. Най- 
дите потенциал и напряженность электриче- 
ского поля в центре квадрата. 

15. Перевернутую вверх дном кастрюлю 
объемом У и массой лз опускают в воду и на- 
чинают медленно топить. Определите, с какой 
глубины погружения кастрюля будет тонуть 
сама. Атмосферное давление р. Кастрюля не пе- 
реворачинается. 


Нарадоксы плоского конденсатора 

1. Для оценки примем, что при раздвигании 
пластин конденсатора на расстояние порядка 
их линейных размеров а—^/5 электрическое 
поле приближенно остается однородным, по- 
этому разность потенциалов возрастет ва/4 раз. 
При дальнейшем их раздвигании поле уже 
нельзя считать одиородным: при эхом на очень 
больших расстояниях поле каждой пластины 
практически совпадает с кулоновским полем 
точечного заряда, а потенциал каждой из них 
перестает зависеть от иаличня второй пластины. 
Для оценки можно считать, что на расстоя- 
ниях, больших @, поле близко к кулоновскому, 
поэтому при дальнейшем раздвигании пластин 
разяость потенциалов возрастает на велнчину 


2 На % где а — заряд конден- 


сатора, а Аф= 


а 
мы первоначальная раз- 
#5 

ность потенциалов. Отсюда следует, что раз- 
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ность потенциалов растет в основном на пер- 
вом этапе, когда пластины конденсатора уда- 
ляются друг от друга на расстояние порядка 
их линейных размеров. Подчеркнем, что наш 
результат —` возрастание разности потенциа- 
лов в а/4 раз, полученный е помощью упро- 
щениой модели, — является лишь оценкой мас- 
штабов явления по порядку величины. 

2. Половина работы батарен перешла ш тепло. 
3. При сливе жидкого днэлектрика из кондеи- 
сатора, подключенного к батарее с ЭДС #, 
его заряд изменяется на величину Аа= 
—С(1—:)и<0; значит, батарея совершает 
работу А-Я Ач-=—С(— 147% 0. Эиергия 
конденсатора при этом изменяется на велн- 
чину ЛИ’ —=—(=Е—1)С#1/2<0. Отсюда следует, 
что 


(#—1)С%? 
2 


4. а) В этом случае заряд на конденсаторе не 
изменяется. Поэтому 


А =А\—А.„— > 0. 


сай оса 
и ие = 


где 


209 20$ 
Вей 


Таким образом, 


$ С 
Аснеш = И — = У, (2 1)= 
4%? воза 
2 (4—0: : 


6) В этом случае сохраняется постоянной . 


разность потенциалов. Тогда 
ся С, и: 

т а 
А вне Аай = 7А6=%4С.—С)<0, 


2 


т: 
НЕ м. — № )— Аз, = 2 (С.—с)— 


И = 


‚ У. < и’, 


А 


би? и? во 

—*#С:—С)= 5 о —55 {а—па‘ 
Замстим, что работа внешних сил в пер- 
вом случае больше, чем во втором. 

5. Пусть расстояние между любой парой 
пластин (см. рис. В в статье) равио @/2. 
Обозначим через ш энергию электростатиче- 
ского поля единицы объема заряжениых 
конденсаторов. Тогда энергия обоих заряжен- 
ных конденсаторов до их сближения равна 


ИИ, =25 4. 


В случае а) напряженность поля между 
внутренними пластинами увеличивается в 2 ра- 
за; следовательно, энергия единицы объема 
увеличится в 4 раза (ш==е.?/2}: 


и, 254 ш-+5 ы 42—35 4и». 


Отсюда следует, что 


НЯ Ив с >0. 


Аналогичлым образом для случая 6) полу- 
чим: 


м’, —$а4:, и А пиеш== У.— и, =——$Аи?= 


А 


внеш 


Ма О- 
26 <6. 
6. 1.—=0/А, где (И — первоначальное напря- 
жение на конденсаторе, поэтому 
р _ 10: 1 С.М 
Та 2 
и 
си: са „в): 
1 о = =— р. . 


Африканская головоломк 

(см. с. 21) ь 

Переведите кольцо к центральному отверстию 
в направлении, указанном красной стрелкой 
(рис. 1), а затем вытяните на себя через от- 
верстие часть шнурка, закрашенную на рисунке 
синим цветом (в направлении синей стрелки), 
н вытащите наружу узел, в который перепле- 
лись ишиурки. После этого продвигайте кольцо 
вдоль шнурка через весь узел слева направо 
(см. красные стрелки на рисункё 2). Затем 


втяиите узел обратно внутрь отверстия н снова 
продвиньте кольцо направо (рис. 3). Голово- 
ломка решена. 

«Кванте для младших школьников 

(см. «Квант» № 7) 

1. Пусть первая цифра — х, а вторая — (у. 
Тогда, с одной стороны, сумма цифр номера 
равна Зх--4у, а с другой — 1Ох-у. Следо- 
вательно, Зх-+4у=10х-Ру, то есть Тх==3у, от- 
куда х=3, у:=7. Мой номер телефона 
338-17-11. 

2. Нетрудно понять, что С=3, а М==0, цифры Ё 
и Ь не превосходят 3, следовательно, одна из 
них равна 1, а другая 2, причем Е=2, а Б=1, 
лак как число 31027—9622404 имеет лишь 
7 знаков. Итак, ответ: 3201?—10246401. 

3. Нет. Действительно, если игра не кончилась 
после того, как все пятеро игроков сделали 
по одному ходу, то в этот момент у каж- 
дого из игроков имеется по две шащки оди- 
кового цвета: в Двоих по две черные, а у 
троих по две белые, и передается черная тащш- 
ка. Если она попадает и игроку, имеющему 
две черные шашки, то игра заканчивается, а ес- 
ли к игроку. имеющему две белые щашки, 
ом передает ее дальше; если и второй игрок 
имеет две белые. шашкя, то и он передает 
ее дальше, и так далее, пока она не попадает 
к игроку, имеющему две черные шащки. Но 
второй игрок, имеющий две черныс шашки, 
не может сделать хода. 

4. При попытке наклоннться, стоя спиной к 
стене, проекция центра тяжести тела выходит 
за пределы ступии, и каклоияющемуся челове- 
ку приходится сделать шаг вперед, чтобы не 
упасть. ь : 
5. Глядя на рисунок 4, а) нетрудно заметить, 
что общая площадь краскых и сиких кусков 
равна половине площади всего восьмиугольни- 
ка; точно так же общая площадь красных 
и зеленых кусков равна половине всей пло- 
щади, н общая площадь синих и желтых кусков 
равна половине всей площади. Отсюда следует, 
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Рис. 4. 


что площаль синих кусков равна площадн зе- 
леных, и площадь желтых кусков равна пло- 
щади красных. С другой стороны, проведя до- 
полннтельные линии, как показано на рисун- 
ке 4. 6). мы разобьем желтые куски на де- 
вять многоугольников и зеленые куски на де- 
вять точио таких же многоугольников. Зна- 
чит. площадь желтых кусков равна площади 
зеленых. Поэтому площадь кусков, закращен- 
ных каждым цветом, равна !/. площади всего 
восьмиугольника. 


Шахматная страничка 
(см. «Квант» „№ 5) 
Задание 9. Этот зпилод ваят из партии «Да- 
чессь — «Каисса» (2-й чемпионат мира среди 
ЭВМ, Торонто, 1977 г.). Король черных стоял 
на #28. они ответили 34..Ле8, и после 
35. Ф:с8- все было кончено. Но почему чер-. 
ные отдали ладью, разве они не могли сыграть 
34...Кря?? Эта позиция как раз и изображена 
на диаграмме. Оказывается, а этом случае ма- 
шина приготовила ие. — 35.05 К:е3 
36. иЕ--Ф:16 З7Т. {е ФИЗ и 38..-2:Ъ5 с ре- 
ЕЕ Е у черных, а блестящее 
35. $81! Кр:{8 36. СЬб-+ п 37. Лс8-|- в выиг- 
рыщшем. 


Задание 10 ((Шорт— Майлс). В ответ на 22.К6б 
Порт опасался 22...Ке2. Если теперь 23. С:е2., 
то 23...Ф:91-- 24. С:41 Лех, а на 23. К:97 
следует 23...Лс1-- 24. П:с1 Л:с1ЖХ. Однако 
белые выигрывали замечательным образом: 
23. ФЗ!" Кр:(8 24. К:АТ- и 25. С:е2 иди 
23...Л:{8 24. К:Аа7. р 

Как видите, две эти комбинации — одна — 
мащин, другая — людей — объединяет эф- 
фектная н необычная жертва ферзя па поле #8. 
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Шахматная страничка 


Консультирует — чемпнон 
мира по шахматам, между- 
народный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат технки- 
ческих наук Е. Я. Гик. 


ШАХМАТЫ 
НА ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 
ДОСКАХ 


Шахматы, как известно, 
разаивают логическое мышле- 
ние, комбинаторные способ- 
ности, интуицию, геометриче- 
ское воображение. Мы не раз 
убеждались п этом, рассмат- 
ривая различные геометриче- 
ские сюжеты на шахматной 
доске, необычные шахматные 
игры ин задачи. Вот еще 
один пример — шахматы на 
параллельных досках. Эта 
идея «параллельных мировь, 
часто используемая фантаста - 
ми, не ускользнула п от 
шахматных композиторов. 

Игра ведется на двух 
досках, расположенных одна 
иад другой. На каждой из них 
ходы обычные, но фигуры 
могут перемещаться и в про- 
странстве — п одной доски на 
другую. Ферзь в пространство 
выходит так же, как король, 
в пешке разрешается менять 
плоскость только при взятии. 
Исходная позиция ставится 
на нижнюю доску как п обыч- 
ных шахматах, диаграммы 
рисуются на двух досках, а 
в записи лозиций иомер доски 
{1 илн 2) указывается в 
скобках. При разыгрывании 
партии фигуры, отиравляю- 
щиеся в пространство, можно 
ставить на перевернутые ста- 
каны, стоящие на нижней 
доске, однако мы надеежся, 
что в рассматриваемых зада- 
чах геометрическое воображе- 
ние позволит вам обойтись 
без специальных приспособ- 
лений. 

Белые: Кра7(1), 357(2), 
ЛЪ3(2); чериые: Кра3З(! }. Мат 
в 2 хода. 

1.151(2)1 Ладья осталась 
на верхней доске, но освобо- 
дила дорогу ферзю. 1...КрЬ4 
(63, 62)(1) 2. >54 (53, Ъ2} (2) х, 
на вертикали а(1, 2) король 
получает мат ферзем с тех же 
полей. 


т 


1 
Мат в 2 хода. 
1.Ф27(1)! Ферзь возвраща- 
ется на первую плоскость, 


а черный король не может 
последовать его примеру (все 
поля под угрозой). 1...Кр:#3{2} 
2. ФЗ) Х, 1...Кр! 442) 2. Ф!А 
(1) Хх. 1...Кр!5(2). 2.951) х, 
1...Кр95(2) 2.Ф295(1)х. 

Чтобы разобраться в сле- 
дующей задаче, вам придется 
очень внимательно «осмотреть 
пространство» . 


Мат в 4 хода. 
Приведем основной  ва- 
риант: 1.Ке5(2) — с5(Е)! с уг- 


розой 2.КЬЗ()Х. 1..ща) 
2.Крс2(1) Ла7(2) 3.ЛЬ2(1) 
Да242) Альт) х, иди 


3...Кра2(2) 4. Ла2{(1)х. Про- 
анализируем для примера 
заключительное положение во 
втором варианте. Черный ко- 
роль стоит на &2(2), и с 
нижней плоскости его матует 
ладья а2(1). Ее защищает конь 
<2(2). поля а| и а3 на нижней 


доске бъет ладья а2(1), а на 
верхней — конь с2(2), поля 


Ь1, 2, Ъ3 (1,2) под контро: 
лем белого короля. 


Кооператнвный мат 
в 2 хода. 

В задаче на кооператив- 
ный мат начинают черные, 
которые помогают белым по- 
ставить мат их королю. 
1.Лс8(2) Только в парал- 
лельных шахматах окружен- 
ная со всех сторон ладья 
с8 может исчезнуть, не ме- 


шая рокировке короля. 
1...48(2)К1 2.0—0—0{1)1 
Л:с8(2)х. 


Конкурсные задаиня 


Р 2%, 


) 


_ 


&“ 


15. Мат в 2 хода (па- 
раллельные доски). 

16. Белые: Кре!, Л#1, 
ЛЬ1; черяые: КрЕ2. Мат в 3 
хода (обычная доска). 

Срок отправки рещений — 
25 октября 198$ 2. (с помет- 
кой на конверте «Шахматный 
конкурс «Кванта», задания 
15. 16»). 


т 


Эту конструкцию, которая экспонировалась 
в 1983 году в Москве на: выставке,  посвя- 
щенной природным формам и архитектурной 
бионике, создал архитектор Ю. С.. Лебедев. 
С математической точки зрения она: инте- 
ресна гем, что моделирует довольно замысло- 
ватую поверхность с. самопересечениями, обра- 


эмоанную прямолимейкыми отрезками. В мо- 
дели эти отрезки — небольшие стержни, за- 
крепленные системой проводов. Они опускают- 
ся пятью изящными скрученными переплетаю- 
щимися шлейфами, как бы ‹ повисмув . ма 
сторонах и ма диагонали квадрата, находящего- 
ся сверху. 


Индекс 70465 


Хорошо известно, что плоскость можно покрыть 
(без перекрытий и пробелов) квадратамц, 
правильными треугольниками и щшестиуголь- 
никами. Предложенная вашему вниманию кра- 
сочная мозаика показывает, что плоскость 
можно покрыть также ц «буквами Ть, состав- 
ленными из 10 квадратиков. Тем самым 
решена одна из задач, сформулированная 


в статье Б. Грюнбаума и Дж. Шепарда 
«Некоторые проблемы, связанные с плоскими 
мозацкамиь из замечательной книги «Матема- 
тический цветник» под редакцией М. Гарднера 


.(М.: Мир, 1983). Решение этой задачи (в 


некоторых других задач из статьи Б. Грюнба- 
ума и Дж. Шепарда нам прислал А. Азамов. 


Научно-популярный 
физико-математический` журнал 
Академии наук СССР 

и `Академии педагогических 
наук СССР 
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... вооружать учащихся 
знаниями 

и навыками использования 
современной 
вычислительной техники, 
обеспечить широкое 
применение компьютеров 

в учебном процессе, 
создавать для этого 
специальные школьные 

и межшкольные кабинеты... 


Основные направления реформы 
облщеобразовательной и профессиональной 
школы 


С новым 
учебным 
годом! 


Редколлегия и редакция журнала 
«Квант» поздравляют наших юных 
читателей с новым учебным годом! 
А год этот во многом должен быть 
действительно новым, необычным. 

Продолжается осуществление 
школьной реформы, набирает силу 
процесс интенсификации народного 
хозяйства. В соответствии с поста- 
новлением партни и правительства во 
всех средних учебных заведениях 
страны вводится курс «Основы инфор- 
матики и вычислительной техники». 
Начат широкий эксперимент по ис- 
пользованию вычислительной  тех- 
ники в преподавании школьных пред- 
метов. Всестороннее и глубокое овла- 
дение молодежью вычислительной 
техникой должно стать важным фак- 
тором ускорения научно-технического 
прогресса в стране. 

Хотелось бы, чтобы за новой стро- 
кой в школьном расписании вы уви- 
дели, какое болышое значение при- 
дается сегодия этой мере, поднимаю- 
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ными темпами реальные 


щей работу школы на качественно 
иной уровень, соответствующий ус- 
ловиям и потребностям общества раз- 
витого социализма. 

Пройдет немного времени, и вы 
вольетесь в ряды многомиллионной 
армии рабочих и инженеров, ученых 
и техников, преподавателей и конст- 
рукторов, механизаторов и служащих. 
Вы попадете на заводы, где рабо- 
тают станки с числовым программ- 
ным управлением, в лаборатории, где 
действуют сотни электронных уст- 
ройств и приборов, в аудитории, пре- 
подавание в которых ведется с при- 
менением современных электронно- 
вычислительных машин. Без преуве- 
личения можно сказать, что мир, в ко- 
тором вам предстоит жить и работать, 
будет миром компьютеризированным, 
насыщенным новейшей техникой. Это 
не фантастика, вернее, вчерашняя 
фантастика, обретающая невидан- 
черты на 
наших глазах. 

Чтобы эта, порой лишь угадывае- 
мая сегодня, техника была вам под- 
властна, готовиться к встрече с ней 
необходимо загодя, уже за школьной 
партой. Вот почему такое важное 
значение приобретает задача воору- 
жить учащихся знаниями и навыка- 
ми использования современной вычи- 
слительной техники. 

Помочь решению этой задачи при- 
зван и наш журнал. Как всегда, он 
будет стремиться пробудить интерес к 
физике и математике — наукам, ле- 
жащим в основе современной техни- 
ки, знакомить вас с достижениями 
физико-математических наук и при- 
менением их в народном хозяйстве. 
И наряду с этим «Квант» станет 
всячески содействовать успешному 
введению нового учебного курса, рас- 
сказывать о развитии, сегодняшнем 
состоянии и перспективах вычисли- 
тельной техники, о том, как она ис- 
пользуется в различных областях, о 
связанных с ней проблемах матема- 
тики и физики. Статьи и заметки на 
эти темы будут регулярно появляться 
на страницах нашего журнала. 

Мы надеемся, что некоторая, как го- 
ворят программисты, «доза алгорит- 
мичности» окажется полезной для на- 
ших читателей. От вас же редакция 
ждет отклики на эти публикации и 
предложения новых тем. 

Желаем успехов в новом учебном 
году! 
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Сейчас, в конце ХХ века, уже 
никого нельзя удивить сообщениями в 
высоких темпах прогресса в различ- 
ных научных направлениях и отрас- 
лях техники, о быстро растущем числе 
научно-технических новинок в разных 
сферах нашей жизни. Констатация 
этого стала общим местом, а подтвер- 
ждений тому, одно разительнее друго- 
го, известно великое множество. 

И все же можно думать, что по 
стремительности своего развития, по 
интенсивности и широте проникнове- 
ния буквально во все области дея- 
тельности и быта человека вычисли- 
тельная техника являет собой один 
из самых уникальных феноменов. 
Люди даже среднего поколения от- 
четливо помнят то время, когда об 
электронных вычислительных маши- 
нах говорили как о чем-то абстракт- 
ном и далеком, а сама аббревиатура 
ЭВМ оставалась многим неизвестной. 

Сегодня без компьютеров к их 
огромными разносторонними возмож- 
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ностями многие реалии жизни — вы- 
сокоэффективные производственные 
процессы, глобальное экономическое 
планирование, тончайшие фундамен- 
тальные исследования, удовлетворе- 
ние многообразных потребностей мил- 
лионов людей и т. п.— просто не 
могли бы существовать. 

Современная вычислительная  тех- 
ника резко изменила и сильно воз- 
высила возможности математической 
науки. Мало того, что сейчас оказа- 
лись +доступными» многие задачи, 
которые, будучи в прошлом разреши- 
мы лишь «в принципе», теоретиче- 
ски, на практике оставались непрео- 
долимыми из-за фантастически боль- 
шого объема нужных вычислений. 
Самое главное в том, что на базе 
использования компьютеров все более 
н более возрастает роль и значе- 
ние математического моделирования. 
С каждым днем все новые и новые 
эксперименты удается заменять +об- 
счетом на машине», а это дает ко- 
лоссальный выигрыш в средствах и во 
времени. Недаром получила распрост- 
ранение такая точка зрения: с рож- 
дением современных компьютеров ма- 
тематика стала экспериментальной 
наукой. 

Однако речь ниже пойдет не о со- 
временном состоянии вычислительной 
техники и не о перспективах ее бу- 
дущего развития и использования. На- 
стоящая статья посвящена некоторым 
аспектам уже прошедшей истории 


компьютера, событиям минувших 
дней. 


Эта история представляется нам ин- 
тересным, содержательным и поучи- 
тельным конкретным примером диа- 
лектического процесса формирования 
человеческого знания. Каждая из 
основополагающих идей, в своей сово- 
купности приведших к созданию ком- 
пьютера, с одной стороны, была по- 
рождением острого, оригинального 
ума, а с другой — являлась естест- 
венным и неизбежным продуктом ис- 
торической эволюции условий жизни 
человека, его потребностей, развития 
науки и техники. 


«Машина», которая всегда с тобой 


Потребность считать была, ве- 
роятно, одной из первых потребностей 
интеллектуального уровня, которые 
испытывал вото зар1елз уже в начале 
своего исторического пути. Она пред- 
определялась и стимулировалась на- 
сущными проблемами самого сущест- 
вования первобытного человека и 
прежде всего — постоянной необ- 
ходимостью знать и учитывать ме- 
няющееся количество пищи, скота, 
зерна и других жизненно важных 
предметов. Однако счетом человече- 
ство овладевало очень медленно, ибо 
формирование абстрактных понятий 


«одинь, «дваь и т. д. потребовало 
эккумулирования ` тысячелетнего 
практического, житейского опыта. 


В длительном и трудном процес- 
се осознания самой идеи счета чело- 
веку особенно сильно помогли... его 
пальцы. Так уж устроена природа, 
что человек рождается с естествен- 
НОЙ чсчетной машиной» — де- 
сятью пальцами на руках — и по- 
стоянно, всю жизнь носит ее с собой. 

Эта простая, удобная и надежная 
«счетная машина» обладает в миниа- 
тюре всеми способностями компью- 
тера: в нее можно вводить числовую 
информацию, она помогает произво- 
дить арифметические операции, сооб- 
щает получающийся результат и по- 
зволяет при необходимости какое-то 
время его сохранить. Конечно, продол- 
жительность хранения информации и 
объем памяти такой «машины», ее 
вычислительные возможности весьма 
скромны, хотя и не так малы, как 
кажется. 

В некоторых книгах по заниматель- 
ной математике описаны весьма ис- 
кусные приемы, позволяющие «на 
пальцах» проводить счет до доволь- 
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Простейший счетный прибор. 


но больших чисел и выполнять не 
только сложение и вычитание, но и 
умножение. Сейчас это просто забава, 
фокусы, но даже в Х1Ш веке один из 
творцов средневековой математики в 
Европе Леонардо Пизанский, больше 
известный под именем Фибоначчи, 
рекомендовал использовать пальцы 
как вспомогательное средство при 
счете. 

Пальцевый счет сыграл особую роль 
в развитии математики. Представля- 
ется достоверным, что именно десять 
пальцев рук сперва на практике по- 
родили, а затем психологически за- 
крепили привычку людей считать де- 
сятками, что привело к возникнове- 
нию десятичной (десятиричной) си- 
стемы счисления. Она постепенно 
вытеснила другие системы счисления 
(скажем, двенадцатиричную или ше- 
стидесятиричную), применявшиеся 
некоторыми народами, и стала давно 
уже общепринятой во всем мире. 

Поскольку долго оставлять на паль- 
цах числовую информацию, естествен- 
но, невозможно, перед человеком со 
всей практической актуальностью 
встала задача изобрести способы обо- 
значать и хранить числа. На заре че- 
ловечества для этого использовались 
зарубки и насечки на различных 
предметах, специальные счетные па- 
лочки, камешки, бирки и т. п. Но 
самый надежный и удобный способ 
обозначения и хранения чисел по- 
явился с возникновением письменно- 
сти. Кстати, некоторые историки ут- 
верждают, что люди научились запи- 
сывать цифры даже раньше, чем бук- 
вы. 

Выдающимся историческим собы- 
тием, определившим все последующее 
развитие математики, явилось откры- 
тие позиционной нумерации. По-види- 
мому, она родилась около 4000 лет 


тому назад в древнем Вавилоне. 
Как жаль, что время не донесло до 
нас имя того гения, который первым 
высказал идею при записи чисел спе - 
циальным образом учитывать место 
каждой цифры! Несравнимые удобст- 
ва позиционной нумерации обеспечи- 
ли ей победу над всеми другими 
способами записи чисел (например, 
над хорошо всем знакомой римской 
системой нумерации}; именно она в 
дальнейшем открыла возможность ме- 
ханизации ‘счета и в конечном ито- 
ге — создания компьютера. 
Созданием привычной нам десятич- 
ной позиционной нумерации (систе- 
мы счисления) мы обязаны древним 
индусам -- это произошло прибли- 
зительно полторы тысячи лет назад. 
Из Индии через арабов в период 
раннего средневековья эта система 
нумерации вместе с обозначениями 
цифр (которые до сих пор называют- 
ся арабскими») пришла в Европу, а 
затем распространилась во все страны. 


Как считать быстрее и надежнее? 


По мере роста разнообразных прак- 
тических. нужд человека, в первую 
очередь — с расширением внутрен- 
ней и межгосударственной торговли, 
увеличивалось и значение различных 
вычислений в жизни общества, без 
которых невозможно эти нужды обес- 
печивать. 

Сегодня такие вычисления кажутся 
совсем простыми — ведь они исполь- 
зуют лишь четыре арифметических 
действия и доступны младшекласс- 
никам! Но не будем забывать, что речь 
идет об иных временах, когда удобных 
правил письменного счета «столби- 
ком» еще не существовало, когда лю- 
ди не знали не только шариковых 
авторучек, но даже и бумаги. | 

Великой революцией в математике 
явилось изобретение абака, или, ина- 
че, счётов. К сожалению, неизвестно, 
кто ин когда создал этот шедевр, как 
невозможно и назвать точное число 
его исторических и национальных 
разновидностей. 

Абак был удобным и простым при- 
способлением, позволяющим человеку 
производить арифметические опера- 
ции над числами путем перемекения 
по специальным правилам каких-то 
предметов (счетных марок). Широко 
известно, что математики древности в 
геометрии особое значение придавали 


Русские счеты. 


решению задачи «с помощью циркуля 
и линейки». Но немногие знают, что 
аналогичное положение долгое время 
сохранялось и в арифметике: задача 
считалась решенной только в том слу- 
чае, если указано, как соответствую- 
щие необходимые вычисления про- 
вести на абаке. 

В различных странах модификации 
эбака, несмотря на поразительную 
простоту их устройства (а может быть, 
именно благодаря такой простоте?), 
получили широкое признание и ис- 
пользовались в течение столетий. Осо- 
бенно значительный вклад в распрост- 
ранение абака и методов счета на 
нем внес известный французский 
ученый Герберт (950—1003), ставший 
в конце своей жизни папой римским 
под именем Сильвестр ЦП. 

Лишь в позднее средневековье, 
после появления в Европе бумаги и 
по мере распространения и принятия 
десятичной позиционной системы счи- 
сления (в которой легко выполнять 
письменно арифметические опера- 
ции), абак утрачивает свое универ- 


‘сальное значение для арифметики. 


Постеленно он превраццается во вспо- 
могательное приспособление, еще ка- 
кое-то время, так сказать, зтехни- 
чески» обеспечивавшее коммерческие 
расчеты и т. п. Например, русские 
счеты до сих пор с успехом помо- 
гают в работе кассирам магазинов 
{в самые последние годы счеты на- 
чали уступать свое место, вытесняе- 
мые автоматическими кассовыми ап- 
паратами и микрокалькуляторами). 

Абак (счеты), конечно, еще нельзя 
назвать вычислительной машиной. 
Это всего лишь счетный прибор, позво- 
ляющий организовать в рациональной 
форме (альтернативной письменному 
вычислению зстолбиком»} выпол- 
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нение арифметических операций, ко- 
торые фактически проводит сам чело- 
век, в своей голове. Да и переме- 
щение счетных марок, к которым 
сводится вычисление, человек осу- 
ществляет также сам, своей рукой. 

Однако с появлением абака была 
реализована и закреплена основопо- 
лагающая идея специального уст- 
ройства, выполняющего неограничен- 
ное число операций определенных ти- 
пов без каких-либо промежуточных 
записей. 

К счетным приборам, помимо аба- 
ка и счетов, относятся и многие 
другие приспособления, достаточно 
оригинальные и интересные. Не будем 
их здесь все перечислять, а упомя- 
нем лишь еще одно, на первый взгляд 
весьма неожиданное в ряду счетных 
приборов. Это -.. таблицы лога- 
рифмов. Не нужно, однако, удив- 
ляться! Если подумать, как прово- 
дится, скажем, умножение с пОмМо- 
щью таблиц логарифмов, то не- 
трудно убедиться, что их роль в прин- 
цийе не отличается от роли счетов. 

Таблицы логарифмов были опубли- 
Жованы в 1614 году шотландским 
математиком Джоном Непером 
{1550—1617), хотя создал их он много 
раньше — примерно в начале 90-х 
годов ХУТ века. Появившееся вна- 
чале как основа своеобразного «счет- 
ного прибора», понятие логарифма 
сыграло особую роль в истории раз- 
вития всей математической науки. 


Первые попытки 
поручить счет маигине 


Правила письменного счета в деся- 
тичной позиционной системе счисле- 
ния, несомненно, очень удобны, но 
от этого вычисления не перестают 
быть трудоемкими и утомительными, 
особенно если это длинные вычис- 
ления с болышими числами. Поэто- 
му с победой десятичной позицион- 
ной системы счисления мысль о соз- 
дании приспособлений, помогающих 
счету, не потеряла своей притяга- 
тельности. Более того, дальнейший 
интенсивный рост потребностей тор- 
говли и финансового дела, бурное 
развитие техники в период станов- 
ления капиталистического способа 
производства, астрономические, зем- 
лемерные, навигационные и прочие 
расчеты, необходимость конкретного 
(«до числа») решения прикладных 
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математических задач — все это дела- 
ло задачу освобождения человека от 
тяжелого бремени счета весьма важ- 
ной. 

К ХУП веку относится следующее 
чрезвычайно важное событие в исто- 
рии вычислительной техники — 
появление считающего устройства. 

Долго считалось, что первое такое 
устройство ностроил в 1642 году 
французский математик, физик и фи- 
лософ Блез Паскаль (1623—1662). 
Однако не так давно было установ- 
лено, что впервые, приблизительно в 
1623 году, счетный автомат сконст- 
руировал немецкий ученый Виль- 
гельм Шиккард (1592—1636), про- 
фессор математики и ... восточных 
языков университета в Тюбингене. 

Радикальное отличие считающего 
устройства от счетного прибора со- 
стоит в том, что оно само, без 
участия головы человека, автомати- 
чески проводит арифметическую опе- 
рацию над установленными исходны- 
ми числами и сообщает получающий- 
ся результат. Однако та часть рабо- 
ты, которая связана с составлением 
плана последовательного проведения 
различных операций, поэтапного вво- 
да данных перед каждой операцией 
и списывания промежуточных ре- 
зультатов, остается за человеком. 

Важно подчеркнуть и то существен- 
ное обстоятельство, что реализация 
вычислительных операций в считаю- 
щем устройстве осуществлялась на ос- 
нове механического движения раз- 
личных его деталей (например, вра- 
щения зацепленных колес) с автома- 
тическим превращением десятка в не- 
котором разряде в единицу следую- 
щего разряда (это достигалось за 
счет различных технических ухищ- 
рений). 

Изобретение Шиккарда осталось 
практически никому не известным, а 


Деталь машины Паскаля 


«Панель управления» маши- 
ны Лейбница. 


автомат Паскаля получил широкую 
популярность и послужил родона- 
чальником огромного семейства счи- 
тающих устройств, созданных в те- 
чение последующих трех столетий. 
Интересно отметить, что, хотя само 
по себе создание таких устройств — 
проблема скорее инженерная, техни- 
ческая, в длинном списке имен их 
создателей значатся многие выдаю- 
щиеся математики, причем, как пра- 
вило, именно им принадлежали ори- 
гинальные конструктивные решения. 
Вот лишь несколько примеров. 

Один из основоположников диффе- 
ренциального и интегрального исчис- 
ления немецкий математик, естество- 
испытатель и философ Готфрид Виль- 
гельм Лейбниц (1646—1716) активно 
занимался созданием и усовершен- 
ствованием автоматов для счета на 
протяжении почти 40 лет своей жизни. 
Построенное им считающее устрой- 
ство «умело» выполнять не только 
сложение и вычитание, как автомат 
Паскаля, но и умножение и деление. 
Другими словами, Лейбниц был авто- 
ром первого в истории арифмометра — 
устройства, позволяющего быстро и 
удобно совершать все четыре арифме- 
тических действия. 

Первая логарифмическая линейка 
была придумана в 20-х годах ХУП 
века известным английским матема- 
тиком Вильямом Оутредом (1574— 
1660), который, кстати, предложил 
использовать «крест» Х Е качестве 
знака умножения. Получившая широ- 
кую популярность, многократно усо- 
вершенствовавшаяся, пережившая ве- 
ка, логарифмическая линейка оказа- 
лась верным, удобным и незаменимым 
помощником в самых разнообразных 
практических расчетах. Еще сравни- 
тельно недавно именно она являлась 
как бы символом инженерного труда: 
инженер всегда изображался на сним- 
ках и рисунках с неизменной лога- 
рифмической линейкой в нагрудном 
кармане. 

Имя русского математика и меха- 
ника, основоположника петербург- 


Фагу 


ской математической школы Пафну- 
тия Львовича Чебышёва (1821—1894) 
хорошо известно во всем мире: его 
работы оказали решающее влияние 
на развитие многих ветвей матема- 
тики. Заметный след оставил П. Л. Че- 
бышёв и в истории вычислительной 
техники. Им впервые была высказана 
(и реализована в его арифмометре) 
идея непрерывного (а не дискретного) 
преобразования десятка в единицу 
старшего разряда. Принцип непре- 
рывной передачи десятков приобрел 
особо важное значение уже в наше 
время, после возникновения ЭВМ. 

ХХ век ознаменовался дальнейшим 
резким возрастанием роли вычисле- 
ний в самых разных областях челове- 
ческой деятельности. Считать требова- 
лось многим и считать приходилось 
много. В первой половине нашего 
столетия наиболее распространенным 
в мире считающим устройством был 
арифмометр.Различные его модифи- 
кации, выпускавшиеся в разных стра- 
нах, принципиально не отличались 
от арифмометра, сконструированного 
в 1890 году петербургским изобрета- 
телем Вильгодтом Теофиловичем Од- 
нером (1845—1905). Легкий и неболь- 
шой по размерам, простой и удобный 
в обращении, надежный в работе, 
арифмометр Однера явился вершиной 
конструкторского искусства среди 
многочисленных считающих устройств. 

Кому из людей старшего поколения, 
хоть как-то связанных с вычисления- 
ми или обработкой числовых данных, 
не приходилось иметь дело с класси- 
ческим арифмометром «Феликс»? 
Еще так недавно он был основным 
массовым вычислительным средством, 
его можно было встретить повсюду. 
А сегодня «Феликс» — лишь экспонат 
музея истории науки. Подгоняемая 
потребностями бытия, вычислитель- 
ная техника пошла дальше, и нам 
пришлось проститься с этим верным 
и привычным помощником. Такие 
расставания всегда немного грустны, 
но без них невозможен прогресс 
науки, они неизбежны... 


Конвекция и 
само- 
организующиеся 


структуры 


Кандидат физико-математических наук 
Е. Е. ГОРОДЕЦКИИ. 
В. С. ЕСИПОВ 


Ветры и океанские течения, дви- 
жение материков и потоки солнечной 
материи... Каждое из этих явлений 
очень сложно и многообразно. И всё 
же все они (а также многие другие) 
имеют характерную общую черту: 
существенную роль в них играет-кон- 
векция — одно из самых краси- 
вых явлений в физике макромира. 
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В последние годы интерес к этому 
«старому» и, казалось бы, хорошо зна- 
комому явлению резко повысился. 
Оказывается, конвекция — один из 
тех процессов, в результате которых 
системы, первоначально неупорядо- 
чение, приходят в упорядоченное со- 
стояние. Рождение порядка из хаоса 
(или, иначе, самоорганизация) — это 
фундаментальный механизм эволю- 
ции. И понимание конвекции помога- 
ет нам продвинуться в понимании 
этой захватывающей и, в болыной 
степени, все еще таинственной проб- 
лемы. 


Условия существования конвекции 


В узком смысле слова конвекция — 
это возникновение упорядоченного 
движения в неравномерно нагретых 
жидкостях или газах. 

При каких условиях возникает та- 
кое движение? Обратимся к просто- 
му примеру: представим себе, что 
мы подогреваем снизу плоский гори- 
зонтальный слой жидкости. Каким об- 
разом может происходить процесс 
передачи тепла от нижней границы 
жидкости к верхней? 

При малой разности температур 
АТ нижнего и верхнего слоев жид- 
кости процесс передачи тепла проис- 
ходит за счет теплопроводного меха- 
низма: более «горячие» молекулы, 
сталкиваясь с более «холодными», 
передают им избыток своей энергии, 
но макроскопическое движение жид- 
кости при этом отсутствует. Однако, 
когда разность температур достигает 
определенного критического значения 
к теплопроводный механизм пере- 
носа тепла становится неустойчивым. 
На смену ему приходит более выгод- 
ный для системы конвективный меха- 
низм передачи тепловой энергии, свя- 
занный с возникновением в жидкости 
макроскопического движения. 

Что значит «неустойчивый»? В ка- 
ком смысле «более выгодный»? 

Давайте резберемся в этих вопросах. 


Устойчивость и неустойчивость 


Из курса механики мы знаем, как 
определяется устойчивость равнове- 
сия системы: если при отклонении 
системы от положения равновесия 
возникают силы, стремящиеся вер- 
нуть ее обратно,— равновесие устой- 
чивое (рисунок 1, а); если же могут 


возникнуть силы, стремящиеся увели- 
чить отклонение, — равновесие неус- 
тойчивое (рисунок 1, 6). 

Это же утверждение можно сфор- 
мулировать на другом, энергетиче- 
ском языке. Для этого заметим, что 
на рисунках Та и 1,б приведена, 
в сущности, зависимость потенциаль- 
ной энергии И’ (И’=тай) от гори- 
зонтальной координаты х (от х зави- 
сит высота й, на которой находится 
тело, а следовательно, и его потен- 
циальная энергия). Так вот, положе- 
ние равновесия механической систе- 
мы устойчиво, если энергия ее в этом 
положении минимальна (рисунок Та), 
и неустойчиво, если энергия макси- 
мальна (рисунок 1,6). 

Спрашивается: а можно ли непре- 
рывно перейти от ситуации Т‚а к си- 
туации 1,67 То есть может ли си- 
стема, первоначально находившаяся 
в устойчивом состоянии, стать не- 
устойчивой? Ясно, что может. Для 
этого достаточно, чтобы дно ямы на 
рисунке 1,а чвспучилось». На мате- 
матическом языке такую ситуацию 
можно описать, предположив, что 
зависимость величины И от х имеет 
вид 

И’(х)=ах?-Ьх“ 
(Пусть вае не смущает произволь- 
ность этого выбора; оказывается, при 
очень общих предположениях потен- 
циальная энергия вблизи положения 
равновесия выглядит именно таким 
образом.) Если а>0, функция У(х) 
имеет минимум в точке х=0 (рису- 
нок 2, кривая /[). Это — точка устой- 
чивого равновесия. Если а<0 (кри- 
вая НП на рисунке 2), минимум в 
точке х=0 трансформируется в мак- 
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Рис. 1. 


(5>0).. 


Ка<о0) 
——_ 
х 


й 
симум, и эта точка становится точ- 
кой неустойчивого равновесия — си- 
стема «скатывается» на дно одной из 
двух образовавшихся ям. 

При непрерывном изменении коэф- 
фициента а мы в точке х=0 пере- 
ходим от ситуации 1,а к ситуации 
1,6. 

Приведенный здесь механизм поте- 
ри устойчивости (изменение знака 
при х’ в выражении для И”) яв- 
ляется совершенно универсальным ис 
теми или иными изменениями приме- 
ним к поистине бесконечному числу 
конкретных ситуаций. 

Разумеется, в общем случае потен- 
циальная энергия не сводится к энер- 
гии в поле тяготения, а определя- 
ется: взаимодействием тел, составляю- 
щих систему. А для немеханических 
систем в положении устойчивого рав- 
новесия минимум должна иметь не 
энергия, а некоторая другая величи- 
на, в определенном смысле аналогич- 
ная энергии. 

В каждом конкретном случае найти 
величину, минимум которой опреде- 
ляет равновесное состояние систе- 
мы,— задача трудная. Да и правиль- 
но выбрать аргумент функции И”, от- 
носительно которого эта функция ми- 
нимизируется, совсем не просто. Од- 
нако знание общего механизма дает 
нам путеводную нить. Нам известно 
теперь, что надо искать. 


Рис. 2. 


Возникновение конвекции 


Вернемся к конвекции. Рассмотрим 
горизонтальный слой жидкости тол- 
щиной РЁ. Пусть на нижней границе 
поддерживается температура Т,, а на 
верхней Т. (\Т=Т,—Т,>0). Темпе- 
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ратура внутри слоя линейно зависит 
от высоты Й: 


—Т —АТ А. 
(вт, АТ №. 


Так как плотность жидкости при на- 
гревании уменьшается, в нижних, бо- 
лее нагретых, слоях плотность мень- 
ше, чем в верхних, — жидкость 
неоднородна по плотности. Зависи- 
мость плотности от высоты имеет вид 


рву ==р (1-8 - АТ ^) 


(здесь р, — плотность на нижней 
границе, В — коэффициент объемного 
расширения, равный изменению еди- 
ницы объема тела при изменении 
температуры на 1 градус}. Чем боль- 
ше АТ, тем быстрее растет плотность 
жидкости в слое с ростом #й. Иными 
словами, при увеличении АТ неодно- 
родность плотности в слое возрастает. 
И это, в конечном счете, приводит 
к неустойчивости: более легкая жид- 
кость, находящаяся внизу, стремится 
всплыть, возбуждая при этом движе- 
ние во всем слое, =: возникает 
конвекция. 

На первый взгляд может показаться 
странным, что такое движение не на- 
чинается сразу, при сколь угод- 
но малом перегреве нижних слоев. 
Ведьесли мы погружаем какое-нибудь 
тело в жидкость, оно всплывает даже 
тогда, когда плотность его хотя бы 
чуть-чуть меньше плотности жид- 
кости. 

Чтобы понять, что здесь происходит, 
представим себе, что небольшой эле- 
мент жидкости (например, шарик 
радиуса А) начал двигаться вверх 
со скоростью и. Обычно можно счи- 
тать, что объем, а следовательно, 
и плотность тела ‘по мере подъема 
не меняются. В рассматриваемом слу- 
чае выделенный элемент жидкости, 
поднимаясь и пойладая в более хо- 
лодные слои, уменьшается в объеме, 
становится более плотным и может по- 
терять плавучесть. В этом все дело! 

Прежде чем получить условие поте- 
ри устойчивости теплопроводного ре- 
жима в явном виде, сделаем одно 
очень важное замечание. Имея в виду 
чисто качественный характер наших 
оценок, мы совершенно не будем ин- 
тересоваться в формулах численными 
коэффициентами, да и вообще каки- 
ми-либо деталями. Так, мы рассмат- 


10 


риваем элемент жидкости в форме ша- 
рика, хотя на самом деле он мог бы 
иметь более сложную форму. Мы бу- 
дем принимать объем этого шарика 
равным А? а площадь его поверх- 
ности — В? (вместо “/.лВЗ для объема 


и 4лВ* для площади поверхности) 
и т. д. Этот метод, называемый ме- 
тодом размерных оценок, является 
важным этапом физического исследо- 
вания, этапом, на котором прояс- 
няется самая суть интересующего 
нас явления: от каких параметров 
оно зависит, каковы его пространст- 
венные и временные масштабы и 
т. д.*) 

Итак, пристулим. Введем время т, в течение 
которого температура шарика (и, соответствен- 
но, его плотность) остается приблизительно 
постоянной. За это время шарик, двигаясь 
с приблизительно постоянной скоростью г. 
успевает подняться с уровня й на уровень 
В-ЕАН, где АА —ит. Его место на уровне # займет 
более плотный элемеит жидкости, опустивший- 
ся с уровня #--АЙ (рисунок 3}. Плотность 
поднимающегося с уровня К шарика равна 
Р(В)==р:(1-В + АТ + А/Г), а плотность опустив- 
шсегося на уровень } шарика равна »(В-НАА)-= 
—р,(1 -ЕВ - АТ - (В--АЛ)/Г). Изменеиине потен- 
циальной энергии при ‘таком встречном дви- 
жении равно 


(р(н)—р(п + АВ))Е*& - Ав= 


` 


АВ т 
—=—рВ - —> Ев * АВВ + М В. 


Знак «минус» означает, что энергия умень- 
шается, — значит, такое движение в жидкости 
выгодно. Надо, однако, учесть еще выделяю- 
щееся за счет трения тепло, которое равно 
работе сил сопротивления А=Р, - АВ. Сила 
сопротналения связана с наличием внутреннего 
трения (вязкости) в жидкости и а случае шари- 
ка, движущегося со скоростью у, пропорцио- 
нальна раднусу шарика и его скорости, а так- 
же коэффициенту вязкости жидкости 1: 


Р—'тВь 


(здесь мы вновь отброснли несущественный 
в наших качественных оценках численный 
коэффициент пропорциональности). 

Таким образом, изменение энергии при воз- 
никновении в жидкости двнжения равно 


АИ’ =(— рав + АТ т в --9Водот. 


Оценим время остывання шарнка т. Избы. 
точное количество тепла у шарика (связан- 
иое Е его перегревом) разно А@=рВЗс + АТ 
(РЕ? — масса шарика, с — удельная тепло- 
емкость). Количество тепла 49, перетекающего 
от горячего тела к холодному за единицу вре- 
мени чсрез единицу поверхности раздела этих 
тел (эту величину называют потоком тепла), 


№) О методе размерных оценок можно прочи- 


тать в главе *Вычисления без вычисленийь 
книги А. В. Мигдала «В лоисках истины» (се- 
рия +«Эврикае издательства «Молодая гвардия», 
1983 гол). 


Рис. 3. 


пропорционально разности температур АТ горя- 
чего и холодного тела и обратно пропорцио- 
нально толщине переходного слоя; коэффи- 
циент прапорциональности (характеризующий 
теплопроводные свойства тела) называют коэф- 
фициентом тенлопроводности и обозначают =. 
В случае нашего шарика толщина переходного 
слоя — это радиус шарика, и \а==х + АТ/А. 
Время остывания шарика — это время, за ко- 
торое все избыточное телло А@ успеет перейти 
от шарика через его поверхность к окружаю- 
щей жидкости. Следовательно, время т опреде- 
ляется условием ^@=Аа * Вх, откуда 


А с 
— = = ==? 
Ад > В х 


Комбинацию х/(рс) называют коэффициен- 
том температуропроводности ин обозначают у. 
Так что г=А“/х. 

Подставив найденное значение т в выраже- 
ние для АУ’, получим: 


$ 
линз № ( у— ЕЕ и ы?. 
х Тлу 


В соответствии с общим принципом при, 
АТУ>0 случайно возникшее движение затухает 
(аналогия с рисунком 1,а), а при А<О 
движение продолжается (аналог рису- 
нок 1,6) — состояние покоящейся жидкости 
(теплопроводный режим) становится неустой- 
чивым. Условие А\< 0 выполияется, когда 


р,ВаВ* - АТ 
Е 
чу 

Обратите внимание на то, как в это не- 
равенство входит размер шарика В: чем боль- 
ше Я, тем охотнее шарик устремляется вверх. 
Значит, и первую очередь начинает двигаться 
шарик максимально возможного в данной си- 
туации размера. Но этот максимально воз- 
можный размер, очевидно, по порядку вели- 
чины равен толщине слоя. Поэтому в послед- 
нем неравенстве можно считать Д =[.. 


Итак, мы получили условие, опре- 
деляющее начало конвективного дви- 
жения: 


Вы видите, что критическая раз- 
ность температур, при которой проис- 
ходит срыв теплопроводного режи- 
ма, определяется параметрами жид- 
кости (вязкостью ц, температуропро- 
водностью у ит. д.), я также толщи- 
ной слоя [,. Чем больше толщина слоя, 
тем при меньшей разности температур 
на нижней и верхней его границах 
теплопроводный режим сменяется 
конвективным. 

Подставляя в выражение для \И 
значение В -[, найдем 


\7=12 “(1 р М) 2. 
й па =. т). 


Наша задача выполнена: мы нашли 
функцию, минимум которой опреде- 
ляет положение равновесия систе- 
мы — это АИ/’(5). Когда разность \Г 
мала, график \У(0) имеет вид, ана- 
логичный приведенному на рисун- 
ке 1) а, — минимум реализуется при 
и —=0. При ^\Т настолько больших, что 
АУ <0, мы переходим к ситуации, 
изображенной на рисунке 1,06, что 
и означает спонтанный (самопроиз- 
вольный) переход жидкости из состоя- 
ния с нулевой скоростью в состояние 
со скоростью, отличной от нуля. 


Наконец-то структура! 


Итак, мы нашли условие потери 
устойчивости. Но что же произойдет 
с жидкостью дальше, за порогом 
нсустойчивости? 

Прежде всего очевидно, что вся 
жидкость не может начать одновре- 
менно двигаться вверх. Восходящее 
движение обязательно должно при- 
вести к нисходящему. И эти восхо- 
дящие и иисходящие потоки должны 
быть как-то распределены в нашем 
слое. 

Оказывается, что система, в которой 
имеются потоки энергии или ве- 
щества (такие системы называются 
неравновесными). устраивается таким 
образом, чтобы сделать потери энер- 
гии минимальными.*) В рассматри- 
ваемом нами случае восходящие 
ч нисходящие потоки жидкости строго 
упорядочиваются, образуя очень кряа- 
сивую и, что особенно поразительно, 


*? Это, по-видимому. весьма общий приицнип. 
Однако м настоящее время строгого доказательст- 
ва его справедливости не существует. 
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Рис. 4. 


очень правильную картину: слой 
жидкости «разбивается» на призмы 
(так называемые ячейки Бенара — 
по имени французского исследова- 
теля, впервые наблюдавшего и оци- 
савшего это явление), по граням ко- 
торых жидкость поднимается вверх, 
а п центре стекает вниз, либо наобо- 
рот. Диаметр поперечного сечения 
призм приблизительно равен Г. На 
рисунке 4 приведена фотография та- 
кой структуры (вид сверху; справа — 
увеличенное изображение тех же 
ячеек). | 

Самопроизвольное возникновение 
структуры, неизменно поражающес 
всякого, впервые сталкивающегося 
с этим. явлением, — факт, значение 
которого выходит далеко за рамки 
проблемы конвекции. 


Другие типы неустойчивости 


Причиной неустойчивости п рас- 
смотренном нами случае является 
наличие потока тепла через границы 


жидкости и неоднородность плот- 
ности по высоте. Совершенно ана- 
логичный результат мы получим 


и в том случае, когда неоднородность 
плотности вызвана не разностью тем- 
ператур, а различием состава ниж- 
них’ и верхних слоев жидкости. На- 
пример, когда вверху находится вода 
более соленая (а следовательно, более 
тяжелая), чем внизу. Здесь мы пере- 
ходим к очень интересному н разно- 
образному кругу вопросов, связанных 
с конвекцией в двухкомпонентных жид- 
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костях. Примером такой системы яв- 
ляется океан. Реально в океане на- 
ряду с неоднородностью по составу 
существует также и неоднородность 
по температуре. Комбинация этих 
факторов приводит ко многим харак- 
терным огобенностям океана и, н част- 
ности, к формированию в нем устой- 
чивых слоев с различной соленостью 
н температурой (к так называемой 
стратификации океана). 


Чтобы понять, как образуется такая 
структура, рассмотрим воду, в ниж- 
них слоях которой температура и со- 
леность выше, чем в верхних. При 
этом, даже если плотность воды внизу 
больше, чем вверху (то есть, каза- 
лось бы, равновесие устойчивое, и пе- 
ренос энергии должен идти обычным 
теплопроводным способом), тем не ме- 
нее, возможен срыв устойчивости и пе- 
реход от теплопроводного режима 
к конвективному. 


Действительно, представим себе, что 
небольшой элемент жидкости случай- 
но начал двигаться вверх. Предпо- 
ложим, что его температура и соле- 
ность не меняются. Так как плот- 
ность элемента больше, чем плотность 
окружающей среды, он вскоре оста- 
новится и начнет тонуть, двигаясь 
обратно к своему положению рав- 
новесия. Возникает колебательное 
движение рассматриваемого- элемен- 
та, аналогичнос колебанию тела, под- 
вешенного на пружине. Такое коле- 
бание естественно затухает из-за тре- 


ния, обусловленного вязкостью жид- 
кости. А теперь учтем, что в процессв 
подъема выделенный элемент, оказы: 
ваясь н более холодных слоях, осты- 
вает. Это приводит к его ‹утяжеле- 
нию», так что, возвращаясь к своему 
положению равновесия, он имеет ско- 
рость большую, чем та, с которой он 
начал двигаться (происходит как бы 
подта лкивание грузика, колеблюще- 
гося на пружине). Такое подталки- 
вание может скомпенсировать зату- 
хание колебаний, и амплитуда коле- 
баний начнет нарастать. Это и есть 
неустойчивость. (Такую неустойчи- 
вость называют колебательной кон- 
векцией.) Размах колебаний растет 
до некоторого предельного значения, 
которое и определяет толщину слоя. 
В результате таких колебаний жид- 
кость внутри слоя активно переме- 
шивается. Температура и соленость 
воды при этом оказываются в пре- 
делах одного слоя почти постоянны- 
.ми. После того как такой слой сфор- 
мировался, над ним начинает расти 
другой слой, затем третий и т. д. 

Вновь возникает структура. Но на 
этот раз слоистая. 

И еще об одном типе конвектив- 
ной неустойчивости нам хочется рас- 
сказать. Кто из вас не видел, как 
закручивается вода, выливающаяся 
из сливного отверстия в раковине. 


Рис. 5. 


Или другой пример: каждый замечал, 
что чаинки при перемешивании саха- 
ра вн стакане с чаем всегда соби- 
раются к оси стакана. И то и другое 
является частным проявлением не- 
устойчивости, которая называется не- 
устойчивостью Тейлора (по имени 


английского ученого Дж. И. Тей- 
лора (1886—1975), занимавшегося 
исследованиями по аэро- и гидро- 
динамике). 


ЗВ наиболее чистом виде неустой- 
чивость Тейлора проявляется в жид- 
кости, находящейся между двумя со- 
осными вращающимися цилиндрами. 
Цилиндры увлекают жидкость за со- 
бой, в результате чего она тоже няа- 
чинает вращаться. Однако при опре- 
деленной разности угловых скоростей 


внутреннего и внешнего цилиндров 
такое чисто вращательное движение 


жидкости становится неустойчивым, 
и наряду с вращением появляется 
движение жидкости в радиальном на- 
правлении. Ситуация очень напоми- 
нает ту, которую мы рассматривали 
выше. Разница лишь в том, что в гори- 
зонтальном слое «верх» и *низ» были 
выделены направлением ускорения 
свободного падения &, здесь же «верх» 
и «низ» задаются направлением цент- 
ростремительного ускорения. В пер- 
вом случае мысленно выделенный эле- 
мент жидкости всплывал за счет того, 
что его плотность не успевала срав- 
няться с плотностью окружающей 
среды (шарик не успевал остывать). 
Здесь же скорость вращения элемента 
жидкости, случайно начавшего дви- 
гаться вдоль радиуса, не успевает 
сравняться со скоростью вращения тех 
слоев жидкости, в которые он по- 
падает. 

В результате развития такой не- 
устойчивости жидкость, вращающая- 
ся между цилиндрами, разбивается 
на систему «баранок» (рисунок 5; 
черными стрелками показаны направ- 
ления течения жидкости внутри вра- 
щающихся «баранок»). Вновь возни- 
кает упорядоченная структура! 

В общем случае можно сказать, 
что вращение жидкости в одной нлос- 
кости, как правило, приводит < ее 
движению в перпендикулярной плос- 
кости. 


{Окончание см. на с. 22} 


13. 


Введение 

в стереометрию, 
или 
«Аксиоматические 
игры» 


Кандидат педагогических наук 
А. Н. ЗЕМЛЯКОВ 


Эта статья адресована. главным образом, 
девятиклассникам, начавшим изучать сте- 
реометрию по учебнику академика А. В. По- 
горелова. Ее можно использовать и учителю 
при закреплении материала $ 14 этого учеб- 
ника. Суть же рассматриваемых в статье 
вопросов — 0 смысле формулировок ак- 
сиом, о роли разных аксиом, о логических 
грудностях, возникающих при доказатель- 
сгве теорем, — наверное, будет понятна и 
интересна всем любителям геометрии и логи- 
ки. Вы как бы совершите’ прогулку по 
$ 14 книги А. В. Погорелова «Геометрия 
6— 105 (Г., с. 175—177) и увидиге, сколько 
«разностей» и «ингересностей», «хитростей» 
Ы евсякостейз заключено всего на трех стра- 
ницах учебника. Итак, в путь... 


3. От планиметрии — 
к стереометрии 
я ..Димай о смысле, а слова 
придит сами! 

Льюис Кэрролл 


Вы уже изучили — прошли — три 
‘пространственные аксиомы С,, С. и 
С. (Г., с. 115), а еще, наверное, и три 
теоремы — 14.1, 14.2 и 14.3 (Г., 
с. 176—177). Сейчас и мы пройдемся 
по ним вместе с вами, проверим, хоро- 
шо ли и все ли вы поняли на трех пер- 
вых стереометрических страницах. 
В доказательстве первой же тео- 
ремы — `В 


14.1: Через прямую н не ле- 
жащую на ней точку можно 


провести плоскость, и притом 
только одну 


— использовались Не только прост- 
ранственные аксномы— 
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С,: Если две различные плос- 
кости имеют общую точку, то 
они пересекаются по прямой 


С.: Если две различные пря- 
мые имеют общую точку, то 
через них можно провести 
плоскость, и притом только 
одну 


— но и две аксиомы, 
учебнике «‹планиметрическими». а 
точнее, чаксиомами планиметрии» 
(Г., с. 175) — Ци !.: 


названные в 


Г: Какова бы ни была пря- 
мая, существуют точки, при- 
надлежащие этой прямой, и 
точки, не принадлежащие 
ей 


1.2: Через любые две точки 
можно провести прямую, и 
только одну 


Сразу возникает во- 
прос: а какой смысл я 
придается этим заксио- 
мам планиметрии» в = 
стереометрии? Ведь в ь 
планиметрии аксиомы 1, и 1, описыва- 
ли основные свойства «принадлежно- 
сти точек и прямых на плоскости» 
(Г., с. 4). Полные их формулировки 
в планиметрии подлиннее, чем приве- 
денные вышс: 


(1,): Какова бы ни была иря- 
мая (в плоскости), существу- 
ют точки (плоскости). при- 
надлежащие этой прямой, и 
точки (плоскости), не при- 


надлежащие ей 


(плоскости) можно провести 
прямую (в Этой плоскостн), 
и только одну 


(заметьте, что рисуночки к аксиомам 
мы изменили «приспособили» к 
плоскости). Планиметрический ли 
смысл — справедливость утвержде- 
ний (1,) и (1.) в каждой плоскости — 
имеют аксиомы группы Г в стерео- 
метрии? Или, может быть, речь в них 
идет о точках и прямых в пространст- 
ве, то есть в только что приведенных 
формулировках во всех скобках 
вместо слова «плоскость» нужно по- 
ставить слово «пространство» (напри- 
мер, 1: Какова бы ни была прямая 
в пространстве, существуют точки 
пространства... и т. д.)? 

Не торопитесь читать 
дальше. Попробуйте са-: 
ми ответить на задан- 
ные вопросы, откройте 
учебник и посмотрите, 
как применяются аксиомы 1, и Г. в до- 
казательстве первой теоремы — 14.1. 

Посмотрели? Проследим за ходом 
доказательства теоремы 14.1 вместе. 
Вот текст учебника. 


Пусть а — данная прямая и В — не лежа- 
щая на ней точка. 


Здесь пока всего лишь введены 
обозначения к условию теоремы. 


Отметим на прямой а какую-нибудь точ- 
ку А. Такая точка существует по аксио- 


ме [.- 


Стоп! Если трактовка аксиомы 1, 
планиметрическая, то для ее приме- 
нения нужно, чтобы прямая а лежала 
в какой-нибудь плоскости. А такой ак- 
сиомы — типа «Для каждой прямой 
существует проходящая через нее 
плоскость» — в учебнике, увы, нет. 
Значит, аксиому планиметрии Е в 
стереометрии следует трактовать как 
«пространственную». Продолжим 
«расследование». Следующая фраза 
из доказательства: 


Проведем через точки А и В прямую Ь (ак- 


сиома Г,). 


Снова стоп! Планиметрическое тол- 
кование требует для применимости 
аксиомы Т1., чтобы точки А и В лежа- 
ли в одной плоскости. Но аксиом, га- 
рантирующих это, у нас нет. Значит, 
и аксиома Т. — пространственная, 
лишь по своей краткой словесной 
формулировке совпадающая в плани- 
метрической аксиомой 1. из $ 1. 


Подведем итог. Аксиомы планимет- 
рии [ и Е в стереометрии имеют 
пространственный смысл («Думай о 
смысле!» ), а в полную их формулиров- 
ку нужно включить соответствующие 
слова (за слова придут сами!»). Вот 
эти полные формулировки: 


|: Какова бы ни была прямая 
и пространстве, существуют 
точки пространства, принад- 
лежащие этой прямой, и точки 
пространства, не принадлежа- 
щие ей 


1,: Через любые дветочки про- : 
странства можно провести 
прямую (в пространстве). и 
только одну 


Планиметрические же аксиомы (Г) 
и (15) в стереометрии уже становятся 
теоремами : 

|. Какова бы ни была прямая в 
плоскости, существуют точки этой 
плоскости. принадлежащие прямой, и 
точки этой плоскости, не принадлежа- 
щие ей (прямой); 

Е5. Через любые ове точки плоскости 
можно провести прямую, лежащую в 
этой плоскости, и притом только одну. 

Теорема Г, конечно, сразу следует 
из теоремы 14.2 и пространственной 
аксиомы 1... Еще более очевидна спра- 
ведливость первого утверждения тео- 
ремы [/ (обдумайте!). А вот со вторым 
утверждением еще нужно повозиться. 
Сформулируем его как задачу. 


Задача 1. Даны плоскость а н лежащая 
в ней прямая а. Докажите, что существуют 
точкн, принадлежащие плоскости а, но не при- 
иадлежащие прямой а. 


2. От аксиом — к теоремам 


Ты спросишь, кто велит? 
— Всесильный бог деталей... 
Борис Пастернак 


Разобравшись со страницей 175, об- 
ратимся к следующим страницам 
учебника — к доказательствам трех 
первых теорем стереометрии. Сначала 
мы предлагаем вам выполнить за- 
дание: поставить на схеме (рису- 
нок 1, на котором кружками обозначе- 
ны аксиомы, квадратиками — теоре- 
мы) стрелки, показывающие, какие 
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утверждения используются при дока- 
зательстве теорем 14.1, 14.2 и 14.3. 
Две стрелки, соответствующие исполь- 
зованию в разобранном кусочке дока- 
зательства теоремы 14.1 аксиом Г, и |, 


мы уже обозначили. 
Чтобы правильно 
расставить остальные () 
стрелки, нужно еще 0 
раз внимательно про- {) 
= 


смотреть все детали дан- 
ных в учебнике дока- 
зательств теорем. 
А пока вы это делаете, мы разберем 
доказательство второй теоремы: 


14.2. Если две точки прямой 
принадлежат плоскости, то 
нся прямая принадлежит этой 


плоскости 


{на рисуночке слева изображено не- 
возможное — прямая не может ‹про- 
ткнуть» плоскость в двух точках!). 
Итак, даны прямая а и плоскость а, 
имеющие две общие точки. Рассматри- 
вается точка А фа (аксиома [,), а затем 
плоскость ‹, проходящая через пря- 
мую а и точку А (а это... что?). 

Существовакие такой плоскости га- 
рантируется уже доказанной теоремой 
14.1 — и, кстати сказать, именно по- 
этому на первом шаге доказательства 
берется точка А`вне прямой а (по зак- 
сисме» Г), а не вне плоскости и (+по 
аксиоме» С,). Заметим также, что яв- 
ной ссылки на теорему 14.1 в учебнике 
нет — она подразумевается. В соответ- 
ствии с нашими правилами мы поста- 
вим на схеме стрелку от квадратика 
14.1 к квадратику 14.2. 

`В оставшейся части доказательства 
используются аксиома С. (опять не- 


Рис. Г. 


явно — без ссылки) и аксиома Т,, так 
что всего к квадратику 14.2 на схеме 
будет проведено четыре стрелки. 

А вы уже расставили стрелки? 
Сверьте свою схему с нашей, данной 
на с. 18 (см. рис. 4). Выясняется любо- 


. пытнейшее обстоятельство — от ак- 


сиомы С,: 


С.: Какова бы ни была плхос. 
кость, существуют точки, при- 


надлежащие этой плоскости, 
и точки. не прицазлезжсиие ей 


не идет никаких стре- 
лок! Может быть, она () у 
совсем и не нужна, раз 
она не использовалась? & 
Стоп! Подумайте! 

Если вы решали все задачи к $ 14, 


‚то в двух из них вам пришлось ис- 


пользовать эту «странную» аксио- 
му — в каких именно? В действитель- 
ности аксиома С, — самая существен- 
ная именно пространственная аксио- 
ма. Как раз из нее вытекает, что в 
пространстве есть пересекающиеся 
плоскости (иначе о чем речь в аксиоме 
С), существуют не лежащие в одной 
плоскости точки (см. задачи 1, 5, 10 
к $14), можно рассматривать не ле- 
жащие в одной плоскости прямые 
(см. задачи 2 и 9 кб 14). Сформули- 
руем эти утверждения как задачи: 

2. Докажите, что в пространстве существуют 


две различные пересекающиеся плоскости. 
‚3. Докажнте, что в пространстве существуют 


две прямые, не лежащие @ одной нлоскости. 


4. Докажите, что в пространстве существуют 
четыре точки, которые не лежат в одной плос- 


кости. 


3. Бег по кругу 


Бросая в воду камешки, смотри на круги, 
ими образуемые: иначе такое бросание бу- 
дет пустою забавою. 

Козьма Прутков 


Еще раз рассмотрим теоремы 14.1— 


`14.3. Обратим внимание: первая из 


них по формулировке (см. п. 1) похо- 
жа на а пью —_ — 


Ем 


В той и другой — по два утверждения: 
о существовании плоскости («можно 
провести плоскость») и оее единствен- 


14.3: Через три точки, не ле- 
жащие на одной прямой, мож- 
но провести плоскость, и при- 
том только одну 


ности («притом только одну»). Суще-. 


ствование плоскости в обоих случаях 
выводится из аксиомы С., причем сна- 
чала используются аксиомы группы 1 


(Ги [. в теореме 14.1, только [., — вте- 
ореме 14.3). А вот доказательства 
единственности — совсем несхожи. 


В теореме 14.1 проводится рассужде- 
ние от противного, с использованием 
аксиомы С., а в теореме 14.3 единст- 
венность обосновывается прямой 
ссылкой на аксиому С. (единственную 
из аксиом, говорящую о единственно- 
сти плоскости). 

В связи с этим возни- 
кает несколько вопро- 
сов. Первый воп- 
рос: нельзя ли в теоре- мы 
ме 14.1 тоже сослаться в 
на аксиому С.7 Иначе говоря, для дан- 
ной прямой а и точки Ва мы берем 
точку Аба, рассматриваем прямую 
$ =АВ и плоскость «= (а, 5), проходя- 
щую через две пересекающиеся пря- 
мые а и 6. По аксиоме С; такая плос- 
кость только одна. Доказана ли тем 
самым единственность плоскости, про- 
ходящей через прямую а и точку В? 
Ответ: ... — Нет, сначала еще вопрос. 

Второй вопрос: нельзя ли до- 
казательство единственности в теоре- 
ме 14.3 тоже провести рассуждением 
от противного? 

Что же, попробуем. 
Для не лежащих на од- 
ной прямой точек А, В 
и С мы построили плос- 
кость, их  содержа- 4) 
щую — это плоскость «=(АВ, АС), 
проходящая через прямые АВ и АС 
(при этом используются аксиомы 1, и 
С.). Допустим, что кроме плоскости и 
через точки А, В, С можно провести 
еще одну (отличную от ‹) плоскость 
а’. Тогда по аксиоме С, плоскости и 
и и’ пересекаются по некоторой пря- 
мой а. Значит, точки А, В, С лежат на 
одной прямой — на а, а это противо- 
речит условию теоремы (сравните с 
задачей Зк $ 14). Тем самым единст- 
венность плоскости АВС, проходящей 
через точки А, В, С, доказана. 


Таким образом, ответ на второй воп- 
рос — положительный. На первый же 
вопрос ответ отрицательный. Тут не- 
трудно запутаться и без пашей помо- 
щи, поэтому рассмотрим доказатель- 
ство теоремы 14.1 поподробнее. Ука- 
занная ссылка на аксиому С. при до- 
казательстве единственности в дейст- 
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Рис. 2. 


вительности нужного доказательства 
ие дает — хотя бы потому, что при 
построении одной - плоскости и, 
содержащей прямую а и точку В, точ- 
ка А на прямой а была выбрана про- 
извольно. Другой выбор точки — ска- 
жем, А’ вместо А, — в принципе 
мог бы дать другую плоскость ‹’, кото- 
рая *ни & какой стати» не обязана 
содержать прямую $= АВ (это плос- 
кость и’ =(а, 5’), где 6’ =А’В). 

Может возникнуть «надежда» пов- 
торить при доказательстве теоремы 
14.1 в точности то же рассуждение — 
ссылку на теорему 14.2, — какое при- 
менено в доказательстве теоремы 14.3. 
Именно, если плоскость проходит че- 
рез прямую а и точку В, то по теореме 
14.2 она проходит и через прямую 
Ь—= АВ, где А — первоначально взя- 
тая на прямой а точка. А по аксиоме 
С, такая плоскость только одна. Дока- 
зательство!? 

Опять нет. Дело в том, что исполь- 
зованная в приведенном рассуждении 
теорема 14.2 доказывается с по- 
мощью ... как раз теоремы 14.1 (мы 
это обсуждали в п. 2). Получается, 
что при доказательстве теоремы 14.1 
используется теорема 14.2, а при дока- 
зательстве теоремы 14.2 используется 
теорема 14.1. Если учесть еще и ис- 
пользуемые аксиомы, то получится 
такая «цепочка» следований (рис. 2; 
см. схему на рисунке 4). Эту цепочку 
можно замкнуть в «кольцо» (рис. 3). 
Подобный способ рассуждений, при 
котором для доказательства какого-то 
факта «А» используется сам этот факт 
(возможно, с привлечением какой-то 
длинной цепочки рассуждений по схе- 
ме типа: «А» = «Бь = ... -> «А», как 
и выше, замыкаемой в кольцо) — ти- 
пичная логическая ошибка. В таких 
случаях говорят, что в доказатель- 
стве — ‹порочный круг». 
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Рис. 3. 


о. 


Рис. 4. 


Нужно сказать, что ошибка эта — 
распространенная и коварная; так, в 
течение многих веков появлялись 
принадлежащие даже профессиональ- 
ным математикам «доказательства» 
аксиомы параллельных (аксиомы У 
из $1 учебника А. В. Погорелова, 
эквивалентной пятому постулату Ев- 
клида). Только после тщательного 
«расследования» в них удавалось об- 
наружить порочный круг. Но это уже 
другая тема. 


Возможно, у некоторых читателей осталось 
чувство неудовлетворениости — ощущение, 
что «Что-то здесь все-таки есть!» В самом деле, 


[2.4] 


наш порочный круг можно «разорвать», 
разбить теорему 14.1 ны две части: 

13.1.А. Через прямую и не лежащую на ней 
точку можно провести плоскость, и 

14.1.6. притом только одну. 
В доказательстве теоремы 14.2 используется 
только утверждение 14.1.А, так что вполне 
строгие рассуждения можно провести по схеме, 
изображенной на рисунке 5. 

Как видите, без аксиомы С. доказать теорему 
14.1 в полном объеме все же не удается. 


если 


4. Заключение: вопросы 
и задачи «напоследок» 


В завершение нашей экскурсии по 
$14 зададим еще три вопроса 
к тексту учебника. 


1. В приведенном в учебнике решении за- 
дачи 6-(с. 176) опущен один логически воз- 
можный случай — какой? Как быть в этом 
случае? 

{{. В условии разобранной п учебнике за- 
дачи 7 (с. 177) говорится а прямых, пересекаю- 
щих две данные прямые а н Ъ, но ие проходя- 
щих через их точку пересечения А. Существен- 
но ли это последнее требование? Иснользовано 
ли оно в решении? 

ПЕ. В учебниках А. В. Погорелова (1982— 
1985 гг. издания) в доказательство теоре- 
мы 11.1 попало совершенно лншнее математи- 
ческое слово — какое? Цайдите его. 

М знакоспедоиь — еще четыре задачи 
близкой тематики. 

5- Докажите, что через любую прямую п 
пространстве можно провести: а) хотя бы одну 
плоскость; 6) хотя бы две различные плоскости; 
в) бесконечно много плоскостей. 


(Окончание см. на с. 28, 


о5/” == 


ГоТоте1 


Рис. 5. 
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Лаборатория «Кванта» 


Опыты со 
светящимися 
веществами 


Е. Э. КОЛОМЕЙЦЕВ 


Существуют вещества, которые под 
воздействием света начинают све- 
титься сами, причем, как правило, 
светом другого цвета (например, при 
облучении синим светом они ис- 
пускают желтый или зеленый свет). 
Явление это называют Фотолюминес- 
ценцией — свечением под действием 


света (от греческого «фотос» — свет 


и латинского «люминесценция» — 
слабое свечение). Основные особен- 
ности фотолюминесценции были вы- 
явлены благодаря работам известного 
советского физика С. И. Вавилова 
и его сотрудников. р 
Механизм этого явления был выяс- 
нен лишь после создания квантовой 
теории света. Попытаемся очень крат- 
ко проиллюстрировать его на приме- 
ре одной молекулы какого-либо орга- 


нического люминесцирующего веще-’ 


ства. Такую молекулу можно считать 
практически самостоятельным «при- 
емником» и зизлучателем» света. 
Сначала она поглощает квант па- 
дающего на нее видимого света и 
переходит в возбужденное состояние. 
Затем молекула возвращается в ис- 
ходное состояние, но при этом излу- 
чает квант видимого света уже мень- 
шей энергии. Оставшаяся часть по- 


Автор этой статьи — Евгеннй Коломейцев — 
сейчас учится в 9 классе специальной (с препода- 
ванием ряда предметов на немецком языке) шко- 
ле № 57 г. Москвы. Женя принимает активное 
участие в работе Школы естественных паук при 
Институте атомиой энергии им. И. В. Курчатова. 
(Примеч. ред.) 
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глощенной энергии переходит в энер- 
гию теплового движения. 

Процесс переизлучения может про- 
исходить очень быстро, практически 
мгновенно. В таких случаях говорят 
о Флуоресценции. Стоит прекратить 
облучение флуоресцирующего вещест- 


ва светом, и сразу же пропадает 
его свечение. Так бывает обычно 
с газообразными и жидкими люмино- 
форами (веществами, способными к 
люминесценции). 

В других случаях вещество мо- 
жет продолжать светиться и после 
того, как погас возбуждающий источ- 
ник света (иногда свечение длится 
до нескольких часов и даже дней). 
Тогда говорят о фосфоресценции. Наи- 
большее распространение получили 
кристаллические фосфоресцирующие 
вещества, называемые кристаллофос- 
форами. 

Впрочем, разделение по длительно- 
сти послесвечения достаточно услов- 
ное, поскольку четкой временной 
границы не существует. 

Надо сказать, что люминесценцию 
можно вызвать не только светом. 
Энергию, необходимую для излуче- 
ния света, молекулы вещества могут 
позаимствовать, например, у электри- 
ческого поля (электролюминесцен- 
ция), при химических превращениях 
(хемилюминесценция), под воздейст- 
вием проникающей радиации (напри- 
мер, катодолюминесценция, рентгено- 
люминесценция и тому подобное). 
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Однако мы ограничимся лишь фото- 
люминесценцией. 

Начнем с опытов, в которых иссле- 
дуются свойства флуоресцирующих 
жидкостей. 

Опыт 1. Нам потребуется источник 
света и прозрачная кювета. В домаш- 
них условиях в качестве источника 
можно использовать диапроектор, в 
который вместо диапозитива надо 
вставить кусочек картона или фольги 
с вырезанной в центре дырочкой 
(диаметром 2—3 мм). Это позволит 
получить слаборасходящийся пучок 
света. Кюветой может служить фла- 
кон из-под одеколона и тому подоб- 
ное. Если сосуд наполнить чистой 
водой и посмотреть на него сбоку (как 
показано на рисунке 1), то луч света 
в воде практически виден не будет 
{его видно только на границах вода — 
стекло). Если же воду заменить керо- 
сином, то внутри кюветы мы увидим 
синевато-белесую полосу. Причина 
этому флуоресценция керосина. 

Флуоресценцию можно наблюдать 
и на других. растворах:  желто- 
зеленое свечение для риваноля 
(продается в аптеке), голубое — для 
отработанного фотопроявителя. Кра- 
сивые эффекты переизлучения полу- 
чаются, если использовать некоторые 
шампуни (мы испробовали +Яблоч- 
ный» и «Сосна»), которые содержат 
флуоресцирующие добавки. Правда, 
оказалось, что для получения яркой 
флуоресценции необходимо сильно 
разбавить шампунь водой. Почему — 
можно понять, проделав следующий 
опыт. 

Опыт 2. Наполним сосуд раствором 
шампуня в воде, таким, чтобы яр- 
кость флуоресценции была достаточ- 
но большой. Затем начнем добав- 


лять понемногу раствор йодистого ка- 
лия. Яркость свечения будет убывать, 


Рис. 1. 


20 


пока, наконец, раствор не перестанет 
флуоресцировать совсем. Явление это 
носит название тушения люминесцен- 
ции. Качественно объяснить его мож- 
но так. Молекула жидкости, облучае- 
мой светом, находится в возбужден- 
ном состоянии в течение ничтожного, 
по обычным меркам. промежутка вре- 
мени — порядка 108—109 с. Нои 
за это малое время она может столк- 
нуться с молекулой тушащего вещест- 
ва (в нашем случае — Ййодистого ка- 
лия) и передать ей часть или всю 
энергию возбуждения, которая в ‘ко- 
нечном итоге перейдет в тепло. Таким 
образом, процесс переизлучения не 
осуществится. 

Аналогичные события происходят и 
при большой концентрации флуорес- 
цирующего вещества. Его молекулы 
интенсивно сталкиваются, н при этом 
их избыточная энергия (энергия воз- 
буждения) легко переходит в тепло. 
Именно поэтому растворы с большой 
концентрацией шампуня слабее излу- 
чают свет. 

Понятно, что вероятность столкно- 
вения между молекулами тем выше, 
чем выше температура раствора. Зна- 
чит, повышение температуры тоже 
оказывает тушащее действие. Это вы 
можете проверить самостоятельно. 

Опыт 3. В предыдущем экспери- 
менте мы тушили флуоресценцию. 
Теперь попробуем усилить яркость 
свечения. | 

Как показывает опыт, в водных 
растворах довольно сильное тушащее 
действие оказывают водородные 
ионы. Попытаемся уменьшить их кон- 
центрацию, добавив в раствор шампу- 
ня несколько капель раствора щело- 
чи (КОН или МаОН) — яркость флуо- 
ресценции заметно увеличится. 

Опыт 4. Поставим на пути луча 
от диапроектора синий светофильтр 
(рис. 2). Раствор риваноля в кювете 
продолжает светиться характерным 
для него цветом. То же происходит 
и при зеленом светофильтре, а вот 
красный приводит к исчезновению 
флуоресценции. Почему? 

В 1852 году английский физик и 
математик Дж. Г. Стокс установил, 
что при фотолюминесценции длина 
волны излучаемого света больше дли- 
ны волны возбуждающего света (пра- 
вило Стокса). Эту закономерность лег- 
ко понять, если вспомнить объясне- 
ние механизма фотолюминесценции, 
приведенное в начале статьи. 


Рис. 23. 


Иногда, правда, правило Стокса на- 
рушается, и энергия переизлученного 
кванта оказывается больше энергии 
поглощенного кванта. Это означает, 
что молекула, находясь в возбужден- 
ном состоянии, получила дополни- 
тельную порцию тепловой энергии, пе- 
решла в еще более высокое энерге- 
тическое состояние, а затем всю свою 
избыточную энергию отдала свето- 
вому кванту. 

Вернемся к опыту. Если учесть, 
что 


). синего света >27. зеленого света >> 
>17 желтого света>А красного света, 


то становится ясным, что в нашем 
случае закон Стокса выполняется. 


* * * 


Во всех рассмотренных до сих пор 
опытах мы наблюдали флуоресцен- 
цию жидкостей. Теперь переходим к 
опытному изучению фосфоресценции 
кристаллов. . 

Внешние различия этих разновидностей лю- 
минесценции — по длительности послесвече- 
ния — обусловлены различиями п протекании 
самого процесса переизлучения. В первом слу- 
зае зячейкойе фотолюминесценции является 
отдельная молекула. Внутри иее происходят 
процессы возбуждения и возвращения в невоз- 
бужденное состояние, которое и сопровождастсн 
излучением света. Во втором же случае и лю- 
минесценции участвует не отдельная молекула, 
а их большое число — практически вся кри- 
сталлическая решетка. Объяснение механизма 
фосфоресцеиции для этого случая можно най- 
ти в литературе, указаиной в конце статьи. 


К кристаллофосфбрам относятся не- 
которые сульфиды (химические соеди- 
нения металлов с серой), прежде все- 
го — сульфиды металлов П группы 
периодической системы элементов: 
Са, 7п9, $г5, Ваб. Наиболее извест- 
ный из них — сернистый цинк (715), 
с которым мы и будем эксперимен- 
тировать. 


Для приготовления сульфида цинка 
необходимо взять 1 весовую часть по- 
рошка серы (серного цвета) и 2 весо- 
вые части порошка цинка. Смешав 
эти вещества, их нагревают. (Из-за 
резкого запаха выделяющихся газов 
опыт лучше проводить либо на от- 
крытом воздухе, либо в вытяжном 
шкафу школьного химического каби- 
нета.) Получившийся сернистый цинк 
перемешивают с клесм и наносят на 
лист картона — фосфоресцирующий 
экран готов.* 

Сразу же можно приготовить и дру- 
гой фосфоресцирующий экран, доба- 
вив к первоначальной смеси порошков 
серы и цинка немного медных опи- 
лок. 

Затем приступим к опытам. 

Опыт 5. Осветим лучом от диа- 
проектора экран с сернистым цин- 
ком (сами постараемся на свет не смот- 
реть) и выключим источник. В насту- 
пившей темноте в течение нескольких 
десятков секунд экран будет светить- 
ся слабым зеленым светом. Проделаем 
тот же опыт с экраном, активирован- 
ным медью. Свечение его будет дру- 
гим по оттенку, ярче и продолжи- 
тельнее по времени. 

Опыт 6. Оказывается, если фосфор 
нагреть, скорость его высвечивания 
возрастет. Нагреем монету и (после 
выключения света) приложим ее к 0б- 
ратной стороне экрана. В месте сопри- 
косновения с монетой экран ярко 
вспыхнет, но зато и быстро погаснет — 
место монеты в дальнейшем будет от- 
мечено темным пятном на затухаю- 
щем свете экрана. 

Опыт 7. До сих пор мы облучали 
люминофоры только видимым светом. 
Интересно, как они поведут себя, если 
на них подействовать лучами невиди- 
мой части спектра, например ультра- 


фиолетовой? 
Воспользуемся ультрафиолетовой 
лампой, продающейся в магазине. 


В темноте направим пучок ультра- 
фиолетовых лучей на экран из сер- 
нистого цинка. Мы увидим, как сер- 
нистый цинк ярко всныхнет. 

Способностью люминесцировать в 
ультрафиолетовых лучах обладают 
многие вещества, даже те, которые 
не люминесцируют при обычном ос- 
вещении. 


*}Сульфид цинка можно +раздобыть», соскоб- 
лив его с елочных нгрушек, светящихся в темно- 
те. 
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Люминесценция нашла свое практи- 
ческое применение, прежде всего, в 
лампах дневного света (люминесцент- 
ных лампах). В таких лампах, содер- 
жащих пары ртути, возбуждается га- 
зовый разряд. который сопровождает- 
ся свечением, содержащим, в основ- 
ном, ультоафиолетовые лучи. Стенки 
ламп, покрытые люминофорами спе- 
циального состава, поглощают ульт- 
рафиолетовый свет и превражают его 
в видимый. 

Такие лампы значительно более эко- 
номичны, чем лампы накаливания. 
Кроме того, спектральный состав их 
света ближе к дневному и поэтому 
более приятен для глаз. 

хх + * 

Вы познакомились лишь с неболь- 

шой частью опытов, которые можно 


провести с люминесцирующими ве- 
ществами. Одни из них мы попыта- 
лись объяснить, другие оставили без 
объяснения, поскольку оно существен- 
но выходило бы за рамки школьной 
программы по физике. 


В заключение приводим список литерату- 
ры, которая использовалась при подготовке этой 
статьи. 

1. Н. С. Ахметов. Общая и неорганическая 
химия.— М.: Высмная школа, 1981. 

2. Г. С. Ландсеберг. Оцтика.— М.: Наука, 
1976. 

3. С. Э. Фриш и А. В. Тиморева. Куре об- 
щей физики, т. ПП.— М.: Физматгиз, 1961. 

_ 4. Элементарный учебинк физики/Под ре- 
дакцией Г. С. Ландоберга, т. ПТ.— М.: Физ- 
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5. Журнал «Химия и жизнь»: 1988, № 11 

н 1984, № 11. 


Конвекция и 
само- 
организующиеся 
структуры 


{Начало см. на с. 5) 


В стакане с чаем, так же как и в 
рассмотренной нами системе двух 
цилиндров, вращение в горизонталь- 
ной плоскости приводит к вертикаль- 
ным потокам (рисунок 6). Для выли- 
вающейся из раковины воды изме- 
нение направления скорости в верти- 
кальной плоскости, возникающее при 


Рис. 6. 


втекании жидкости в отверстие, при- 
водит к появлению вращения в гори- 
зонтальной плоскости (рисунок Т). 

Во всех описанных нами примерах 
мы имели дело с гидродинамической 
жидкостной неустойчивостью. Но упо- 
рядоченные структуры возникают 
и во многих других случаях, когда 
в системе имеет место достаточно 
интенсивный поток энергии или ве- 
щества. 

Условиями возникновения и свойст- 
вами таких структур занимается 
очень молодая и бурно развиваю- 


щаяся паука — синергетика. Но это — 
тема для отдельного разговора. 


“ 


Рис. 7. 


Школа вн «Кванте» 


ь д 


Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Стробоскопи- 
ческий эффект и измерение ускорения» 
предназначена восьмиклассникам, «Хао- 
тичность молекулярного движения и теп- 
ловые машины» — девятиклассникам, 
«О музыкальных звуках и их источни- 
ках» — десятиклассникам. 

Материалы подготовил ИН. К. Белкин. 


Стробоскопический 


эффект 


и измерение ускорения 


Одной из физических величин, с по- 
мощью которой описывается механи- 
ческое движение тел, является уско- 
рение. Оно показывает, как быстро 
меняется скорость тела при его нерав- 
номерном движении. 

Существует много способов опытно- 
го определения ускорения. Один из 
них — так называемый стробоско- 
пический *) метод — связан со стро- 
боскопическим эффектом. Идея этого 
метода описана в школьном учебнике 
физики («Физика 8», 5 12). Расскажем 
о нем подробнее. Но сначала — не- 
много о самом эффекте. 

Различают два типа стробоскопи- 
ческих эффектов. Первый состоит 
в том, что при наблюдении быстро сме- 
няющих друг друга отдельных фаз 
движения (каждая из которых фикси- 
руется в состоянии покоя) возникает 
иллюзия непрерывного движения. Это 
связано с инерцией зрения, то есть 
со способностью клеток сетчатки глаза 
сохранять зрительный образ объекта 
в течение некоторого промежутка вре- 
мени (примерно 0,1 секунды) после 
исчезновения самого зримого объекта. 
И если время между появлениями 
отдельных изображений меньше этого 
промежутка, образы сливаются и дви- 
жение воспринимается как непрерыв- 
ное. На этом, в частности, основано 


ВЕЕР ЗЕСЕИНЕЕНЕВЕ 
®)От греческих слов *стробос» — кружение и 
*«СКоПео» — смотрю, 


восприятие движения в кинематогра- 
фе и телевидении- 

Стробоскопический эффект второго 
типа заключается в том, что при опре- 
деленных условиях возникает, наобо- 
рот, иллюзия покоя предмета, кото- 
рый на самом деле движется. Пред- 
ставьте себе, например, какое-то вра- 
щающееся тело, скажем колесо со спи- 
цами, которое освещается импульсной 
лампой, дающей короткие, повторяю- 
щиеся через равные промежутки вре- 
мени вспышки. Ясно, что наблюдатель 
будет видеть колесо только в те момен- 
ты, когда оно окажется освещенным. 
Если частота вращения колеса в точ- 
ности совпадает с частотой повторения 
вспышек, колесо будет освещено каж- 
дый раз в одном и том же положении. 
При достаточно большой частоте вра- 
щения (и вспышек) глаз будет сохра- 
нять это зрительное ощущение в те- 
чение промежутков времени между 
вспышками, и колесо будет казаться 
неподвижным. Приборы, в которых 
используется этот эффект, называют 
стробоскопами *). В современных стро- 
боскопах прерывистое освещение осу- 
ществляется с помощью импульсных 
ламп с регулируемой частотой вспы- 
шек. 

Вернемся к вопросу об измерении 
ускорений. Если какое-то движущееся 
тело сфотографировать при стробоско- 
пическом освещении (затвор фотоап- 
парата должен оставаться открытым 
во все время движения тела), то на 
фотоснимке будут видны последова- 
тельные положения движущегося те- 
ла через равные (и известные) 
промежутки времени. На этом и осно- 
ван стробоскопический метод измере- 
ния ускорения тел. 

Приведенный на с. 24 рисунок сде- 
лан с фотографии тела в процессе его 
прямолинейного равноускоренного 
движения. Фотоснимок получен при 
освещении тела импульсной лампой 


. с определенными промежутками вре- 


мени между вспышками. Как по та- 
кому снимку определить ускорение 
тела? 

Пусть в какой-то момент тело нахо- 
дилось в точке А, а через время г, 
— *)0 том, как сделать простейший стробоскоп, 
можио прочитать в статье С. Л. Гаврилова *Что 


такое стробоскоп» (+Кванть, 1983, № 1). (Примеч. 
ред.} 
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равное промежутку между вспышка- 
‚ми, оно переместилось в точку В. 
Тогда, как известно, перемещение 3, 
(по модулю) тела из А в В можно най- 
ти по формуле 
2 
51 ==0 „т > з 


где о, — модуль скорости в точке А, 
а — модуль искомого ускорения. В те- 
чение следующего: промежутка вре- 
мени т тело перемещается из В в С. 
Его перемещение $, определяется ана- 


логичной формулой, в которой на- 
чальная скорость и;==и „ат: 
2 
ат ат 
82=0 т > —=(2 „Нат И 
А Зат? 
= „т-Е =. 


Найдем теперь разность перемещений 
$2—5! за два последовательных рав- 
ных промежутка: 


вв (илт-Е ат" (от ее, 


Отсюда для ускорения а получаем 


а= 82—81 к 
т 

Таким образом, имея стробоскопи- 
ческую картину движения тела, мож- 
но найти его ускорение, измерив дли- 
ны любых двух соседних отрезков, 
соответствующих перемещениям тела 
за одинаковые промежутки времени 
между вспышками. Нужно, разумеет- 
ся, знать эти промежутки, а также 
масштаб снимка. 

Для нашего случая время между 
вспышками равно 0,1 с, а каждой 
единице длины на рисунке соот- 
ветствует расстояние в 0,01 м. По этим 
данным вы, конечно же, сможете опре- 
делить искомое ускорение тела. 


Хаотичность 


молекулярного движения 
и тепловые машины 


Как известно, тепловые машины от- 
личаются тем, что их коэффициент 
полезного действия (КПД) огорчи- 
тельно мал по сравнению с другими 
машинами. Так, например, КПД паро- 
возов, теперь уже практически не 
использующихся, не превышал 10 %, 
в сменившие их тепловозы работают 
с КПД всего около 25 %. КПД лучших 
современных тепловых двигателей не 
превышают 50 %. 

Значит, и теперь, через 200 лет пос- 
ле появления первых тепловых ма- 
шин, половина энергии топлива, сжи- 
гаемого в них, расходуется бесполез- 
но? В чем тут дело? Может быть, в 
том, что ученые и инженеры не сумели 
придумать и сконструировать «хоро- 
шие» тепловые машины, н которых 
энергия топлива использовалась бы 
более эффективно? 

Оказывается, создатели машин в 
этом не виноваты. Истинного «винов- 
ника» низких значений КПД мы най- 
дем, если более внимательно рассмот- 
рим сущность того, что происходит в 
тепловых машинах. 

Беспорядочное и упорядоченное 
движения. Тепловые машины строят 
для того, чтобы в них совершалась 
механическая работа. Делается это 
обычно так: какой-нибудь газ полу- 
чает от нагревателя некоторое коли- 
чество теплоты и расширяется; при 
этом расширении сила давления газа 
и совершает работу, например по пере- 
мещению поршня или вращению тур- 
бины. Другими словами, в тепловой 
машине происходит преобразование 
тепловой энергии, то есть энергии 
беспорядочного молекулярного дви- 
жения, в механическую — энергию 
упорядоченного движения. Это, по- 
жалуй, самое важное, что можно ска- 
зать о всякой тепловой машине: на 


«входе» у нее энергия беспорядочного 
движения, а на «выходе» — энергия 
упорядоченного движения. 
Возможно ли, чтобы преобразование 
тепловой энергии в механическую 
происходило без потерь, то есть с 
коэффициентом полезного действия, 
равным единице? Казалось бы, что 
возможно. Например, если тепло от 
нагревателя подводится так, что тем- 
пература газа, а значит и его внут- 
ренняя энергия, остается постоянной. 
Тогда, как это видно непосредствен- 
но из первого закона термодинамики 


О= А И-А, 


при условии, что изменение внутрен- 
ней энергии ^П равно нулю, работа 
газа А в точности равна подведен- 
ному количеству теплоты О. 

Однако скажем сразу, что так может 
быть лишь при однократном расшире- 
‘нии газа. А любая тепловая машина 
всегда работает циклически. Но об 
этом немного позже. 

Газ и... упругая пружина. Поведе- 
ние газа при его расширении очень 
напоминает поведение сжатой пружи- 

‚ны. В самом деле, сжатая пружина 
всегда готова распрямиться и уве- 
личить свою длину. Точно так же газ 
всегда готов расшириться и увеличить 
свой объем. Сила упругости сжатой 
пружины при ее распрямлении совер- 
шает работу. Работу совершает и сила 
давления расширяющегося газа. 

Но есть и существенное различие 
между газом и пружиной. Пружина 
может быть не только сжатой, но и 
растянутой. Растянутая пружина, как 
и сжатая, всегда стремится вернуться 
в состояние равновесия. При этом сила 
упругости тоже совершает работу. Бо- 
лее того, первоначально сжатая пру- 
жина, распрямляясь, обычно не сразу 
возвращается в недеформированное 
состояние, а сначала превращается 
в пружину растянутую, которая, в 
свою очередь, затем становится сжа- 


той, и т. д. (в течение некоторого 
времени пружина совершает колеба- 
ния). 

А вот газ вести себя подобно 


растянутой пружине не может. Как бы 
газ ни расширился, при соответствую- 
щих условиях он всегда ‘сможет рас- 
шириться еще больше. Газ как бы 
всегда сжат. Если, например, неко- 
торый газ находится в цилиндре 
(рис. 1) под давлением р, большим, 
чем наружное давление р., то он будет 


расширяться, толкая поршень, и это 
расширение будет продолжаться до 
тех пор, пока давления слева и справа 
от поршня не станут равными. Но 
расширившийся газ не может сам со- 
бой сжаться и снова занять тот 
объем, который он имел до расшире- 
НИЯ. 

Причина такого поведения газа — 
хаотичный характер движения моле- 
кул. Ведь для того чтобы газ само- 
произвольно сжался, его молекулы 
должны «дружно» двинуться в одну 
сторону. в нашем случае — влево. 
А этого, как раз, хаотически дви- 
жущиеся молекулы сделать не могут. 
Такое «неравноправие» самопроиз- 
вольного расширения и сжатия га- 
за — одно из проявлений необрати- 
мости молекулярных процессов («Фи- 
зика 9», 5 20). 

Почему же низок КПД? Как уже 
было отмечено, все тепловые машины 
действуют циклически. Это значит, 
что газ после расширения, при кото- 
ром сила давления газа совершает 
работу (в этом и состоит назначение 
машины), должен быть возвращен в 
исходное состояние, чтобы снова мог 
начаться процесс расширения. Если, 
например, газ, расширяясь, сместил 
поршень из положения / в положе- 
ние 2, то теперь его снова нужно вер- 
нуть в положение /[. Для этого расши- 
рившийся газ должен быть сжат. 

Но, как мы только что видели, 
сам газ сжаться не может. Значит, 
это должна сделать внешняя сила, 
которая соверитит определенную рабо- 
ту (сила давления газа совершит 
такую же работу, но отрицательную). 
Допустим, что при расширении газа 
его давление и объем изменяются 


‘соответственно кривой 1—2 на рисун- 


ке 2. Совершенная силой давления 
газа работа по расширению выражает- 
ся площадью под этой кривой (+Ри- 
зика 9», 5 16). Ясно, что если сжатие 


расширение 


Рис. 2. 


газа для возвращения поршня к ис- 
ходному положению будет проводить- 
ся по той же кривой, но в обратном 
порядке, то и работа будет такой же. 
Следовательно, работа, совершенная 
при расширении газа, будет «потраче- 
наз на его сжатие. Такая «маши- 
на», конечно, бесполезна. 

Для того чтобы тепловая машина 
все-таки производила полезную рабо- 
ту, нужно, чтобы работа, затрачи- 
ваемая на сжатие газа, была мень- 
ше работы, полученной при расши- 
рении. А для этого сжатие газа 
надо вести так, чтобы кривая зави- 
симости давления от объема лежала 
ниже кривой расширения. Например, 
по линии 3—4 на рисунке 2. Тогда 
площадь под кривой, а значит и соот- 
ветствующая ей работа, будет мень- 
ше. Разность значений площадей под 
кривыми 1—2 и 83—94 выразит ту 
полезную работу, которую можно по- 
лучить от машины за каждый цикл. 

Но если кривая сжатия лежит 
ниже кривой расширения, то это зна- 
чит, что газ перед сжатием пришлось 
охладить. Другими словами, часть ко- 
личества теплоты, полученного газом 
от нагревателя, пришлось передать 
некоторому телу с более низкой, чем 
у газа, температурой — так назы- 
ваемому холодильнику. 

В этом и состоит причина низкого 
КПД тепловых машин: все коли- 
чество теплоты, полученное газом от 
нагревателя, нельзя преобразовать в 
механическую энергию; часть его не- 
пременно нужно передать холодиль- 
нику. Холодильник для тепловой 
машины так же необходим, как и 
нагреватель. Утверждение о том, что 
невозможен циклический процесс, 
единственным результатом которого 
было бы совершение работы за счет 
тепла, взятого от нагревателя, есть 
одна из формулировок фундамен- 
тального закона природы — второго 
начала термодинамики. 

Итак, вы видите, что истинной при- 
чиной низкой эффективности тепло- 
вых машин является хаотичный ха- 
рактер молекулярных движений. А 
эта причина не может быть устра- 
нена никакими ухищрениями ученых 
и инженеров, конструирующих тепло- 
вые машины. 
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О музыкальных 
звуках 
и их источниках 


Музыкальные звуки, или музыкаль- 
ные тоны, — это звуки, которые мы 
слышим тогда, когда их источники 
совершают гармонические колебания. 
Амплитуда этих колебаний определя- 
ет громкость звука, а частота — его 
высоту (или высоту тона). Болышая 
амплитуда колебаний соответствует 
большей громкости, а большая часто- 
та — более высокому тону. 

Звуки одной и той же высоты можно 
возбудить множеством разных спосо- 
бов — например, с помощью раз- 
личных музыкальных инструментов 
или человеческих голосов. Но инте- 
ресно, что все эти звуки (даже одина- 
ковые по тону) легко различимы на 
слух. 

В чем здесь дело? Почему звуки, 
соответствующие колебаниям одной и 
той же частоты, кажутся нам неодина- 
ковыми? Как нам удается узнать 
голос знакомого человека среди мно- 
жества других голосов незнакомых 
нам людей? Каким образом мы отли- 
чаем звучание струны рояля или скри- 
пичной струны, звук аккордеона или 
флейты? Чтобы это понять, нужно 
выяснить что и как колеблется в ис- 
точниках музыкальных звуков. 

В большинстве музыкальных инст- 
рументов колеблющимися элементами 
являются струны или воздушные 
столбы. Начнем со струн. 

Колебания струны. Что представ- 
ляют собой колебания струны как 
целого? Представим себе, что мы 
возбудили струну так, что по ней 
побежала поперечная упругая волна. 
Дойдя до закрепленного конца стру- 
ны, волна отразится и побежит 
обратно. Тогда в любой точке струны 
встречаются две волны, бегущие в 
противоположных направлениях. По- 
скольку эти волны когерентны, при их 
сложении образуется устойчивая ин- 
терференционная картина («Физи- 
ка 10», 5 36). В тех точках струны, 
где колебания, вызываемые обеими 
волнами, одинаковы по фазе, сме- 
щения от положения равновесия бу- 
дут изменяться с удвоенной амплиту- 
дой. Такие точки принято называть 
пучностями смешения. Точки струны, 
куда приходят волны, вызывающие 


колебания с противоположными фа- 
зами, остаются в покое. Такие точки 
называют узлами смешений. Расстоя- 
ние между ближайшими узлами (или 
пучностями) разно половине длины 
волны. 

Характерно, что ни узлы, ни пуч- 
ности вдоль струны не перемещаются 
во время колебаний. Вот почему 
установившиеся колебания струны в 
пелом называют стоячей волной. 
Понятно, что стоячая волна может 
образоваться в струне, закрепленной 
с двух сторон, только в том случае, 
если ее длина кратна целому числу 
полуволн. 

Струны в музыкальных инстру- 
ментах — это проволоки различной 
длины и толщины, которые могут 
быть изготовлены из разных мате- 
риалов. Концы их всегда так или ина- 
че закреплены. Если заставить струну 
колебаться, то ее колебания будут 
передаваться окружающему воздуху, 
в результате чего возникнет звуковая 
волна. Частота колебаний в звуковой 
волне такая же, как и частота 
колебаний струны. От чего и как она 
зависит? 

Опыт показывает (это можно прове- 
рить и расчетом), что частота колеба- 
ний струны обратно пропорциональна 
ее длине и диаметру, прямо пропор- 
циовальна квадратному корню из си- 
лы натяжения струны и обратно 
пропорциональна корню квадратному 
из плотности материала струны. Это 
означает, что длинные, толстые и тя- 
желые струны колеблются с меньшей 
частотой, чем короткие, тонкие и 
легкие. 
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Рис. 8. 


Во время игры музыканты не мо- 


гут, конечно, изменять массу или 
толщину струн. но в некоторых 
случаях они могут изменять длину 


струн, зажимая их в тех или иных 
местах пальцами. В таких инструмен- 
тах число струн обычно невелико 
(у скрипки, например, их всего че- 
тыре). В других инструментах длина 
струн не изменяется, но зато в них 
достаточно велико число струн раз- 
личной длины (пианино, арфа). 

Тоны и обертоны. Струна, оттяну- 
тая строго посередине, будет совер- 
шать колебания, показанные на ри- 
сунке 1. Через каждые полпериода 
вся струна оказывается по разные 
стороны от положения равновесия. 
При этом на концах струны образу- 
ются узлы, а посередине — пуч- 
ность смещений, так что на длине 
струны укладывается ровно половина 
длины волны (не звуковой, а попереч- 
ной волны в струне!). Частота таких 
колебаний и определяет высоту звука, 
создаваемого струной. Это так назы- 
ваемый основной тон струны. 

Но это не единственная возмож- 
ность. Можно возбудить и такие 
стоячие волны, при которых струна 
как бы разделяется на две, три и 
более части (рис. 2), каждая из ко- 
торых колеблется с частотой, вдвое, 
втрое и т. д. большей, чем частота, 
соответствующая основному тону. Та- 
кие колебания тоже передаются окру- 
жающему воздуху и доходят до 
слушателя вместе с основным тоном. 
Называются они обертонами. Интен- 
сивность звуков обертонов много мень- 
ше интенсивности основного звука, 
но обертоны как бы окрашивают 
звук основного тона, придают ему 
особое качество, называемое тембром. 
Он-то и позволяет отличить звук 
одного музыкального инструмента от 
другого. Зависит тембр от числа 
возбуждаемых обертонов и от их 
относительной интенсивности. 

Колебания воздушного столба. В ду- 
ховых музыкальных инструментах 
(различных трубах) источником звука 
является колеблющийся столб возду- 
ха, в котором, как и в струне, 
возникают стоячие волны. Его колебя- 
ния возбуждаются вдуванием воздуха 
через узкое отверстие на одном конце 
трубы. При таком вдувании возникает 
сжатие воздуха, что и дает начало 
колебаниям, а затем и волнам (ана- 
логично оттягиванию струны). Прав- 
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Рис. 3. 


да, в отличие от струны, в воздуш- 
ном столбе возникают не поперечные, 
а продольные упругие волны. 

Труба может быть короткой или 
длинной, прямой или изогнутой. Дру- 
гой ее конец может быть открытым 
или закрытым. Иногда вдуваемый 
воздух заставляет вибрировать тон- 
кий упругий язычок, который переда- 
ет колебания воздуху в трубе (клар- 
нет), иногда вибрируют губы испол- 
нителя, вызывая вибрации воздуха в 
трубе (корнет). 

Высота звука здесь, как и в случае 
струны, зависит от линейных разме- 
ров. В открытой трубе основной тон 
возникает, когда на длине трубы 
укладывается 1/2 длины волны, а в 


Введение 

в стереометрию, 

или «Аксиоматические 
игры» 


{Начало см. на с. 14} 


6. Докажите, что для любой прямой в про- 
странстве можно построить пересекающую ее 
{в одной точке} плоскость. 

7. Докажите, что для любой плоскости в 
пространстве можно построить пересекающую 
ее (в одной точке) прямую. 

8. Докажите, что для любой прямой а про- 
странстве можио построить не лежащую с ней 
в одной плоскости прямую. 


Сформулированные в статье зада- 
чи }—8 составляют своеобразный 
«практикум по применению аксиом». 
Их решение, как решение многих за- 
дач из начальных, «вводных», разде- 
лов самых разнообразных аксиомати- 
ческих теорий, можно рассматривать 
как определенную «игру по’ прави- 
лам». Цель зигры» — все доказать, 
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закрытой — 1/4 длины волны (рис. 3). 
Высота тона зависит также от того, 
насколько сильно вдувается воздух, 
подобно тому как в струне она за- 
висит от силы натяжения струны. 

Наряду с основным тоном, в трубе 
возникают и обертоны с частотами, 
кратными основной частоте. При этом 
в открытой трубе возможны только 
такие обертоны, частоты которых 
представляют собой четные кратные 
частоте основного тона, а в закрытых 
трубах — нечетные кратные. Эти 
особенности связаны с тем, что на 
открытых концах трубы (а один из 
них всегда открытый) возможны толь- 
ко пучности смещений стоячей волны. 

Музыкант может изменять дейст- 
вующую длину трубы, закрывая и 
открывая отверстия, сделанные вдоль 
трубы, с помощью клапанов или про- 
сто зажимая их пальцами (флейта, 
кларнет, дудка). В тромбоне, напри- 
мер, длина трубы, я вместе с тем и 
высота звука, изменяется с помощью 
скользящей \Ф-образной приставки. 
В органе же длины труб неизменны, 
но зато число труб с самыми разными 
длинами чрезвычайно велико — до 
нескольких тысяч. 


«правила» состоят в том, что можно 
использовать только принятые аксио- 
мы (и, конечно, уже выведенные из 
них факты). Надо сказать, что нами 
задачи, отчасти сознательно, «перепу- 
таны» так, что относительно трудная 
задача может предшествовать более 
легкой и как раз помогающей решать 
предшествующие. Так что вам есть с 
чем ‹повозиться». 

Последнее замечание. Не исключе- 
но, что в разумной степени педантич- 
ный склад ума заставит вас задумать- 
ся над весьма примечательным вопро- 
сом: а почему вообще существуют пря- 
мые (а вслед за ними — и плоско- 
сти)??? В аксиомах об этом говорится, 
но ... все встанет на свои места только 
после добавления еще одной аксио- 
мы — назовем ее «нулевой»: 


О: На плоскости (в планимет- 
рия) или в пространстве (в сте- 


реометрии} существуют хотя 
бы две различные гочки. 


— и 
впоант 
для МлаДШИХ Школьников 


Задачи 


1. Петя гостил у бабушки. В суб- 
боту он сел в поезд и приехал домой в 
понедельник. Петя заметил, что в этот 
понедельник число совпало с номе- 
ром вагона, в котором он ехал, что но- 
мер его места в вагоне был меньше 
номера вагона и что в ту субботу, 
когда он садился в поезд, число дня 
было больше номера вагона. В каком 
вагоне и на каком месте он ехал? 


2. Какая часть площади квадрата 
больше (см. рисунок): закрашенная 
красным цветом или закрашенная 
синим цветом? 


3. Сосульки на крышах домов, 
как правило, висят вертикально, а 
на ветках деревьев часто образуют 
такие «веера», как на рисунке. По- 
чему? 


4. Расположите в кружках звезды 
первые 13 натуральных чисел так, 
чтобы сумма четырех чисел в верши- 
нах каждого из пяти секторов рав- 
нялась 25. 


5. Докажите, что из 18 посяедо- 
вательных трехзначных чисел хотя бы 
одно делится на сумму своих цифр. 


Эти задачи нам предложили 
С. В. Дворянинов, В. В. Ироизволов. 
Д.А. Ракчеев. Ц, И. Авилов. С. Л. Елисеев. 
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Криптограмма 
Жюля Верна 


Г. А. ГУРЕВИЧ 


Это понимали все. Если документ не 
удастся расииифровать, положение осужден- 
ного безнадежно. 

Жюль Зерн. Жангада*) 


Тайна. Зашифрованный документ. 
Разгадка шифра, открывающая до- 
рогу к богатству или спасающая 
человеческую жизнь. Это ли не бла- 
годатный сюжет приключенческой 
повести или романа! Классические 
образцы этого жанра рассказы 
«Золотой жук» Эдгара По и «Плящу- 
щие человечки» Артура Конан Дойла. 

Таинственные документы, содержа- 
ние которых выясняется лишь в конце 
произведения, — излюбленный прием 
и ЗЖюля Верна. Достаточно вспом- 
нить его роман «Дети капитана Гран- 
та», «Путеществие к центру Земли». 


*) Библиотека приключений. М.: Детская ли- 
тература, 1967, т. 9. 


30 


Пожалуй, менее известен роман Жю- 
ля Верна «ЭЖангада» (Восемьсот лье 
по Амазонке)». В «Жангаде» мчо- 
жество любопытных географических, 
исторических и этнографических фак- 
тов, прекрасны описания животного 
и растительного мира Амазонки. 
Однако наиболее увлекательны те гла- 
вы, которые посвящены расшифровке 
документа, содержащего исповедь од- 
ного из участников преступления, 
совершенного на алмазных рудниках 
за двадцать три года до описываемых 
в романе событий. у 

Роковое стечение обстоятельств при- 
водит на скамью подсудимых Жоама 
Дакосту. Большой срок прошел с мо- 
мента совершения преступления, и 
Жоам не в силах отвести выдвинутое 
против него обвинение. Только рас- 
шифровка документа может спасти 
ему жизнь. Такова фабула. А вот 
текст, который должен быть рас- 
шифрован: 


СГУЧИВЭЛЛЗИРТЕННЛИФГИНБОРГ 
ИУГЛЧАКОТХ ЖГУУМЗАДХРЪСГСЮАТ 
ПЪАРВИГГИЩЕЧЗЕЦСТУЖЬСЕВХАХ 
ЯФБЬБЕТФЗСОЭФТХЖЗБЗЬГФРБЩИХХ 
РИНЖТЗВТЖИТГОНБНТЕФЕОНХТТЕ 
ГНИОКЗПТФЛЕУГСФИНТЬМОФОКСХ 
МГБТАФЫУЧОЮНФНШЗГЛЛАШРУД 
ЕНКОЧГГНУСБКССЕУПИФЦЕБЕГГСЖН 
ОБЫНОНРСИТКЦЬЕДБУБГЕТЛОТЕ? Ц 
СБЮНИМПЗТЖИТУХФКДГ. 


За разгадку рьяно берется судья 
ЗЖаррикес. «Будем действовать по си- 
стеме, — объявляет он, — без-системы 
нет логики, а без логики нет успеха». 
А в успехе судья не сомневался. Он 
решил воспользоваться методом, бле- 
стяще описанным Эдгаром По и осно- 
ванном на сопоставлении частоты ис- 
пользования различных знаков шиф- 
ра и букв в обычном тексте: 

«... расставив по порядку буквы 
нашего языка от наиболее к наименее 
употребительным, я составил азбуку 
и подставил новые буквы в документ, 
по принципу нашего бессмертного 
аналитика Эдгара По, а затем попро- 
бовал его прочесть... И представьте, 
у меня ничего не вышло». 

Скрупулезный анализ текста при- 
водит судью к уверенности, что клю- 
чом к шифру является число. Он 
подробно объясняет сыну обвиняемого 
Маноэлю, как был зашифрован доку- 
мент: 

«Давайте возьмем фразу, все равно 
какую, ну хотя бы вот эту: «У судьи 
Жаррикеса проницательный ум». А 
теперь я возьму наудачу какое-нибудь 
число, чтобы сделать из этой фразы 
криптограмму. Предположим, что 
число состоит из трех цифр, например, 
4, 2 и 3. Я подписываю число 423 под 
строчкой так, чтобы под каждой бук- 
вой стояла цифра, и повторяю число, 
пока не дойду до конца фразы. Вот что 
получится: 

У СУДЬИ  ЖАРРИКЕСА ИПРОНИЦАТЕЛЬНЫЙ УМ 
4 23423 423423423 42342342342342 34а 

Будем заменять каждую букву на- 
шей фразы той буквой, которая стоит 
после нее в алфавитном порядке 
на месте, указанном цифрой. Напри- 
мер, если под буквой А стоит цифра 3, 
вы отсчитываете три буквы и заме- 
няете ее буквой Г. 

Если буква находится в конце ал- 
фавита и к ней нельзя прибавить 
нужного числа букв, тогда отечиты- 
вают недостающие буквы г начала 
азбуки. 

Доведем до конца начатую крипто- 
грамму, построенную на числе 423 — 
взятом произвольно, не забудьте! — 
и фраза, которую вы знаете, заме- 
нится следующей: 

ЧУЦИЮЛКВУФКНИУЧУТСЕКЩИЦХФИ 
ПЮРЯлЦЬ,». 

После того как судья приходит 
х выводу, что крииптограмма основана 
на числе, его уверенность в возмож- 


ности расшифровки документа сме- 
няется полным пессимизмом. Подсчет, 
проведенный Жаррикесом, показы- 
вает, что поиск ключа перебором 
всевозможных комбинаций, состоя- 
щих не более чем из 10 цифр, потре- 
бует более трех веков! Одна попытка 
сменяется другой, и, наконец, судья 
из аналитика превращается в игрока, 
пытающегося нзаудачу отгадать завет- 
ное число. 

Наступает день казни. Жоама Да- 
косту ведут на виселицу... 

Все оканчивается благополучно. 
Выручает счастливый случай. Другу 
ЗЖоама удается узнать, что автора 
криптограммы звали Ортега. Поста- 
вив буквы О, Р, Т, Е, Г, А над послед- 
ними шестью буквами документа 
и подсчитав, на сколько эти буквы 
ло алфавиту сдвинуты относительно 
букв криптограммы, судья. наконец, 
находит ключ к документу: 

ОРТЕГА 
432513 
ТУФКДГ 


Жюль Верн — великий писатель, 
и ни у кого из читателей нет сомне- 


ния, что без счастливой случай- 
ности отгадать число 432513 — не- 
возможно!*) 


Ну, а теперь сообщим читателю, 
что Жаррикес мог расшифровать 
криптограмму, и не дожидаясь счаст- 
ливой случайности. Самое удивитель- 
ное то, что судья прошел практи- 
чески весь путь до отгадки. Как 
говорится, ключ лежал у него в кар- 
мане. 

Вернемся к тексту романа. 
рассуждения Жаррикеса, ведущие 
к решению задачи: «Я уверен, что 
в документе упоминается Жоам Да- 
коста. Если бы строчки были разделе- 
ны на слова, то мы могли бы выде- 
лить слова, состоящие из семи букв, 


Вот 


(Окончание см. на с. 34) 


*) В послесловии к роману приводитсн следую- 

щий интересный факт: +Писатель ..получил пись- 
мо от своего приятеля, профессора Мориса д’Оканя, ^ 
узнавшего, что одному стуленту Нолитехнической 

школы удалось прочесть криптограмму, на которой 

доржится весь замысел «Жангадые. Роман еще пе- 
чатался в журиале. м потому было не поздно ис- 
править досадную оплошность. Жюль Верн сиешио 
подготовил для отдельного издания более сложную 
перестаиовку букв. гарантирующую от преждевре- 
мениости прочтения документа... Пожалуй. ии в 
каком другом произведении Жюля Верна шифро- 
ванный документ не составлен столь замысловато» . 
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Калейдоской «Кванта», 


«Быть может. потомство 
будет признательно мне за 
то. что я показал ему. что 
древние не все знали. и это 
может проникнуть в созиа- 
ние тех, которые прибит 
после меня». 


П. Ферма 


Великий французский 
математик Пьер Ферма 
(1601—1655) был юрис- 
том, а математике он уде- 
лял свое свободное время. 
занимаясь теорией чисел. 


геометрией, алгеброй и 
теорией вероятностей. 
Свои открытия Ферма. 


не публиковал. О них мы 
знаем по его письмам дру- 
гим математикам того вре- 
мени: Б. Паскалю, Р. Де- 
карту, Б. Кавальери, а так- 
же по записям на полях 
книг. 

Более подробно о П. Фер- 
ма и его работах можно 
прочитать в «Кванте»: 
1976, № 8, с. 2; 1978, № В, 
с. 18; 1979, № 12, се. 31: 
1984, № 3, с. 18. 


1985 


Натуральный 


Легенда повествует, что 
натуральный рял — после- 
довательность целых поло- 
жительных чисел: 1, 2, 
3, ... — был подарен людям 
Прометеем. Но на самом 
деле изобретение нату- 
рального ряда было одним 
‚из первых и величайших 
достижений человеческой 
мысли, родившихся из 
практики. История возник- 
новения натурального ря- 
да началась задолго до 
изобретения письменнос- 
ти. Потребовалось множе- 
ство веков, чтобы понять, 
что в этом ряду нет наи- 
большего числа. Долгое 
время думали, что счет 
возможен только в опре- 
деленных пределах, за 
которыми начинается 
«тьма». Вавилоняне вери- 
ли, вапример, что сущест- 
вует некое фантастическое 
число «левиафань, за кото- 
рым простирается то, что 
не может быть сосчитано. 


Полезные 
формулы 


ряд 


Только в ПИ веке до на- 
шей эры дневнегреческий 
математик Архимед в кни- 
ге «Нсаммите (‹Исчисле- 
ние песчинок») показал, 
что сколь угодно болыное 
количество песчинок все 
равно может быть сосчита- 
но, так как натуральный 
ряд может быть неограни- 
ченно продолжен, и каж- 
дое следующее число мо- 
жет быть определенным 
образом записано и назва- 
но. Таким образом пришли 
к пониманию того, что 
натуральных чисел беско- 
нечно много. Именно этот 
факт и подразумевают ма- 
тематики, когда говорят, 
что множество натураль- 
ных чисел бесконечно. 
Ну, а что можно ска- 
зать относительно простых 
чисел — конечно или бсс- 
конечно их множество? 
В <«Началах» Евклида 
(ИТ век до н. э.) показано, 
что не существует наиболь- 


1+2+3+..+т=5 п(п-+ 1) 


1 


3+. п(п+1)(21+1 


а. п? (п+1} 


Оседлав коня Пегаса. 


«Ёвантае друг и поч 


ты по 


К добрым музам от бог 
Я домчал за пять часов. 
Сбавив скорость верст на десять,' " 
С грустью я за семь часов Г 


На Олимп вернулся. месяц # 
Осветил мне Зевса кров. 


итатель: 
Дав Фантазии простор. Ч 


р 


* 


шего простого числа, отку- 
да следует бесконечность 
множества простых чисел 
и, разумеется, множества 
натуральных чисел. Вот 
остроумное доказательство 
этого факта. Пусть р — 
простое число. Перемно- 
жим все простые числа до 
р, включая само р, и к это- 
му произведению приба- 
вим единицу. Получим 
число 2.3.5.1... « р-- 
+1. Это число, большее р, 
будет или простым, или со- 
ставным. Если оно простое, 
то тем самым доказано, 
что существует простое 
число, большее р. Если же 
опно составное, то оно долж- 
но делиться на некоторое 
простое число; но ни на од- 
но из простых чисел 2, 3, 
5. ... Р оно не делится — 
при делении на эти числа 
в остатке получается 1. 
Зиачит, оно должно де- 
литься на простое число, 
большее, чем р. Итак, 
и в этом случае мы долж- 
ны признать, что сущест- 
вует простое число, боль- 


шее р- Но это и означает, 
что не существует нанболь- 
шего простого числа. 


Сам термин «натураль- 
ное число» впервые был 
употреблен римским фи- 
лософом  Боэцием (ок. 
480—524), но стал обще- 
употребительным после то- 
го, как был включен фран- 
цузским математиком 
Д’Аламбером {1717— 
1783) и «Энциклопедиюе. 

В ШХ веке математики 


14+3+5+.-.+@21—1=1 


1243-52 +. (2—1 =5 п (21 —1) (21+ 1) 


1.2+2.343-44+..+аи+10=5 п (1+1) (#2) 


потратили много усилий 
для уточнения и формали- 
зации основных понятий. 
В 1880 году немецкий ма- 
тематик _„ Дедекинд пред- 
ложил аксиоматическое 
определение натурального 
ряда. Позднее систему ак- 
сиом предложил итальян- 
ский математик Пеано, 
в честь которого этот на- 
бор аксиом натурального 


ряда сейчас называется 
*«аксиоматикой Пеано». 
В. В. Мадер 

Полезные 

формулы 


Кросснамбер 

По горизонтали : 
а) Число, цифры которого 
являются последователь- 
ными н расположены в по- 
рядке возрастания; в) чис- 
ло, кратное 9; 9) полный 


квадрат: ©) число, крат- 
ное 86. 
По вертикали: 


являются госледователь- 
ными и расположены в по- 
рядке убывания; 6) квад- 
рат простого числа; в) пол- 
ный куб; г) степень чис- 
ла 2. 
И. К. Антонович 
Одинаковые цифры 
при умножении 
Может ли при перемно- 
жении двух двузначных 
чисел получиться четырех- 
значное число, все цифры 
которого одинаковы? 
Ф. К. Кадаров 
Одинаковые цифры 
при сложении 
Можно ли нодобрать 
такое натуральное чис- 
ло А. а затем так переста- 


вить в нем цифры, чтобы 
прн сложении полученно- 
го числа с числом ДА 
суммой оказалось число, 
записываемое 1985 де- 
вятками: 99...999? 


&!. Байрамов. 
десятиклассник из Баку 


Арифметические ребусы 


мае 


у ЛЮБА 
ЛЮБИТ 


АРБУЗЫ 


Н. к. Антонович 


Начало см. на с. 30} 


как и фамилия Дакоста, и, пробуя 
их одно за другим, может быть 
и отыскали бы число, являющееся 
ключом криптограммы»ь. 

Не ясно, почему отсутствие разде- 
ления текста на отдельные слова 
кажется судье непреодолимым пре- 
пятствием. На самом деле оно только 
увеличивает сбъем необходимого пе- 
ребора. Маноэль возражает судье: 
«Ну, что ж! Если имя Дакосты упо- 
минается, тогда, принимая одну за 
другой каждую букву этих строк за 
первую из тех семи, что составляют 
его имя, мы в конце концов найдем 
его». 

Вот он — прямой путь ‘к решению 
задачи! Перебор не так уж велик. 
Текст состоит из 252 букв. Следо- 
вательно, необходимо перебрать мак- 
симум 246 вариантов. В один пре- 
красный момент, записав над фраг- 
ментом ЯБНТФФЕ слово ДАКОСТА, 
мы определили бы последователь- 
ность цифр 5134325. Естественно 
предположить, что последняя циф- 
ра 5 — начало следующего периода: 


даАкостл 
ы 


34332 134325133... 
.ГТГГОНБНТФФХФЕО НХ... 


Вместо ключа 432513 мы нашли его. 


циклическую перестановку 513432, 
что ни в коей мере не мешает расшиф- 
ровке текста. 

И, наконец, обсудим следующий во- 
прос. Мы имели представление о со- 
держании документа и поэтому смог- 
ли угадать слово, в него входящее. 
По этому слову и была проведена рас- 
шифровка. А как быть, когда содер- 
жание документа неизвестно? 


Есть несколько путей. Можно, как 
и раньше, пытаться отгадать какое- 
нибудь слово (либо часть слова), вхо- 
дящее в документ. (В текстах часто 
встречаются слова зкоторый», «тог- 
да», «если», «что» и т. д.; приставки 
«при», +пре», «под».) Такой поиск 
может значительно увеличить объем 
перебора, однако шансов на успех до- 
статочно много. По-видимому, более 
рациональным путем является прове- 
дение анализа частоты использования 
различных букв в криптограмме. Но 
как же так?! Ведь Жаррикес прямо 
говорит, что если ключом к шифру 
служит число, такой путь неприем- 
лем: «Что же из этого следует? Что 
значение каждой буквы определяется 
случайно поставленной под ней циф- 
рой, и буква в криптограмме никогда 
не обозначает одной и той же буквы 
текста.» 

Рассмотрим следующее устройство 
для кодирования (рис. 1). Предполо- 
жим для простоты, что ключом шиф- 
ра служит трехзначное число. На че- 
тырех концентрических кругах, мень- 
ший из которых неподвижен, а осталь- 
ные мотут вращаться относительно 
своего центра, выпишем буквы алфа- 
вита. Пусть в качестве ключа выбрано 
число 259. Повернем первый круг про- 
тив часовой стрелки на две.буквы, вто- 
рой — на пять букв, а третий — на 
девять букв (рис. 2). Кодирование про- 
изводится следующим образом. Пер- 
вую букву текста находим на непо- 
движном круге и вместо нее записы- 
ваем соответствующую ей букву пер- 
вого круга, вместо второй буквы тек- 
ста — соответствующую ей букву вто- 
рого круга и т. д., вместо ЗЕ-Е 


Таблица 1 


в В ЕЖЗИиИЕ ЛМ 


НОПРСТУХ 


хцичишщъьыьээюя 


| - ХЛ 
сз -> 
оо ?35 
льсозь 
>-=>--о 
шею ы о» 
БьоьБо- 
эмо 
эо-=тьх 
гла -=Х>) 
>офшфос 
А-а 
Г - 2 Х- 2 


{=1,2,3; А=0, 1,2,...) буквы тек- 
ста — соответствующую ей букву 2-го 
круга. 

Из самого процесса кодирования 
следует, что если разница между но- 
мерами мест, на которых стоят любые 
две буквы текста, кратна 3, то при их 
кодировании используется одна и та 
же цифра. Поэтому утверждение Кар- 
рикеса о том, что буква в криптограм- 
ме никогда не обозначает одной и той 
же буквы текста — ошибочно. 

Теперь нерейдем к расшифровке. 
Предположим, мы знаем, что ключ — 
трехзначное число. Становится ясно, 
что для нахождения первой цифры 
этого числа надо провести анализ на- 
бора, состоящего из первой, четвер- 
той, .., ЗЕ 1-Й, ... букв текста; для 
определения второй цифры — набора, 
состоящего из второй, пятой, ... 
... ЗЕ-- 2-й. ... букв: для определения 
третьей цифры — набора, состоящего 
из третьей, шестой, ..., З(Е-Т-И, ... 
букв. 

Остается выяснить вопрос: как 
быть, когда неизвестно, из какого ко- 
личества цифр состоит ключ? Здесь 
уже не обойтись без перебора. Снача- 
ла предполагаем, что ключ — дву- 
значное число, затем трехзнач- 
ное и т. д., — до тех пор, пока текст 
не будет расшифрован. 

Пропуская промежуточные вариан- 
ты, сразу рассмотрим носледователь- 
ность расшифровки нашей крипто- 
граммы для случая, когда’ ключ — 
шестизначное число. 

Весь текст криптограммы разби- 
ваем на шесть наборов букв по прави- 
лу, описанному выше*). и подститы- 
ваем, сколько раз буквы алфавита 
входят в каждый из наборов. Резуль- 
таты подсчетов приведены в таблице 1. 


*) В первый набор входят 1-я. Т-я, ..., бЁ-Е 1-я... 


буквы: во итоерой набор -— 2.я, 8-м. .... 6 4 2-я,,... 
буквы; ..-: и шестой набор — 6-я, 12-я, .... 6 - 1)-я.... 
буквы. гле А =0, 1. .... 41. 


оо 


1014 8 О4о2таот2о 29 
111421 53зтто0оотоооото 
42202430000 0000000 
гоозебзотзвототото 
5222 0б0ооооотгОооз2о0 
зоо о тост о 


В каждом наборе — всего по 42 бук- 
вы: этого, конечно, маловато для то- 
го, чтобы сделать достоверные выводы 
о частоте использования каждой из 
букв криптограммы. Наша задача 
упрощается тем обстоятельством, что 
для каждого набора достаточно отга- 
дать цифру, на которую осуществлял- 
ся сдвиг букв алфавита при кодиро- 
вании. 

Возьмем четыре наиболее употреби- 
тельные буквы: А, Е, И, О — и под- 
считаем общее число их вхождении В 
первоначальный текст при различных 
величинах сдвига от 0 до 9. Результа- 
ты приведены в таблице 2. 


Таблица 2 


Величина сдвига 


бора 9 
2 5 1 1 9 13 1 6 4 7 6 
2 Бо Б чб 
з $ ат 3 512 Ш 515 5 
3 5 бэ та 6 8 
5 6. 3 т 6 1 9 т 7 8 
6 ® 4 в 1 3 107 8 7 3 


Поскольку мы выбрали наиболее час- 
то встречающиеся буквы, естественно 
предположить, что первая цифра клю- 
ча — 4, вторая — 3, четвертая — 5, 
пятая — 1, шестая — 3. Что касается 
третьей цифры, то ее следует выбирать 
из цифр 2, 5, 6. Окончательная рас- 
шифровка криптограммы теперь уже. 
не представляет никакой трудности. 


К нашим читагслям 


Мрололжается подписка на журнал «Кнуанте 
па 1986 год. Иплекс журнала н каталоте Сеюз- 
печати 70465. Подписная цена на год 4 руб- 
ля 80 конеск. Нодписка принимается без огра- 
инчений всеми почтовыми отделениими в те- 
ченне всего года. 
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задачник 


пФанта 


Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента ос- 
нования журнала. Публикуе- 
мые в ием задачи нестаидарт- 
ны, но для их реления не 
требуется знаний выходя- 
хцих за рамки школьной про- 
граммы. Наиболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки за- 
дачи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Разу- 
меется, не все эти задачи 
публикуются впервые. Ре- 
пения задач из этого номера 
можно отправлять не позднее 
15 ноября 1985 года по адре- 
су: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Кванть. 
В графе «Кому» вапишите: 
«Задачишк «Кванта. № 9 — 
85 и номера задач, решения 
которых вы посылаете, напри- 
мер ‹М941, М942. или 
*«Ф9Б5Зе. Решения задач из 
разных момеров журнала или 
по разным предметам (мате- 

физике) присы- 
лайте в разных конвертах. 
Фамилию, имя и отчество пи- 
шите печатными буквами. 
В ансьмо вложите конверт 6 
написанмыым на нем ваптим ад- 
ресом (в этом конверте вы по- 
лучите результаты проверки 
решений). Условие каждой 
оригинальной задачи, предла- 
гаемой для публикации, при- 
сылайте в отдельном конзвер- 
те в двух экземилярах вме- 
сте с вашим решением этой 
задачи (на коиверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», новая 
задача по физике» или ‹...мо- 
вая задача по математикее). 
В аачале каждого пмсьма 
просим указывать помер юко- 
лы м класс, в котором вы 


учитесь. 

Задачн этого номера предла- 
гались на заключительиом 
этапе Всесоюзной олимпиады 
школьников. 


Вскоре Задачник «Квантае по физике, а затем м по матема- 
тике закончит публикацию первой тысячи задач. Мы хотели 
бы опубликовать под номерами Ф1000 и М1000 особенно 
оригинальные, красивые задачи м объявляем конкурс на луч- 
шую новую задачу; срок конкурса по физнке — до 1 января 
1986 года, по математнке — до 1 марта 1986 года. Кроме 
обычного адреса, после слов «новая задача. укажите: «на кон- 
курс Ф1000 (нли М1000)». 


Задачи 


№М941—М945; 


М941. Дан правильный (АЕ 2)-угольник 
А.А, -.. Адь+1 © центром О. Докажите, что сумма 
отрезков, высекаемых углом А,ОА,,;, на прямых 
А, А.к, А.А 1, ..- Аь Ака (см. рисунок 1 для В=2), 
равна радиусу ОА. описанной окружности 
(4Е-|- 2)-угольника, если а) Ё—2, 6) Е — любое на- 
туральное число. 


Ф953—Ф957 


И. Ф. Шарыгин 

М942. Числа 1, 2, ... 2п—1, 2п разбиты на две 

группы по п чисел в каждой. Пусть а<а.<... 

..<а, — числа первой группы в порядке возра- 

стания, 5 >Ь,>...>Ь, — числа второй группы в 
порядке убывания. Докажите, что 

|а, аж Ь, |-|а.-— Ь. |+ «оо На» СН Ь. |= п?. 
В. В. Произволов 


№М943. Последовательность а,, а. ... задается прави- 
лами: а2„ =а, при п>Т и @4.+, =1, а4,+3=0 при 
п>0. Докажите, что эта последовательность не 
имеет периода. 

Ю. В. Нестеренко 


№М944*. Правильный шестияугольник разбит на 
24 равных треугольника, как на рисунке 2. Во 
всех 19 узлах образовавшейся фигуры записаны 
различные числа. Докажите, что среди 24 тре- 
угольников разбиения имеется по крайней мере 
1 таких, в вершинах которых тройки чисел запи- 
саны в порядке возрастания против часовой 
стрелки. 

А. А. Берзиньш 
М945*. Дана строго возрастающая неограниченная 
последовательность положительных чисел а, 
а., -..- Докажите, что для всех достаточно боль- 
щих й справедливо неравенство 


аа, ыы : 
а) те ...- = 1; 


Е 1985. 


в а 
6) ее бет 
Л. Д. Курляндчик 
Ф953. Для точной подстройки частоты вращения 


1 
диска электропроигрывателя (33 оборота в мину- 
ту) на его боковую поверхность наносят метки, 


которые освещают неоновой лампочкой с частотой 
100 вспышек в секунду. 


0 1204 06 08 1 


РИС Б. 


Каким должно быть число меток, чтобы при номи- 
нальной скорости они казались неподвижными? 
После отключения двигателя силы сухого трения 
начинают тормозить диск, и метки «побегут». 
За первые 4 с мимо точки наблюдения «пробегают» 
10 меток. Через какое время диск остановится? 
Через какой промежуток времени метки «побегут» 
в другую сторону? 

А. Р. Зильбермии 


Ф954. Декоративная кзадратная штора размером 
1,5хХ1,5 м висит на карнизе вдоль вертикальной 
стены. Нижний край шторы поднимают вровень 
с верхним, так что штора оказывается сложенной 
вдвое, и отпускают. Найдите зависимость силы, 
действующей на карниз, от времени. Штора тон- 
кая, гладкая и имеет массу 3 кг. 

С. С. Кротов 
Ф955. Смесь газов, состоящую из 71, =100 г азота 
и неизвестного количества кислорода, подвергают 
изотермическому сжатию при температуре Т= 
—174,4 К. График зависимости давления смеси 
газов от ее объема приведен на рисунке 3 (в услов- 
ных единицах). Определите массу кислорода. 
Рассчитайте давление насыщенных паров кисло- 
рода при этой температуре. 
Примечание. Т=74,4 К — это температура 
кипения жидкого азота при нормальном давлении; 
кислород кипит при более высокой температуре. 


А. И. Буздин 


Ф956. В одном из вариантов классического 
опыта, поставленного академиком И. К. Ки- 
коиным, однослойная короткозамкнутая катушка 
индуктивности 2—3 * 10—5 Гн из тонкой сверх- 
проводящей проволоки подвешивалась на упругой 
нити в магнитном поле, направленном вертикально 
вверх вдоль оси катушки (рисунок 4). Нить подвеса 
в исходном состоянии не закручена, сила тока в 
катушке равна нулю. Индукция В магнитного по- 
ля медленно увеличизалась от нулевого значе- 
ния до значения В,—=0,1 Гл, при котором сверх- 
проводимость скачком исчезала и проволока пере- 
ходила в нормальное состояние. Катушка при этом 
закручивалась. Определите максимальный угол 
закручивания катушки, считая, что упругий мо- 
мент нити пропорционален углу закручивания 
(коэффициент пропорциональности @=10`"Н.м/ 
/рад). Число витков катушки п=100, радиус вит- 
ков К =1 см. масса катушки М==10 г. Отношение 
заряда электрона к его массе равно е/т= 
—1,76 - 10" Кл/кг. °` 

С. М. Козел 
Ф957. Распространение коротких радиоволн в 
верхних слоях атмосферы Земли (ионосфере) 
можно описывать законами геометрической опти- 
ки, если принять, что показатель преломления 
п для радиоволн меньше единицы и изменяется 
с высотой Н от поверхности Земли так, как 
показано на рисунке 5 (для нскоторой частоты у). 


У\с Мауе Ъееп  риБИ5мля 
| Куапе$ сое ргоюехт$ суегу 
попёВ {гот {Ве уегу ЯЗ 15- 
з0е ой ошг таяа2юе. Т\це ргоЪ- 
1ещ3 аге поо$фаодагй опез, БЕ 
{Чех зоаНоп гедагс8 по шщ- 
Гогтабоп оц 4е Ве зсоре оЁ 
{Ве 0558 зесопдаку ясНоо] зу1- 
ЗаЪиз. ТЬе тоге &17 кю ргоь- 
1е0215 аге тагКеё "ИНЬ а заг 
(=). АЦег {Ве зфаешеп! о? Ще 
ргоШет, яе озоаПу шакайе 
%Во ргоровеЯ # 40 из. { роез 
«Ио заушя Фа поЁё а| 
{Везе ргоетаз аге #5 роБ!- 
саНопв. ТЬе во} опз ой ргоЪ- 
Тетаз гол НЫ 133 ще (ш Киззап 
ог ш Еле) шау Бе рочеа 
по 14г Шар МоуетЬег 154, 
1985 40 Ще ГоЦозлар айвгезз: 
05$, Мозсоч’, 103006, Моск- 
ва К-6, ул. Горького, д. 32/1, 
«Кизить. Р]едзе зепб {Фе во- 
1008 оЁ рЬузк8 аюб ша е- 
тайсв ргоЫепзя, ав ме! 28 
ргоеклз {гот аНегеой #58463, 
иифег зерагафе соуег; оп \е 
епуе!оре чтце {фе чогдв: 
“КУАМТ'5 РВОВГЕМ$” апа 
{Бе пииаБегя оЁ а] Ше зойуед 
ргоБеплз; 3п усиг 1еЙег епсозе 
ап ипзбалрей зе(а4геззе4 еп- 
уе!юре — ме знаШ пзе й ® 
веп@ уоц 4№е согтес—Ноп ге- 
зоНз. АЁ Ще ез@ оё {Ве аса- 
детас усаг че зип ир Ше ге- 
303 0 Не Куапё ргоЫет соп- 
#631. М уой Ъауе ап оли 
ргоЫет {0 ргорове бог рибЙса- 
Кол, реазе зеп@ 1 № из ипдекг 
зерагдёе соуег, ш 490 сорез 
о Кизат ога Ел&Из\), т- 
сиате Ше воиНоп. Оп фе 
епу@оре тие МЕХ РВОВ- 
ТЕМ 1М РНУ$1С$ (ог МА- 
ТНЕМАТТС$). 

РгоЫетз ош Из зе 
зчеге ргорочей а 1те Ета! 
гоип@ 0 Че — А\-Отоп 
ЗсВоо? Оутрааа. 


На спутнике, летящем на высоте #—200 км, уста- 
новлен радиопередатчик, излучающий радиоволны 
частоты ух равномерно по всем направлениям. 
Пренебрегая поглощением радиоволн в ионосфере, 
оцените долю излучаемой передатчиком мощности, 
которая уносится радиоволнами за пределы земной 
атмосферы. При оценках поверхность Земли счи- 
тать плоской, и отражение радиоволн от нее 
зеркальным и без потерь. Примечание. Телес- 
ный угол конуса с углом при вершине В равен 
в=2( 1—с0$ р). 


й В. И. Чивилев 


РгоШетз 
№М941 — М9Э45; Р95З3 — Р957Т 


№941. Тье тгепшаг (4+2) уемех рыукоп АоА,... Аки? 
о семже О м рауеп. Ргоуе Каф Зе зам ой 1Ве зебтер5 
ог Ме Ппез 4.4, А.А». -. Аь4::: 8е Фе апе 
А.ОАь у, (зее Рис. 1 оп р. 37 Тог Ё=2) едца!8 фе га@щз оЁ е 
стситаге ой Ве раувоп, { а) А—=2. Ъ) # 13 апу пайига1 питбег. 

7. К. Зпагият 
М942. Тве питфегз 1, 2,...2п—1, 2л ате зрИ имо мо Егоцря 
оГ п питьЬегз еасй. 5иррозе аа<4.<...<а, аге 41е плитфегз 
ОГ {Те Йгзь кгоир т тсгеазти отдег, ап@ $, >6.>..> 6 те 
литЪегз оЁ ЧМе зесол@ опе }л ЧесгеаятЕе огдег. Ргоуе {ТаЁ 

[@— В |На.—Ь, |+... На, — 6» | ==" 

у. У. Ргозодое 
№943. ТЬе зедцелсе а. а.. ... 13 51чей Фу Ще тез: ао„==а, 
п>1 ала а, 1=1, @а,+3-=0 И п>0. Ргоуе \паф 1113 зедиепсе 15 
плоф репо Ю. 

Уц. У. Мемегепко 
№М944*. А тейщаг Вехавол 13 зрШё имо 24 едиа] илюпяез 
аз 5Номп оп Рис. 2, р. 37. Рекелу пишЪека аге “сю а сасК 
оЁ фне 19 уейасез оЁ Фе Ирите Тиз оБ{атед. Ргоуе {Ва 
атоп8 Те 24 мат ез аф |еа5% 7 Вауе уекисез ми сошиет- 
сосКкузе +пстбатя потфетс- 

А.А. Вегатзй 
мМ945*. Ар опЬоцидеЯ зе Йу тсгвабтя зедцелое ой роз:- 


буе питБегз а,. а... 13 1уеп. Ргоуе {Ва Гог а зиЙсел у 
]агяе Ё 


с, а в» 
—+— +... + —_<#- 3 
а) а. а. а: 


а а. @^ 
—+—+...+ ——<#- 1985. 
[2 Та. т + И 

Т.. Р. КипуапасмЕ 


Р953. ш ох4ех ® хедшейе Че биттёвЫе оЁ а 333 ВРМ 
гесогд р]ауег “ИВ вгеай ргес13юп, 1ИШе еуеп!у зрасе@ тагКз 
аге таде оп {Пе 91эК’з обе зигРасе; \Веу аге ПиМе@ Бу а 
пеоп 1атр о? #гедцепсу 100 ЙазБез рег зесопд. Ном твру 
каатк$ аге пеедей № таке 1Вем арреаг тпойоп]ез; а попциа| 
уе]ос{у? АЁМег Те фикмаЫе тофюг 18 Фигпей оЁЁ, дгу Расйоп 
Гогсез Беда Зюзте Ме 913К Зомп — Ме тагКк8в Бейт $0 
„топ“. }л Ще @ хз 4 зесопдз 10 тагКкз „гий разё“ {Ве обзехуа оп 
роте. Но\ зооп Ш Ве 413К юр? Ном вооп и Те матК& ак 
„типпБ фе офег мау“? 

А. В. ДИфегтап 
Р954. А дезшпег” а 4гарегу 1.5 Бу 1.5 т Валёз {гот а Ном гопфа| 


сгоззФаг в1опЯ а уег@са] ча]. ТВе 1охег еп@ о? те @гарегу 13 
144 1ече1 хИИ Ме пррег опе (203 (таб {Ве агарегу В То 4еЯ т 


№921. Б выпуклом четырех- 
угольнике АВСО известны ве- 
личины двух углов Г Ава 
и (В—=8В, а его удовоенная 
площадь равна АВ - СР-- 
+ВС - АР. Найдите отноше- 
ние длин всех его сторон, 
если: 


х 

в= з: в) выясните, для ка- 
ких пы В существует такой 
четырехугольник и выразите 
через п и В отношение его 
сторон. 


КаМ) ап4 {Неп гейеззе. Е4тЯ 11е {огсе асёпв оп фе сговзЪФаг 
аз а ГипсНой о? име. ТВе Чгарегу 13 Уи, этоо В ап@ ме 
ЗАВ. 

$. $. Кгооо 


2955. А пахфиге ой вазев, зопезИйЕ ой м, = 1005 оёЁ пИтовеп 
ап@ ап ипзрес!е4 атоипё 0# охудеп, ипдегвоез 1воТегис 
сотргеззоп в& фе трегафихе Т=14.4К. ТНе дерепдепсе ой 1е 
пиите! в ргеззиге оп хонате 13 р!оМей оп Рис. 3, р. 37 (п сой@}- 
Цопа| ип). Резеглите Ве тазз оё Ше оху&еп. Сас а{е Фе 
ргеззиге оЁ заб игафе Я уарогз о? охуйеп 8 {Пе р1уеп 1етрегааге 
оЁ вашга\е уароха оЁ охузеп а Ме еп 4етрегаигте. 
КематК. Т—14.4К 1в \№е ЪоШак 4%етрегабите оё Наша 
пИгодеп а погтаа! ргеззиге; охубеп Бойз а рНег 4етре- 
гафоге. 

А. Г. Визг4т 


Р956. 1п опе оЁ Не чет8отз 0Ё 4е с1авяса! ехрегитен\, дие 
40 Ме 1ае асадеписат Г. К. КАКО, а эте1е1ауег зВогахгсийе 
сой ой шаисниуйу Г.=3-10-°Ы, таёе о? т зирегсопдисИпЕ 
улге 13 Била Бу ап е!аз с Вгеа@ м а шавпейс Не! @хесе@ 
уетасаЦу иру’аг@ а1опё Ве ах1в ой Фе сой (Рис. 4, р. 31). п {Не 
оНа| зёа&е {Ще {1геа@ 18 опеке ап Феге 18 по сиггеп& 
31 Ве сой. Те шмаосНоп В о{ Фе тайлейс йе! 13 яозйу 
}пстеавей гот зего фо Фе уаше В-0.1 Т, а% мЫсН Фе зпрег- 
сопдисНуу шапбапеоця\у @1варреагз ап {Те эзйте аашге5 
Из погта] 84а1е. Те сой {еп 3478 вршита, мате {Те 
зыта. Еш@ Ше шахта! апе\е оф учзипя, аззопите Ве 
е]азНс шотеп® оЁ 4Не &Нтеа@ ргорогИопа! $0 {Не 1918 апе 
{{Бе ргорог4опаШу сое сет Беше С=10-’ М-т/тав). ТВе 
митьЬег о? 10ор8 т \е сой 13 п- 100, $еш газ 18 Я = 1ст, 
{Ме тлазз оЁ $Не соЙ 13 М = 108. Т\е га о ой ап е\ес%гоп’в сБагве 
40 Из та8з 18 е/т == 1-76-10" С/ЖЕ. 

$. М. Коге 


Р957. Тне девятипайоп ой вНог& гад 1о\гауе {п {Фе иррег айтоз- 
рнезс 1ауегз (Не 1опозрЬеге) тау Бе Чезс Ч ЪеЧ Бу теапз о 
\йе }а\з оё рсотейс ор_св М Ц 1$ аззитей &НВаб ФВе гебтасНопй 
дп4ех п Фог гаФотуауев 13 [е83 {Вап 1 ап уагез аз а РипеНой 
оЁ а} виде аЪоуе зеа]еуе! а8 зНочи оп Рис. 5. р. 37. А вр, 
Пуля а аНКоде 200№т, 15 зиррией “ЁИ а га@огапати ег, 
ета те га@отауез ипНогпЙу ш а! ФтесИопз (15обгорсаПу}. 
Пузгекаг4 тя гаЯ1отауе аЪзогЬз1оп Ъу {Не 1юпозрНеге, езИтафе 
+Бе рахё оЁ ФНе игапатИет8 ромег саге а\мау Бу 11е га@о- 
жвуез БеуойЯ {Ве Бат’ аловроете. {п уошг евита&е: уоц 
тау аззите Не Еа р ® Бе Паф ап@ Фе геЙесНоп оп И 
питтогИКе ап уНоче 10оззез. КетагКк. ТНе зо! апр]е оЁ 
а сопе УИН уейех але В 13 О—2л(1 —соз(р/2))- 

У. 1. СвоЧев 


Решения задач 

№М921—М925*); Ф933—Ф937 

Ответ: отношение. АВ:ВС:СР:РА в задаче а} 
равно: 4/9:1:\/'2:/8, в задаче 6) — 4/3:\/3:1:1, 


+1 за 22 зд 8 гп #* , где 


в задаче в) — зт 5 о $ о 


_Зя 


ме —2 —и— В, ф— 5 “—В, фз=@ +В— 5 ‚ 


= —а-Е В; (1) 


условия существования четырехугольника: 


л л 3 о 
|«—В| <, з <а-+В<. (2) 


*) Решению задачн М925 посвящена заметка А. Л. Тоома 
.Кляксы на плоскостн» на с. 47. 
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Рис. 2. 


№М922. Докажите, что урав- 
нение 

зи" х--с08* х=1, 
гдерид — положительные 
числа, имеет решение ма ин- 


40 


Решать задачу будем сразу в общем случае в). 
Рассмотрим вспомогательный четырехугольник 
АВСР”’, где О’ — точка, симметричная О отно- 
сительно серединного перпендикуляра к диаго- 
напи АС (рис. 1), и докажем, что его углы при 
вершинах А и С — прямые. 

Представляя четырехугольник АВСО’ как объ- 
единение треугольников АВГ’ и СВГУ, получим, 
что его удвоенная площадь равна 


АВ. АР’ зт{ ВАО’ -+-ВС + СО’ эт / ВСГ". 
Удвоенная площадь АВСР по условию равна 


АВ . СО--ВС - АР. 

Но эти четырехугольники, очевидно, равновелики, 
а АО’—Ср, СР’=АР, поэтому эт (ВАР’—= 
—=зт / ВСР’=1, то есь ИВАР’=/ВСЬ'==п/2. 

Из доказанного следует, что около четырех- 
угольника АВСР’ можно описать окружность 
(< диаметром ВТ’). На ней лежит и точка 
р (ХАРС=ХАОС). Обозначим через $, ф., 
Чз, {4 угловые величины дуг АВ, ВС, СО, РА 
(рис. 2), тогда АВ=ВПО’ это ‚ ВЪВО. зип 
и т. д. Остается выразить эти величины через в 
и В. По теореме о величине вписанного в ок- 
ружность угла 


2и—ф.-Чз» 28=Ф3 Фо, 
2/ ВСР’ ===, —=21—4.—4. 


(так как дуги СР’и АР равны). Отсюда получаются 
формулы (1). Для существования четырехуголь- 
ника необходимо и достаточно, чтобы все числа 
4 (1—1, .., 4) были положительны, что экви- 
валентно неравенствам (2). Ответы к задачам а) иб) 
находятся после подстановки вместо а и В задан- 
ных значений. 


Легко показать, что условию задачи удовлетворяют любые 
четырехугольники АВСО с перпендикулярными диагоналями, 
около которых можно описать окружность, и только они. 
Этоможно вывести также из одной из версий так называемой 
теоремы Птолемея: для любых четырех точек А, В, С. С; плос- 
кости верно неравенство 


АС. ВОХАВ - СО-АД - ВС, 


которое обращается в равенство лишь для точек. лежащих 
на одной окружности или на одной прямой (см., ивпример, 
«Кванть № 3 за 1973 г. (с. 27)). В то же время последнее 
утверждение этой теоремы легко доказывается с помощью 
перехода к четырехугольннку АВСШО”. | 
В. Л. Гутенмахер 


Ф 


Положим #=31?х (с05? х=1—й), а=р/2, 6=а/2, 
тогда данное уравнение перепишется в виде 


Ир=е--а—1=1. (*) 


а о<х< Е о Мы должны доказать, что уравнение (*) имеет ре- 
( О или „ шения в интервале ]0; 1[ (области значений 

`` ° функции у=зш? х на интервале О<х<л/2) тогда 
и только тогда, когда (а—1)(6—1)<0 или а=Ь—1. 
В дальнейшем будем считать, что а» (в про- 
тивном случае с помощью замены $5=—=1— мы 
перейдем к уравнению 3°-+(1—3)"=1 на интервале 
О<3<1). 

Покажем сначала, что если (а—1)($—1)>0 или 
только одно из чисел а и Ь равно 1, уравнение (*) 
решений не имеет. Возможны два случая: 
а>6>1 или 1ра>6. В первом случае "< Ь 
(1—#<1-—Ёи Ра аа+а-п=1. 

Второй рассматривается аналогично. 

При а=$—=1 функция К#) тождественно равна 1. 

Пусть, наконец, а> 1 > Ь. Покажем, что на интер- 
вале ] 0; 1 [ найдутся две точки, 1, и Ё., такие, что 
К )>1, А)<\1. Отсюда ло теореме о промежу- 
точном значении непрерывной функции будет сле- 
довать, что в некоторой точке { на интервале 
] 1; [ К=\1. Рассмотрим производную функ- 
ции [(#): 


Ра)=а“ Ба —1)’-"'. 


У=Ьи-0 
{0<ь<р 


При #-»0О функция аЁ`' стремится к нулю, 


а 5(1—1)?-' стремится к Ь>0 (графики этих двух 
функций — рис. 1 и рис. 2). Поэтому при 
достаточно малом Ё на интервале 0%1<Ё произ- 
водная [(1)<0, следовательно, функция {[(#) убы- 
вает на отрезке [0; #] и Кё) < КО)=1. Аналогично, 
при # —*> 1 функция а" ' стремится ка, а 5(1—1)”' 
неограниченно растет (6—1<0). Поэтому Р(<0 
Рис. 2. при #.<#<1, где &, достаточно близко к 1, следо- 
вательно, функция Ё() убывает на отрезке [#5; 1) 
и Иё)>НКИ=Е Тем самым наше утверждение 
доказано полностью. 


Ф 


Е Докажите, что пло- Обозначим через а и [Е плоскость и перпенди- 
щадь проекции куба с ребром > 

но дюбно плоскость равна р ей прямую, на которые проектируется 
длине его проекции на пря- куо. 

мую, перпендикулярную этой Поскольку любая прямая, проходящая через 


плоскости, внутреннюю точку куба, пересекает его поверх- 
ность в двух точках, площадь проекции куба на п 
вдвое меньше суммы площадей проекций на п всех 
его граней, то есть равна сумме площадей проекций 
трех попарно перпендикулярных граней. 

С другой стороны, проекция куба на прямую [ 
совпадает с проекцией Р'В’ какой-то его диагонали 
Р&. Проведем через точку Р плоскость, пер- 
пендикулярную [ тогда весь куб и, в частности, 
точка @ и концы А, В. С трех ребер куба, выхо- 
дящих из вершины Р, лежат по одну сторону от 


А. М. Седлецкий 


— 


этой плоскости. Поэтому проекции Р’@’, Р’А’, 


Р/В’ и Р’С' векторов РО, РА, РВ и РС на прямую [ | 
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Каждые две из п 


№М924. 
точек (никакие три из кото- 
рых не лежат на одной пря- 
| мой) соединены отрезком, и на 

всех отрезках расставляются 
Треугольник -АВС 
с вершинами в данных точках 


стрелки. 


нызывается ориентирован- 
ным, если стрелки расставле: 

’ ны в направлениях АВ, ВС, 

| СА иль АС, СВ, ВА. 
в) Объясните, как расставить 
стрелки. чтобы не возникло 
ни одного ориентированного 
треугольника. 
6» Каково наибольшее воз- 
можное число ориентирован- 
ных треугольников (для каж- 
дого п? (Нарисуйте соответст- 
вующие примеры для п-=4, 5 
ы 6.) 


А; А4 


—- 


будут сонаправлены. Но РО=РА-|-РВ-ЕРС, сле- 
довательно, длина проекции куба на ! равна 


—-- 


[Р’@' |= |Р7А’-+Р”В’-Р:С! |= 
=|Р”^А’|-+ |Р”В’ 14+ 1Р'С* в 


то есть равна сумме длин проекций трех его по- 
парно перпендикулярных ребер (РА, РВ и РС). 

Остается заметить, что угол между плоскостью 
любой грани куба и плоскостью и равен углу 
между перпендикулярным этой грани ребром 
и прямой [, а значит, площадь проекции этой 
грани на а равна длине проекции ребра на { (при 
ортогональной проекций площадь грани и длина 
ребра умножаются на косинусы соответствующих 
УГЛОВ). 

Обобщения этой задачи на случай многомерного прост- 
ранства рассматриваются в статье англнйского математика 


Дж. Мак-Муллена, опубликованной в журнале „Ви|. Топа. 
Ма{\. 50с.“ № 3 за 1984 год. 


С. Я. Табачников 


Ф* 


Обозиачим данные п точек через А,, ..., А». 

а) Ответ: надо расставить стрелки по возраста- 
нию номеров точек: от А, к А; при 1} (см. рис. 1 
для п=5). Тогда в любом треугольнике из вершины 
с наименьшим номером выходят две стрелки, 
поэтому он не ориентирован. 

6) Ответ: наибольшее число ориентированных 
треугольников равно п(п’—1)/24 при нечетном 
п и п(п?—4)/24 при четном п (см. рис. 2—4 для 
п—4, 5, 6). 

Нам будет удобнее найти наименьшее число 
неориентированных треугольников, й Потом вы- 
честь его из общего числа треугольников, рав- 
ного п(п—1)(п—2)}/6 (выбирая последовательно 
веригины треугольника из данных точек, мы будем 
иметь для первой веритины п возможностей выбора, 
для второй — п—1, для третьей — п—2; при 
этом каждая тройка вершин в разном порядке 
будет выбрана 6 раз). 

Вудем называть пару стрелок (направленных 
отрезков) согласованной. если они имеют общее 
начало или общий конец. Очевидно, из трех пар 
сторон любого неориентированного треугольника 
из стрелок ровно две — согласованные (на ри- 
сунке5 — АВи АС, АСи ВС}, в любая согласован- 
ная пара стрелок принадлежит ровио одиому 
неориентированному треугольнику. Поэтому число 
неориентированных треугольников равно половине 
числа согласованных пар. Оценим это число. 

Если из некоторой точки А выходит № стрелок, 
то число образуемых ими пар равно #(#—1)/2. 
При этом в точку А входит п—1— стрелок, 
образующих еше (п ^1—^)(п—2—®)/2 согласо- 


х 
у 


Рис. 4. 
С 
м | `В 


Рис. 5. 


Ф933. Два куска сахара 
можно поместить в стакан 
< чаем различными способа- 
ми. Можно просто положить 
сахар на дно {рисунок 1). 
а можно установить куски 
*«враспор». если стакан имеет 
коническую форму (рису- 


ванных пар. Итак, число согласованных пар с 
общей вершиной в точке А равно 


5 (итп) = 
= + (п 1)—(п— 1) 1). 


Легко видеть, что наименыцее значение этого 
выражения достигается при К=(п—1)/2, если п 
нечетно, и при Ё=п/2 или Ё—п/2-— 1, если п 
четно, и равно, соответственно, (п—1)(п—3)/4 
и (1—2)? /4. 

Заметим, что стрелки всегда можно расставить 
так, чтобы из каждой точки выходило указан- 
ное «оптимальное» число стрелок. Действительно, 
представим, что точки 4,, ..., А, образуют пра- 
вильный п-угольник и расставим стрелки на его 
сторонах и диагоналях (не проходящих через 
его центр) так, чтобы они задавали одно и то же 
направление обхода центра; на диагоналях, про- 
ходящих через центр (они имеются только при 
четных п) стрелки можно поставить произвольно. 
Тогда число стрелок, входящих в каждую вер- 
шину, отличается от числа стрелок, выходящих 
из нее, не более чем на 1. 

Таким образом, наибольшее число ориентиро- 
ванных треугольников при нечетном п равно 


пп— 0—2) п. (ПП) _ п" П 
6 2 4 о 24а ' 


в при четном п 


пп 1)(1п—2) 


. И— 2 __ п(и?—4) 
6 Бри” ИС мо 


п 
2 4 34 
Приведем набросок другого решения. Пусть А, — число 


стрелок, выходящнх нз точки А,, тогда число кеорненти- 
роаанных треугольников равно сумме 


ЕК, —1) 
в Е Е. 


(число всех стрелок равно Е, |... +Е,—п(л—1)/2}. Если для 
некоторого расположения стрелок Ё, > #,-{-2, для каких-то двух 
точек, то можно изменить направления (ие более ‘чем двух) 
стрелок так, что Ё, уменьшится, а Ё, увеличится на 1; при 
этом сумма квадратов &?-|...+Ё” уменьшится. Следовательно, 
для «наилучшего» расположенин стрелок [й,—Ё, | <1 прн всех 
ь ла значит, &,=(л—1)/2 или А,=((п— 1) 1)/2 (в зависимости 
от четности п) при всех #. откуда с помощью (*+} легко полу- 
чнть ответ. 


И. Н. Цаленчиук, В. Н. Дубровский 


Ф 


В первом случае (рисунок 1) по мере растворения 
сахара на дне стакана образуется слой чая с вы- 
сокой концентрацией сахара. Выравнивание кон- 
центрации по всему объему будет происходить 
за счет диффузии сахара из нижнего слоя в верх- 
ние. С ростом концентрации а нижнем слое, 
скорость растворения уменьшается. 


" 2934. 


нок 2). В каком случае сахар 
растворится скорее, если чай 
не перемешивать? 


Рис. 2. 


Тсплоизолированный 
сосуд разделен на две части 
легким поршкем. В левой час- 
ти сосуда находится т! =3 2 
водорода при температуре 
Т,=300 А, в правой части — 
т.—=16 г кислорода при темпе- 
ратуре Т.—400 К. Поршень 
елабо проводит тепло. и темпе- 
ратура в сосуде постепенно 
выравнивается. Какое кози- 
чество тепла отдасг кислород 
к тому моменту. когда пор- 
шень перестанет двигаться? 
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Во втором случае (рисунок 2) слой с повышен- 
ной концентрацией сахара образуется вверху. 
Плотность сахарного раствора больше плотности 
чистого (без сахара) чая и растет по мере уве- 
личения концентрации. Поэтому сахарный «си- 
роп». опускается в нижние слои. Перемешива- 
ние происходит за счет диффузии и за счет кон- 
вокции. Поскольку сахар из верхних слоев убы- 
вает, скорость растворения уменьшается медлен- 
нее, чем в первом случае. 

Следовательно, во втором случае сахар раство- 
рится в чае быстрее. 

Л. А. Ашкинази 


Ф 


По условию задачи тепло передается медленно; 

значит, давления на поршень с двух сторон прак- 

тически равны, то есть в любой момент времени 
т.т} т? ТЕ т 

Или Е 1) 

ши, и(У—У) ы и ы У, ы ( 


где 7*, Т* — температуры, соответственно, водо- 
рода и кислорода, И, и (И—И,} — объемы, зани- 
маемые газами (У — объем сосуда) в этот момент. 

Внутренняя энергия двухатомного газа равна 


5 
т уАТ. Согласно закону сохранения энергии, 


$ нету 2 БСТ, 7). (2) 


Из уравнений (1} и (2) получаем 


Те м. Г, 
и ра ми 
иными словами, давление р, в левой части сосуда, 
где находится водород (а значит, и давление р- 
в правой части, где находится кислород), в про- 
цессе не меняется, то есть процесс передачи тепла 
происходит изобарически. 
Поршень перестанет двигаться, когда темпера- 
туры водорода и кислорода станут одинаковыми. 
К тому моменту, согласно закону сохранения 


=6013%, 


энергии, х 
6 (ТТ) = 5 ХВГ 
м! ( = у. Н(Т.—Т) 
{Т — установившаяся в сосуде температура), 
откуда 
ТТ 305 К. 
У У 
Количество теплоты, отданное кислородом, 


равно сумме изменения его внутренней энергии 


ЗъвГ.-Т ) и совершенной над ним 


у.й(Т.—Т): 


= х.В(Т,—Т)=1090 Дж. 
А.Р. Зильберман 


работы 


Ф9З5. По длинному прямо- 
му проводнику постоянного 
сечения течет ток Го. На участ- 
ке АВ проводника (см. рису- 
нок) его удельное сопротивле- 
ние уменьшается от р, в се- 
чении А—А до р. в сечении 
В—В. Какой по величине 
и знаку объемный заряд об- 
разуется на участке АВ? 


Выделим на участке АВ нашего проводника в про- 
извольном месте бесконечно малый элемент длиной 
А (см. рисунок) и запишем для этого элемента 
закон Ома: 


А0=ИАи5. 


Здесь р — удельное сопротивление проводника 
в выделенном объеме, а 5 — сечение проводника. 
Учитывая, что предел отношения А0/^\ при 
А —> 0 определяет величину напряженности элект- 
рического поля (И Аи /{\1)=Е), мы можем запи- 


сать первое равенство в виде 
Е==рГ./5. 


Полученное соотношение показывает для любого 
сечения проводника связь напряженности элект- 
рического поля Е с удельным НОВ ЗЕНА 
проводника в том же сечении. 

Пусть в выбранном элементарном объеме обра- 
зуется объемный заряд А@. Найдем напряжен- 
ность электрического поля слева (Ё,) и справа (ЁЕ,) 
от выбранного элемента. Используя принцип 
суперпозиции электростатических полей, можно 
записать 


Е, =|Е| =, 9. 
ла 
_ ЕЕ |=, а 25 ° 
Здесь у> | — напряженность электрического поля 


в объеме нашего элемента, создаваемая всеми 
зарядами, кроме заряда Л©, а вторые члены учи-. 
тывают поле заряда ^@, которое будет эквивалент- 
но полю вблизи равномерно заряженной поверх- 
ности с поверхностной плотностью зарядов ^О/5. 
Изменение поля на границах элемента 


АЕ=|Е.|— |Б, | =А@/=5. 
С другой стороны, 
АЕ=Ао * Го/5, 


где Ар — разность удельных сопротивлений про- 
водника справа и слева от выбранного: элемента 
у его границ. Из двух последних равенств мы 
получаем связь объемного заряда Л@ с разностью 
удельных сопротивлений на его границах: 


АО=ЕЫс + Ар. 


Объемный заряд на всем участке АВ равен 
сумме подобных элементарных зарядов, то есть 


Чл=ХА ео ХАреоГ(рь— р). 


Поскольку разность р›—р, отрицательна (по ус- 
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$936. По длинному сверхпро- 
водящему соленоиду г индук- 
тивностью Г. =1 Гн, содержа- 


щему М№=200 витков, течет 
ток Г.=—=0,1 А.*) Издали к со- 
леноиду подносят замкнугый 
проводящий виток того же ра- 
диуса. что и витки соленоида; 
индуктивность витка [Г = 
==1 . 10-° Гн. Виток вставля- 
ют между витками соленоида 
соосно г ними. Как изменится 
ток. текущий по соленонду? 
Как изменится энергия си- 
стемы? 
| 


*) Приведенное п 5-м но- 
мере »Кванта» в условии этой 
задачи зиачение [,—0,1 Гн — 
опечатка. 
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ловию р.<р,), то и объемный заряд на участке 
проводника АВ будет отрицательным. 
В. В. Можаев 


+* 


До внесения витка магнитный поток через соле- 
ноид был равен 
Ф. = Го. 

Этот поток создается всеми витками; считая, что 
вклады отдельных витков п общий поток одина- 
ковы (так можно считать, если витков много и соле- 
ноид длинный), найдем вклад одного витка (поток, 
создаваемый одним витком через весь соленоид 
при токе Г): 


АФ. = 1. 


С другой стороны, общее магнитное поле соленоида 
создает через каждый из витков поток ^Ф*; сумма 
таких потоков равна Ф.; поэтому 


Значит, магнитный поток через один виток, созда- 
ваемый соленоидом при токе Г., такой же, как по- 
ток через весь соленоид, создаваемый одним вит- 
ком при том же токе. (Это — известный факт.) 

Внесем виток в соленоид. Пусть Г — новый ток в 
соленоиде, а Г, — индукционный ток, возникший 
в витке. Поскольку виток сверхпроводящий, маг- 
нитный поток через него должен остаться неиз- 
менным и равным нулю. Этот поток складывается 
из потока Ф, создаваемого через виток всем соле- 
ноидом при токе Г, и собственного потока Ф, 
создаваемого витком с током Г: 


0=Ф+Ф. = 1+1. (1) 


Магнитный поток через весь соленоид (сверхпрово- 
дящий) также должен остаться неизменным и рав- 
ным Го: 


оо =РоГ +8 Г. (2) 
Решая совместно (1) и (2), находим токи Ги Г: 


= (1-м) `=0,103 А, 


ее ЗАИЫ Го и. 
п=—Гра = —0,510 А. 


Таким образом, ток, текущий по соленоиду, уве- 
личился на А/=3.10` "А. Энергия системы уве- 
личилась на 


2 
АЕ +Ь 10051.25 + 10-* Дж. 


Энергия возросла за счет механической работы, 
которая была совершена при внесении витка в соле- 
ноид (противоположно направленные токи оттал- 
киваются). 

А. Р. Зильберман 


Ф9ЗТ. На вертикальной стене 
нарисован человечек е ростом» 
й=20 см, голова человечка 
находится на высоте Н=2 м 
над полом. При помощи лин- 
зы с фокусным расстоянием 
ЕР =0.1 м получают изображе- 
ние человечка на полу. Найти 
размер наиболее четкого изо- 
бражения. 


Изображение на полу можно получить при раз 
личных положениях линзы, и увеличение будет за- 
висеть от положения линзы. Наиболее четким изо- 
бражение будет в том случае, когда «центр» источ- 
ника (точка А на рисунке) и соответствующая точ- 
ка изображения (точка А’) лежат на главной опти- 
ческой оси линзы. Нетрудно показать, что плос- 
кость, в которой лежит линза, проходит через вер- 
шину О прямого угла АОА” (см. рисунок). 
Запишем формулу линзы: 


ЗЕЕ Е 
Е а мо 9.4! | 


Считая, что [ОА |-=Н—1/2=Н,, получаем | АО’ |= 
=, созо, |О’А’|=|ОА'|5т «=Н, Е а -зта, и 


В 1 ев 
Н, са И, ща-зта ЁР 


откуда 


311? и + 60$ ‹ . 
ОБ вн `. 


Из этого уравнения можно найти угол е. Прибли- 
женно можно считать (угол и мал), что со а=1; 
тогда ‚ 


р 
Н—/2 
Рассчитаем теперь размер изображения. Если бы 
источник и изображение лежали в плоскостях, 
перпендикулярных главной оптической оси линзы, 
то увеличение было бы равно 
[0*А’| _Н ща - эта 
“= 140'|] ``  Н, созп 
В нашем случае увеличение равно отношению длин 
проекций изображения и источника на эти плос- 
кости; значит, размер изображения равен 
В’ = РГ 4 а==й 453 «= 0,25 см. 
А. Р. Зильберман 


этаял/ =0,233 и =0,231. 


=? и. 


М925. На белой плоскости расположена синяя 


Кляксы на плоскости 


Представьте себе географическую карту, 
на которой показана территория распростра- 
непия какого-либо вида растений илн эпиде- 
мии. Часть карты, соответствукяцая этой 
территории, закрашена определенным цветогл, 
остальная оставлена белой. Чтобы изучить ди- 
намику распространения вида или эпидемии, 
составляют последовательность таких карт, 
соответствукицих различным момситам време- 
ни. п пытаются понять закономерности изме- 
нения закрашенной части. Если речь ндет об 
эпидемии, мы, естественно, хотим. чтобы она 
угасла. Если же речь идет о каком-то ценном 
виде, мы хотим, чтобы он сохранился. В обоих 
случаях нам важно, исчезнет закрашеиная 
часть или нет. Подобные соображения приводят 
к задачам, аналогичным той, которая была 
опубликована в 5-м номере нашего журнала 
за этот ГОД в +«Задачнике «Кванта» (М925). 
Мы приведем се решение и еще несколько 
связанных с ней задач. 


фигура К.. Из нее получается новая синяя 
фигура К; по следующему правилу. приме- 
няемому одновременно ко всем точкам М плос- 
кости: если нг менее половины площади круга 
радиуса 1 с центром в точке М занято синим 
цветом. то точка М становится синей, в если 
менсе половины — то белой. На следующем 
шаге из полученной синей фигуры К, по тому 
же правилу получается фигура К ‚, затем из нее 
К- ит. д. Докажите, что: а) для произвольной 
ограниченной фигуры К., начиная с неко- 
торого шага. вся плоскость стемег белой: 
6) если К, — круг радиуса 100, то это случится 
не позже чем через миллион шагов. 
Обозначим буквой Е то правило, по которому 
из каждой фигуры получается следующая. Оно 
монотонно в следующем смысле: из меньшей 
фигуры по правилу Р получается меньшая; 
более формально это можно записать так: 


КК’ = РЮ)с РК”). 


Влагодаря этой монотонности, пам доста- 
точио рассматривать в качестве пачальных фи- 
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гур Только круги. Действительно. всякая огра- 
ниченная фигура лежит и некотором круге, 
и если уж даже этот круг под действием на- 
шего правила превратится в пустое множество, 
то содержащаяся в нем фигура — тем более. 
Круги удобны тем, что под действием ЁР они 
переходят в круги. Точнее: 

а) если К — круг радиуса. большего 
или равного 1/\2 (то есть плошдади большей 
или равной 1/2). то Е(К) — тоже круг (мень- 
шего радиуса); 

6) если К — круг радиуса, меньшего 11/3/95. 
то Р{К) — пустое множество. 

Рассмотрим функцию ИЕ), определенную 
при В, болыших 1/2, следующим образом: 
если В — раднус круга К. то КЕ} — раднус 
круга Р(К)- График функции [{ показан на ри- 
сунке 1. Когда В возрастает от 1/\/2 до беско- 
нечности, функция /(А) монотонно растет от 
1—1/у/2 до бесконечиости, причем ее график 
остается все время ниже биссектрисы коорди- 
натного угла (В—КА)> 0). Нетрудно доказать, 
что разность В ДЕ) есть монотонно убываю- 
мая функция от В (стремящаяся к нулю при 
Е -+ со). Ломаная линия на рисунке 1 показы- 
вает, как ведут себя радиусы Ю,, В, >ИВ).), 
Е=КЕ,), --. (на рисунке 1 уже КЮ. < 1/2, по- 
этому на следующем, четвертом шаге получится 
пустое множество). В общем случае из моно- 
тонности ВДВ) следует: 

В. —В<В-—В,<В,—В,<... 


Отсюда, обозначая К, —А,=4>0. получим, что 
В.<В,—п4. Значит, при некотором значении п 
(не большем чем Во/Аа-Р!) фигура К, будет 
пуста. Тсм самым доказано утверждение а). 
(Вэтом доказательстве некоторые детали только 
намечены, но по ходу приводимого далее ресте- 
ния задачи 6) мы получим и еще одно реше- 
ние я).} 

Чтобы справиться с пунктом 6), надо числен- 
но оценить величину, на которую уменьшается 
раднус Н круга К под действием правила Р. 
Если внутри круга К находится меньшая часть 
нашего «стандартного круга Р радиуса 1 
= центром в точке М, то эта точка не входит 
п Р(К), и, следовательно, (К)<ОМ, где О — 
центр круга К. Как видно нз рисунка 2, так 
будет, например, когда окружность круга К пе- 
ресекает диаметр АА; круга Д в серединах В 
я В, радиусов МА и МА, : в этом случае пло- 
щадь сегмента ВВС меньше суммы площадей 
криволинейных треугольников АВГ и АВ, 
поэтому площадь пересечения кругов Ди К 
меньше половины площади круга 0. При этом 
ОМ?=ОВ?—МВ?—=В?—1/4, таким образом, 


КВУ < ом?—8В?— 114 
(при любом К>1/\2), то есть В: <А:_.— т . 


Отсюда по г индукции заключаем, что при 
В, - ‚> 1/ Ир 


8: < В —п/4. 


Следовательно, круг произвольного радиуса 
Но исчезнет за конечное число шагов (что 
доказывает утверждение а}}, причем это число 
не больше 44:41. При В‹==100 оно заведомо 
меньше миллиона, что и требуется доказать 
в задаче 6). 

Задачи 

1. Пусть МИ) — число применений пра- 
вила Р, превращаюнких круг радиуса А и пустое 
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множество. Мы доказали, что М<48*"--1. Дока- 
жите. г другой стороны, что МРсБ?. где Е — 
некоторая положительная константа. 

2. Рассмотрим другое правило Н преобра- 
зования фигур на плоскости. Введем систему 
координат Оху- Если дана фигура К, То новая 
фнгура Я(К) состоит из всех точек Т(х: у), для 
которых пересечение К н треугольника с вер- 
шинами '{х; у), (Хх: ны), (х; УИ имеет пло- 
щадь, не меньшую половины площади этого 
треугольника. Докажите, что всякая ограничен- 
ная фигура под многократным действием Н 
превращается в пустое множество за конечное 
чнело шагов № причем для круга радиуса ВН 


с, - «М «с. - (АЦ, 


ге с н <. — 
константы. 

3. На белой сфере диаметра 4>1 звдана 
синяя фигура Ко. Сопоставим каждой точке М 
сферы ее зокрестность» Ом — часть сферы, 
заключенную в шаре диаметра 1 с центром М, 
и образуем новую синюю фигуру К„ из тех 
и только тех точек М, для которых площадь 
пересечения Ры ин Кс не меньше половины 
площади окрестности Ры. Аналогично из К, 
получается К. ит. д. 

а} Докажите, Что если исходная фигура 
Кс содержится а шаре диаметра, меньшего 4, 
то через коиечное число шагов вся сфера станет 
белой. 

6) Докажите, что для любого ">0 можно 
указать такое 4 и такую синюю фигуру К. 
площади не больше гла’ на белой сфере 
диаметра 4, что после конечного числа опиеан- 
вых превращений вся сфера станет синей. 

в) Существуют лн отлнчные от полусферы 
фигуры Ко, для которых А’ совпадает о В? 


А. Л. ТООМ 


некоторые положительные 


Список читателей, 
приславших правильные решения 


Большинство читателей, приславшаех реше- 
ния задач 11556 -- М910. 2508-23, спри 


вилнись с задачами М597. М901. #7906. 
9907. 42910. Ф911, 9913, ФУ, оч ся. 
4920. Ниже мы публикуем  фамалии 
тех, кто прислал правильпые пешения 


остальных задач (цифры после фамилии — 
лоследние цифры номеров решенных задач }. 


Математика 

Х. Агаев (с. Тьюркоба Аз. ССР) 03, 10; М. Алек- 
сандров (Москва) 96, 03: Р. Алексеев (Магни- 
тогорск) 08; А. Алиев (с. Каракая Аз.ССР) 
10; Д. Алтаев (Чимкент) 08; М. Альт (Одесса) 
02, 10; Г. Андреева (Пермь) 98; Ю. Антимиров 
{Рига) 02, 08; Г. Арвеладзе (Тбилиси) 03; 
А. Арутюнян (Ереван) 02—05; А. Архипов 
(Москва) 08; А. Асташкевич (Томск) 96, 02— 
05. 09. 10; Р. Бабаев (Баку) 96; В. Ба- 
лахонцев (Алма-Ата) 03; Н. Безденежных 
(Нижний Тагил) 96, 02; И. Биндер (Ленин- 
град) 02—04, 08; А. Бирюков (Саратов) 96; 


М. Бойко (Киев) 03; В. Бондаренко (Мед- . 


вежьегорск) 03; С. Бондарович (Жодино) 03; 
А. Борисенко (Харьков) 02—04, 08, 10; 
В. Борманис (Балвы) 02—04; А. Бурштейн 
(Киев) 04; Я. Варшавский (Харьков) 02—05, 
10; С. Велесько (Минск) 96, 99, 00, 02—04, 
10; Л. Вертгейм (Новосибирск) 96, 02—05; 
С. Володин (Гайворон) 10; К. Вохалаз—Ыхо- 
зов (Сумгаит) 10; Т. Газарян (Ереван) 96, 
98, 00, 02—05; Д. Гамарник (Тбилиси) 96, 
98, 02—04, 08, 10; Т. Гамбарян (Баку) 
03. 04; Г. Гевондян (с. Меликгюх Арм. ССР) 
02—05; О. Гендельман (Харьков) 02, 03, 05, 
09; Р. Гендлер (Ташкент) 96, 99. 00, 02—05, 
08—10; А. Глюцюк (Харьков) 02, 03; 
М. Годин (Ленинград) 08; В. Годлевский 
{Киев) 03—05, 10; Г. Горбатенко (Арзамас) 
96, 04, 08, 10; А. Гороховский (Киев) 
02—05; Н. Григорьева (Андропов) 02, 03, 05, 
08—10; А. Григорян (Ереван) 98, 00, 02—05; 
В. Гринберг (Москва) 96, 00, 02, 03: М. Грин- 
берг (Харьков) 02—05, 10; А. Давтян (Ереван) 
96. 00, 02—05; Ю. Дейкало (Кцев) 03—05, 08, 
10; А. Джафаров (с. Тьюркоба Аз.ССР) 03, 10; 
М. Добрицын (Москва) 02, 03, 05, 08, 10; 
А. Донченко (Киев) 08, 10; А. Дынников 
(ЭКуковский) 96, 02, 03, 08—10; И. Дынников 
(Жуковский) 96, 00, 02—05, 08—10; А. Жак- 
сыбеков (Алма-Ата) 03; В. Жданов (Москва) 
96, 10; В. Журавлев (Гайворои) 96, 88, 03, 05, 
10; 1. Задорожный (Киев) 02, 03, 09; Д. Зай- 
цев (Киев) 96, 03, 04; Л. Запольский (Москва) 
96, 02, 08; А. Захаров (Гатчина) 98; М. Захаров 
(Киев) 03; А. Зозуля (Винница) 08; А. Иванов 
(Первомайск Николаевской обл.) 96, 98, 00, 03, 
04, 08; 10; А. Иванов (Леиинград) 02, М. Иг- 
натьев (Саратов) 02—04; С. Исмаилов (Баку) 


03, 05; В. и И. Каповичи (Хабаровск) 96, 88, 00, 
10; А. Каринский (НМевинно- . 


02—05, 09, 
мысск) 96; Д. Карманов (Москва) 10; М. Касья- 
нович (д. Новый Двор Гродненской обл.) 03; 
О. Кирнасовский (Винница) 96, 00, 02—04; 
А. Киселев (Ленинград) 00, 02—04, 08—10; 
И. Кича (Киев). 03; А. Кленов (Тейково) 
10; Т. Кобунков (Павлодар) 98; В. Ковалев 
(Харьков) 03, 04; А. Козинский (Гайворои} 
10; И.. Козуля (Жуковский) 96; В. Колега 
(Червоноград) 10; А. Кононенко (Киев) 96, 04; 
А. Корнилов (Ростов: па-Дону) 04; Ю. Королев 


{Казань) 03; В. Кочетков (Винница) 02; 
А. Кравченко (Харьков) 00, 02, 04; Б. Кругли- 
ков (Харьков) 02—05, 09; Н. Крылов (Ле- 
нинград) 10; А. Купчишин (Алма-Ата) 03; 
М.Куринной (Харьков) 96, 02, 03, 09, 10; 
А. Кухарский (Киев) 10; Н. Кушлевич 
(Москва) 02, 03; С. Кярас {Молетай) 98, 
02—05; А. Лазарев (Москва) 98, 00; А. Лар- 
кин (Армавир) 03; И. Ларцев (Донецк) ©3; 
К. Левин. (Киев) 04; Л. Ленашин (Ленин- 
град} 03, 08, 10; М. Либанов (Ангарск) 10; 
О. Лимешко (Куйбышев) 04, 10;. А. Литвак 
(Ленииград) 96, 02, 03; М. Литвинов (Киев} 
02, 03; А. МЛобковский (п. Черноголовка 
Московской обл.) 96, 04, 08; В. Ляндин 
(Белорецк) 08, 10; И. Макаров (Новокузнецк) 
96; Ю. Маринец (Львов) 98, 98; Ю. Махлин 
(Москва) 02—04: Б. Меркулов (Куйбышев) 
04, 08; 3. Мехтиев (с. Чиликар Даг. АССР) 
10; В. Михщиль (Ростоа-на-Доиу) 08; А. Ми- 
насян (Ереван) 02; Т. Мигсирлашаев (Москва) 
96, 02—04; 08; Г. Михалкин {Ленинград) 
96, 00, 03, 08, 10; М. Мунькин (Алма-Ата) 
03, 04; Д. Муралашвили (Тбилиси) 98, 98, 
02—04, 08; Т. Мустафаев (с. Халафли 
Аз.ССР) 02, 04; О. Овецкая (Донецк) 03, 04; 
Е. Орлибасаров (Алма-Ата) 03; Д. Пастур 
(Харькоа) 02, -03, 05, 08, 10; А. Петру- 
нин (Ленинград) 02—04; Я. Печатников 
(Ленинград) 02—05; С. Пиунихин (Москва) 
99, 03; Г. Поликарпова (Белорецк) 08, 10; 
С. Полинов (Магнитогорск) 96, 98, 08, 09; 
И. Половцев (Ленинград). 04; М. Померанцев 
(Черкассы) 02, 03, 09, 10; В. Порошин 
(Ленинград} 96; И: Портной (Одесса) 08; 
А. Пришляк (Киев) 10; В. Протасов (Москва) 
10; В. Пушня (Харьков) 02—05; Т. Радько 
(Корсунь-Шевченковский) 96, 98—00, 03—05, 
09. 10; Е. Растигеев (Барнаул) 96; В. Ратнюк 
(Евпатория) 02, 04; Д. Резман (Севвстополь) 


`02; А. Решетников (Бахыач) 03; М. Рэзаев 


(Баку) 04; М. Ровинский (Москва) 08; А. Роза- 
нов (Киев) 03, 04, 08, 10; А. Ройтерштейн 
(Ленинград) 96, 02—04; К. Ромец (Киев) 03; 
Н. Ромец (Кировоград) 10; А. Ростов (Винница) 
02, 03; А. Рудницкий (Рига) 03; М. Рябов 
(Первомайск Горьковской обл.) 03, 04; С. Савин 
(Донецк) 03, 04; В. Сакбаев (Алма-Ата) 
03, 04; И. Самовол (Гайворон) 96, 988, 03, 05; 
Б. Самойлов (Киев) 03; И. Секлер (Москва) 
03; К. Семенов (Киев) 98; Р. `Сефибеков 
{<. Кашкент Даг. АССР). 10; Р. Сибилев 
(Ленинград) 96, 98, 00, 02, 03, 08—10; 
И. Симоненко (Великие Луки) 08; М. Соколова 
(Ленинград) 10; С. Стасевич (Брест) 08; 
К. Стыркас (п. Черноголовка Московской обл.) 
02—05, 08—10; В. Судаков (Тбилиси) 96, 98, 
02—04, 10; Р. Сулейманов (Алма-Ата) 03; 
Д- Тамаркин (Горький) 09, 10; В. Тарасов 
(Алексин) 08; К. Гищенко (Минск) 96, 03, 04, 
10; Ю. Томилов (Вииница) 96, 00, 02—04; 
В. Тульчинский {Киев) 96, 00; Д. Туляков 
(Жданов) 03—05, 09; М. Фароджев (Баку} 
02; Н. Федин (Омск) 96, 04, 10: С. Ферш- 
герц (Ташкент) 98, 02, 04, 05; В. Филимо- 
ненков (Свердловск) 02—04; Н. Филонов (Ле- 
нииград) 09, 10; Е. Финк (Ленинград) 
96, 08—10; 1. Халилов (с. Худжбала Аз.ССР) 
10; Д. Хачатуров (Харьков) 10; М. Хованов 
{Москва) 96, 00, 03; М. Холмянский (Москва) 
02, 04; В. Цапко (Харьков) 08; В. Цвиркунов 
(Киев) 03, 04; С. Чебуков (Симферополь) 
96, 98, 00, 02—05; А. Чевардин (Челябинск) 
10; Р. Чернявский (Киев) 02; В. Чистюхин 


{Продолжение см. на с. 60} 
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Искусство программированих 


В связи с включением курса «Основы 
информатики и вычислительной техни. 
ки» в программу средней школы начинан 
с 1985—86 учебного года, мы возобнов- 
ляем регулярные публикации в разделе 
«Нскусство программирования», откры- 
том на страницах «Кванта» еще в 1979 году. 
Публикуемые нами материалы призваны 
разъяснять, развивать и углублятьшкольный 
курс. Эгот учебный год мы начинаем г двух 
статей члена нашего Редакционного сове- 
та академика А. П. Ершова. Основная 
цель этих статей — научить грамотно запц- 
сывать алгоритмы. Читая их, следует обра- 
тить внимание на слова, набранные 
курсивом — это специальные термины 
из информатики, точный смысл которых 
стоит сверять с учебником. 


Компьютер - 
алгоритм -— 


алгоритмический 
язык 


Академик А. П. ЕРШОВ 


ЭВМ сегодня и завтра 


Нет необходимости доказывать, как 
важны ЭВМ в нашей повседневной 
жизни. Уже сегодня компьютеры не 
только производят всевозможные вы- 
числения, они еще и распределяют 
авиабилеты, играют в шахматы, ри- 
суют кузовы проектируемых автома- 
шин, сочиняют музыку, судят спор- 
тивные соревнования, ставят диагно- 
зы больным, управляют электростан- 
циями. Более того — роль ЭВМ в 
обществе возрастает все стремитель- 
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ней. Меняется и наше представление 
о них: это уже не внушительные 
нагромождения мигающих лампочек 
в огромных шкафах, а скорее скром- 
ные — но элегантиые — гибриды 
телевизора с пишущей машинкой. 

А на самом деле ЭВМ — это прежде 
всего тончайший срез кристалла крем- 
ния, размером в почтовую марку, 
опутанный паутинкой тончайших 
проводов, который в будущем найдет 
место практически в каждом промыш- 
ленном изделии. Научное название 
такого кристаллика — микропроцес- 
сор. Промышленный выпуск микро- 
процессоров, по моему глубокому 
убеждению.— самое революционное 
техническое новшество ХХ века. А по 
мнению некоторых футурологов в не 
очень отдаленном будущем оно приве- 
дет к тому, что общественное произ- 
водство будет в основном осущест- 
вляться роботами и контролироваться 
компьютерами, а большая часть на- 
селения будет занята составлением 
программ для их обеспечения. 

Так или иначе, люди, трудовая 
жизнь которых пройдет в основном 
в двадцать первом веке, не могут быть 
полноценными членами общества, ес- 
ли они не умеют общаться г компью- 
тером, если.они не преодолели порог 
второй (компьютерной) грамотности. 
Для этой цели в школе введен новый 
курс «Основ информатики и вычис- 
лительной техники». 

Сегодня решение научной или прак- 
тической задачи на ЭВМ — это 
совместная поэтапная работа человека 
и машины. Мы начнем с краткого 
описания основных этапов. 


Этапы решения задачи на ЭВМ 

1. Создание алгоритма 

Прежде всего необходимо найти под- 
ходящий алгоритм для решення постав- 
ленной задачн. Алгоритмы для серьез- 
ных задач обычно придумывают и запи- 
сывают математики или специалисты по 
информатике, иногда целые коллективы 
ученых. А в более простых случаях это 
сделают программисты -—- профессиональ- 
ные или ..начинающие. Для многих за- 
дач хорошие алгоритмы уже известны — 
примеры таких алгорнтмов имеются в 
вашем учебнике и будут приводиться на 
страницах «Кванта», но, как правило, мы 
будем начинать решение задачи с поиска 
подходящего алгоритма. 


2. Составление программы 

Чтобы ЭВМ могла исполнить создан- 
ный иами алгоритмы, его нужно записать 
в виде программы на одном нз тех язы- 
ков программирования, которые поннмает 
данная машина. Программы обычно пн- 
шут программисты на таких языках, как 
алгол, фортран, бэйсик, паскаль, рапира. 
Готовые, часто используемые программы 
хранятся в библиотеках стандартных про- 
грамм. В «Кванте»ь на начальных порах 
мы будем записывать алгоритмы на ал- 
горитмическом языке, основы которого из- 
ложены в вашем учебнике. 


3. Ввод программы в ЭВМ 

На современном этапе есть два основ- 
ных способа вводить написанную про- 
грамму в компьютер. Первый, уходящий 
в прошлое способ используется при ра- 
боте в пакетном режиме: программа за- 
писывается (кодируется) в виде перфора- 
ции (дырочек) на перфокартах. и колода 
перфокарт вставляется в машину. Вто- 
рой способ связан с работой в диалого- 
вом режиме: программист или оператор 
набирает программу на клавиатуре дис- 
плея и одновременно следит за правиль- 
ностью ввода на экране. 


4. Отладка программы 

Обычно оказывается, что в программе 
есть ошибки (так почти всегда бывает 
в больших программах). О частн ошибок 
(так называемых синтаксических ошиб- 
ках, или блохах) сразу сигнализирует 
компьютер при вводе программы, другие 
может обнаружить программист при ана- 
лизе результатов (тестирование или об- 
катка программы). Отладка программы — 
это процесс устранеиия замеченных в ней 
ошибок. Делать это «вручную» (без по- 
мощи ЭВМ) нелегко: для’этого нужно 
себя поставить на место исполнителя и 
попробовать +*прокрутить программу» в 
простейшнх снтуациях. 
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5. Трансляция программы 

Чтобы машина могла исполнить введен- 
ную в нее программу или найти ошибку, 
у нее должен быть транслятор с того 
языка программирования, на котором про- 
грамма напнсана. Транслятор — как бы 
электронный переводчик — превращает 
предписания программы в простейшие 
операции, иепосредствеино выполняемые 
машиной. Хотя создание реальных транс- 
ляторов — работа очень сложная, тре- 
бующая высококвалифицнрованных Си- 
стемных программистов, мы будем делать 
нечто похожее при работе с микрокаль- 
кулятором. - 


6. Исполиенне программы 

При траднционном пакетном режиме 
этот этап работы машина выполняет са- 
ма, без помощи человека: с колоссаль- 
ной скоростью ЭВМ выполняет все опе- 
рации, предусмотренные оттранслирован- 
ной программой, одну за другой. В ие- 
которых дналоговых программах в про- 
цессе работы компьютер может задавать 
вопросы пользователю и затем продол- 
жать работу. Так или иначе, на этом 
этапе хозяйничает машина; здесь сказы- 
вается ее преимущество над человеком 
в скорости, точности, аккуратности. 


7. Выдача результата 

Современные компьютеры умеют пред- 
ставлять результат исполнения програм- 
мы в разном виде. Результат (число, текст, 
таблица, рисуиок) может быть высвечен 
на экране дисплея, напечатан на АЦПУ 
({печатающем устройстве), нарисован’ на 
листе бумаги графопостроителем. Некото- 
рые персональные компьютеры снабжены 
электронным звукомодулятором, на. кото- 
ром они «играют» результат, когда ре- 
зультат — мелодия. 


А если нет ЭВМ? 


Мы в первую очередь ориентируем- 
ся на учащихся, начинающих в этом 
учебном году заниматься информати- 
кой в школе, еще не оснащенной 
вычислительными кабинетами. Такие 
ученики часто спрашивают — зачем 
же писать программу, если она все 
равно не будет: пропущена на настоя- 
щей ЭВМ? 

Этот вопрос очень похож на та- 
кой — зачем же писать сочинение, 
если оно все равно не будет отправ- 
лено в типографию? И ответ при- 
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мерно такой же: компьютерной гра- 
мотностью можно овладевать и без 
машины, так же как обычной гра- 
мотностью можно овладеть без типо- 
графии. 

Впрочем, ваши занятия программи- 
рованием в любом случае не оста- 
нутся в области чистой теории. Если 
в вашей школе (или поблизости) 
нет больших ЭВМ, часть ваших про- 
грамм можно будет пропускать на 
программируемом микрокалькулято- 
ре (например, на «Электронике ВЗ-34» 
или *«МК-52»), который обязательно 
должен быть у вас в школе. 


Однако мы не будем стремиться 
превратить своих читателей в вир- 
туозов программирования на микро- 
калькуляторе. Главным для нас будет 
поиск алгоритмов, решающих те или 
иные задачи, умение записать про- 
грамму на специальном алгоритми- 
ческом языке, описанном в вашем 
учебнике. (Как правило, программи- 
ровать на микрокалькуляторе мы бу- 
дем исходя из этой алгоритмической 
записи, то есть сами будем трансли- 
ровать (переводить) эту запись в коды 
операций калькулятора.) 

Ниже вы ознакомитесь с некоторы- 
ми примерами алгоритмов, а в сле- 
дующей статье мы подробнее погово- 
рим 0б их записи на алгоритмиче- 
ском языке. 


Алгоритмы 


Слово «алгоритм» происходит от 
имени великого ученого средневековья 
ал-Хорезми (см. «Квант», 1984, № 8, 
с. 29), но огромное значение этого 
понятия прояснилось лишь во второй 
половине ХХ века в связи © раз- 
витием вычислительной техники и 
информатики. Определенную роль это 
понятие играет и в математике (об 
этом см. «Квант», 1985, №7, с.9 ) — 
математическая теория алгоритмов 
примыкает к одной из наиболее 
изысканных областей математики —- 
математической логике. Однако алго- 
ритмы встречаются и в повседневной 
жизни, притом на каждом шагу, 
под такими названиями, как зин- 
струкция», «предписание», «рецепт», 
*общий способ решений» и тому по- 
добное. Более точно можно сказать, что 


“алгоритм — это понятное и точное 
предписание исполнителю совер- 
шить последовательность действий, 


направленных на достижение опре- 
деленной цели или на решение 
поставленной задачи. 


Исполнителем алгоритма может 
быть человек или автоматическое 
устройство (компьютер, калькулятор, 
робот), способное воспринять предпи- 
сание и выполнить указанные в нем 
действия. 

Примерами алгоритмов являются 
не ‘только многие обычные матема- 
тические приемы, Такие, как сложе- 
ние чисел столбиком или алгоритм 


Евклида для нахождения Н. О. Д., 
но также и кулинарные рецепты, 
указания о проезде по городскому 
транспорту в определенное место, 
многие руководства по эксплуатации, 
такие инструкции, как правила поль- 
зования междугородным телефоном, 
отдельные предписания воинского ус- 
тава. Не всякое предписание, однако, 
является алгоритмом. Известное из 
мира сказок «*Поди туда, не знаю 
куда, принеси то, не знаю что», 
конечно же, нельзя считать алгорит- 
мом: оно недостаточно точно и по- 
нятно, не указывает на конкретную 
последовательность действий. То же 
можно сказать об обычном приказе 
разведчику +‹Действуй по обстанов- 
ке!» Алгоритм должен предусмотреть 
все ситуации, которые могут возник- 
нуть при его исполнении, и четко 
указать, что делать в каждой из них. 

Разберем несколько примеров задач 
и алгоритмов, доставляющих их 
решения. 

Задача нахождения остатка. Даны 
натуральные числа х и у; требуется 
найти остаток от деления х на у. 

Первый алгоритм (для испол- 
нителя — школьника 4—10 класса): 

— Напиши х и у рядом в одну 
строчку; 

— отдели их уголком; 

— выполни деление х на у уголком 
до цифры единиц делимого (х); 

— выдай в качестве решения ре- 
зультат последнего вычитания. 

Второй алгоритм (для испол- 
нителя — первоклассника): 

— Сравни хи у; 

— если х<у, выдай х в качестве 
решения; 

— иначе вычти у из х и запомни 
разность; 

— если разность меньше у, выдай 
ее в качестве решения; 
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— иначе из разности снова вычти 
у и продолжай в том же духе, 
пока очередная разность не окажется 
меньше и; 

— эту очередную разность выдай в 
качестве решения. р 

Обсуждение. Первый алгоритм 
записывается короче и приводит 
к ответу быстрее, чем второй. Однако 
первый алгоритм предполагает, что 
исполнитель владеет делением угол- 


ком, и Потому не может быть ис-. 


лолнен первоклассником. По этой же 
причине второй алгоритм лучше, чем 
первый, как основа программы для 
компьютера. 

Задача о роботе-обходчике. В левом 
нижнем углу шахматной доски, в не- 
которых полях которой — ямы, 
стоит маленький робот-обходчик; с 
любого поля он может пойти в любое 
соседнее поле (без ямы), то есть 
вверх, вниз, вправо, влево; по диаго- 
нали робот не ходит; ямы тянутся 
от левой вертикали, образуя сплош- 
ные горизонтальные рвы длиной не 
более семи полей (см. рисунок); как 
пройти в ферзи, то ость достичь вось- 
мой горизонтали, не упав в яму? 

Первый алгоритм (для слепо- 
го робота): 

— пойди: вправо; вправо; вправо; 
вверх; вверх; вправо; вверх; вверх; 
вправо; вправо; вверх; вверх; вверх; 
стой. 

Второй алгоритм (для слепо- 
го робота, умеющего считать): 

— пойди 7 раз вправо; пойди Т раз 
вверх; стой. 

Третий алгоритм (для зрячего 
робота): 

— посмотри вверх; 

— если сверху свободное поле, сде- 
лай ход вверх и вернись к испол- 
нению первой команды; 


О жяяг О 2 9 © зе ©, 


— иначе сделай ход вправо и вер- 
нись к исполнению первой команды. 

Обсуждение. Первый алгоритм 
прост и дает оптимальное реше- 
ние задачи (по числу ходов), но 
он специально подобран для дан- 
ного расположения ям на доске — 
при другом их расположении робот 
может упасть в яму! Второй алгоритм 
универсален в том смысле, что 
годится для любой системы ям (ука- 
занного в задаче типа), но не всегда 
дает кратчайший по числу ходов от- 
вет; понятно, что второй алгоритм 
легко переписать для робота, не 


. умеющего считать, — нужно просто 


повторить слово «вправо» семь раз и 
слово «вверхь семь раз. Третий 
алгоритм позволяет достичь восьмую 
горизонталь за оптимальное число 
ходов при любой (допустимой по 
условиям задачи) системе ям, однако 
после достижения восьмой горизонта- 
ли робот еше зачем-то идет вправо, 
пока не упрется в правый верхний 
угол доски. Заметим еще следую- 
щее: записывая третий алгоритм, мы 
предполагаем. что при невозможности 
исполнения команды (в данном слу- 
чае — команды «шаг вправогх с поля 
#8) робот прекратит работу; если не 
сделать это предположение, бедный 
робот зациклится, он будет топтаться 
на месте на поле #8 и безуспешно 
пытаться выполнить первую, вторую, 
третью команду, а затем снова пер- 
вую, вторую и т. д. 


Упражнения 


\. Опуите алгоритм сокращения дробей 
вида а/б, гле а, БЕМ. Указание: примените 
алгоритм Евклида. 

2. Опишите алгоритм деления и алго- 
ритм сложения двух пробей а/б и с/4, гле 
а. 6, с. 462; ответ должен быть несокра- 
тимой дробью. 


3. Опишите алгоритм. который по количест- 
ву этажей в многоэтажном доме, числу квар- 
тир из одиом этаже и номеру квартиры опре: 
деляет этаж ин номер подъезда этой кварти- 
ры, а также определяет необходимость поль- 
зоваться лифтом (лифтом пользуются только 
п том случае, когда квартира находится выше 
второго этажа). 

4. На шахматной доске произвольным об- 
разом отмечены некоторые клетки (ямы), на 
ксторые ходить иельзя. Опишите алгоритм про- 
хода робота г первой горизонтали на послед- 
нюю а) в предположении, что путь сущест: 
вует; 6) в общем случае, сообщив +прохода 
нет», если задача пс имеет решения. 

5. Робот-обходчик занялся альпинизмом. На 
шахматной доске на каждой из первых семи 
горизонталей заштриховано 7 или менее клеток, 
идущих подряд от правого края. Они изобра- 
жают гору. Как роботу-альиинисту залезть на 
гору? 


ВА УМЫИВЛУ РОЯ 


Вокруг «Алисы» 


(после долгих раздумий редакция отвечает на вопросы Алисы из «Кванта» М 6) 
Т Если Кролик бормотал про себя зпт то не могла зпт если же 
Он бормотал про Себя зпт то могла тчк 


ПУ всех по-разному тчк У кого бежится быстрее зпт потому 


что думается зит у кого - наоборот тчк тчк тчк 
Ш Вовсе ниоткуда и никуда это не следует тчк 
1У Неправда тчк Потому что известно зпт что утром все 
честные люди (и зпт конечно зпт дети) выше зпт чем вечером тчк 
У Как правило зпт чем внезапнее топот и страшнее шепот зпт 
тем больше габариты тчк тчк тчк 


УГ Потому что большому куску есть на что ломаться зпт а 
маленькому не на что тчк 


УП Если дрожат губы зпт то скорее можно услышать зпт как 


стучат зубы тчк тчк тчк 


Полупроводниковые элементы вычислительной техникн 


Е С 


Я 


В этой новой рубрике будут публиковаться заметки, которые 
познакомят читателей с полупроводниковыми устройствами, 
лежащими в основе вычислительной техники. 


Первое знакомство 


Доктор физико-математических наук М. Е. ЛЕВИНШТЕНН, 
кандидат физико-математических навук Г. С. СИМИН 


Наверняка мы не ошибемся, если предположим, что боль- 
шииство наших читателей лучше представляют себе, что могут 
делать электронно-вычислительные машины, нежели знают, 
как эти машины устроены. Многие не только расскажут, какие 
задачи решаются е помощью ЭВМ, но и продемонстрируют 
навыки работы с ними. Проделать же некоторые вычисления 
на микрокалькуляторе способиы сегодня практически все 
школьники старших классов. А вот что там, внутри этих 
устройств? Что лежит в основе их работы? ° 

Электронные цифровые вычислительные машины появи- 
лись 40 лет назад, вскоре после окончания второй мировой 
войны. Машины «Эниак» (США), «БЭСМ-1ь, «Урал-1» (СССР) 
и др. содержали несколько десятков тысяч электронных ламп 
и проделывали 5 —10 тысяч операций в секунду. 

Современные ЭВМ содержат миллионы полупроводниковых 
приборов и выполияют десятки миллионов операций в секунду. 

Колоссальный прогресс ЭВМ решающим образом связан 
с развитием физики полупроводников и полупроводниковой 
техники. 

Полупроводниковые приборы — основа современной радио- 
электроники: ЭВМ — самое сложное радиоэлектроиное устрой- 
ство, когда-либо созданиое человеком. Схема коротковолнового 
переносного радиоприемника включает 10—15 полупроводни- 
ковых элементов (транзисторов и диодов), цветного телевнзора 
на полупроводниках — более 100. Большая ЭВМ содержит 
десятки миллионов элементов и намного превосходит все дру- 
гие устройства по сложности своей внутренней структуры. 

И вто же время, это сложнейшее радиоэлектронное устрой- 
ство состоит из простых элементарных ячеек, называемых 
логическими схемами. В свою очередь их основой, а следова- 
тельно, и основой работы всей машины является один-един- 
ственный элемент, обладающий главным свойством: способ- 
ностью находиться в двух хорошо различимых физических 
состояниях, одно из которых можно условно назвать «нулемь, 
я другое — «единицей». Физикам известны десятки так назы- 
ваемых «ключевых приборов, обладающих этим свойством, 
число таких приборов г каждым годом увеличивается, и на 
основе любого из них можио, в принциле, построить ЭВМ. 
Но только в принципе! Реальные компьютеры предъявляют 
к своему основному элементу целый набор весьма жестких 
требований. 

Во-первых, скорость переключения элемента, то есть ско- 
рость его перехода из состояния +0» в состояние +1. и обратно, 
лолжна быть очень велика, так как она определяет быстро- 
дсйствие всей машины: во-вторых, его размеры должны быть 
очень малы — ведь элементов в ЭВМ миллионы; в-третьих, 
по той же причине, потребляемая им мощность п его стоимость 
должны быть очень низкими; в-четвертых, он должен быть на- 
дежен: в-пятых. ..., Вв-восьмых, ..., в-десятых... 

Оказывается, что единствеиный тип приборов из множества 
известных сегодня «ключевыхь элементов, который удовлетво- 
ряет всей совокупности жестких ин противоречивых требований 
современных ЭВМ. -— это транзисторы. объединенные в большие 
и сверхбольшие интегральные схемы (БИС и СБИС). 

До появпения интегральных схем транзисторы создавались 
следующим образом. На большой кремниевой пластине изго- 
тавливалось несколько тысяч транзисторных структур. Далее 
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Электронные лампы — эзле- 
ментная база ЭВМ первого по- 
коления. Срок службы такой 
лампы — несколько тысяч ца- 
с06, объем — несколько см?. 
Ламповые ЭВМ весили 20— 


30т. потребляли мощность 
100—200 кВт. 
Тракзисторы — основа ЭВМ 


2-го поколения. Одна из мош- 
нейших машин этого клас- 
са — БЭСМ-6;: создана в СССР 
в 1967 году п эксплуатару- 
ется до сих пор. Совершает 
около 1 млн. операций в се- 
кунду. Содержит около 60 ты- 
сяч биполярных транзисторов 
и 200 тысяч диодов. 


Идея создавать на полупро- 
водниковой пластине готовую 
схему. содержащую транли- 
сторы и все необходимые со- 
единения. — интегральную 
схему {ИС) — возникла в 
1952 годи и была реализова- 
на в 1959 году. 


Отечественная ЭВМ 
ЕС-1060 — одна из самых 
мошных машин 3-го поколе- 
ния. Элементная база — НС 
на основе биполярных тран- 
зисторов. Быстродействие — 
3 млн. операций в секунду. 
Содержит более 10 млн. тран- 
зисторов. 


+Электроника 63-38+ — мик- 
рохалькулятор на основе о9- 
ного кристалла. содержащего 
35 тысяч полевых транзисто- 
ров. Размер кристалла —5Х 
Ж5 мм’. Содержит микро- 
программы 34 математгиче- 
ских операций. Потребляег 
а 600 мкВт, весит менее 
50 2. 


мозг может 


Человеческий т 
вместить приблизительно 10" 


единиц информации. Чтобы 
разместить эту информацию в 
памяти ЭВМ. п 1960 году по- 
требовалось бы помещение 
объемом 500 млн. м°. 

Если современная скорость со- 
кращения размеров полупро- 
водниковых элементов в ИС 
сохранится. то в 2050 году 
эта информация сможет быть 
размещена в объеме, меньшем. 
чем объем головы человека. 


ЗЛЕКТРОНИХЛ 
63 38 


цластина разрезалась на множество мелких кристалликов, 
каждый из которых представлял собой один будущий трви- 
зистор. Затем начиналась длинная последовательность трудо- 
емких ручных операций. Кристаллик крепился в специальный 
держатель, под микроскопом с двух сторон и кристаллу 
приваривались выволы-проволочки. вся коиструкция поме- 
щалась в специальиый корпус, герметизировалась. И в ре- 
зультате транзистор был готов служить элементом любой 
радиоэлектрониой схемы. 

Получалось, что сиачала транзисторы отделялись один от 
другого (когда пластина разрезалась), а затем, при изготовле- 
нии схемы, снова соединялись друг с другом. 

Идея ИС состоит в том, чтобы изготавливать на пластине 
одновременно и транзисторы, н необходимые соединения между 
ними. В результате каждая пластина содержит готовые радно- 
электронные схемы. В корпус помещается теперь нё один 
транзистор, а схема, насчитывающая много (до сотем тысяч) 
транзисторов ин имеющая сравнительно небольшое число внеш- 
них выводов. Размеры электронных схем очень сильно умень- 
шаются, их иадежность возрастает. 

Если бы знакомый всем микрокалькулятор был собран 
не на ИС, а на обычных дискретных транзисторах, он был бы 
размером с письменный стол и выходил из строя каждый час. 
Электронные наручные часы вообще не могжи бы существовать. 
Да и современные ЭВМ, насчитывающие десятки миллионов 
транзисторов, были бы практически непригодны: они выходили 
бы из строя каждые несколько секунд. 

В ЭВМ используются ИС, содержащие два основных типа 
транзисторов: биполярные и полевые. 

В иаших последующих заметках мы расскажем о принци- 
паях работы биполярных м полевых транзисторов и п простей- 
ших логических схемах, лежащих в основе действия ЭВМ. 
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Олимпиады 


Задачи 

юбилейной 
Московской городской 
математической 
олимпиады 


В этом году Московская математическая 
олимпиада проводилась в 48-й раз; н ней приня- 
ли участие более 700 школьников. Хотя ее 
номер и не «круглый», эту олимпиаду можно 
с полным правом считать юбилейной — пер- 
вая олимпиада состоялась ровно б0 лет назад. 
Заключительный тур олимпиады 1985 года 
прошел 24 марта в Московском уииверситете. 
Мы приводим предложенные на ием задачи. 


7 класс 

1. Найти все значения х и у, удовлетворя- 
ющие равенству 

ху+1=х+у. 

2. Даны пять различных положительных чи- 
сел, которые можно разбить на две группы так, 
чтобы суммы чнеел п этих группах были одина- 
ковыми. Сколькими способами это можно сде- 
лать? 

3. Длины а, 5. с, 4 четырех отрезков удов- 
летворяют неравенствам Охакв<с<а, аа 
-+6-с. Можно ли из этих отрезков сложить 
трапецию? 

4. В центре квадрата сидит заяц, а и каждом 
из четырех углов по одному волку. Может лн 
заяц выбежать из квадрата, если волки могут 
бегать только по сторонам квадрата с макси- 
мальной скоростью в 1.4 раза большей, чем мак- 
симальная скорость зайца? 

5. В магазии привезли цистерну молока. 
У продавца имеются чашечные весы без гирь 
(на чащки весов можно ставить фляги), а также 
три одинаковые фляги, две из которых пустые, 
а в третьей налит 1 л молока. Как отлить в одну 
флягу ровно 85 л молока, сделав не более вось- 
ми взвешиваний? 


8 класс 

Е. Найти все значения х, у и #, 
летворяющие равенству 

(хи. 

2. Числа а. а», -..@ оз. представляют собой 
переставленные в некотором порядке числа 1,2, 
... 1985. Каждое чнело а, умножается на его но- 
мер Ё, а затем среди всех полученных 1985 про- 
изведений выбирается наибольшее. Доказать, 
что оно не меньше чем 9937. 

$. На лист бумаги «в клеткуь положен бу- 
мажный квадрат, площадь которого равна учет- 
вверенной площади клетки. Какое наименьшее 
число узлов может накрывать этот квадрат? 
(Узел — это точка пересечения линий бумаги; 
если узел лежит на границе квадрата, то он счи- 
тается накрытым.) 

4. За дядькой Чериомором выстроилось че- 
редой бесконечное число богатырей. Доказать, 


удов- 
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что он может приказать части из них выйти из 
строя так, чтобы в строю осталось бесконечно 
много богатырей и все они стояли по росту (не 
обязательно в порядке убывания роста). 

5. Доказать, что если длина каждой из трех 
биссектрис треугольника больше 1. то его пло- 
щадь больше 1/^/3- 

9 класс 

1. Найти все значения х. и н 2. удовлетво- 
ряющие равенству 

хи а х--Ун+ ут. 

2. В некоторой стране 1935 аэродромов. 
С каждого из них вылетел самолет и призем- 
лился на самом удалеином от места старта 
аэродроме. Могло ли случиться, что в результа- 
те все 1985 самолетов оказались иа 50 аэрод- 
ромах? (Землю можно считать плоской, 
а маршруты прямыми.} 

3. См. задачу 3 для 8 класса. 

4. Доказать, что в любой группе из 12 че- 
ловек можно выбрать двоих, а среди оставитих- 
ся 10 человек еще пятерых так, чтобы каж- 
дый из этих пятерых удовлетворял следующе- 
му условию: либо он дружит с обоими выбран- 
ными вначале, либо не дружит ни с одним 
из них. 

5. Доказать, что любое число 2", где 
п=3, 4, 5. ... можно представить в виде 
27—7х2 +у?, гле х и у — нечетные числа. 

10 класс 

1. Решить уравнение 

х—49 х—50 4 50 
Е - +——- ыы +——-. 
. 49 х—50 х—49 

2. См. задачу 3 для 7 класса. 

3. Назовем чсложностью» данного числа 
наименьшую длину числовой последовательно- 
сти (если такая найдется), которая начинается 
с нуля и заканчивается этим числом, причем 
каждый следующий член последовательности 
либо равен половине предыдущего, либо в сум- 
ые с предыдущим составляет 1. Среди всех чи- 
сел вида т/2°, где т=1, 3, 5, .... 2—1, найти 
число с наибольшей «сложностью. 

4. Даны 1985 множеств, каждое из которых 
состоит из 45 элементов, причем объединение 
любых двух множеств содержит ровно 89 эле- 
ментов. Сколько элементов содержит объедине- 
ние всех этих 1985 миожеств? 

5. Доказать, что еслы расстояния между 
скремивающимися ребрами тетраэдра равны 
А, #.. й., то объем тетраэдра не меныше чем 
В. й.й5/3. 

Публикацию подготовили 
С. Б. Гашков. И. Н. Сергеев 


Новосибирская 
областная олимпиада 
по физике 


8 класс 

1. Бочку конической формы, частично запол- 
ненную водой, закрывают двумя одинаковыми 
пробками, прикладывая к ним одинаковые си- 
лы (рис. 1). Рабочий перенес бочку г одного мес- 
та на другое, держа ее широким днищем вниз, а 
затем медленно перевернул бочку узким дии- 
щем вниз. После этого пробка вылетела, и вода 
стала вытекать из бочки. Почему вылетела 
пробка? 


Рис. 4. 


2. Гибкая цепочка с мелкими звеньями свя- 
зывает два иеболыших шарика, значительно бо- 
лее массивных, чем любое из звеньев цепочки. 
Один из шариков удерживают в центре гладко- 
го горизонтального стола, имеющего фор- 
му круга, а другой вместе с небольшим куском 
цепочки свешивается г его края. Считая, что вы- 
сота стола больше длины цепочки, определите, 
где будут иаходиться точки первого соприкос- 
новения шариков с полом, если предоставить 
систему самой себе: 1) виутри круга, имеющего 
стол своей «крышей»; 2} вне упомянутого кру- 
га; 3) на его границе. Трением пренебречь. 

3. Тело иачинает скользить вниз по шерохо- 
ватой наклоиной плоскостн н п нижией точке 
ударяется об упругую стенку, перпендикуляр- 
ную направлению его движения. После удара 
тело поднялось до половииы лпервомачальной 
высоты. Считая, что при ударе модуль скорости 
не изменился, определите, что заняло боль- 
ше времени: подъем или спуск. Во сколько раз? 

4. Небольшое тело массой т, подвешенное 
иа невесомой нити, отклоняют от положения 
равновесия на угол к и отпускают. Определите 
натяжение вннти в первый момент времени. 

5. Динамометр представляет собой два 
цилиндра, соединенных легкой пружиной 
{рис. 2). Найдите отношение масс этих цилинд- 
ров, еспи при приложенных к ним силах Ё, 
и Е, показание динамометра равно Р. 


3 класс 
1. Вагончик моиорельсовой дороги имеет 
двнгатель, способный развивать мощность 


№М—=100 кВт. Вагончик начинает движение с од- 
ной стаиции и останавливается на другой. Най- 
дите минимальное время, необходимое для это- 
го. Коэффициент треиия колес р рельс д=0,2. 
Расстояние между станциями /—800 м, масса 
вагончика 100 кг. Сопротивлением воздуха при 
движеяии пренебречь. 

2. Во сколько раз изменится подъемная сила 
воздушиого шара, сообщающегося с атмосфе- 
рой, если в качестве газа первый раз взять водо- 
род, а второй раз — гелий? Массой оболочки 
шара пренебречь. 

3. Тонкая закрытая трубка залолиена жид- 
костью плотности $ и вращается в горизонталь- 
ной плоскости вокруг оси, проходящей через 
один` из концов трубки (рис. 3). Давление жид- 
кости в трубке измеряют двумя манометрами, 


Рис. 3. 


Рис. 6. 


расположенными на расстояниях [и {5 от 
оси вращения. Какова будет разность 
Ар=р.-—р:показаний манометров при рав- 
номерном вращении трубки с угловой ско- 
ростью ©? 

4. См. задачу 5 для 8 класса. 

5- На некотором участке шоссе автомобили 
в колонне уменьшают свою скорость от в; до 
02. Какова должна быть начальная дистаиция 
между автомобилями, Чтобы оии ие сталкива- 
лись? Длииа каждого автомобиля [. 


10 класс 

1. Система состоят из двух сосудов Д и В, 
соединенных между собой длинной тоикой 
трубкой и заполнеиных однородной жидкостью 
(рис. 4). С системой проводят два опыта. 
В первом опыте нагревают сосуд А, во вто- 
ром — В. Будет ли при этом перетекать жид- 
кость по трубке? Если да, то в какую сторону? 
Расширением сосудов н трубки при нагревании, 
а также теплопроводностью системы прене- 
бречь. 

2. Груз массой М был прицеплен к нижнему 
концу вертикальной иедеформнрованной пру- 
жины и отпущеи без начальной скорости, после 
чего стал совершать вертикальные гармоняче- 
ские колебания. Во сколько раз изменится пе- 
риод и амплитуда колебаний, если на груз без 
толчка сядет жук, масса которого т сос- 
тавляет 96 % массы груза? Посадка без толчка 
означает, что в момент соприкосновения скорос- 
ти жука и груза одинаковы. Рассмотреть случаи 
посадки: 1) в самой верхней и 2) в самой ниж- 
ией точках траектории. 

3. Прибор, схема которого приведена на ри- 
сунке 5, подключеи к сети перемениого тока 
с мапряжением (/=220 В. Какое напряжение 
покажет вольтметр по прошествии достаточно 
большого промежутка времени? 

4. См. задачу 5 для 3 класса. 

5. Два небольших одинаковых тела массой 
т каждый заряжены одияаковыми зарядами 9 
и находятся на расстоянии г друг от друга 
(рис. 6). Сначала отпустили тело 7. Когда оно 
удалилось на расстоянне 2г, отпустили также и 
тело 2. Найдите скорости тел на большом рас- 
стоянии друг от друга. Трения иет- 


Публикацию подготовил В. Г. Харитонов 
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Список читателей, 
приславших правильные решения. 


{Начало см. на с. 49} 


(Харьков) 96, 00; Ю. Шамриук (д. Новый Двор 
Гродненской обл.) 96, 03; С. Шейнин (Моло- 
дечно) 00; А. Шьринкин (Березники) 03; 
П. Шрабщтейн (Москва) 02; Б. Шраер (Леинн- 
град) 96. 02—04; В. Шульга (Евпатория} 
902. 04; А. Эфендиев (п. Маразы Аз ССР) 10; 
Е. Юдицкий (Киев) 96. 


Физнка 

А. Абанов (Красноярск) 12, 21; А. Абибул- 
лаев (Ташкент) 21; ИН. Абрамчук (Винница) 
15, 17, 21, 22; М. Албегов (Москва) 22; 
Д. Алтаев (Чимкент) 21; С. Анатольев 
{Ярославль} 8, 21, 22; М. Андронов (Фрунзе) 
21; Ю. Антимиров (Рига) 24; В. Алальков 
(Харьков) 8, 9, 12, 17, 21; Т. Ахметов 
{Новосибирск) 9; С. Бакин (Орел) 21; А. Бара- 
банов (Киев) 2; А. Барабаш (Канев) 8; 
Д. Барц (Харьков) 15, 22; К. Баталин 
(Нижний Тагил) 12; А. Башлаков (Москва) 
12, 16. 17, 21, 22; К. Бедов (Челябинск) 
8, 15, 16, 21, 22; А. Белопольский (Киев) 
9, 16, 21, 22; И. Бена (Васлуй, СРВ} 
8, 9, 12; П. Бенедюк (Пятигорск) 8, 9, 12, 47. 
21, 22; А. Беренгольц (Кишинев) 21; В. Берез- 
ский (Киев) 8, 9, 21; О. Бесман (Алма-Ата) 
21; А. Беспалько (Сумы) 8; Н. Блоцкий 
(Запорожье) 21, 22; С. Бобылев (Березиики) 
9; Е. Богомол (Алма-Ата) 21; Л. Боднар 
(Винница) 21, 22; С. Бондаренко (Волго- 
град) 21; 9. Бондаренко (Полтава) 9, 12; 
В. Борисов (Свердловск) 21; Ю. Боровский 
{Киев) 8. 9. 21; Е. Боширова (к-з «Победа» 
Нарынского р-на УзССР) 8; С. Братченко 
(Торез) 8, 12; Д. Будько (Белгород) 21; 
М. Валиев (Самарканд) 24; Ш. Валитов 
(Ташкеит) 22; И. Ванин (Москва) 22; А. Ва- 
сильев (Красноярск) 8: Д. Вент (Тулв) 9, 22; 
И. Верный (Киев) 8, ®, 21, 22: С. Винтовкин 
(Свердловск) 8, 12, 21, 22; К. Вохолаз-И хозов 
(Сумгаит) 21, 22; Г. Габададзе (Тбилиси) 22; 
И. Гаврик (Часов Яр) 8, 9, 16; А. Гамаюнов 
{Полтава} 22; О. Гендельман (Харьков) 21, 22; 
С. Гершиков (п. Першотравнсвое Донецкой обл.) 
15, 21; М. Гершкович (Тбилиси) 21; М. Годин 
(Ленииград) 8; А. Голев (Пущино) 8; Л. Гольд- 
штейн (Киев) 8, 9, 21, 22; Г. Горбатенко 
(Арзамас) 12, 21; С. Гордеев (Волгодонск) 22; 
С. Горелик (Челябинск) 21; М. Готман (Киев) 
8, 12; В. Гринберг (Москва) 8, 9, 15, 16. 22; 
В. Гурариьй (п. Черноголовка Московской обл.) 
22; А. Гущин (Астрахаиь) 21; Д. Двор- 
ников (Донецк) 8; О. Денисов (Хабаровск) 
21; А. Дода (Корсунь-Шевченковский) 8, 21, 22: 
А. Донченко (Киев) 21; В. Другаков (д- Яю- 
бачин Брестской обл.) 21; Д. Ежиков (Минск) 
22; Н. Ершов (Козьмодемьянск) 21, 22; С Ефре- 
мов (Запорожье) 9, 16, 17; А. Жариков (Киев) 8, 
9, 12, 22; В. Жевлаков (п. Черноголовка Москов- 
ской обл.} 21, 22; К. Жихарев (Жданов) 22; 
В. Заводяный (с. Калииинское Херсонской обл.) 
21, 22: П. Задорожный (Киев) 22; Д. Зайцев 
(Кнев) 8; Л. Запольский (Москва) 21; К. Захаров 
(Фруизе) 21, 22; К. Зимин (Запорожье) 22; 
Б. Зингерман (Самарканд) 21, 22; А. Зозуля 
(Вииница) 21; М. Иваницкий (с. Цвитова 
Иване-Фраиковской обл.) 8; И. Иванов (Калуга) 
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21; С. Иванов (Уфа) 8, 18, 21, 22: А. Игнатов 
(Тула) 22; П. Кадурин (Киев) 21; В. Калацкий 
(Солигорск) 8; И. Кальчевский (Омск) 91, 22: 
В. Каменский (Калинин) 22; Н. Комнева 
(Алма-Ата) 21; А. Камышанский (Алма-Ала) 
21; В. Капович (Хабаровск) 21; А. Карна- 
ухов (Устинов) 22; Д. Кашпер (Киев) 22; 
М. Кельмансон (Моснва) 8, 12, 15, 16, 
21, 22; В. Кибук (Ровно) 8. 17, 22; В. Кирьяи:- 
кин (Саратов) 15; В. Киреев (Киев) 22; 
В. Кирюхин (п. Черноголовка Московской 
обл.) 22; П. Кларк (Тула) 15, 21; А. Климачев 
{Минск) 8, 9; А. Климов (Донецк) 21; 
В. Княгницкий (Крушаны) 8, 12; Ф. Кожев- 
ников (Ставрополь) 17, 21; Ю. Кондратенко 
{Киев) 8; В. Корилюк (п. Сосница Черниговской 
обл.) 8; С. Короткий (Целнноград) - 22; 
Ю. Костив (Львов) 21; А. Краев (Харьков) 
21; М. Кудряшев (Москва) 12, 16, 17, 22; 
Л. Кулинский {Кисв}) 11, 22; А. Курачев 
(Новосибирск) 21; П. Лаврентьев (п. Чериого- 
ловка Московской обл.} 21, 22; А. Левенштейн 
(Донецк) 8, 21, 22; М. Ледней (с. Лопушиое 
Закарпатской обл.) 8, 14; Л. Лиознов (Москва} 
8, 18, 21; В. Литвин (Диепропетровск) 21; 
Ю. Литвиненко (Воронеж) 8; Ю. Лобзаков 
(Киев) 22; А. Лобковский (п. Черноголовка 
Московской обл.) 9; Е. Лозовой (Киев) 22; 
В. Локтин (Харьков) 21; К. Лопин (Фрунзе) 
8, 21; М. Лиутохин (Куйбышев) 22; К. Луценко 
(Донецк) 15, 21; ЛП. Лушников (Москва) 
9. 12, 15, 18, 21, 22;. 0. Мазяр (Львов) 
8, 9, 21, 22; А. Максимов (Ташкент) 9, 21; 
М. Маргулис (Харьков) 22; О. Марова (Канев) 
8, 21; Р. Марченков (Рязань) 22; А. Мастыкин 
{Минск} 8: Ю. Махлин (Москва) 8; 3. Мача- 
радзе (Тбилиси) 21; П. Медведев (Горький) 
8, 12; С. Медников (Баку) 2 В. Мелик- 
Алавердян (Ереван) 8; В. Меньков (Монче- 
горск) 12; В. Микщиль (Ростов) 21; Т. Мисирпа- 
шаев (Москва) 8; А. Мищаненко (Новосибирск) 
15, 21; И. Мороз (п. Мизоч Ровенской обл.) 
22; К. Мосейчев {Зеленоград} 8, 11; С. Мягчилов 
(Одесса) 8. 15, 16, 21, 22; 0. Нагаев 
(Железнодорожный Мосиовской обл.) 21; 
А. Надточий (Киев) 22; С. Настенко (Киев) 21; 
А. Недачин (Киев) 8, 21, 22; С. Некрасов (Ка- 
менск-Уральский) 8; Г. Николашшвили (Тбили- 
си) 21; Т. Никольская (Донецк) 21, 22; И. Оби- 
жаев (Ташкент) 21, 22; И. Оводов (п. Меиде- 
леево Московской обл.) 21; К. Овчарен- 


_ ко (Днепродзержинск) 8, 12; В. Овчаров (Шост- 


ка) 21; А. Онуфриев (Москва) 8; О. Осауленко 
(Киев) 9, 21; А. Павленко (Борисоглебск) 
21; А. Павлыгин (Киев) 8; Р. Паламарчук 
{Нежин) 171, 21, 22; А. Парнецкий (Минск) 
21, 22; Ю. Пастухов (Омск) 21, 22; А. Перепе- 
хичный (Владимир) 8, 9; Е. Петров (Минск} 
22; Д. Пименов (Щелковский р-н Москов- 
ской обл.) 21; Л. Пилягин (Вологда) 22; 
С. Пиунихин (Москва) 8, 9, 171, 22; В. Плот- 
ников (Курск) 22; И. Погорелов (Донецк) 21; 
А. Поляков (с. Первомайское ЧувАССР} 22; 
В. Поляков (Кстово) 21; М. Померанцев 
(Черкассы) 21; О. Посудневский (Береза) 8. 9; 
О. Потапова (Фрунзе) 24, 22; А. Прохоров 
(Херсои) 21, 22; А. Пушков (Москва) 21, 22; 
А. Пяллинг (Новосибирск) 16; И. Раджабов 
(с. Хив Даг.АССР) 21; Л. Рафаилов (Баку) 
21; С. Рахамов (Казань) 8, 12, 11, 22; 
А. Розанов (Киев) 17; В. Романенко (Ждаиов) 
22; Н. Ромец (Кировоград) 22; С. Росл (Минск) 
22; А. Ростов (Винница) 9, 21, 22; А. Рудниц- 
кий (Рига) 21, 22; М. Рудык (Винница) 
8, 9, 15, 17; Ю- Рыбалочка (Киев) 8, 9, 21. 22; 


{Окончание см. на с. 64) 


Ияформация 


Физико-математическая 
конференция 
школьников 


16 марта 1985 года в физико-математиче- 
ской школе-интернате при МГУ состоялась иа- 
учная конференция школьников, 

Участники конференции — ученики 9-х и 
10-х классов ФМШ при МГУ, 57-й, 119-й, 444-й 
школ г. Москвы, а также ЗФШ при МГУ — рас- 
сказали а самостоятельных исследованиях, ко- 
торые они проводили под руководством препо- 
давателей своих школ, а также сотрудников 
Московского университета, Института приклад- 
ной математики АН СССР и других научных 
институтов. 

Конференцию открыл председатель ее жюри 
директор ФМШ при МГУ кандидат физико- 
математических наун В. Л. Натяганов, пожелав- 
ший участникам конференции успехов и отые- 
тивший, что главное в их работе даже не ко- 
нечные результаты (в наше время трудно ожн- 
дать от школьников серьезных научных откры- 
тий), а то приобщение к науке, к ее духу и к са- 
мостоятельному творчеству, которое очень при- 
годится иы в дальнейшем. 

Затем состоялось пленарное заседание, на 
котором был прочитан доклад М. Ерикова 
(ФМШ прн МГУ, 10-й класс) «О прииципе Фер- 
ма в оптике». Автор доклада исследовал воз- 
можности применения прииципа Ферыа для 
анализа оптических систеы, изучаемых в 
школьиом курсе физики. Он не только собрал 
н обобщил материзл по этой теме, но и получил 
новые интересные результаты. 

Дальнейлая работа конфереиции  про- 
ходила в 3-х секциях. На заседаниях секций бы- 
ло прочитано 22 доклада: В по математике н 
14 по физике. 

Все 8 докладов на секции математики были 
весьма интересными. 

Доклады В. Садова (школа № 57) «О модели- 
ровании одного физического зксперимента», 
М. Кудряшова н И. Балабана (школа № 179) 
«Полет на Луну» и В. Волокитнна (шко- 
ла № 1179) «Об одном методе численного ре- 
шения Уравнения Риккатиь выделялись своей 
прикладной направленностью и были посвяще- 
ны решению с помощью современных ЭВМ за- 
дач, непосредственно связанных с серьезными 
практическимн проблемами. Эти работы были 
выполнены под руководством сотрудников и иа 
вычислительных машинах ИПМ АН СССР. 
Приятно отметить, что авторы докладов обна- 
ружнили незаурядные для школьников познания 
в области прикладной математики, а также 
умение программировать иа современиых ЭВМ. 

Остальные пять докладов, выполненные 
учениками ФМШ прн МГУ, были посвящены 
различиым разделам «чистой» математики- 

В. Роганов в своем докладе «О иекоторых 
обобщениях теоремы Эйлера» выяснил условия, 
которым должны удовлетворять радиусы ги Я 
вписанного и описанного кругов выпуклого 


п-угольника (разумеется, речь идет о много- 
угольниках, одновременно вписанных н описан- 
ных около окружности) и расстояние 4 между 
центрами этих кругов. По теореме Эйлера для 
треугольника 4*==Е?— 2 Аг. Докладчик получил 
обобщения этой теоремы для л>3. 

В доклвде О. Басова «Игры и группы» шла 
речь о задачах, позволяющих разобраться в 
структуре очень популярных сейчас головоло- 
мок типа кубика Рубика. С. Пяртли в докладе 
«Функциональные корни» зыясиил, при каких 
условиях данная непрерывная функция Их) 
может быть представлена в виде #(в(х))-=Кх), 
где } — некоторая непрерывная функцня. 
Оказалось, что достаточным условием здесь 
является возрастание функции #4. 

Приведены примеры, когда функции й не 
существует. В целом же задача о существовании 
«функциональных квадратных корней» еще 
далека от своего решения. Например, не ясно, 
существует ли дифференцируемая функция 
#(х), для которой 1(В(х))=втх. 

С. Чепанов и Н. Шамаров исследовали раз- 


1 
решимость диофаитовых уравнений вида ея + 
1 


3 1 1 1 
р +; +-+;: =, где Хх, Х»» --» Ха 


попарно различные натуральные чнела, а М — 
натуральное число. В яекоторых частных слу- 
чаях ими получены любопытные результаты. 
В докладе А. Слепухина «О преобразовании 
плоских графов» была доказана, по-видимому, 
козая теорема из теории графов! 
Очень интересными и содержательными бы- 
ли доклады иа двух физических 4кциях. 
В докладах А. Солдатова «Оценка энергии 
связи молекул жидкости по давлению насыщен- 
иых паров», Ю. Прохорова «Оценка энергии 
связи молекул воды в ассоциациях по темпера- 
турному расширению воды» п В. Лущикова 
«Об одной безразмерной константе, характерн- 
зующей жидкость» авторами получены новые 
интересные результаты. Следует отметить, что 
для анализа зкспериментальных кривых авто- 
ры первых двух докладов использовали ЭВМ. 
причем во втором докладе программа для ЭВМ 
была достаточно сложной. Большой интерес 
участников секции вызвал также доклад В. Кос- 
тюнина «Проверка законов движения тел на 
примере планеты Венера ›». В докладе автор ис- 
пользовал для обработки свои собственные наб- 
людения, прнчеы для облегчения наблюдений 
им был скоиструирован оригинальный прибор. 
Очень интересным был доклад И. Тузова 
«Экспериментальное изучение ячеек Бенара 
в жидких средах». Эту работу характеризуют 
фундаментальность м тщательность проведен- 
ного исследования. В докладе С. Козырева 
«О пределе скорости снарядов, вылетающих из 
огнестрельного орудия» показано, что при ис- 
пользовании обычных взрывчатых веществ 
существует некоторая предельная скорость 
движения снаряда( 2-10 км/с). Эта скорость 
велика, но ее недостаточно для отправки снаря- 
да, например, на Луну. В докладе Д. Ищенко 
*О механической устойчивости башеи в поле 
сил тяжести» автор сравнительно просто полу- 
чил оценку верхнего предела высоты башен, ие 
используя сложного аппарата, в помощью кото- 
рого обычно анализируется это явление. Ин- 
тересен был также доклад М. Кузнецова и О. Фо- 
мннова «Некоторые вопросы поведения ди- 
злектриков в электрическом поле». 
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Перечисленные доклады выполнены уче- 
никами ФМЩШ при МГУ под руководством пре- 
подавателей школы и сотрудников физического 
факультета МГУ. 

Сильное впечатление произвел доклад Олега 
Козловского (школа №444) «Баротропная мо- 
дель атмосферы». В этой работе был теоретиче- 
ски рассмотрен вопрос об образоваиии атмос- 
ферных вихрей — циклонов в атмосфере Земли 
г учетом ее суточного вращения. Автор проя- 
вил хорошее владение аппаратом гидродинами- 
ки, причем численные оценки, характеризую- 
щие развитие циклона, были проведены иа ЭВМ. 
Полученные результаты, в целом, правильно 
описывают основные черты развития циклона. 
Нам кажется, что эта работа представляет науч- 
ный интерес. Очень интересным был также об- 


Ответы, указания, решения 


зорный доклад С. Фролова (школа № 444) ‹Во- 
зобиовляемые источники энергии». 

Объем заметки не позволяет нам изложить 
здесь темы всех докладов. Отметим только, что 
все они были интересными. Вообще на конфе- 
ренции господствовал дух творчества, увле- 
ченности иаукои- 

В ее работе приняли участис научные со- 
трудники ИПМ АН СССР, МГУ, члены редкол- 
легии и сотрудники редакции журнала 
«Квант». 

В дальнейшем эта коиференция стаиет тра- 
диционной, и мы надеемся на расширение сос- 
тава и географии ее участников. 


Преподаватели ФМШ при МГУ 
А. В. Белов. А. А. Егоров 


Введение в стереометрию, 

нли «Аксиоматические нгры» 

Решения задач (1-8) 

1. Возьмем на прямой п две точки А и В, вне 
плоскости и — точку С, и рассмотрим плоскость 
В=АВС. Возьмем точку ) вне плоскости В 
и рассмотрим плоскость }=ВСр. Плоскости + 
н а пересекаются по прямой 4. отличной 
от прямой а==АВ — иначе точка О лежала бы 
в плоскости В. Значит, любая точка & прямой 
4, отличная от В, удовлетворяет требованиям 
задачи: Е Се, Е $ а. 

В этом решении последовательно используются 
аксиомы и теоремы (проследите!): [, С, 
Г,, 24.3; С;, 14.2 (где?!), 1., 14.3; опять 14.3 
(где?!) и С,; наконец, еще раз 14.3 (или 14.4. 
но с дополнительными рассуждениями). Ко- 
нечно, как м в остальных задачах, возможны 
и другие решения. 

В серии задач 2—4 проще начать Е последней. 
4. Возьмем в пространстве две различные точ- 
ки А и В (аксиома 0»!). Рассмотрим пря- 
мую АВ и возьмем точку С вне АВ (аксиомы Е, 
и Г). Тогда точки А. В, С не лежат на одной 
прямой (аксиома 1Т,). Рассмотрим плоскость 
АВС (теорема 14.1) и возьмем точку О вне нее 
(акснома С,}. Тогда точки А, В. Си Б не лежат 
в одной плоскости (ни в какой плоскости — 
иначе, согласно теореме 14.3. эта плоскость 
совпадала бы с АВС и точка О) лежала бы 
в плоскости АВС, в противоречии с ее выбором). 
2. 3. Построим точки А, В, С, В так, как в ре- 
шекии задачи 4. Тогда плоскости АВС п АВО 
различны м пересекаются, а прямые АВи СО 
не лежат в одной плоскости. 

5. а) Пусть а — данная прямая. Возьмем точ- 
ку В вне а и проведем через п и В плоскость 
(теорема 14.1). Требуемое доказано. 

6) Пусть @ — данная прямая, В — только что 
построенная плоскость Возьмем точку С 
вне |! — тогда С ба и через а и С проходит 
отличная от | плоскость. 

в) Пусть а — данная прямая, а точки В. С 
и плоскости В, * — построенные выше, в пп. а) 
и 6). Тогда прямая ВС не пересекается с пря- 
мой п (иначе а и ВС лежали бы в одной илос- 
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кости, и плоскости В, т совпадали бы), поэтому 
через прямую а и любую точку А прямой ВС 


можно провести плоскость — обозначим ее 
и (А). Для различных точек А — скажем, А, 
м А,, соответствующие плоскости — м (А,) 


м и (А) — различны. поскольку в противном 
случае прямые и А, А_, то есть а и ВС, лежали. 
бы в одной плоскости, и плоскости р=а(В) 
и }=“(С) совпадали бы. На любой прямой су- 
ществует бесконечно много (различных) точек 
(это следует из аксиомы откладывания отрезков 
ГУ и бесконечности множества чисел!), так что 
через данную прямую а можно провести 
бесконечно много различных плоскостей (это 
указанные плоскости «(А)). 

6. Еслиа — данная прямая, возьмем точкн А, В 
на а, точку С — вне а. Рассмотрим плоскость 
=АВС и возьмем точку О вне в. Тогда плос- 
кость В=ВСР отлична от и и поэтому пересекает 
прямую а=АВ в одной точке — п точке В. 
1. Если и — данная плоскость, возьмем точки 
А Еч, Вфи. Тогда прямая а=АВ будет пере- 
секать плоскость 11 В единственной точке — А. 
8. Фактически эта задача уже была решена 
при доказательстве утверждения задачи 5, 6. 
Краткое рассуждение: если точки А, В, Сир 
выбрать как п задаче 6, то прямая 4==0р 
не лежит в одной плоскостн с данной прямой 
а=АВ, мбо, согласно своему выбору, точ- 
ки А, 8. С. р не лежат в одной плоскости. 


Ответы на вопросы (1—ИП 

1. Не рассмотрен случай, когда все четыре 
точки лежат на одной прямой (тогда теоре- 
ма 14.1 формально не применима}. Здесь мож- 
но заметить, что через прямую (и наши четыре 
точки) можно провести плоскость (задача 5,а) 
из статьи), так что в указанном случае также 
приходим к противоречию с условием задачи. 
И. Требование, чтобы прямая с не проходила 
через точку А пересечения прямых а и 6, су- 
щественно используется в решении. Из него сле- 
цует, что точки М и М пересечения ссаи в 
различны, поэтому можно применнть теоре- 
му 14.2. 

НИ. В учебнике п доказательстве теоремы 14.1 
говорится: +... любые три общие точки...» 
(с. 176). Слово «трыь здесь ни при чем — оно 
осталось от прежнего доказательства (из учеб- 
ника 1981 года издания). 


Новосибирская областная олиминада по физике 
8 класс 

1. Цри исреворачивании бочки узким дннщем 
вниз уровень воды в бочке повышмется; сле- 
довательно. повышается и давление на нижнюю 
пробку. 

2. Оба шарика коснутся пола вне упомянутого 
п условии круга. 

3. Время спуска в 2 раза больше времени 
подфема. 

4. Т-=тв соз а. Указание. В первый момент 
ускорение тела перпендикулярно’ нити. 

5. тит. ЕЁ —Р)/(Р-Р.). 

Э класс 

1. р =2 Г) =А0 с. Указание. Половину 
пути вагончик разгоняется с ускорением 
Итах ==Н&, а половину — тормозится с тем же 
{по модулю) ускорением. Такос движенис воз- 
можно, поскольку М Ё,редах НЕ ВАН. 


2. Риз. Мы Мы —1,08. 

Риз м Не 
3. Ар рЁВ— п) /2. 
5. ю=7ЩЦыь до. —1). 
10 класс 
1. В обоих случаях жндкость будет перетекать 
из сосуда В п сосуд А. 
2. Период колебаний п обоих случаях увели- 
чится в л=/1--т/М >14 раза. Амплитуда 
колебаний изменится п случае Г) пп = 
=1--т/М==1,96 раза, а и случае 2) — в п.= 
—1—л:/М=0.04 раза. 
3. По прошествии достаточного болышного про- 
межутка пвременн конденсатор емкостью С, 
заряжается до напряжения, равного двум 
ампилитудным значениям напряжения в сети: 


АИ. ==2\ 2 / = 620 В. 


5. Воспользовавшиеь законами сохранения 
энергии и импульса. найдем 
8 зи ПИ гие — а 
, 4 дот‘ 4 лег 


«Квант для младшнх школьников 

{см. «Квант» № 8) 

1. См. рис. 1. 

2. Очевидно, что С=1, а Б==9, отсюда 
2А —111—99-=12. Таким образом. А==6б. 

3. Мороженое Маши все время будет окру- 
жать воздух, имеющий комнатную температу- 
ру, и мороженое Павлика будет окружать 
воздух. охладившийся от воздействия моро- 
женого. Поэтому мороженое Павлика не растает 
дольше. 

4. Из первого условия следует, что дерево, ко- 
торое у Внти было первым, у Колн было 


четырнадцатым; значит, дерево, которое у Ви- 
ти было последним, у Коли было тринад- 
цатым. Отоюда следует, что разность между 
девяносто четвертым и последним деревом 
по счету Вити такая же, как разность между 
седьмым и тривадцатым деревом по счету 
Колн. Таким образом, последнее дерево имеет 
номер 94--13—1=100. 

5. См. рис. 2. 


Фестиваль задач 

{см. «Квант» № 8) 

США. «Вашингтоне — это парусник, порт 
его отправления — Нью-Йорк, плывет он на 
Бермуды. 

«Линкольн» — теплоход, 
Ньюпорта в Галифакс, 
«Джефферсон» — пароход, 
Лондона в Бостон. 
Австралия. Младшему ребенку В лет. 


ГДР. _ 12345618 
12325551 
ЧЕРТ 


Болгария. 150 км. 
Австрия. См. рисунок 3. 


следовавший из 


следовавший из 


С. 
и. 


Рис. 3. 


Югославия. 119248562=10354 и 
+8493 ==10246. 

Бельгия. Получнте соотношение а’=6? с? ьс. 
Великобритания. Пусть а — число, стоящее в 
центре выдеяженного квадрата. Тогда легко ви- 
деть, что каждая из указанных сумм равна За. 
Египет. 200. 

Греция. 12. 

Индия. 16 или 48. 

Полышца. 1144=(88)'. 

Чехословакия. 24. 

СССР. Е февраля — п Левинграде, В февра- 
ля — в Риге, 1 марта — в Пекове, 
В марта — во Владимире. 


Бндль вылетает п трубу 
(см. «Квант» А 6) 
Задачи 


1. Разбойнику следуст сказать: *Вы 
меня повеситб». Тогда Герцогния не сможет его 
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казнить, ибо, если его утопят, нолучится, 
что ои солгал, а если повесят, то сказал 
правду- 

2. Спичку. 


3. Первый должен взять 4 пенса, второй — 
1 иене. Указание Выясните сначала, 
сколько стойт Е огурец. 

4. 10 м. 

5. 20 шагов. 

6. 8126--8126=16252. 

т. Можно пройти 10 км на север, 1О км на 
восток и 10 км на юг. При движении по такому 
маршруту вы обязательно выйдете на границу 
леса. В самом деле, если весь ваш маршрут 
целиком лежит в лесу, то и вось квадрат, 
попученный соединением конечной и началь- 
ной точек описанного маршрута, тоже це- 
ликом лежит в лесу. 
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Шахматная страничка 

{см. «Квант» № 6) 

Задание 1 (Гоблея — Старосек, Невинно- 
мысск, 1984 г.). 1.Л1:е5! де 2.147! Неожидан- 
но черный ферзь оказался в ловушке: 
2...Фс8 3.Ке?--, 1...Ф: 97 (Фе8) 3.К#б-. 
Последовало 2..15 3. Физ Ф:47Т А.КЕ6- 


Кри8 5.К:а7 Л!ч8 6.ФЬЗ и белые выигралн. 
Задание 12 (Туник — Вейигольд, Яъвов, 
1984 г.). 1...Л:а41 Белые немедленно сдались. 
На 2.Ф:44 следует 2...Ле! |! 3.КрЁ2 Ф:а4-- 
4.Л:44 Л:а1 и они остаются без фигуры. 
Чисто геометрическое решение позиции! 


Список читателей, 
приславших правильные решення 


{Начало см. ка с. 49} 


М. Рябов (Первомайск Горьковской обл.) 
8, 22; Д. Саввичев (Тагаирог) 22; М. Савченко 
{Белгород) 8, 9, 12; Г. Сагайдак {Канев} 8, 22; 
В. Сакбаев (Алма-Ата) 22; Б. Самойлов 
(Киев) 8, 9, 17, 21; Е. Сачкова (Гулькевичи) 
8; М. Свердлов (Минск) 11, 22; Р. Севастьянов 
(Челябииск) 15—17; А. Сенчик (Киев) 8, 21; 
А. Сиваченко (Москва) 12, 21; А. Скиртач 
(Запорожье) 8, 21, 22; М. Скоробогатов 
(Киев) 8, 9, 12, 22; В. Смоляр (Мозырь) 21; 
А. Снижко (Запорожье) 21, 22; С. Собесский 
(Новосибирск) 9; А. Соляник (Верхнеднепровск) 
22; А. Сомов (Киев) 22; Е. Степанов (Ле- 
нинград) 21, 22; В. Стрельников (Салават) 
21, 22; И. Стрешенский (Киев) 22; И. Стругов- 
щиков (Киев) 22; К. Стыркас (п. Черного- 
ловка Московской обл.) 19, 21, 22; Р. Суник 
(Киев) 8; И. Терез (Симферополь) 9, 21, 22; 
С. Толмачев (Минск) 21; С. Тужанский (Вин- 


Главный редактор — академик Ю. А. Осипьян 


ника) 8, 15, 17, 21, 22; А. Тюрин (Нико- 
лаев) 8; Д. Углов (Геленджик) 8, 12; 
А. Умнов (Миасс) 9; С. Ушаков (Ярославль) 
21, 22; А. Фамов (Ступино) 21,.22; Н. Федин 
(Омск) 8, 9. 12, 16, 21, 22; М. Федоров 
(Ульяновск) 21; Г. Финкельштейн (п. Черно- 
головка Московской оба.) 21, 22; В. Фурман 
(Ташкент) 9; А. Хафизов (п. Красногорский 
МарАССР) 23; М. Холмянский (Москва) 19, 
21. 22; Г. Чевардин (Челябииск) 22; О. Чемер- 
ченко (п. Купянск-Узловой Харьковской обл.) 
8, 21; Р. Черныш (Пермь) 15, 21; С. Черны- 
шев (Ташкент) 22; Е. Чижикова (Тула) 17; 
А. Шаловал (Киев) 171, 21, 22; Л. Шаповаленко 
(Канев) 8; В. Цаповалов (Донецк) 8, 9, 21, 22; 
А. Швед (с. Раздольное Амурской обл.) 8; 
Г. Швец (Киев) 8, 9, 15—19, 22; Н. Шемелина 
(Новосибирск) 22; И. Шендерович (Северо- 
двннск) 8, 12, 21, 22; А. Шехтгман (Минск) 
9, 17, 21, 22; Д. Шкловский (Ленинград) 
16, 17; С. Школьников (Ленинград) 21; 
Б. Шоёхет (Москва) 9; 3. Шомсутдинов 
(Кукморский р-н ТАССР)} 22; Е. Шохов (Про- 
кольевск) 22; О. Юсухно (Кисв) 17, 21, 22; 
А. Ястребов (Севастополь) 17, 22; А. Ятчени 
(Юрьевск) 8, 22. 
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Шахматная страничка 


Коисультирует — чемпири 
мира но шахматам, м. жду- 
наролиын гроссмейстер 
А. Е. Карцов. Ведет странич- 
ку мастер спорта ССР по 
шахматам, каидидат техни- 
ческих наук Е. Я. Гик. 


РЕЙТИНГИ 


Семь лет назад в «Кван-6» 
подробно рассказывалось 9 
рейтингах. приводилось их 
математическое обоснованне 
По просьбе читателей еще раз 
остановимся на этом вопросе. 

Рейтинг или, иначе, инди 
видуальный коэффици:нт 
шахматиста — это число, ха- 
рактеризующее его силу в 
данный момент. Выступле- 
ние в турнире влняет на 
рейтинг: п случае успеха он 
увеличивается, при неудаче— 
уменышвется. 

Впервые попадая В «рей- 
тинговыйе турнир, шахматист 
получает начальный рейтинг 
2200. Рейтинг каждого участ 
инка турнира после его окон- 
чания Ку, Определяется по 
формуле 

Киь=Ке---10(М— Мож\, 
где К.: — «старый» рейтинг, 

ож — ЧИСЛО зожидаемьхь 
очков, а М — число фактиче- 
ски набранных. 


Если два шахматиста иг- 
рают между собой одну пар- 
тию. то ожидаемое» Число 
очков п.„ приведено в табли- 
це, составленной американ- 
ским математиком профес- 
сором Эло. Слева в таблице 
стоит разннца рейтингов парт- 
неров, а справа — число +оч- 
Ков», которые должен соот- 
ветственно набрать игрок п 
большим и г меньшим рей- 
тингом. 

В случае матча, когда двя 
шахматиста играют т партий, 
М... равно  произвзденяю 
П.жи, округленному до полу- 
очка. Наприме, езли дьа 
шахматнста о рейтингами 
2550 п 2500 играют матч из 
12 парт А, то К, — К,= 
=50, п, _в.=0,57, после умнл- 
жения на 12 получаем 6,841 
ий после округлевия М. „б= 
—7; соответственно Мож.ы.=5. 

В случае турнира нало 
просто сложить все гожидае- 
мые» числа очков, которые 
данный игроз; должен набрать 
в партиях 2 другими участ 
никами турч"ра. и округлит1 


полученное число до полуоч- 
ка. Это и будет М.» данного 
игрока. 


0—3 
4—10 
11—17 
18—25 
26—32 
33—39 
40—46 
47—53 
54—61 
62—68 
69—76 
77—83 
84—91 
92—98 
99—106 0,64 0,36 
107—113 9,65 0,35 
114—121 0,66 0,34 
122—129 0,67 0,33 
130—137 0.68 0,32. 
138—145 0,69 0,31 
146—153 0,70 0,30 
154—162: | 0,71 0,29 
163— 170 0,72 0,28 
171—179 0,73 0,27 
180—188 0,74 0,26 
189—197 0,75 0,25 
198—206 0,76 0,24 
207—215 0,77 0,23 
216—225 0,78 0,22 
226—235 0,79 0,21 
236—245 0.80 0,20 
246—256 0,81 0,19 
251—267 0,82 0,18 
268—278 0,83 0,17 
219—290 0.84 0,16 
291—302 0,85 0,15 
303—315 0,86 0,14 
316—328 0,87 0,13 
329—344 0,88 0,12 
345—357 0,89 0,11 
358—314 0,90 0,10 
315—391 0,91 0,09 
392—411 0.92 0.08 
412—432 0,93 0,07 
433—456 0,94 0.06 
457—484 0.95 0.05 
485—527 9,96 0,04 
518—559 0,97 0,03 
360—619 0,98 0,02 
0,99 0,01 


620—735 
| сзыше 735 1,00 0,00 


Сделаем несколько замеча- 
ний. Поскольку в системе 
Эло числа Мм как для матча, 
так и для турнира округляют- 
ся до полуочка, рейтинги — 
всегда числа целые н окаччи 
заются на О или 5. Однако 
У нас при расчете рейтингог 
советских шахматистов округ 
ление производнтся до 0,1 оч 
ка. п потому рейтинги оказы- 
ваются просто целыми чис 
“ами. 

Для расчета Мом в турнк- 
#*.Х иля иростоты ведатея 


«коэффициент турнира» К. 
равный среднему арифметиче- 
скому рейтингов Ко всех 
участников турнира. После 
этого М.„ для каждого шах- 
матиста находится из приве- 
денной таблицы, где Кб — Ку 
равно разнице между К.. и 
К. (вычитать надо из боль- 
шего числа меньшее), умноже- 
нием п.„ на число партий, 
играемых каждым участни- 
ком, и огруглением. Тем са- 
мым мы как бы считаем, 
что участник туриира играет 


матч с одним  з«средиимь 
партнером. Впрочем, взиду 
большого числа турниров, 


которые сейчас проводятся, и 
тысяч шахматистов, играю- 
щих в них, для подсчета 
рейтингов (и международных, 
и советских) все равно исполь- 
зуются ЭВМ. 

В СССР рейтииги грос- 
смейстеров.и мвстеров публи- 
куются сейчас раз в квартал, 
на 1 апреля 1985 года рейтинг 
экстракласса (2600 и выше) 
имели пять гроссмейстеров: 
А. Карпов — 2717, Г. Каспа- 
ров — 2700. А. Белявский — 
2641, Р. Ваганян и ЗП. Полу- 
гаевский — 2614, 


Конкурсные задания 


18. Маз в 
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№ндекс 76.465 


Цена 40 коп. 


Эги ажучкиь со множес: вом лапек называются 
интегральными схемами. Внутри каждого из 
них упрятан крошечный кристалл полупровод 
кика, содержащий десятки и согни тысяч 
заектронных «деталей». С помощью таких схем 
создаются электронно-вычислительные маши- 
кы с мощной памятью и рекордным быстро- 
действием. Новые технологии позволят а бли- 


жеишем будущем создавать микроминиатюр- 
ные вычислительные устройства на одном 
кристалле, не уступающие по своим возмож- 
ностям большой современной ЭВМ. 

О том. что представляют собой «кирпичики» 
этих сложнейших приборов, вы сможете про- 
читать в заметках новой рубрики «Полупровод- 
никовые элементы вычислительной техники». 


Научно-популярный 
физико-математический журнал 
Академии наук СССР 

и Академии педагогических 
наук СССР 


звант то... 
1) 


Основан в 1970 т 
: СА 


В НОМЕРЕ: 1% ТН!$ 155%Е: 


2 В. А. Фабрикант. Первые шаги Нильса Бора ТИ. А. Кабмкати. 


в науке {1 з4ейсе 

8 Бл. Х. Сендов, Н. Х. Розов. История В. КВ. Зепаои, №. Кв. Возоо. Нож Те 
рождения компьютера сотршег ваз Богп 
Новости науки Заепсе пем5 

14 Еще один тип радиоактивности Опе тоге К1п4 оЁ гадюасйуийу 
Математический кружок Ма летаНнсь сис 

15 С. Б. Гашков. Неравенства для площади 5. В. СазвКои. ГпедцаЙцез Го 41е агса ап9 
и периметра выпуклого мкогоугольника регитефег оЁ сопуех ро]уйопз 

орла. мочь ле: ими ше. __  ИИь_ — ЧИЩЕ Бавоьвь,. сочи. — инь мании ть и рер — чтива чьи лы —— чине. ии ооо чм 
Школа в «Кванте» Куапр зсВоо 

21 Математика 8, 9, 10 Матетацса 8, 9, 10 

24 Избранные школьные задачи Заес4е4 зсНоо! ргоетз 

РЕ анионы 
«Кванте для младших школьников КуапЕ Гог уоцпрег зсНоо! сВИ9геп 

25 Задачи Ргоетз 

26 А. В. Семёнов. Трение: вредное, полезное, А. У. Зетепог. РисНол: Вагт@ Ш, изей!, 
интересное... ицегезипя... 
Задачинк «Кванта» Куап"'8 ргоегл$ 

29 Задачи М946—№М950; Ф958 —%Ф962 Ргоетз М946—М950; Р958—Р962 

34 Решения задач М926 —М930; Ф938—Ф942  Зошцопз М926—М930: Р938—Р942 

32 Калейдоскоп «Квантае Куапез Ка!е14о$соре 
Искусство программнровання ТВе агё 0й ргопгатпиля 

42 А. П. Ершов. Алгоритмический язык А.Р. Егзвов. Те ао тис 1априаве 
Полупроводниковые элементы 
вычислительной техники Зепйеопаис—_ля еетепё; т сотршехгз 

46 ПП. Полевые транзисторы п. Ра4 иапззюгз 
Практикум абитуриента СоПейе аррИсап{”з зесмоп 

48 А.Р. Зильберман. Повторим колебания А. В. СНьегтап. КВемеуйпЯ озсШацойв 

С оииинии рии отроичесь ину ущы. = СА оч. Бы пе аш. щечых о чо Оооо чин доишшику ии ще и оо си и с оаные о о о оо 
Олимпнады О}утр!ааз 

52 ХТ Всероссийская олимпиада школьников Тке Ц АП-ВКозяай зсВоо] о\угар!а 

57 Ответы, указания, решения Апзуегу, $, со Ноп$ 
Наша обложка (41) Оцг соуег раде (41) 
«Кваит» улыбается (20} Куапе этаИе5 (20) 
Смесь (19, 24, 28, 40, 41, 55) МсеНапеоцз (19, 24, 25, 40, 41, 55) 
Шахматная страничка ТЪе сВезз райе 
Гексагональные шахматы (3-я с. обложки} —Нехаяопа] сНезз (374 сооег раде) 

Необычная шахмотноя 9оска. воспрои веденная но первой странице обложки.— не шутка хуЗожниха На таких 


трехивегных шестиугольных Эосках играюг в гексагональные шахматы Ша обложке приведена начальная рас 
суановка черных фигур. белые ставятся аналогично напротив черных Как играть в такие шохматы, расекозвло а 
сегодняшней «Шахматной страничкее 

__———Щ———щЩ—————_Ш——_————_—д——————_дАд_к 


© Издательство «Наука». Главная редакция физнко матеметической литературы. «Кванхь, 1985 


мы 


Первые шаги 
Нильса Бора 
в науке 


Академик АПН СССР 
В. А. ФАБРИКАНТ 


Я рассматриваю труды Бора 

как величайший триумф че- 

ловеческой мысли. 
Резерфорд. 1936 г. 


В этом году 7Т октября человече- 
ство отметило столетие со дня рож- 
дения одного из создателей совре- 
менной физики — Нильса Бора. Важ- 
но подчеркнуть, что слова Резер- 
форда, приведенные в качестве эпи- 
графа, сказаны им уже после того, 
как на смену боровской теории атома 
пришла стройная квантовая механи- 
ка. Ни в коем случае не умаляя заслу- 
ги создателей квантовой механики 
Гейзенберга, Шредингера и Дирака, 
Резерфорд справедливо делает акцент 
на роли Бора. 

Дирак, в значительной мере завер- 
шивший построение квантовой меха- 
ники и заложивший основы кванто- 
вой электродинамики, так оценивал 
роль Бора в лекции, прочитанной им 
в 1975 году: «Я считаю, что появ- 
ление идей Бора было самым гран- 
диозным шагом в истории развития 
квантовой механикиь. 

Надо сказать, что роль Бора была 
весьма своеобразной. Наибольшую 
известность получила так называе- 
мая модель атома Бора, хотя сам Бор 
относился к этой модели довольно 
скептически, понимая ее противоре- 
чивость. Гораздо более важными 
были те фундаментальные идеи, кото- 
рые имел в виду Дирак. 

Велики заслуги Бора и как учите- 
ля большой плеяды крупных ученых, 
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Нильс Хенрик Давид Бор. Копенгаген, 1916 год. 


в том числе выдающегося советско- 
го физика Ландау. Это связано 
не только с масштабами его научного 
гения, но и с поразительными ду- 
шевными качествами. Он был чело- 
веком исключительной доброты, чис- 
тоты и обаяния. К Бору приезжали 
и молодые, и уже сложившиеся уче- 
ные. Он вел с ними поистине изяу- 
рительные дискуссии, приводившие к 
весьма важным новым результатам. 
Сбылись слова, сказанные о Боре, ког- 
да он был еще мальчиком, его отцом: 
«К Нильсу будут приходить люди 
и слушать его». 


Студент, магистр, доктор 


В 1903 году Нильс Бор поступил 
в Копенгагенский университет, где его 
отец Кристиан Бор был профессором 
физиологии. Курс физики в этом уни- 
верситете читал профессор Кристиан- 
сен. Широта его интересов и своёоб- 
разный подход к предмету, безуслов- 
но, сыграли очень большую роль в 
формировании Нильса Бора как фи- 
зика. 

Интересно, что студенты очень ско- 
ро почувствовали незаурядность 
Нильса Бора. Одна его сокурсница 
в письме своей кузине, отправленном 
в 1904 году, писала: «Кстати о гениях. 
С одним из них я встречаюсь каж- 


дый день. Это Нильс Бор, о котором 
я уже тебе рассказывала: его не- 
заурядные способности проявляются 
все в большей степени». 

В 1905 году Датское королевское 
обтцество наук объявило конкурс на 
лучшую работу по физике. Надо было 
исследовать колебания струй жидко- 
стей с целью создания метода опреде- 
ления коэффициента поверхностного 
натяжения (речь шла о развитии ра- 
бот знаменитого английского физика 
Рэлея). Бор весьма успешно справил- 
ся с теоретическими проблемами, но 
эксперимент успел выполнить только 
с одной жидкостью — с водой. Важ- 
ность теоретических результатов Бо- 
ра была оценена золотой медалью, 
хотя его конкурент, также награж- 
денный золотой медалью, разработал 
более . простой экспериментальный 
метод и определил коэффициент по- 
верхностного натяжения ряда жид- 
костей. 

Окончив в 1907 году универси- 
тет, Бор обратился к Кристиансену 
за темой для магистерской диссерта- 
ции. Тот посоветовал заняться элект- 
ронной теорией металлов. Бор послу- 
шался и вскоре написал своему бра- 
ту Харальду, что работы Лоренца по 
электронной теории его очаровали. 
Но очарованность не помешала Бору 
обнаружить принципиальные недо- 
статки классической электронной тео- 
рии. В 1909 году Бор получил сте- 
пень магистра и сразу же начал рабо- 
тать над докторской диссертацией, 
явившейся продолжением его теорети- 
ческих исследований. 

Докторская диссертация, представ- 
ленная 12 апреля 1911 года,.в част- 
ности, содержала доказательство 
принципиальной невозможности со- 
здания теории магнитных свойств 
вещества на основе чисто классиче- 
ских представлений. Так как диссер- 
тация была опубликована только на 
датском ‘языке, ее результаты не по- 
лучили широкого распространения, 
и через восемь лет голландка ван 
Левен заново провела то же доказа- 
тельство (теорема Бора — ван Лёвен). 
Важно подчеркнуть, что здесь Бор 
впервые лично натолкнулся на гра- 
ницу применимости классической фи- 
зики. 

Защита диссертации состоялась 
13 мая того же года. В еженедельни- 
ке «Политика» была помещена за- 
метка, где кратко описывалось вы- 
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ступление на этой защите профес- 
сора Кристиансена: «Он говорил в 
своей обычной приятной манере, 
рассказал несколько забавных исто- 
рий н выразил сожаление, что дис- 
сертация Бора не была опубликова- 
на на иностранном языке. У нас в Да- 
нии едва ли есть такие компетент- 
ные в электронной теории люди, 
кто бы мог судить о диссертации 
на эту тему». Дальше было написа- 
но: «Доктор Бор, бледный и застен- 
чивый молодой Человек, не принимал 
активного участия в обсуждении, по- 
бившем по своей непродолжитель- 
ности`все рекорды». 

Кристиансен был прав, и поэтому 
Бор вскоре после защиты с радостью 
отправился в Кембридж на годич- 
ную стажировку. 


Бор попадает к Резерфорду 


В Кембридже работал сам зотец 
электрона» Дж. Дж. Томсон. Более 
компетентного человека в области, 
интересовавшей Бора, не было. Однако 
по ряду причин Бору не удалось 
наладить деловой контакт с Томсоном. 

Зато в Кембридже Бор в октябре 
1911 года впервые встретился с Ре- 
зерфордом, приезжавшим сюда из 
Манчестера на так называемый еже- 
годный кавендишский обед. Бор вспо- 
минал: «Хотя в этот раз мне не уда- 
лось познакомиться с Резерфордом, 
на меня произвели глубокое впечат- 
ление его обаяние и энергия — ка- 
чества, с помощью которых ему уда- 
валось достигать почти невероятных 
вещей, где бы он ни работаль. 
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Н. Бор и Л. Д. Ландау на «Празднике Архи- 
меда» в МГУ. 
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В ноябре Бор поехал в Манчестер 
к одному из коллег своего отца. Кол- 
лега оказался близким другом Ре- 
зерфорда и познакомил с ним Бора. 
Позднее Бор писал: «Во время беседы, 
в которой Резерфорд ес подлинным 
энтузиазмом говорил о многих новых 
перспективах развития физики, он 
любезно согласился на мою просьбу 
о том, чтобы мне присоединиться 
к группе, работающей в его лаборато- 
рии, после того как ранней весной 
1912 года я должен был закончить 
свои занятия в Кембридже». Резер- 
форд только просил договориться о 
переезде с Джи-Джи (прозвище Том- 
сона), чтобы эта процедура не выгля- 
дела как результат переманивания 
сотрудника от одного руководителя 
к другому. Согласие Томсона было 
получено без особого труда. 

Если в Кембридже Бор увлекался 
моделью атома Томсона, согласно ко- 
торой отрицательно заряженные элек- 
троны вкраплены в облако положи- 
тельного заряда +как изюминки в 
кекс», то в Манчестере он быстро 
освоился с ядерной моделью атома 
Резерфорда, созданной только год то- 
му назад, где положительный и от- 
рицательный заряды как бы поменя- 
лись местами. В этой модели положи- 
тельно заряженное ядро малых разме- 
ров окружено облаком электронов, 
движущихся по замкнутым орбитам 
вокруг ядра (как- планеты вокруг 
Солнца). У модели Резерфорда имел- 
ся серьезный недостаток — она никак 
не могла объяснить устойчивость 


структуры атома, проявлявшуюся 
буквально на каждом шагу. 

Бор с энтузиазмом окунулся в ат- 
мосферу манчестерской лаборатории 
и занялся попытками разрешения 
этого противоречия. Резерфорд быстро 
оценил глубину подхода Бора и ока- 
зывал ему всяческую поддержку. 
У Бора возникла идея применить к 
решению указанной проблемы кванто- 
вые представления, развитые План- 
ком и Эйнштейном. Неизвестно, прав- 
да, где и когда Бор впервые познако- 
мился с этими представлениями 


‚(характерная деталь — в курсе тео- 


ретической физики Кристиансена, из- 
данном на немецком языке в 1910 го- 
ду, нет ни слова о квантах!). 


Главная работа Бора 


В сентябре 1912 года Бор вернул- 
ся в Копенгаген и продолжил свои 
попытки применить квантовые пред- 
ставления к планетарной модели ато- 
ма, но дело продвигалось очень туго. 
В первых числах февраля 1913 года 
к нему случайно заглянул его уни- 
верситетский товарищ — спектроско- 
пист Хансен. До .этой встречи Бор 
не проявлял никакого интереса к 
строению линейчатых спектров излу- 
чения и поглощения различных эле- 
ментов. Позднее он говорил: «Они 
воспринимались так же, как прекрас- 
ные узоры на крыльях бабочек, — их 
красотой можно было восхищаться, 
но никто не думал, что регуляр- 
ность в их окраске способна навести 


Н. Бор и В. Паули. наблю- 
дающие за вращением волчка. 


на след фундаментальных биологиче- 
ских законов». Хансен задал вопрос: 
«А как твоя теория объясняет спект- 
ральные формулы?» Бор, получивший 
к тому времени, как мы видели, весь- 
ма солидную подготовку в области 
теоретической физики, не понял, о чем 
идет речь. Он ничего не знал ни о ка- 
ких спектральных формулах. Хансен 
сказал: «Тебе необходимо посмотреть 
эти формулы. Они с замечательной 
простотой ‘описывают атомные спеклт- 
ры». Бор выполнил этот совет из веж- 
ливости, не придавая ему особого 
значения. Однако, по его словам, как 
только он увидел формулу Бальмера, 
все немедленно прояснилось. Форму- 
ла эта была подобрана Бальмером 
(швейцарским физиком и математи- 
ком) чисто эмпирическим путем еще 
в конце ХХ века и выражала после- 
довательность частот для ряда линий 
в видимой области спектра атома во- 
дорода. Несколько позднее аналогич- 
ные закономерности были обнаруже- 
ны и для невидимых участков водо- 
родного спектра. 
` После знакомства с формулой Баль- 
мера дело быстро пошло на лад, 
‘’и уже в марте 1913 года Бор завер- 
шил работу, которую он назвая 
‹О строении атомов и молекул». 
В том же году по представлению 
Резерфорда она была опубликована в 
в английском журнале «РиуюзорЮ- 
са! Маратде» в виде трех статей. Мы 
ограничимся рассмотрением только 
первой, наиболее важной из «трило- 
гии» Бора статьи — «Связывание 
электронов положительным ядром». 


Между фактическим ходом иссле- 
дования и изложением его автором 
в завершающей статье часто сущест- 
вует разрыв. Известный американ- 
ский биохимик, нобелевский лауреат 
Сент-Дьёрдьи изобразил часто скла- 
дывающуюся ситуацию графически 
(см. рис.), где по одной оси отложе- 
но время, по другой — «истина». 
Помзная 2? выражает фактический 
ход исследования, когда периоды рос- 
та ‹истины» сменяются периодами ее 
спада (то есть заблуждениями), а иде- 
альная прямая 1 изображает изложе- 
° ние этого же процесса в завершаю- 
щем труде. 

Бор, по натуре человек откровен- 
ный, не мог так поступить, хотя и пе- 
ределывал свою статью многократно. 
Для Бора характерна также щепе- 


«График» 

Сент-Дьёрдьи. 

тильность, с которой он ссылается 
на своих неудачливых предшествен- 
ников, пытавшихся применить кван- 
товые представления к объяснению 
свойств атома. | 

Введение к статье содержит очень 
важное замечание, касающееся роли 
квантовой постоянной Планка в тео- 
рии атома. Это замечание носит со- 
вершенно современный характер и 
связано с так называемой теорией. 
размерностей. Одним из пионеров 
применения методов теории размер- 
ностей в физике был Рэлей (с разви- 
тия трудов которого, еще студентом, 
начинал свою научную деятельность 
Бор)- 

Если выбрана определенная система 
основных величин, например в меха- 
нике — длина, время и масса, то 
размерности производных величин за- 
писываются через размерности основ- 
ных величин. Так, размерность длины 
обозначается []=Г, тогда размер- 
ность площади [5$]=Г? и объема 
[И]-ЕЁ?. Размерность времени [:]= Т, 
соответственно размерность скорости 
[2]=РТ `` а ускорения [а]=ГТ-°. 
Так как размерность массы [т]=М, 
то размерность силы [Е]=МЕТ-^. 
И так далее. 

Бор обратил внимание на то, что в 
модели атома Резерфорда имеются 
только два параметра — заряд е 
и масса электрона т, из которых 
нельзя образовать величину, опреде- 
ляющую структуру атома и имею- 
щую размерность длины. Если же до- 
бавить планковскую постоянную й, 
то такая возможность появляется. 


Воспроизведем несложные выкладки, от- ` 
сутствующие в статье Бора, которые помогут 
понять его идею. При этом мы, так же как 
это сделал Бор и последующих частях статьи, 
будем пользоваться так называемой абсолют- 
ной электростатической системой единиц 
(СГСЭ). В ней в качестве основных механи- 
ческих единиц приняты сантиметр, грамм, и 
секунда (отсюда буквы СГС). Размерность за- 
ряда электрона в этой системе проще всего 
определить из закоиа Кулона (основного за- 
кона электростатики), записав его в простей- 
шем виде Р=е*/г”. Тогда [е*/г*] ==] МЕТ”, 
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откуда [е]=М'/2 777 '. Размерность план- 
ковской постоянной определяется из формулы 
для энергии кванта Езх=}». Поскольку часто- 
та * равна единице, деленной на период коле- 
баний, ее размерность [*]=Т”'. Размерность 
энергии легко получить из выражения для 
кииетической энергии (ти?’/2), которое дает 
{21=МЕ7Т-*, Тогда размерность планковской 
постоянной [1] =[Е]/[У]=МЕРТ-'. 

Составим выражение #№?/(те?). Его 
размерность будет просто Ё (что легко 
проверить, воспользовавшись приве- 
денными выше выкладками). Значит, 
это выражение характеризует некото- 
рую длину. И действительно, если 
ввести множитель 1/(4л°), то есть за- 
менить й на }й=й/2л, получим 
№? / (42?) (те?)=В?/ (те?) — величину, 
равную радиусу атома водорода. 
Справедливости ради отметим, что 
метод размерностей не может дать 
никаких сведений о численных мно- 
жителях типа 1/(4л?). 

Теперь об основном содержании 
статьи. Планк считал частоту излу- 
чения, испускаемого атомом, равной 
частоте колебаний электрона, рас- 
сматриваемого как линейный осцил- 
лятор (модель — электрон на пру- 
жинке). В планетарной модели атома 
аналогом этой частоты должна слу- 
жить частота обращения электрона 
по орбите. 
ности с частотой излучения дело об- 
стоит гораздо сложнее. 

Бор при помощи элементарных 
выкладок, но далеко не безупречным 
в смысле логики путем выводит вы- 
ражение для энергии электрона Е», 
вращающегося по одной из стационар- 
ных орбит. В современных обозна- 
чениях 
212 те' 27 
п, * 


Е = — (1) 
где # — порядковый номер элемента 
в периодической таблице, п=—1, 2, 
3,... — так называемое квантовое 
число, задающее номер орбиты. Затем, 
предполагая, что при переходе с од- 
ной стационарной орбиты на другую 
электрон испускает один квант лучис- 
той энергии, он записывает знамени- 
тое боровское условие для частоты: 


ру—Е„! —Ел2, (2) 
откуда 
2 472 
и. те'7 —) (3) 
При Й=-=1 (для атома водорода) и 
п.—=2 это совпадает с эмпирической 
формулой Бальмера 
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дз м 


Однако в действитель-, 


в (> = =), п, =3, 4, ..., 


где В — постоянная величина. 


Только после завершения этого. вы- 
вода Бор обращает внимание на то, 
что для круговых орбит можно цолу- 
чить промежуточное следствие — так 
называемое правило квантования ор- 
бит. Если электрон движется со ско- 
ростью о, по круговой орбите радиуса 
Г» то произведение импульса элект- 
рона на радиус, называемое в меха- 
нике моментом импульса, принимает 
только определенные, дискретные зна- 
чения, кратные постоянной Планка: 


А 
тг. ==ИЙ-==И-5.. (4) 


Теперь, при современных изложениях 
теории Бора, идут обратным, более 
простым путем, указанным им самим: 
сразу постулируют правильность фор- 
мулы (4) и с ее помощью получают 
квантование энергии электрона. 


При тщательном сравнении форму- 
лы (3) с опытными данными обна- 
ружились небольшие расхождения. 
Бор их быстро устранил, учтя то, 
что ядро в атоме не неподвижно, а 
описывает окружность малого радиу- 
са — в планетарной модели атома 
и ядро и электрон вращаются отно- 
сительно их центра масс, располо- 
женного вблизи ядра. Это приводит 
к.тому, что в формуле {3) вместо 
т должно входить т/(1-т/М), где 
М — масса ядра, у водорода почти 
в 2000 раз превышающая 7. Как 
нетрудно видеть, поправка действи- 
тельно мала. Тем убедительнее выгля- 
дела модель атома Резерфорда — Бо- 
ра. Такое же хорошее согласие полу- 
чалось и для остальных спектраль- 
ных серий водорода и иона гелия. 
Однако для других атомов, где число 
электронов больше одного, эта модель 
не объясняет спектры их излучения 
так же хорошо, как для водорода. 

Надо сказать, что у Бора не было 
наивной радости по поводу прекрас- 
ного согласия теории и опыта. До 
конца Бор сохранял свое понимание 
орбитальной модели как условного 
«образа» атома. 

Как ни важны были конкретные 
результаты, полученные Бором в этой 
работе, но еще важнее были основ- 
ные идеи, заключавшиеся в ней. 
Нриведем их в формулировках, дан- 
ных самим Бором: 


«1) Динамическое равновесие си- 
стемы (имеется в виду атом — В. Ф.) 
в стационарных состояниях можно 
трактовать с помощью обычной меха- 
ники, тогда как переход системы из 
одного стационарного состояния в 
другое нельзя трактовать на этой ос- 
нове. 

2) Указанный переход сопровожда- 
ется испусканием монохроматическо- 
го*) излучения, для которого соот- 
ношение между частотой и количе- 
ством выделенной энергии именно 
такое, которое дает теория Планка». 

Существование стационарных со- 
стояний Бор зобъяснил», приняв в 
качестве постулата, что, вопреки клас- 
сической электродинамике, в этих со- 
стояниях электрон, движущийся уско- 
ренно по орбите, не излучает. Только 
гений такого масштаба как Бор мог 
решиться на этот шаг. Так роди- 
лись знаменитые постулаты Бора. 

Напомним, что первая работа Илан- 
ка не была лишена противоречиво- 
сти. Нрокладывание принципиаль- 
ных путей в науке вообще дело весь- 
ма нелегкое. Недаром в известном 
изречении Карла Маркса говорится: 
‹В науке нет широкой столбовой 
дороги, и только Тот может достиг- 
нуть ее сияющих вершин, кто, не стра- 
шась усталости, карабкается по ее ка- 
менистым тропам». Бор, смело идя на 
разрыв г классической электродина- 
микой, вместе с тем использует со- 
ображения, из которых родился важ- 
ный физический принцип — прин- 
цип соответствия. Он заключается 
в том, что все-таки должно существо- 
вать некое «соответствие» между 
результатами квантовых и класси- 
ческих рассмотрений. В предельном 
случае (когда величина квантов стре- 
мится к нулю) это соответствие долж- 
но переходить в простое совпадение — 
подобно тому как механика Эйнштей- 
на переходит в механику Ньютона 
при скоростях, малых по сравнению 
со скоростью света. 

Принцип соответствия, несмотря на 
свою несколько туманную формули- 


*) Квантовым предстаплениям не противоречит 
испускание атомом сразу нескольких фотонов при 
переходе из одного стационарного состояния ш дру- 
гое. Но тогда излучение персстаст быть монохро- 
матическим (см. статью В. А. Фабриканта «Что 
такое нелинейная оптика»; «Квант», 1985, № 8). 
Линейчатые спектры, объясненные Бором, соот- 
ветствуют имепно однофотонным процессам. 


Герб Н. Бора. 


ровку, сыграл огромную роль в раз- 
витии физики атомов и молекул. 
Ученик Бора нидерландский фи- 
зик-теоретик Крамерс, с большим ус- 
пехом применивший этот принцип 
в своей работе, писал: «Мое глубокое 
убеждение состоит в том, что в об- 


‚ласти человеческого мышления вооб- 


ще, и в физике в частности, наибо- 
лее важные и самые плодотворные 
концепции это те, которым невоз- 
можно придать точно определенный 
смысл». Эти слова друзья Крамерса 
взяли в качестве эпиграфа к посмерт- 
ному изданию его сочинений. 

В первой работе Бора еще не было 
сформулированного им принципа до- 
полнительности. Для света, например, 
этот принцип проявляется в том, что 
полное описание его свойств должно 
включать в себя такие противополож- 
ные понятия, как волна и частица 
(фотон). Эти понятия как бы допол- 
няют друг друга. Когда Бор был на- 
гражден высшим датским орденом 
Белого Слона и тем самым получил 
дворянство, он выбрал себе герб 
с изображением древнекитайского 
символа Инь и Янь, где одна светлая 
фигура, похожая на запятую, допол- 
няет. такую же темную фигуру до пол- 
ного круга. На гербе по-латыни напи- 
сан девиз: «Противоположности до- 
полняют друг друга». 


и 


История 
рождения 
компьютера 


Академик Болгарской академии наук 
Бл. Х. СЕНДОВ, 

Эоктор физико-математических наук 
Н. Х. РОЗОВ 


В статье «Предыстория рождения 
компьютера» (см. «Квант», 1985, № 9) 
было рассказано о многовековом пути 
человечества от счета на пальцах до 
арифмометра. Сейчас мы продолжим 
путешествие по истории — от возник- 
новения теоретической идеи +*считаю- 
цей машины» до’ создания первых 
реальных ЭВМ. Этот этап развития 
вычислительной техники, непосредст- 
венно предваряющий эру современ- 
ных компьютеров, занял примерно 
столетие. 


На грани реального 
и фантастического 


Великая промышленная револю- 
ция, ознаменовавшаяся постепенным, 
но неуклонным переходом от мелкого 
ручного ремесленного труда к круп- 
ному машинному фабричному произ- 
водству, с течением времени затрону- 
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ла все области техники и дала мощ- 
ный импульс дальнейшему прогрессу 
науки. Это была эпоха великих 
открытий, выдающихся` изобретений, 
плодотворных идей. Прогресс не мог 
в конце концов не проявиться и в вы- 
числительном деле, столь тесно свя- 
занном с торгово-индустриальными 
и научно-техническими проблемами. 

С начала ХХ века главное внима- 
ние ученых, интересовавшихся облег- 
чением и обеспечением вычислений, 
было сосредоточено на всестороннем 
совершенствовании считающих уст- 
ройств, получавших все более и более 
широкое распространение. Основное 
предназначение считающего устройст- 
ва (наиболее удачным его примером 
является арифмометр Однера) состоя- 
ло в том, чтобы самостоятельно 
осуществлять любую арифметическую 
операцию над числами. 

А можно ли создать машину, 
которая бы выполняла не просто от- 
дельные арифметические операции, но 
‹умела» автоматически проводить 
всю цепочку вычислений, необходи- 
мую для решения задачи в целом? 
Такая постановка вопроса представ- 
ляется сегодня абсолютно естествен- 
ной и логичной, однако двести-полто- 
раста лет назад даже сама по себе 
эта мысль была нетривиальной и озна- 
чала открытие. нового направления 
в научном поиске. Человеком, кото- 
рому суждено было. высказать и впер- 
вые попытаться реализовать фунда- 


ментальную идею вычислительной 
машины, явился англичанин Чарльз 
Бэббидж (1191—1871). 

Крупный математик, талантливый 
инженер, разносторонний изобрета- 
тель, известный естествоиспытатель, 
пытливый исследователь, Ч. Бэббидж, 
при поразительном многообразии сво- 
их интересов и осуществленных дел, 
всю жизнь неутомимо и упорно за- 
нимался разработкой и конструирова- 
нием вычислительных машин. 
В 1822 году он построил образец 
машины, названной им *разностной», 
и приступил к созданию большой 
разностной машины, предназначен- 
ной для расчета навигационных и 
астрономических таблиц. Однако эта 
работа по разным причинам заверше- 
на так и не была. 

В 1834 году Ч. Бэббидж начина- 
ет работу над своим главным дети- 
щем — вычислительной машиной, 
которую он назвал аналитической» 
ин которая должна была автомати- 
чески решать все те вычислитель- 
ные задачи, с которыми сталкива- 
лись инженеры и математики. Гран- 
диозный проект такой машины, разра- 
ботанный автором с удивительной 
лодробностью, настолько обогнал свое 


время, что его практическое осуще 
ствление не могло не оказаться 
нереальным. 


В чем конкретно состоял сделан- 
ный Ч. Бэббиджем шаг вперед в 
развитии вычислительной техники? 
Прежде всего, машины Бэббиджа, как 
аналитическая, так и разностная, рас- 
считаны не на выполнение каждой 
арифметической операции по отдель- 
ным командам человека, поступаю- 
щим всякий раз после завершения 
предыдущей операции, а на ком- 
плексное проведение — 
тельства человека на промежуточ- 
ных этапах — всего нужного объема 
вычислений в целом. При этом, если 
разностная машина была ориентиро- 
вана на одну вполне определенную, 
неизменную программу действий с 
данными числами, то аналитическая 
машина допускала осуществление 
различных программ вычислений в 
зависимости от рассматриваемой за- 
дачи. Выражаясь современным язы- 
ком, разностная машина — это спе- 
циализированная вычислительная ма- 
шина с фиксированной программой, 
а аналитическая машина — это 
универсальная автоматическая вы- 


без вмеша-. 


Чарльз Бэббидж — автор проекта первой уни- 
версальной программируемой вычислительной 
машины. 


числительная машина с программным 
управлением. 

Нельзя не отметить, что аналити- 
ческая машина Бэббиджа представ- 
ляла собой единый комплекс специа- 
лизированных блоков: устройства для 
ввода начальной информации (ис- 
ходных данных), запоминающего уст- 
ройства (памяти), арифметического 
устройства (осуществляющего дейст- 
вия над числами), устройства управ- 
ления (обеспечивающего выполнение 
операций в необходимой последова- 
тельности), устройства для вывода 
обработанной информации (результа- 
та). Иными словами, эта машина, 
предвосхищая архитектуру современ- 
ных компьютеров, обладала практи- 
чески всеми их нынешними основ- 
ными структурными компонентами. 

Однако — дитя своей эпохи! — ана- 
литическая машина, как и все пред- 
шествующие ей считающие устрой- 
ства, была (и не могла не быть) 
чисто механическим калькулято- 
ром. Ведь в первой половине прош- 
лого столетия исследования в об- 
ласти электричества, работы по его 
использованию еще только начина- 
лись. Именно поэтому гениальные 
идеи Ч. Бэббиджа относительно назна- 
чения, логической структуры и прин- 
ципов работы вычислительной ма- 
шины оказались облеченными в одеж- 
ды, заранее предопределившие бес- 
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перспективность попыток внедрения 
подобных машин в жизнь. Впрочем, 
и здесь Ч. Бэббидж пытался сказать 
новое слово: проект предусматривал, 
что приводить аналитическую маши- 
ну в действие должен паровой дви- 
гатель. 


Первая леди 
компьютериого королевства 


Как показала дальнейшая исто- 
рия, одним из пророческих замыслов 
Ч. Бэббиджа явилась предложенная 
им система управления вычисли- 
тельной машиной с помощью перфо- 
карт. Идея использования карточек 
с пробитыми в них отверстиями 
(перфокарт) получила широкое рас- 
пространение после того, как в 
1804 году французский изобретатель 
Жозеф Мари Жаккар (1752—1834) 
применил их для автоматизации ра- 
боты ткацкого станка. Однако Ч. Бэб- 
биджу впервые пришлось заняться 
детальной разработкой многих вопро- 
сов, связанных с введением перфокар- 
тами в машину массивов чисел и 
последовательностей команд. 

Управление вычислительной ма- 
шиной, очевидно, невозможно без 
развития теории рационального опи- 
сания комплексов тех операций, кото- 
рые следует выполнять машине при 
решении различных задач. Тем самым 
оказалось неизбежным рождение но- 
вого направления науки — програм- 
мирования. Заслуга создания этого 
направления принадлежит Августе 
Аде Лавлейс (1815—1852), дочери 
великого английского поэта Джорджа 
Байрона. 

Леди МЛавлейс, проявлявшая не- 
заурядные математические способ- 
ности, серьезно интересовалась рабо- 
той Ч. Бэббиджа и глубоко пони- 
мала его идеи. В своей нубликации 
1843 года, которую по праву счита- 
ют первой работой по теории про- 
граммирования, она высказала це- 
лый ряд мыслей и ‘принципов, со- 
храняющих свое значение и сегод- 
ня, а некоторые предложенные ею 
термины закрепились в научном 
языке. Ей принадлежит и истори- 
чески первая достаточно сложная 
конкретная программа — для вы- 
числения так называемых чисел Бер- 
нулли по специально разработанному 
алгоритму (практически опробовать 


10 


Ада Лавлейс — создатель первой программы 
Эля вычислительноё машины. 


эту программу она, конечно, не могла 
по причине отсутствия машины). 

Говоря о программировании, нель- 
зя не отметить еще два факта, от- 
носящихся к ХХ веку и сыгравших 
особенно важную роль в становлении 
этой науки. Первый — «изобрете- 
ниеье Ч. Бэббиджем специальной 
команды, называемой сейчас коман- 
дой условного перехода (говорят еще 
ветвления) и имеющей в современном 
программировании исключительное 
значение. Эта команда позволяет са- 
мой машине автоматически опреде- 
лять дальнейшую последовательность 
операций в зависимости от результа- 
та, получающегося на определенном 
шаге работы. Тем самым открывается 
возможность поручить машине выпол- 
нение не только арифметических, но 
и логических операций. 

Однако для того чтобы продви- 
нуться по этому пути, нужно распо- 
лагать аппаратом формально-мате- 
матического анализа логических вы- 
сказываний. Именно таким аппаратом 
оказалась теория, предложенная в 
1847 году английским математиком 
Джорджем Булем (1815—1864) и по- 
лучившая название булевой алгебры. 


Это — второй исторический факт 
ХГХ века, предопределивший исполь- 
зование вычислительных машин для 
решения логических проблем и ав- 
томатизации рассуждений. 


Время надежд, время исканий 


Ч. Бэббидж умер, его аналитиче- 
ская Машина Так и осталась неза- 
вершенным проектом... Но его основ- 
ная идея создать автоматиче- 
скую вычислительную машину с про- 
граммным управлением для выпол- 
нения научно-технических расче- 
тов — умереть не могла. Ибо она 
была прозорливым предвидением на- 
сущных потребностей продолжающе- 
гося развития цивилизации. 

Уже с конца прошлого столетия 
быстро увеличивается число моделей 
и модификаций арифмометра и дру- 
гих считающих устройств (клавиш- 
ных, записывающих и т. п.), начи- 
нается их широкое производство и 
применение. Арифмометр существен- 
но облегчил и ускорил наиболее 
утомительную и рутинную работу — 
выполнение арифметических опера- 
ций. Однако фактическое реление 
сколько-нибудь серьезной конкретной 
математической задачи, получение в 
ней реального ответа в виде числен- 
ных данных, прежде всего обычно 
и нужного в приложениях, остава- 
лось целой проблемой, непростым 
и трудоемким делом, требовавшим 
длительных усилий больших коллек- 
тивов вычислителей. 

Например, ‘одним из 
мостов, 


основных 
связывающих математику с 
жизнью, являются дифференциаль- 
ные уравнения. Естественно, что 
отыскание решений (или, как гово- 
рят математики, интегрирование) та- 
ких уравнений служит типичным 
объектом вычислительных работ. Вот 
что говорилось по этому поводу в 
книге «Численное интегрирование 
дифференциальных уравнений», из- 
данной всего лишь полвека назад, 
в 1932 году: «Читатель должен 
твердо уяснить себе главную мысль: 
решение этих уравнений в огромном 
большинстве случаев является на 
практике чрезвычайно трудной опе- 
рацией, отнимающей часто много вре- 
мени на вычисления...» 

Было совершенно ясно: разрешить 
все ‚усиливающееся противоречие 
между уровнем развития математи- 


ческой теории и возможностями ее 
реальных приложений, ликвидиро- 
зать громадные трудности на пути 
осуществления расчетов, в которых 
остро нуждались техника и наука, 
экономика и управление, может лишь 
вычислительная машина. Этим в пер- 
вую очередь и объясняется, что при- 
стальный интерес к конструированию 
вычислительных машин, явно наме- 
тившийся в конце ХХ века, стал 
затем резко расти. Усилиями от- 
дельных инженеров, физиков, мате- 
матиков, изобретателей, а чаще — це- 
лых коллективов удалось добиться 
многих замечательных результатов. 
Нельзя не подчеркнуть, что в значи- 
тельной мере эти результаты были бы 
невозможны без сделанных к тому 
времени открытий и исследований в 
физике, механике, технике, без достиг- 
нутого уровня промышленного про- 
изводства и технологической куль- 
туры. 

Какие же вычислительные машины 
были спроектированы и созданы в 
первой половине нашего столетия? 
Даже простое перечисление их моде- 
лей потребовало бы слишком много 
места. Поэтому мы ограничимся лишь 
кратким перечислением их основных, 
принципиальных особенностей и не- 
сколькими примерами. 

Большую группу составляли спе- 
циализированные электромеханиче- 
ские вычислительные машины, пред- 
ставлявшие собой механический каль- 
кулятор, который приводился в дви- 
жение электроприводом и управлял- 
ся электрическими импульсами. Осо- 
бое распространение получили табу- 
ляторы (иначе: счетно-аналитические, 
или счетно-перфорационные маши- 
ны), применявшиеся главным обра- 
зом для механизации решения задач 
статистики и учета. Первый табу- 
лятор разработал еще в 1884 году аме- 
риканский инженер Германн Холле- 
рит (1860—1929). 

Были построены электромехани- 
ческие вычислительные машины, ори- 
ентированные и на другие важные 
практические задачи. Надо признать, 
что некоторые из них являлись бле- 
стящими образцами совершенной кон- 
структорской мысли и идеального 
технического исполнения. Среди них 
следует упомянуть первую машину 
для интегрирования дифференциаль- 
ных уравнений, изобретенную из- 
вестным советским математиком и ко- 
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рабелом академиком А. Н. Крыло- 
вым (1863—1945). Отметим далее, 
что в 1915 году фирма «Аскания» 
(Берлин) изготовила вычислительную 
машину для определения времени 
приливов и отливов на северном по- 
бережье Германии. Автомат состоял 
из замысловатого кружева несколь- 
ких сотен бронзовых шестеренок 
и был не так уж громоздок. Для того, 
чтобы составить расписание прили- 
вов на год, он должен был зшеве- 
лить шестеренками» восемь часов — 
быстродействие достаточно порази- 
тельное по тем временам. Но еще бо- 
лее поразительно, что машина верой 
и правдой безотказно служила 
60 лет — до 1975 года! 

Другую группу составляли универ- 
сальные электромеханические вычис- 
лительные машины с программным 
управлением. В этих машинах при- 
менялась техническая новинка — 
электромагнитное реле. Исторически 
первой действующей машиной тако- 
го типа.была машина «Ц-8», пост- 
роенная в 1941 году немецким инже- 
нером Конрадом Цузе, однако развя- 
занная гитлеровской Германией вой- 
на стала причиной того, что это 
достижение немецкой науки не полу- 
чило своевременной известности и не 
оказало влияния на развитие вы- 
числительной техники. 

Самая совершенная из машин этой 
пруплы, получившая название 
«Марк-1», создавалась в’ 1937— 
1944 годах под руководством амери- 
канского физика Говарда Эйкена. Она 
сыграла большую роль в решении 


целого ряда ключевых вопросов 
конструирования компьютеров. Вот 
некоторые ее характеристики. 


«Марк-!» весил 4,5 тонны, занимал 


ЭНИАК — 
ЭВМ. 
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первая эффективно работающая 


площадь 11Ж2,5 м и представлял 
собой сложную комбинацию огромно- 
го числа релейных и механических 
элементов, соединенных 800 км элект- 
ропроводки. Ввод начальных дан- 
ных — 23-значных чисел в обыч- 
ной (десятичной) форме осуществлял- 
ся с помощью перфокарт, а управле- 
ние работой машины обеспечивалось 
бумажной перфолентой. На операцию 
сложения (вычитания) затрачивалось 
0,3 секунды, в умножение и деле- 
ние требовали 5,7 си 15,3 с соответ- 
ственно. 

Наконец, упомянем еще большую 
группу аналоговых вычислительных 
машин (или машин непрерывного 
действия). Работа этих машин бази- 
руется на идее конструирования — 
по исходным данным — такой мо- 
дельной схемы (главным образом — 
электрической), измерение одной из 
физических характеристик (например 
напряжения) которой и определяет 
искомую величину. Эти машины осо- 
бенно хорошо себя зарекомендовали 
при решении задач, где в первую 
очередь важно получить качествен- 
ное или графическое представление 
об изменении неизвестной. Однако 
для 06с0бо точных вычислений они 
практически непригодны. 

Итак, достигнутые успехи в созда- 
нии вычислительных машин были 
несомненны. и все же эти машины 
ни в коей мере не могли удовлет- 
ворить огромные «вычислительные 
потребности», сложившиеся к середи- 
не ХХ века. Непомерно дорогостоя- 
щей и неприемлемо громоздкой явля- 
лась их конструкция, слишком низ- 
кой оставалась скорость работы, явно 
недостаточным был объем памяти, 
весьма негибким оказывалось на прак- 
тике управление процессом вычисле- 
ний. Дальнейшее интенсивное разви- 
тие вычислительной техники, ее мас- 
совое использование объективно не 
могло быть обеспечено лишь улуч- 
шением реализации уже имевшихся 
идей. 

Требовалась принципиально новая 
идея... 


«АВС» — первый электронный 
компьютер 


Принципиально новая идея состоя- 
ла в том, чтобы заменить все меха- 
нические элементы машины, все 
электромагнитные реле электронными 


Дж. Атанасов — конструктор первой электрон- 
ной вычислительной машины. 


вакуумными лампами. Реализация 
этой идеи привела к появлению 
ЭВМ — электронной вычислительной 
машины и ознаменовала начало новой 
эры в развитии вычислительной тех- 
ники. Напомним, что в 30-е годы на- 
зцего столетия электронные лампы 
были уже довольно подробно изуче- 
ны и широко распространены в тех- 
нике, что создавало благоприятные 
потенциальные возможности успеш- 
ного их использования в вычислитель- 
ной технике. 


До относительно недавнего времени 
в различных публикациях, где речь 
заходила о зарождении ЭВМ, это со- 
бытие связывалось с именами Джона 
Мокли и Джона Эккерта.- В подтверж- 
дение приводился бесспорный и о0б- 
щеизвестный факт: эти два амери- 
канских физика спроектировали и 
в 1945 году запустили в действие 
электронную вычислительную маши- 
ну, названную «ЭНИАК». На этом 
основании делался (явно или неявно) 
вывод, что именно им принадлежит 
и сама идея, приведшая к револю- 
ционной перестройке всей вычисли- 
тельной техники. 


Но история возникновения идеи 
ЭВМ оказалаеь много более сложной 
и запутанной, а события, связанные 


Академик С. А. Лебедев — создатель первой 
в СССР (и в Европе} ЭВМ. 


< созданием первой электронной 
вычислительной машины, протекали 
совсем не так прямолинейно. 

Несомненно, «ЭНИАК»ь явилась 
первой в мире работающей ЭВМ, ре- 
альной` родоначальницей вычисли- 
тельных машин принципиально но- 
вого тина. Ее конструкторы Дж. Мок- 
ли и Дж. Эккерт имеют неоспори- 
мые и существенные заслуги в раз- 
витии современной вычислительной 
техники. Однако основополагающие 
принципы ЭВМ впервые были выска- 
заны не ими. 

Эти принципы впервые — и при- 
том в весьма законченной форме — 
высказал в 1937 году американ- 
ский физик болгарского происхожде- 
ния Джон Винсент Атанасов {род. 
в 1903 году). В частности, он’предло- 
жил при оперировании с числами в 
машине использовать двоичную систе- 
му счисления, а для ее создания ре- 
комендовал комбинации из ламповых 
схем и конденсаторов. 

Более того, Дж. Атанасов, вместе 
со своим помощником Клиффордом 
Бэрри, предпринял и первую попытку 
спроектировать и построить электрон- 
ный компьютер. Этот компьютер, 
названный им позже «АВС», был 
практически закончен к 1942 году, 
оставалось лишь укомплектовать пе- 
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риферийное оборудование на перфо- 
картах. И то, что «АВС» так и не уда- 
лось ввести в эксплуатацию, — одно 
из драматических следствий самого 
трагического события нашего века, 
второй мировой войны. Надо, впро- 
чем, заметить, что и идеи, и работа 
Дж. Атанасова над электронным 
компьютером были известны целому 


ряду ученых и, в том числе, 
Дж. Мокли. 
Факты, связанные с работой 


Дж. Атанасова над первым электрон- 
ным компьютером, стали широко из- 
вестны лишь в 60-е годы, а несколько 
позже был официально признан его 


приоритет. 

После появления в 1945 году пер- 
вого действующего: электронного ком- 
пьютера начался период бурного раз- 
вития электронной вычислительной 
техники. История этого периода — 
тема отдельного разговора. А закон- 
чить настоящую статью нам хоте- 
лось бы напоминанием о лервой со- 
ветской электронной вычислительной 
машине «МЭСМ». Она была построе- 
на в 1951 году под руководством 
академика Сергея Алексеевича Лебе- 
дева (1902—1974) и была, кстати, 
первым электронным компьютером в 
Европе. 


Новости наукн 


ч 
Еще 
один тип 
радио- 
активности 


Как уже рассказывалось 
в «Кванте» (см. *+Квант», 
1984, № 8, с. 38), несколь- 
ко лет назад было обнару- 
жено самопроизвольное 
превращение радия в сви- 
нец с испусканием ядер 
углерода. Были зарегист- 
рированы распады трех 
изотопов радия: 
‘заВа-‘езРЬ - '&С, 
Е а—°2РЬ-+ '4С, 
214 Ва—10РЬ-| 4С. 
Так к давно известным ви- 
дам радиоактивных пре- 
врашений тяжелых ядер, 
встречающихся в природе 
{альфа- и бета-распады, 
спонтанное деление ядер 
и т. д.), добавился новый 
вид — распад с излуче- 
нием ядра изотопа углеро- 
да, более тяжелого, чем яд- 
ро гелия (альфа-частица). 
Совсем недавно, в этом 
году, сотрудниками Объе- 
диненного института ядер- 
ных исследований (г. Дуб- 
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на). а также группой аме- 
риканских физиков был 
обнаружен еще один тип 
распада, с излучением еще 
более тяжелого ядра — яд- 
ра неона. 

Так, например, распада- 
ется изотоп урана с массо- 
вым числом 233: 


23: КУ 2%: 
30—27 РЬ + а№е 


или 


И 


— распад идет с излуче- 
нием изотопа неона с мас- 
совым числом 24 или 25. 
Какой именно происходит 
распад — пока не ясно. 

Вероятность такого рас- 
пада очень мала: пример- 
но на 10” излученных 
альфа-частиц приходится 
одно ядро неона. Если бы 
альфа-распада урана не 
было, ядро урана жило бы 
в среднем около 10'' лет, 
дожидаясь своего неонно- 
го распада (период полу- 
распада изотопа урана-233 
с испусканием альфа-час- 
тицы составляет 1,62хХ 


Ж10? лет}. 
Распадается и другой 
изотоп урана — С массо- 


вым числом 232: 


8] -=85РЬ + Ме. 


Вероятность вылета ядра 
неона в этом случае тоже 
примерно в 10'? раз мень- 
ше вероятности вылета 
альфа-частицы. 

Обнаружен такой же 
распад еще одного ядра — 
ядра протактиния: 


"ра "ТИ 25 №. 


Образовавшийся тал- 
лий-207 превращается в 
свинец-207 (среднее время 
жизни таллия-207 состав- 
ляет 6,8 мин) с излуче- 
нием электрона (бета-рас- 
пад). Вероятность неонно- 
го распада протактиния 
меньше вероятности его 
альфа-распада приблизи- 
тельно в 10'' раз. 

Все вновь открытые рас- 
пады, как мы видим, за- 
канчиваются на изотопах 
свинца, на которых закан- 
чиваются и все естествен- 
но-радиоактивные ряды — 
семейства урана, тория и 
актиния. Природа нашла 
еще один — обходной — 
путь превралжения различ- 
ных элементов в устойчи- 
вый свинец. 

Я. С. 


Математический кружок: 


3 ви 
[№572 


Неравенства 
для площади 

и периметра 
выпуклого 
многоугольника 


Кандидат физико-математических наук 
С. Б. ГАШКОВ 


Возможно, читателю известно, что 
среди всех фигур данного периметра 
наибольшую площадь имеет круг. 


Если нет, советуем прочитать 
статью В. В. Трофимова «Царевна 
Дидона, изопериметры и мыльные 


пленки» в пятом номере журнала за 
этот год. 

Здесь же мы познакомим читателя 
с аналогичными экстремальными 
свойствами правильных л-угольни- 
ков, выделяющими их среди всех 
прочих п-угольников, и в качестве 
следствий получим несколько инте- 
ресных неравенств, связывающих 
между собой площадь и периметр 
п-угольника, радиусы «вписанного» и 
*описанного» кругов и другие его ха- 
рактеристики. Для точной формули- 
ровки и доказательства этих утверж- 
дений нам придется определить не- 
сколько вспомогательных понятий, а 
для треугольников упомянутые ут- 
верждения можно сформулировать 
уже сейчас. 


Упражнения 

1. Среди треугольников. вписанных а дан- 
ный круг, наибольшую площадь (и периметр} 
имеет правильный треугольник. 

2. Среди треугольников, описанных около 
данного круга, наименьшую площадь (и пе- 
риметр} имеет правильный. 

3. Средн треугольников данного периметра 
наибольшую площцедь имеет правильный. 

4. Среди треугольников с данной минималь- 
ной высотой наименьшую площадь (и пе- 
риметр) имеет правильный. 

5. Среди треугольников © данной макси- 
мальной стороной наиболыпую площадь (и 
периметр) имеет правильный. 


Далее аналоги утверждений 1-5 
будут доказаны для произвольных 
выпуклых п-угольников. 


Что такое выпуклый 
многоугольник? 


Определение 1. Многоугольник 
Р называется выпуклым, если он ле- 
жит по одну сторону от каждой пря- 
мой, проходящей через какие-нибудь 
две соседние его вершины. Такие пря- 
мые далее называются касательными 
к многоугольнику Р, так что каса- 
тельная — это прямая, содержащая 
какую-нибудь его сторону. Далее рас- 
сматриваются только выпуклые мно- 
гоугольники, а появление невыпук- 
лых многоугольников оговаривается 
особо. 

Упражнения 

6. Докажите, что выпуклый многоугольник 
совпадает гс пересечением своих касательных 
полуплоскостей. Полуплоскость называется 
касательной к Р. если она содержит Р и огра- 
ничена касательной н Р. 

Т. Докажите, что прямая, имеющая общие 
точки Е выпуклым многоугольником, либо 
разрезает его на два многоугольника, либо 
проходнт через его вершину так, что он цели- 
ком лежит в одной из полуплоскостей, опре- 
деляемых рассматриваемой прямой. 

Определение 2. Прямая, прохо- 
дящая через вершину выпуклого мно- 
гоугольника так, что он лежит цели- 
ком по одну сторону от этой прямой, 
называется опорной к этому много- 
угольнику. Любая касательная яв- 
ляется опорной, но не каждая опор- 
ная является касательной (см. рис. 1). 

Упражнение 8. Докажите, что выпук- 
лый многоугольник имеет в точности две опор- 
ные прямые, параллельные данному направз- 
лению. Эти прямые ограничивают полосу, 
содержащую этот многоугольник. 

Определение 3. Полоса, ограни- 
ченная параллельными опорными 
прямыми, называется опорной поло- 
сой; опорная полоса, у которой хотя 
бы одна из ее граничных прямых 
является касательной, называется ка- 
сательной полосой (см. рис. 2). 


Рис. 1 Рис. 2 
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Рис. 3. 


У пра жнення- 

9. Докажите, что выпуклый многоугольник 
совпадает г пересечением своих касательных 
полос. . 

10. Докажите, что невыпуклый многоуголь- 
ник содержится в выпуклом многоугольнике 
большей площади и‘меньшего периметра. 


диаметр и ширина 
многоугольника 


. Понятия, которые здесь будут опре- 
делены, необходимы для формулиров- 
ки теоремы, обобщающей утвержде- 
ния упражнений 4 и 5. 
Определение 4. Диаметром 
многоугольника называется наиболь- 
шее расстояние между его вершинами. 


Упражненне 11. Докажите, что наи- 
большее расстояние между точками а) треуголь- 
ника, 6) произвольного п-угольника равно его 
диаметру- 


Определение 5. Шириной мно-. 


гоугольника называется наименьщея 
ширина его касательных полос. 


Упражнения 

12. Докажите, что ширина любой опорной 
полосы не меныше ширины многоугольника 
(откуда следует, что наименьшая ширина 
опорных полос равна ширине многоугольника). 

Очевидно, что ширина треугольника равна 
его наименьшей высоте. 

13. Докажите, что ширина Н, диаметр ри 
периметр Р правильного п-угольника связаны 


л 
ру р (е<- 


5 с 
ли п нечетно), п = Н=Р=п ып- г Р (если 


м четно}. 
Указание: см. рис. (За. 6) 


равенствами 211 —. Н==Р==2л эт 


Изопериметрическое и другие 
экстремальные свойства 
правильных многоугольников 


Докажем следующую теорему 

Теорема 1. а) Среди выпуклых 
п-угольников, лежащих в данном кру- 
ге, наибольшую площадь (и периметр) 
имеет вписанный в этот круг правиль- 
ный п-угольник. 

6) Среди п-угольников, содержащих 
данный круг, наименьшую площадь 
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Рис. 5. 


Рис. 4. 


(и периметр) имеет описанный около 
этого круга правильный п-угольник. 
в} Среди п-угольников с данным 
периметром наибольшую площадь 
имеет правильный п-угольник. 
Для доказательства теоремы пона- 
добятся пять вспомогательных ут- 


верждений, доказать которые мы 
предлагаем читателю в качестве 
упражнений. 


Упражнення. 

14. Если один выпуклый многоугольник 
содержит второй, то периметр первого болыле 
мериметра второго. 

15. а) Винсанный п круг равносторонний 
многоугольник имеет равные углы, то есть 
являстся правильным. 5 

6) Описанный около круга равноугольный 
многоугольник имеет равные стороны, то есть 
является правильным. 

16. Среди треугольников с данными осно- 
званием ин углом при вершине наибольшую 
илощадь (и периметр) имеет равнобедренный 
треугольник- 

19. а) Среди треугольников © данными 
вписанной окружностью и углом при вершинне 
наименьшее основание имеет равнобедренный 
треугольник. 

6) Среди треугольников с данным углом 
при вершине и данной вневписанной окруж- 
ностью, касающейся основания и продолжений 
боковых сторон, наименьшее основание имеет 
равнобедренный треугольник. 

18. Среди треугольников г данными основа- 
нием и периметром наибольшую площадь 
(и угол при вершине) имеет равнобедреминый 
треугольник. 

окажем, наконец, теорему. Начнем 
с пунктаа). Заметим, что если п-уголь- 
ник не является вписанным в рас- 
сматриваемый круг, то можно по- 
строить п-угольник, вписанный в этот 
круг и имеющий большую площадь 
и (см. упражнение 14) больший пери- 
метр (см. рис. 4). Если же п-угольник, 
вписанный в круг, не является пра- 
вильным, то (см. упражнение 15 а)) у 
него найдутся соседние неравные сто- 
роны, которые на рисунке 5 обозна- 
чены АВи ВС. Обозначим В’ середину 
дуги АС (см. рис. 5). Тогда В 5-В', 
|АВ’|=|В”С| и из ‘упражнения 16 
следует, что изображенный на рис. 5 
п-угольник с вершиной В” вместо В 


Рис. 6. 


Рис. 7. 


имеет больший периметр и большую 
площадь. Из сделанных замечаний 
следует, что если среди всех п-уголь- 
ников, лежащих в данном круге, су- 
ществует тот, который имеет наиболь- 
шую площадь (периметр), то он обя- 
зательно будет лравильным п-уголь- 
ником, вцисанным в этот круг- 
Очевидную на первый взгляд теоре- 
му существования на самом деле не 
так просто строго доказать, поэтому 
мы опускаем ее доказательство. 
Задача 1 (для самостоятельного 
решения). Используя упражнения 18, 


15 6) и соотношение $ =" 


щадью, периметром и радиусом впи- 
санного в п-угольник круга, докажите 
пункт 6). Е 
Докажем теперь пункт в). Заметим, 
что если выпуклый п-угольник не 
является равносторонним, то можно 
построить п-угольник с тем же пери- 
метром, но болышей площадью (см. 
рис. 6, на котором |АВ|=-|ВС|, 


148” |-= 18° |= РАВНЫЙ, площадь 


треугольника АВ’С, согласно упраж- 
нению 18, больше площади треуголь- 
ника АВС). Если же п-угольник не яв- 
ляется выпуклым, то из упражнения 
10 следует, что существует п-угольник 
с тем же периметром и большей пло- 
щадью. Остается показать, что среди 
выпуклых равносторонних п-угольни- 
ков с данной стороной наибольшую 
площадь имеет правильный п-уголь- 
ник. Для этого придется применить 
изопериметрическое свойство круга 
(читайте о нем в упоминавшейся 
статье В. В. Трофимова). Сравним 
площади правильного и неправиль- 
ного п-угольников с равными сторо- 
нами, изображенных на рисунке Т. 
Первый из них на этом рисунке 
вписан в круг, а к сторонам второго 
приложены сегменты того же круга. 
Из выпуклости п-угольника следует, 


между пло- 
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что эти сегменты не пересекаются, 
значит, периметры изображенных на 
рисунке 7 фигур равны, а для срав- 
нения площадей рассматриваемых 
п-угольников достаточно сравнить 
площади изображенных фигур. Пер- 
вая из них — круг, а вторая кругом 
не является (в противном случае из 
упражнения 16 а) следовало бы, что и 
второй п-угольник правильный, что 
противоречит сделанному предполо- 
жению). Значит, согласно изопери- 
метрическому свойству круга, вторая 


` фигура имеет меньшую площадь. 


Теорема доказана. 

Следствие. Если выпуклый 
п-угольник имеет площадь 5, пери- 
метр Р, лежит в круге радиуса В 
и содержит круг радиуса г, то снра- 
ведливы неравенства 


2п Е Аг 2 в: 5< 


<Р=2п эт = Е, 


каждое из которых может обращать- 
ся в равенство, лишь когда п-угольник 
является правильным. 

Для доказательства следствия до- 
статочно заметить, что для правиль- 
ного п-угольника, вписанного в круг 
радиуса В и описанного около круга 
радиуса г, справедливы равенства 


2п чету 18= 


—Р-=2л зщ = В, 


и применить теорему 1. 

Изложенное доказательство теоре- 
мы 1 имеет существенный недостаток: 
оно опирается на утверждения, кото- 
рые нельзя строго доказать в рамках 
школьной программы (см. об этом упо- 
минавшуюся статью В. В. Трофимова). 
Но все прямые (то есть лишенные 
отмеченных недостатков) доказатель- 
ства этой теоремы более сложные 
и их помещать здесь нецелесообразно. 
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Рис. 8. 


Для дальнейшего понадобятся не- 
которые вспомогательные понятия, 
интересные и сами по себе. Их изло- 
жению посвящен следующий па- 
раграф. 


Смешение и симметризация 
многоугольников 


Излагаемые далее понятия были 
введены в геометрию Г. Минковским, 
который применял их в своих знаме- 
нитых исследованиях о выпуклых 
множествах. 

Определение 6. Смешением (по- 
лусуммой) двух точечных множеств 
называется множество ‘середин всех 
отрезков, концы которых принадле- 
жат этим множествам (один конец 
первому множеству, а другой — вто- 
рому). (На рисунке 8 показано сме- 
шение отрезков АВ и СР.) 

Упражнения 

19. а) Смешением параллельных прямых 
нвляется прямая, делящая пополам полосу 
между ними. 

6) Смешением отрезков, лежащих иа па- 
раллельных прямых, является средняя линия 
трапеции (параллелограмма), образованной 
этими отрезками. 

в) Смешением параллельных полос мирины 
Н, и Н. является параллельная им полоса 


г) Смешением кругов радиуса Я, и В. яв- 
В,» 

у 
20. Опорная полоса смешения двух мно- 


гоугольников является смешением паралдель- 
ных ей опорных полос этих многоугольников. 


Очень важной для дальнейшего 
является утверждение следующей за- 
дачи. 

Задача 2. Смешением двух мно- 
гоугольников Р; и Р. является мно- 
гоугольник Р, для каждой стороны 
которого найдется параллельная ей 
сторона одного из многоугольников 
Р, или Р.„, причем для любой из сторон 
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ляется круг радиуса 


Рис. 9. 


многоугольников Р, или Р. найдется 
параллельная ей сторона многоуголь- 
ника Р. Периметр многоугольника Р 
равен полусумме периметров много- 
угольников Р, и Р.. 

Определение 7. Многоцугольник 
М* называется симметризацией мно- 
гоугольника М, если он является 
смешением многоугольников М и М’. 
центрально-симметричных друг другу 
относительно некоторой точки 0. 

На рисунке 9 ноказана симметри- 
зация правильного треугольника. Она 
ограничена красным шестиугольни- 
ком. 

Задача 3. Докажите, что при 
симметризации многоугольника полу- 
чается центрально-симметричный 
многоугольник, периметр, диаметр и 
ширина не меняются, а число вершин 
увеличивается не более чем в два раза. 


Упражнение 21. Докажите, что цент- 
рально-симметричный многоугольник диамет- 
ра О и ширины Н лежит в круге диаметра О 
п содержит круг диаметра Н. 


После проведенной подготовки мож- 
но коротко доказать замечательное 
неравенство, впервые доказанное в 
1922 году К. Рейнхардтом. 


Теорема Рейнхардта 


Теорема 2. Для ширины, пери- 
метра и диаметра любого выпуклого 
п-угольника справедливы неравенства 


2п щ > Н&Р< 21 эт 5-0, 


каждое из которых обращается в ра- 
венство, например, для правильного 
п-угольника при нечетном п. 
Доказательство. Рассмотрим 
вместо п-угольника его симметриза- 
цию, которая, согласно задаче 3, 
является выпуклым центрально-сим- 
метричным 2т-угольником с теми же 
периметром, шириной и диаметром. 
Согласно упражнению 21 этот 2т- 
угольник содержит круг диаметра Н 
ин сам содержится в круге диаметра 
р. Применяя к нему следствие из 


теоремы 1, 


Эт 4 эиН<Р<2т эл эт. 


получаем неравенство: 


вам 


Так как т < п, то неравенства теоремы 


вытекают из доказанного неравенства 


и упражнения 22. 


д 
Упражнение 22. Функция хвш стро- 


д 
го возрастает, а функция х 48 р строго убывает 


при х> 2. 


Доказательства остальных утверж- 
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п нечетно. 


дений теоремы содержатся в упраж- 


нениях 13 и 14. 


Мы надеемся, 


Задача 4. Площадь выпуклого 
пл-угольника удовлетворяет неравенст- 


1 : 
—Н<53< $ с0$ = щ 2%. 


Левое неравенство обращается в ра- 
венство лишь для правильного тре- 
угольника, а правое — лишь для пра- 
вильного п-угольника и только, если 


что вам удастся 


Дополнением к теореме 2 является найти короткое и красивое доказа- 
тельство этого утверждения. 


следующее утверждение. 


Задачи 
для 
исследования 


Выше были доказаны не- 

равенства Рейнхардта, свя- 
зызающие между собой пе- 
риметр Р, площадь 5$, дн- 
аметр П и ширину НЯ произ- 
вольного выпуклого п-уголь- 
ника. 
Читателю, желающему выяс- 
нить условия, при которых эти 
неравенства обращаются в ра- 
венства, мы предлагаем ряд 
задач для самостоятельного 
решения. 

1. Если п нечетно, то для 
правильного п-угольника не- 
равенства Рейнхардта обра- 
щаются в равенства. Еслн п 
четно, то это неверно. 

2. Если п-2", т=1,2,3,..., 
то в случае выполнения одно- 
го из равенств 


Н- 2 55 Р, 


3 ы | 
2-2п зт ее (+\ 


выполняется другое. 
Многоугольники, для ко- 
торых выполняются условия 
задачи 2, называются далее 
экстремальными. Любой раз- 
носторонний п-угольник на- 
зовем К-полуправильным, ес- 
лн К его вершин можно окра- 
сить в белый цвет, а осталь- 
ные — в черный так, что 
между каждыми соседними 
белыми вершинами лежит 


< — 1 черных вершин, углы 


при белых вершинах равны 


= с а углы при 
п —-, уг: 
Е п 
я 
черных —п--- 


п 
3. Если п 2" (т-=1,2,3,,.. } 


и А — максимальный не- 
четный делитель п, то Е — 
полуправильный п-угольник 
является экстремальным. 

4. Найтн все экстремаль- 
ные п-угольники. Удовлетво- 
рительное решение этой зада- 
чи автору неизвестно. Впро- 
чем, нмеется залгориты». по- 
зволяющий для любого кон- 
кретного пл найти все экстре- 
мальные л-угольники. С его 
помощью можно доказать, 
что: 

в) если р — простое, то 
едннственным экстремальным 
р-угольником является пра- 
вильный р-угольннк; 

6) если р — прбстое и 
р>2, то единственным экст- 
ремальным 2р-угольником яв- 
ляется р-полупрааильный 2р- 
угольник (впрочем, других 
полуправильных 2р-угольни- 
ков нет); 

в) существует только два 
экстремальных девятиуголь- 
ника — правильный н 3-по- 
луправильный (других полу- 
правильных  девятиугольни- 
ков нет); 

г) для всех остальных п, 
не равных степени двойки, су- 
чествуют экстремальные п- 
угольники, не являющиеся 
ни правильными, ни полупра- 
вильными; все экстремаль- 
ные п-угольники являются 
равиостороннимн; 

д) если п=р или п>2р, 
р — простое, р>2, то суще- 
ствует один экстремальный 
п-угольннк, & для любого дру- 
гого п3=2* к=1, 2, 3, ..., их 


существует несколько. 


5. Для любого п=2*, КЕМ, 
найти наилучшие константы 
№, и 4», для которых выполня- 
ются неравенства }#„Н=Р=: 
=4,0. Найти также все 


‚п-угольники, для которых хо- 


тя бы одно из них обращается 
в равенство. Решение этой 


задачн автору неизвестно. Яс- 

но лишь, что ИИ , 
2п 

д 

2п 

что @4.=2{п—2)х 


4, < 2пат 


ложить, 


. Можно предпо- 


д л 
Е 4—0’ 
При п=—4 это действительно 
так, в чем можно убедиться, 
ремтив задачу 6. 

6. Среди всех выпуклых 
четырехугольников заданного 
днаметра найти тот, который 
имеет наибольший пернметр. 

Простое решение этой зада- 
чи автору неизвестно. До- 
вольно длинное ее решение 
можио прочитать в кииге 
Шклярского, Ченцова, Ягло- 
ма «Геометрические оценки и 
задачи по комбинаторной гео- 
метрни», «Наука», 1974. 

7. Для любого четного п 
найти наилучшую константу 
с» для которой  справед- 
ливо неравенство 5<с,0’, в 
также все п-угольники, для 
которых оно обращается в 
равенство. 

При п> 4 решение этой за- 
дачи автору нензвестно. Ясно, 

< и о Е е ыы Доволь 
что << ое " #>,‘ Цо 


но очевидно, что © —э. 


8. Доказать неравенства 


>(2 ту: 


—1 
н<(2 18 =) ь 


При п--2”, те М, эти не- 
равенства неулучшаемы и 
каждое из них обращается 
в равенство только для экстре- 
мальных п-угольников. . 

9. Найти неулучшаемые 
неравенства для п=2”, тр»3. 

Решеинне этой задачи при 
т>2 ввтору неизвестно. 


+4 зщ 


С: Г. 
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Нильс Бор 
и «Журнал 
шутливой 
физики» 


В 1935 году к 50-летию 
Нильса Бора сотрудники ру- 
ководимого нм Института тео- 
ретической физики выпустили 
первый том рукописного сбор- 
ника “Тне Фоигпа] оЁ 3осч- 
1аг Риу51с3” («Журнал шут- 
ливой физики»). В предисло- 
вин к сборнику говорилось: 

«Большое событие, отме- 
чать которое мы готовились, 
явилось великолепиым пово- 
дом совершить, наконец, тот 
шаг, который был уже подго- 
товлеи бурным развитием на- 
шей науки и в котором давно 
ощущалась необходимость: 
организовать и легализовать 


Нильс Бор любил ходить в 
кино, причем из всех жанров 
призиввал только одни — 
ковбойские вестерны. Трудно 
себе представить, что привле- 
кало Бора в этих картинах. 
«Я вполне могу допустнть,— 
говорил он,— что хорощшень- 
кая героиня, спасаясь бег- 
ством, может оказаться на из- 
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довольно старую область фи 
зики — Тле УосШаг Риуясв. 
По причинам, еще не выяс- 
ненным, она до сих пор вла- 
чнла просто жалкое существо- 
вание на общем фоне стреми- 
тельного развития науки. 
В качестве первой меры мы 
предприняли издвние этого 
сборника, который знаменует 
рождение нового периодиче- 
ского издания, и посвящено 
оно будет исключительно 
юмористической стороне мно- 
гогранной жизни мира физн- 
ков». 

Сборник действительно 
стал периодическим и выхо- 
дил ... раз в 10 лет (второй 
том вышел к 60-летию Н. Бо- 
ра, третий — к ТО-летию). 
Аналогичный сборник под 
названием Те Зоцтпа] о? Оп- 
Сеаг РНув!с8” («Журнал не- 
чистой физики») был выпу- 
щен к 50-летию английского 
физика Р. Пайерлся. Здесь мы 
помещаем два материала из 
этих сборников. 


вилистой и опасной горной 
тропе. Менее вероятно, но 
все же возможно, что мост 
над пропастью рухнет как 
раз в Тот момент, когда она 
на него ступит. Исключитель- 
но маловероятно, что в по- 
следний момент она схватится 
за былинку и повнснет над 
пропастью, но даже с такой 
возможностью я могу согла- 
ситься. Совсем уж трудно, 


Атом, который поётровл 
Бор 
Вот Бор всем известный... 
А вот дополнительности 
закон, 
Который был Бором 
провозглашен, 
Который описывает с двух 
сторон 
Как электрон, Так и протон 
Атома, 
Который построил Бор. 
А вот электронные уровни 
Атома, 
Который постронл Вор, 
Которые спектр характерный 
дают 
На ннх перескакивают 
электроны, 
Атома, 
Который построил Бор. 
А вот ядро 
Атома, 
Который построил Бор, 
Которое видит он как каплю, 
Которая находится точно в 
центре 
Атома, 
Который пастронл Бор. 


но все-такм можно поверить 
в то, что красавец ковбой 
как раз в это время будет 
проезжать мимо мн выручнт 
несчастную. Но чтобы в этот 
момент тут же оказался опе- 
ратор Е камерой, готовый з&- 
снять все эти волнующие со- 
бытия на пленку, — уж этому, 
увольте, я не поверю!» 


Школа в «Кванте» 


м 


Математика 
8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка предназначена 
десятиклассникам. Однако первая ее часть 
может быть полезной и учащимся 8-х 
9-х классов. 


Векторы 
в геометрических задачах 


1. Параллельность и отношение 

отрезков 

Задача 1. Точки К, Г, М, М — 
середины сторон ВС, СР, БЕ, ЕА 
пятиугольника АВСПЕ, точки Ри @ — 
середины отрезков КМ и ГМ. Дока- 
зать, что отрезки РО и АВ парал- 
лельны, и найти отношение их длин 
(рис. 1). 

Переведем утверждение задачи на 
векторный язык. 

Параллельность отрезков РО и АВ 


записывается равенством РО=Е : АВ, 
где Ё — некоторое действительное 
число. Вычислив #, мы найдем от- 
ношение длин отрезков РО и АВ. 
Основной в решении этой задачи 


—_щ 1 


оказывается формула ОЙй= (ОХ 

4-0), где 1 — середина отрезка ХУ, 

а О — произвольная точка. 
Решение. Рб=0@ —ОР-=> (ОГ+ 


—-—< 


+0№—1 ок+ м) 


+05)+ ; (Од-+08)— ;(08+0С) — 
1 — —- 1 —- ЕС 
— 5(02+0Е)) = т0А—0В} = 
Е 8 
Отсюда следует, что отрезки РО 
и АВ параллельны, а отношение их 


длин равно 5. 


В приведенном решении мы дважды 
использовали ‹формулу разности» 
ХУ=оОУ—ОХ, позволяющую выра- 
зить любой вектор через векторы, 
отложенные от одной и той же точки. 

Вот несколько примеров записи од- 
ного и того же утверждения на гео- 
векторном языках: 


метрическом и 


1. Точки-А. В, С лежат 
на одной прямой. 
2. Точка М делит отрезок 


1. АСЕ№-АВ. 


2. Е-АМ == 


АВ в отношении —2-МВ (ЕО 

1АМ|: МВ] == 1-> 0}. р 

3. М — точка пересечения | 3. ом — 

медиан (центроид) треу- 1 

угольника АВС. == {ОА 
+08-+06. 

4. АВСЬ — параллело- 4. АВ-- ОС. 


грамм. 


в. 


В двух последних случаях геомет-_ 
рическое и векторное утверждения 
равносильны ‘при условии, что точ- 
ки А, В. С не лежат на одной прямой. 

Задача 2. Доказать, что середины 
оснований и точка пересечения диаго- 
налей трапеции лежат на одной пря- 
мой (рис. 2). 

Решение. Пусть М, № — середины 
оснований ВС и АР трапеции АВСР, 


О — точка пересечения диагоналей. 
Из подобия треугольников АОДР и ВОС 
10А| _ [05| 


следует: Обозначая эти 


10<] `` |0вГ 


Рис. 4. 


—— 


отношения через &, получим ОА —= 
——# . ОС, ОБ=—в . ОВ, 

Тогда ОМ= 3 (0А+ оБ)= 
=%(—#-06—#в-ОВ)=—#-1 (06 + 


— — 
+ ОВ) = — №-ОМ, то есть точки М, О, № 
лежат на одной прямой. 

Аналогично доказывается, что сере- 
дины оснований трапеции и. точка 
пересечения продолжений ее боковых 
сторон лежат на одной прямой. Таким 
образом, любая трапеция обладает 
следующим свойством: середины ее 
оснований, точка пересечения диаго- 
налей и точка пересечения продолже- 
ний боковых сторон лежат на одной 
прямой (рис. 3). 

Задача 3. Даны треугольники 
А. В,С, и А.В.С.. Точки А, В. С делят 
отрезки А,А., В В., С.С. в одном и том 
же отношении: 

ГАА |8,8] |< 
|АА,| 188, 

Докажите, что если эти точки не ле- 
жат на одной прямой. то центроиды 
треугольников АВС, А,В,С, и А.В.С. 
лежат на одной прямой. 

Решение. Пусть М, М‚, М, — цен- 
троиды треугольников АВС, А,В,С., 

А.В.С. (рис. 4), О — произвольная 
точка. Обозначим им через Е отношение 


А.А 
а Тогда м. М ом — ОМ, — 


= 1(0А+08+06)— 1 (ОА, ОВ, + 
+06)= 
+(06—06,) = 
Аналогично о 

ММ,=+ (дА,+- ВВ + СС, 


—- 


Так. как А А в = й. -АА„ ВВ-=В: -ВВ,, 


С.С: С=#-СС., получаем М, М=®. ММ. — 
точки М, М, М, лежат на одной пря- 
мой. 
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1 (0А—ОА)-+ОВ—ОВ)+ 
1 —— — — 
Е (А, А-+В,В-+С,С). 


2. Центроид системы точек 


Понятие центроида легко перено- 
сится с треугольника на произволь- 
ную конечную систему точек про- 
странства: 

Точка М называется центроидом 
системы п точек А, А., ..., Аз, если 

—. 


МА, -+МА,-{...-МА,=0. 
С помощью формулы разности по- 
следнее равенство Можно переписать 


так:  (ОА,—ОМ) + (ОА, ОМ) +... 


(ОА, —ОМ)=0 (О — произвольная 
точка), 
— — —> --> = 
ОА, + ОА, -{...+ ОА, —п-ОМ=0, 
—> 1 ея — и 
ОМ = я (ОА, +ОА. + ... -- ОА);). 
Из последней формулы следует, что 
любая конечная система точек имеет 
единственный центроид. Причем цен- 
троид системы, состоящей из одной 
точки, — сама эта точка, центроид 
пары точек — середина соединяющего 
их отрезка. Нахождение центроида 
большего числа точек упрощается 
благодаря следующему принципу: 
если М, — центроид системы Ё точек 
А, А,, ..., А, а М, — центроид систе- 
мы [1 точек В., В,, ..., В; и эти системы 
не имеют общих точек, то центроид 
системы Ё--1 точек А,,А,,..., А’, 
В, В. .., Е — это точка М, принад- 
лежащая отрезку М.М. и делящая его 
в отношении |М.М |: ММ. |= ЕЁ. _ 
Действительно, пусть Ё-М,М= 
——- 
—=1.ММ.. 
Используя формулу разности, по- 
лучим: _ 


, ОМ ом) = ом; — -0м), _ 
№. 

в-ОМ—&-ОМ, =1. ом, —1- .ОМ, 

(+9. .ОМ=®-ОМ -+-1-ОМ,, 


ом’ == ОМ, "НЕТ ОМ, 5 


По м (1) 
=> па =-> > = 
ОМ, = - (ОА, 1 ОА. -|- ... + ОА,), ОМ.= 


$ 
р 
так что 


ОМ — -КОА +04,+- -НОАь+ 


+- ОВ, +ОВ,-+.. .4-ОВ), 

и мы получили требуемое. 
Применяя этот принцип к тройке 
вершин треугольника, мы получим, 
что центроид треугольника лежит на 


= 1 (ОВ, +ОВ, +... ОВ), 


Табл. 1. 


Рис. 5. 


отрезке, соединяющем вершину с цен- 
троидом двух других вершин, то есть 
с серединой противоположной сторо- 
ны, и делит этот отрезок в отношении 
2:1, считая от вершины. Отсюда сле- 
дует известная теорема планиметрии: 
медианы треугольника пересекаются 
в одной точке и делятся этой точкой 
в отношении 2:1, считая от вершин. 

Аналогично доказывается, что от- 
резки, соединяющие вершины тетра- 
эдра с центроидами противополож- 
ных граней, пересекаются в одной точ- 
ке — центроиде тетраздра — и де- 
лятся в этой точке в отношении 3:1, 
считая от вершин. 


3. Вычисление расстояний и углов 


Задав в пространстве тройку неком- 
планарных векторов — базис, можно 
разложить по этому базису любой век- 
тор единственным образом. Зная же 
скалярные произведения базисных 
векторов, мы сможем легко вычис- 
лить скалярные произведения любых 
векторов, а следовательно, их длины 
и углы между ними. 

Задача 4. Дано а6=1, ас=2, 
бе=0, 4*=5—4, с*=2. 


Найти |р|, |9], (р. 4). 
=2а—5, а=а4 с. 

Решение: Перепишем условие 
задачи в виде ‹таблицы умножения» 


(табл. 1). Находим: |р|= /?= 
= (2а-5} = 


е--Уе=\е+5+2;= 
—=^/а’-+ 5? с?+ 2а6-- 2ас + 26е = 


= 16 =4. 
Из определения скалярного произ- 
ведения получаем: 


если р= 


р 24—65) @+5+0) _ 
с05 ‘р, о — 
[21| | 16 


4а? —4аб - 5?=\/16==4; 


Табл. 2. 


_ 24" +аб-2ас— 5? —8 _ 9 
16 16° 


а 9 
откуда (р, 9) =атгссоз 16’ 


Задача 5. Основание призмы 
АВСА,В,С, — правильный треуголь- 
ник. Боковое ребро АА, вдвое больше 
стороны основания и образует углы 
АТАВ=90°, ААС—60°. О — центр 
треугольника АВС. Найти на прямой 
СС,, такую точку К, что прямые ВК 
и А.О перпендикулярны. 

Решение. Положение точки К на 
прямой СС, определяется значением 


коэффициента х в равенстве С, в — 


=х. сб. Обозначим через а длину 
стороны основания призмы, выберем 
в качестве базиса тройку векторов 


т = АВ, ААС, р= АА, (рис. 5}, пос- 
ле чего составим о умноже- 
ния» (табл. 2). в. 

Разложим векторы А А, ОиРр и ВК К в ба- 
зисе _(®, 29 р): А в — АА ГАО 


В.К=В, А, А.С, +С.К = -т -++п—хр. 
Записав условие перпендикулярности 
прямых АО и ВК: 


(т--п—3р)(—т-+п— хр) =0 
получим, используя таблицу 2: 


11а?х —3За?=0, откуда х= =. 

Упражнения 

1. В тетраэдре АВСРО точки Ен Р — середнны 
ребер АВ и СО. Докажите, что середины отрез- 
ков СЕ, РЕ, АР и ВЕ являются вершинами 
параллелограмма. 

2. Точки А, В, С, О, Е. Е не лежат в одной 
плоскости. Докажите, что если прямые АВ н 
ОЕ, ВС и ЕЁ, СР и АЕ параллельны, то 
1 ав: РЕ|, |ВС|--|ЕЕ|, |СБ|-51АР|. 

3. Докажите, что отрезки, соединяющие се- 
редины сторон основания четырехугольной пн- 
рамиды с центроидами противоположных 6о- 
ковых граней, пересекаются в одной точке. 
В каком отношений они делятся этой точкой? 

4. Докажите, что середнны четырех отрез- 
ков, в которых идет речь в предыдущем упраж- 
нении, являются вершинами параллелограмма. 
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Найдите отношение площадн этого параллело- 
грамма к площади основания пирамиды. 

5. Основание пирамиды ЗАВСР — квадрат, 
каждое из боковых ребер вдвое больше стороны 
основания. Найдите угол между прямыми 5М 
и ВМ, где Ми М — середины ребер АВ и 5С. 

6 *. Прямые а и 6 пересекаются в точке О. 
Из произвольной точки М, отличной от О, опу- 
щены периендикуляры МА и МВ на прямые а 
и. Из точек А и В опущены перпендикуляры 
АА, на прямую Би ВВ, на прямую а. Докажи- 


Избранные 
школьные задачи 


Восьмой класс 
1. При каких натуральных п сократима 


8п-+ 71 
Ро 
о ЕТ 
2. Решите уравнение х®- 9" — 16 
| ый («8 ^ 


3. В окружности радиуса В проведены два 
диаметра, угол между которыми равен ц. Дока- 
жите, что расстояние между основаниями пер- 
пендикуляров. опущенных из произвольной 
точки окружности на эти днаметры, не зави- 
сит от положения точки на окружности, м най- 
дите его. 

4. Докажите, что число п?-+5п-4+-16 ни при 
каком натуральном п не делится на 169. 

5. Постройте квадрат, если даны 4 точки: 
ю одной точке на каждой из прямых, содержа- 
щих стороны квадрата. 


Девятый класс 
6. Разложнте на множители выражение 
хх" хи, 
где п -—— натуральное число, п»3. 

7. Высоты треугольника перссекаются в точ- 
ке. Известис, что |НС |=|АВ|. Найдите угол 
при вершине С. 

8. В простраистве даны две скрещивающиеся 
прямые а и 6. Проведите прямую, пересе- 
кающую обе данные прямые и: а) проходящую 
через данную точку М, не лежащую нааи 6; 
6) параллельную данной прямой [. В каком 
случае решение возможно? 

39. а} При каком условии прямые у=А:х-{Ь, 
и и=#,х 6, перпендикулярны? 

6) Найдите кратчайшее расстояние от точек 
параболы у-==х*"—8х-+16 до прямой у=— 2х1. 


те, что прямые АВ, и ОМ взаимно перпенди- 
кулярны. 

7". Векторы а, Б, с некомплаиарны. Дока- 
жите, что векторы 


т = (аа1а-+- (8) 6 + ас} с, 
п-=(фа) а-+‹ 66) Б-- {Бе с, 
р=(са'а--1с6) 6 (с) с 
также некомпланарны. 
Ю. И. Ионин, В. Б. Некрасов 


10. В пространстве даны две скрещиваю- 
щнеся взаимно перпендикулярные прямые п 
я 6. Найдите множество середин отрезков АВ 
данной длины 4 таких, что А Са, В Е Ъ. 


Десятый класс 

11. Как иужно разместить в пространстве 
правильный тетраэдр, чтобы его ортогональ- 
ная проекция на данную плоскость имела 
наибольшую площадь? Найдите значение этой 
площади, если ребро тетраэдра имеет длину а. 

12. Решите уравнение 

108: (х- у) -108:(ху)-+1=2 105 (х Ну). 

13. Докажите формулу Симпсона: пусть 
площадь сечения тела плоскостью Р., прове- 
денной перпендикулярио координатиой оси Ох 
через точку зтой оси с координатой х, 
выражается при х Е [@; В] многочлеиом от х 
не выше третьей степени (тело заключено меж- 
ду плоскостями Р. н Р,); тогда объем тела У 
можно вычислить по формуле 


в 
У = в ($54484 8), 


гдей = — 4,5. == $ (а), 5ь=5 (6), бер — площадь 
«среднего» сечения — сечения плоскостью 
Ро-ть:2. соответствующего координатё ху 
—{а--5)/2. 

14. Дан прямоугольный параллелепипед, 
основание которого — квадрат АВСД со сто- 
роной 10, боковое ребро АЛ, имеет длину 
40. Пусть Р — середина АВ, @ — середина 
СО, Е — точка, принадлежащая Р@ и удален- 
ная от стороны АВ на расстояние 1. Найдите 
длину кратчайшего пути. проходящего по по- 
верхности этого параллелепипеда и соединяю- 
щего точку Е г точкой Р, симметричной точ- 
ке Е относительно центра параллелепипеда. 


=—=Аа5—2х. | 
Публикацию подготовил ВБ. М. Ивлев 


Уголок коллекционера 


свящеиные 


Существуют десятки ма: 
рок и почтовые блоки, по- 
Альберту Эйн- 


са Бора сложилась иначе. 
Единственная марка с порт- 
ретом Бора вышла на его 


Нильс Бор 
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и филателия 


штхейну. «Филателистическая 
судьба» другого выдающего- 
ся физика ХХ века — Ниль- 


родине, в Дании, а 1968 го- 
ду, н пятидесятилетию созда- 
ния основ квантовой теории 
строения атомов. .На ней 
изображена также схематиче- 
ская модель атома  водо- 
рода и приведена формула 
для определения энергии из- 
лученных фотонов: #т=Е.— 
—Е.. 
Мы воспроизводнм здесь 
эту марку. 
В. Р. 


(115118 
для младших школьников — 


Задачи 


1. Переложите две спички так, что- 
бы равенство, изображенное на ри- 
сунке, стало верным. 

2. Чему равно выражение 
Г.Р.У.-З3.И-Я 
Т.Б.И.Л.И.С.И? 
ответствуют цифры, причем одинако- 
вым буквам — одинаковые цифры, 

а разным — разные? 


3. Однажды дождливым осенним 
‘вечером я шел на станцию по про- 
селочной дороге. Грязь, вылетавшая 
из-под моих ботинок, оседала на 
обшлагах брюк. Придя на станцию, я 
обнаружил, что с внутренней стороны 
брюки стали грязными до колен. 
Но брызги грязи так высоко не под- 
нимались. Почему же я так испач- 
кался? 

4. Число 6116 обладает следующим 
свойством: какую бы пару его цифр 
ни взять, последняя цифра их суммы 
такая же, как последняя цифра сум- 
мы двух других цифр. Сколько че- 
тырехзначных чисел с таким свойст- 
вом? 

5. Детский кубик я оклеил чистой 
бумагой, каждую грань разделил на 
четыре квадратика и в каждый квад- 
ратик попытался записать целое 
число так, чтобы сумма этого числа 
и четырех чисел в соседних квадра- 
тиках равнялась 13 (см. рисунок; 
соседними считаются квадратики, 
имеющие общую сторону). Однако у 
меня ничего не получилось. Может 
быть, вам удастся? Или же это сделать 
невозможно? 


если буквам со- 


Эти вадачи нам предложили: Сережа Алтун- 
Ожи. ученик Т класса, Л. А. Штейнгарц, 
Д. П. Савин, М. И. Музаффаров, В. В. Произ- 
волов. 


Трение: вредное, 
полезное, 
интересное... 


А. В. СЕМЁНОВ 


Приходилось вам катать на санках 
своего приятеля? Конечно — да. И, ко- 
нечно, вы замечали, что по льду 
катить санки одно удовольствие, по 
снегу — потруднее, а если попадется 
голый, без снега, асфальт, то тащить 
санки ох как тяжело. А почему? 
Наверное, каждый ответит сразу: при 
движении по асфальту трение больше. 
И будет прав. Но давайте разеберемся 
с трением чуть подробнее. 

Как вы думаете, если твердые со- 
прикасающиеся поверхности непод- 
вижны — может ли быть между ними 
трение? Как следует подумайте, обра- 
титесь к своему  повседневному 
опыту... 

Конечно, может. Если бы не сила 
трения, мы не смогли бы стоять даже 
на слегка пологой горке; никакое тело 
не смогло бы удержаться на наклон- 
ной плоскости — в результате дейст- 
вия силы тяжести оно съезжало бы. 
Именно трение мешает нам, когда 
мы пытаемся подвинуть какой-нибудь 
предмет. Такое трение называют тре- 
нием покоя, в отличие от трения 
скольжения, возникающего при дви- 
жении поверхностей друг относитель- 
но друга. 

Итак, когда тело, скажем ящик, 
стоит на полу, а мы пытаемся его 
сдвинуть, мы преодолеваем силу тре- 
ния покоя. Когда нам это удалось 
и ящик поехал по полу, действует 
сила трения скольжения. 

Между трением покоя и трением 
скольжения есть существенное разли- 
чие. Сила трения покоя зависит от 
того, с какой силой мы действуем 
на тело, пытаясь сдвинуть его с места. 
Мы прикладываем маленькую силу — 
и сила трения покоя маленькая, как 
раз такая, чтобы уравновесить при- 


ложенную силу. Мы увеличиваем 
усилие — и сила трения покоя растет. 
Но вот при каком-то усилии нам уда- 
лось сдвинуть ящик, он заскользил 
по полу. При этом сила трения сколь- 
жения остается практически постоян- 
ной и равной максимальной силе тре- 
ния покоя. При каком же усилии нам 
наконец удастся сдвинуть тело? Ины- 
ми словами, какова наиболыпая сила 
трения покоя? От чего она зависит? 

Над этими вопросами (и вообще 
над тем, что такое трение} ученые 
думали уже много веков назад. Раз- 
мышления о силе трения встречаются 
среди записей Леонардо да Винчи. 
Но строгие ответы, в форме законов, 
были сформулированы в 1699 году 
французским физиком Амонтоном. 
Через сто лет после Амонтона законы 
трения были переоткрыты Кулоном, 
и теперь их чаще всего называют 
законами Амонтона — Кулона. 

Основной из этих законов можно 
сформулировать так: максимальная 
сила трения покоя ({„„„) между по- 
верхностями двух тел прямо пропор- 
циональна величине силы (№), с кото- 
рой тела прижаты друг к другу: 


акр. 


Для ящика, стоящего на полу, сила 
М равна силе тяжести, на наклонной 
плоскости прижимающая сила станет 
меньше, соответственно меньшей бу- 
дет и сила трения. Коэффициент 
пропорциональности п зависит от ма- 
териалов, из которых сделаны сопри- 
касающиеся поверхности, н от того, 
как они обработаны. Как это ни уди- 
вительно, сила трения не зависит от 
площади поверхности соприкоснове- 
ния тел. 

Говоря о трении, мы все время 
подразумевали «вредность» его дейст- 
вия: из-за трения протираются по- 
дошвы, «лысеют» автомобильные ши- 
ны, снашиваются детали машин. 
С этим вредным трением борются, 
стараются его уменыпить. Но тре- 
ние — буквально вездесуще, бывает 
оно и полезно. 

Прежде всего, именно благодаря си- 
ле трения мы с вами можем ходить 
по земле. Припомните: как трудно 
бывает в гололед ходить по улице. 
Все это происходит из-за того, что 
уменьшается сила трения при движе- 
нии: по льду она меньше, чем по 
асфальту. И только благодаря трению 


2% 


Когда тело находится на горизоктальной поверхности, сила. прижимающая его к этои по- 
верхности. равна силе тяжести. Если поверхность не горизонтальна. а составляет какой-то 
угол п © горизонтом, то прижимающая сила тем меньше, чем больше этот угол (а, >, и М. < М). 
И соответственно. чем более крутая наклонная плоскость, тем меньше сила трения скольжения 


Ор ОЕ то. 


Шкаф не сдвинется с места до тех пор. пока прикладываемая к нему «движущая» сила не 
станет равной н№М. А 00 этого момента сила трения покоя всякий раз уравновешивает 
«движущую» силу. и шкаф остается неподвижным. 


можем мы подняться по лестнице так, 
чтобы ноги не скользили по сту- 
пенькам, а руки по перилам. 

На рисунке на странице 26 худож- 
ник попытался показать, что слу- 
чится, если внезапно исчезнет сила 


трения. Но не все последствия этого 
поистине катастрофического исчезно- 
зения ему удалось предвидеть. Шо- 
думайте сами, чего художник не 
предусмотрел. 


Нет сомнений. что перед 


..цивилизация стоит перед 


ли устранены. п народы мира 


нами безумная теория. но весь 
вопрос вотом, достаточно ли 
она безумна, чтобы оказаться 
еще и верной! 

Н. Бор 
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наиболее серьезной пробле- 
мой. требующей обеспечения 
урегулирования отношений 
между народами. чтобы бес- 
прецедентные опасности бы- 


могли бы совместными уси- 
лиями повышать благосостоя- 
ние людей на основе достиг- 
нутого научного прогресса. 

_. Бор 


Этот раздел ведется у нас из 
момера в номер с момента ос- 
нования журнала. Публикуе- 
мые в нем задачи нестаядарт- 
ны, но для их решения не 
требуется знанни, выходящих 
за рамки школьной програм- 
мы. Наиболее трудные задачи 
отмечаются звездочкой. Пос- 
ле формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто нам ее 
предложил. Разумеется, не все 
эти задачи публикуются впер- 
вые. Решения задач из этого 
вомера можно отправлять не 
позднее 15 декабря 1985 го- 
да по адресу: 103006 Москва 
К-6, ул. Горького, 32/1, 
«Квант». В графе «Кому» на- 
пишите: «Задачник «Кванта» 
№10 — 85» и номера задач, 
решения которых вы посылае- 
те, например +‹М946, М947Т. 
или +«Ф958». Решения задач 
из разных. номеров журнала 
или по разным предметам (ма- 
тематике и физике) присы- 
лайте в разиых конвертах. 
В письмо вложите конверт с 
написанным на нем вашим ад- 
ресом (в этом конверте вы по- 
лучите результаты проверки 
решений). Условие каждой 
оригинальной задачн, предла- 
гаемой для публикации, прн- 
сылайте в отдельном коивер- 
те в двух экземплярах вме- 
сте с вашим решением этой 
задачн (на конверте пометь- 
те: «Задачник «Кваита», но- 
вая задача по физике. нли 
®..новая задача по математи- 
ке»). В начале каждого пиась- 
ма просим указывать номер 
школы н класс, в котором вы 
учитесь. 

Задачи М946—М950 предла- 
галнсь на ХТ Всероссийской 
олимпнаде по математике; 
задачи $958 —Ф961 предла- 
гались ина заключительном 
этапе ХГХ Всесоюзной олим- 
пиады по физнке. 


———————-—————.- 


задачник 


эбанта 


Задачи 


мМ946—мМ950; Ф958—Ф962 

№946. Две параболы расположены на плоскости 
так, что их оси взаимно перпендикулярны и пара- 
болы пересекаются в четырех точках. Докажите, 
что эти четыре точки лежат на одной окружности. 


Л. П. Купцов 
М947. На доске в строку написаны числа 
1А1№...111 
234 101112" 


а) Докажите, что как бы мы ни расставили знаки 
«|» и «—» между этими числами, полученная 
сумма не будет равна нулю. 

6) Какое наименьшее количество написанных чи- 
сел необходимо стереть с доски для того, чтобы 
после некоторой расстановки +-» и «‹—» между 
оставшимися числами получилась сумма, равная 
нулю? 


М948. Правильный треугольник АВС полностью 
покрыт пятью меньшими равными правильными 
треугольниками*). Докажите, что треугольник 
АВС можно полностью покрыть четырьмя такими 
треугольниками (эти треугольники разрешается 
передвигать). 

В. В. Произволов 


М949. Даны 1985 гирь с массами 1 г, 2 г, Зг, ..., 
1984 г, 1985 г. Можно ли их разделить на пять 
групп так, чтобы и число гирь, и их суммарная 
масса были бы одинаковы во всех пяти группах? 


Е. П. Ерошенков 


№950. Двадцать пять коротышек делят садовые 
участки в Цветочном городе. Каждый участок 
представляет собой квадрат 1Ж1 и все участки 
вместе составляют квадрат 5ЖХ5. Каждый коро- 
тышка находится в ссоре не более, чем с тремя 
другими коротыщками. Докажите, что можно рас- 
пределить участки таким образом, чтобы участки 
двух поссорившихся коротышек не были бы сосед- 
ними. (Соседними называются участки, имеющие 
общую сторону.) 

С. В. Конягин 


$958. Космическая станция массой М и состыко- 
ванный с ней спутник массой т движутся вокруг 


*) В данной задаче треугольник рассматривается вместе г его 
внутренней областью. 
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Рис. 1. 
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Земли по круговой орбите, радиус которой равен 
1,258, где В — радиус Земли. В некоторый момент 
спутник катапультируется со станции в направле- 
нии ее движения и переходит на эллиптическую 
орбиту с апогеем, удаленным от центра Земли на 
расстояние 108. При каком отношении т/М спут- 
ник встретится со станцией, совершив один оборот 
вокруг Земли? 

| А. А. Бирюков, Б. В. Данилюк 


$959. При относительной влажности воздуха 
г, =50 % вода, налитая в блюдце, испарилась на 
открытом воздухе за время #—40 мин. За какое 
время испарилась бы вода при г.—=80 %? 


Ф960. Для того чтобы получить две совершенно 
одинаковые катушки, их наматывают на немагвит- 
ный сердечник одновременно, используя сложен- 
ные вместе провода (рис: 1). Одну из катушек под- 
ключают через ключ Е к батарейке Б с напряже- 
нием До, вторую — к резистору В. Ключ замыкают. 
Рассчитайте мощность тока на резисторе. Нарисуй- 
те график зависимости силы тока через батарейку 
от времени. 

Через время т ключ размыкают. Какое количество 
теплоты выделится в резисторе, начиная с этого 
момента? 

Индуктивность каждой из катушек Ё. Батарейку 
считать идеальной. Сопротивлением проводов 
пренебречь. 


Ф9Э61. Для поддержания постоянной температуры 
воды в проточном аквариуме пользуются двумя 
одинаковыми нагревателями (рис. 2). В обычном 
режиме используют один из них, а если подклю- 
чают параллельно второй нагреватель, то расход 
холодной воды приходится увеличить в 8 раза. 
Как нужно изменить расход холодной воды, если 
нагреватели включены в сеть последовательно? 
Каким должен быть расход холодной воды, если 
включена одна спираль мощностью Р==100 Вт? 
Температура холодной воды #, = 10 °С, температу- 
ра воды в аквариуме #, —=21 °С. Вода быстро пере- 
мешивается. 

А.Р. Зильберман 


Ф962. Точечные источники, расположенные на 
главной оптической оси линзы, образуют равно- 
мерно светящуюся нить (проходящую через фо- 
кус линзы). Найти закон изменения Е(х) осве- 
щенности в точках, лежащих на той же оси по 
другую сторону линзы на больших от нее расстоя- 
ниях х (х3>Р, где Р — фокусное расстояние 
линзы). 

М. А. Воронцов. В. Е. Куницын 


Ргоетз 


\№е Вауе Бееп руб Изтя 
Куап{"8 сопёезё ргоШег$ еуе- 
гу попёЬ [хот Ще уегу г 
#331е 0Г оог тарамоле. Те 
ргоет$ аге поп5{апдаг@ опез, 
Быё {Вел зошИоп гедштгеь по 
ШГогта оп 01{$14е Ше зсоре 
оЁ {1е 95538 взесопдагу зсвоо| 
зуПаБиз. Тне тоге Чи 
ргоЫМетз аге тагКкей мВ а 
З4аг (*). АНег Ф1е эметег 
0 1Не ргоШет, ме изиаПу 
фа саве \Но ргорозей # 10 цз. 
К #068 УНАощш заумя {Ва 
поё а] Шезе ргоШетз аге г 
роб са#оп$. ТЬе во о05 ой 
ргоБетз Ггог Е}! 183ще (т 
Виза ог т ЕпеНзй) тшау 
Ъе розёе4 по 1 {ег {Пал Оесет- 
Бег 1545 {10 Те ГоПомитя а99- 
гезз: 05858, Моссоми, 103006, 
Москва К-6, ул. Горького, 
32/1, «Квант». Р|еазе зеп@ Не 
зомйолх ог русь ал@ ма Ще- 
та#с$ ргоетз, аз ме аз 
ргоМетз [гот ФИЕегепе 156и- 
ез, ирдег зерага1е соуег; оп {Ве 
епуе!оре мгИе Фе \мог@5: 
“КУАМТ’$ РВОВЬЕМ$” апа 
фНе питЬегя оЁГ аП 1Не зо]уе 
ргоетз; из уоиг 1еНег епсо- 
ве ап ипзбатрей зе ГаЯ@геззеа 
епуеюоре — ме $НаЙ изе И фо 
хеп@ уоц 41е соггесйов ге- 
31145. АЕ Ще еп@ оЁ 11е асаде- 
пис уеаг ме зит пр Фе гезий3 
ог (Ве КуавЕ рго еп! сопёез+. 
И уоц Вауе ап оглла! ргоБ- 
1ет 40 ргорозе Гог рибИсаНоп, 
р1еазе зеп@ 1 10 из ипдег вера- 
га{е соуег, ат $мо сорез (т 
Виззапт ог т ЕлиН$В); шс- 
тя Ше здиНоп. Оп Фе еп- 
уе]оре мтце МЕ\М РКОВЕЕМ 
ТМ РНУ5ГС$ (ог МАТНЕМА- 
1Т1С$). 

РгоОШетз М946 —М950 меге 
ргорозей аё {Те 1118 АВ-Виз- 
ап о1утрм@ {п та{Нетайсв8; 
ргоМемз Р958—Р961 —\меге 
ргоро$её а Те Йпа! зваве ой 
Че АП-Стлюп оутра@ ш 
рАуз1с8. 


М946—М950, Р958—Р962 


№946. Туо рагаЪо]эз оп {Пе р1епе рауе Гоиг сопитоп ройпёз ап@ 
регрег4си]аг ахез ой зуттеку. Ргоуе {тай Ф\Те {оцг соттоп 
рот: Це оп а сис. 

Г.Р. Кир!зос 


№М947. ТЬе ГоЦом4тЕ потБегё аге иИИеп т Цле оп. \\е ЫаскК- 
Бовга. 


11211 11 
зза-тюие` 


а} Ргоуе {Наф Фог апу @зрояШоп о {Ве 15 “+” ап “— 
Бебмееп Зет (Ве соггезропдтя вип! м Бе поп-хего. 

Ь) УМКаь 1еа5ё атоцп ой питЬегз тиз® Бе сгазе@ гот 3 
1336 50 а! Гог а себат 915рояШМоп оЁ е &&пз +” апа “— 
Бебмееп Ме гетанма пытЬетз ЕНе соггезролё тк зит уапз5Нез? 
№М948. ТНе едоПаега! папе АВС 15 спЫге]у сочеге Бу Йче 
зтаЦех едиЙа{йега! уЗапЙез. Ргоуе ЁНаф {1е {папе АВС сап 
Ъе епике}\у соуеге 5у Томг ой 1Мезе й4апез. 

у. И. Ркгозиоюи 
№949. А 0 оЕ 1985 жен: оЁ тазз 18, 25, Зв.....19848, 
19855 аке 51уел. Сап Ле меж Ъе Фу:4ед тю Йуе вгоцрз 80 
{Каф {Ве потЪег оЁ че): апа фпех юта1 птазз 1п еасй &гопр 
13 Ме зате? 

Е. Р. ЕгозНепкор 


№М950. Саг@еп рой т \Ре СИу оЁ Еозехт8 аге Белы @зит- 
БщеЯ атопаё Иметбу Пуе Ч\матЁз. Басу ро в 1 Бу 1 здцаге, 
чюкетег ‘Меу сопьНЫШе а Б Ъу б зацате. Еаск А\закй 15 оп Ъа@ 
{4егтз мИН по тшоге фТап (хгее о\ег амагёз. Ргоуе {Тай {Те 
р101$ сап Бе 41 щеЯ зо ЧТаё по 10 Я\аг в оп Ба@ 1егтз 
\ИВ еасв оёНег аге ф1уеп пе&НЪоциля рю. (Роз аге саНей 
па И \\еу Баче в сопилоп ве.) 


$5. У. Копуавт 
Р958. А 5расе заМоп оЁ тазз М Нлкед {щюкеТег. ИН а 
зрийик 0 тмазз т тоуез аюпр п стоешаг огЫ& о гадив 
1.258 агоип8. 1Ве Еа м, мНеге А 15 Че ЕатИ’з гад аз. АЕ 
зоте тотепё Фе зрий\К 18 сабфариМеЯ {гоп Че ззаНМоп т 
{Ве Яхесцой 0оЁ тойоп ап@ \Меп тооуез а]опв ап е!ИрИс отЪи 
\И К аробее а а @з3{апсе 108 от фе ЕагИ’$ сепёхе. Рог 
мКаф гайо т/М м Ме зрийыК тееф {те зрасе зайоп аЙйег 
опе гозаНоп агоцп@ {Ве Еаг В? 
А. д. Вгуикоь. В. Г. РапНуиЁ 


Р959. М/Вел {Пе абпозрНнеке’в ге}ай че НоййАЙу маз г, =50 %, 
Ме мат сопиылед м а зацсег ап  р\асед  очёЧоогв 
еуарогаеа \п Ите #=40 пам. Мом ав моц Че маег 
Науе еуарогаве4 17 г.=86 %? 


2960. Пл огдег 4№ю обыт мо абзотмеу з4епнса\ сойз, {Пеу 
аге зутиоЦапеоцз!у \опи@ агошп@ 4е зате поп-тавпеНс 
суйпдех ийта {о мхез риф бобе! Пек (зее Рис. 1). Опе ой 1Ъе соЙз 
{3 соплесеа ИгоцёН ине вийсн К № Ше ЪБаМегу В оЁ уоНаяе 
О» ЧМе зесоп@ № фе гез1зог Н. ТВе змИсь К а еп шгпед 
оп. Сайсшайе 4Те ромег о сихгеп® оп Те гезвюг. Р10ф те 
Зерепдепсе оп Ише ой 11е согтеп Йюз/птя ПточьН \те БаЦету. 
АМехг Ите т Те змИсЬ 18 итпей оЁ. Нож тисН Неа % Ш! Ъе 
деуеюред оп {Пе кемяаог гот 41а Ите оп? ТВе шдиснуйу 
оР еасй соЙ 13 Г. Тне Байегу тау Ъе азвите 1еа!, Ве 
тез1з$апсе о? 1Ме мйтез пебциЫе. 

Р961. Т\уо 1Чеписа! Неа\фетз атге и5ей № таифбат сопат 
увог 4епрегафите т а Пом-гоцёН аацапиот (Рис. 2). \'Веп 
Фе мазег Йом 15 погта|, & зоЁЙсез 30 и5е опе Безег, Вий 
1 4Ве зесоп@ Певек 13 соппес4её 1т рахаЙе] № Че Йг& 
ое, {Пе ммег Йом тпизь Бе шсгеазей &Пгее #014. Ном глиз| 11е 
ма{ег Йом Ъе свапиеё мНеп {Ме 1мо Везфегз ахе соппеей 


{Окончание см. на с. 34} 
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‘Р85Г — чвнияшАИ ‘о ‘у 
иЙНэбон:охи1о моно 90» 
| :0Т 8% ‘86Т — 


итэоичкогионао пипни4] |» 


"ОТ 54 ‘$86т — «Чнивик 
я эичоэвизиф когкпова явь 


:9 &\№ ‘Р86Т 
уэонжАЯхо оп эмнэжиз» 
8 5 ‘586 Т 
эннажизи эоидэмонав{» 

от 2 
— зкиножияые ячлоон 
-вхизвионие 


Чоизи-`х1чаолох оп эинкоЕэ 

„Ува ‘часевнх о4е — ‘ижн1оо04 
#1 иричноогой э эвн 10 крэиш 
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№926. Докажите, что если 
живи" Ны =1, хиуо=0, 
то ину о? а 1, ху 
5 ис —0. 


Вше | 


№М927.* На плоскости дано ко- 
нечное множество точек, ника- 
кие три из которых не лежат 
на одной прямой. Проведено 
несколько отрезков с концами 
в данных точках. Эти отрезки 
разрешается менять: если ка- 
кие-то два из них. АС и ВО, 
пересекаются, их можно сте- 
реть и провести 

а) отрезки АВ и СО, 

6) отрезки АВи ВС. 

(Если «новый» отрезок уже 
проведен. проводить его вто- 
рой раз не нужно.) 

Можно ли после нескольких 


‚ таких замен (только по прави- 


лу в) или только по правилу 
6). но не по обоим) вернуться 
к исходному набору отрезков? 


11 зедцепсе? Ном тшисН \ма4ег п\и5 Бе изеё уВеп опе Неайег 
ОР ромег Р-=100 \\& 13 хогктя? ТВе {етрегафаге о? Фе мафег 
500гсе 13 #=10 °С, Че адцайат  майег Четрегаоге 1$ 
21 °С, из ммег пихез усгу гар Пу. 

Д. В. ХНЬегтан 


Р962. Рот зоигсез, 1юса{е 4 оп $Не ритс1ра! орйса| ах!$ ой а 1епз, 
сопзнице а ипМоги]у НЕШеЯ зыЧтЕ (раззапё ФИгоцяй Пе 1епз` 
Госцз). Ета 1те гше Е(х} ехргозйте 41е шпупоз цу аё рониз 
ой Че орИса! ах15 оп Че соррозце з14е оЁ Ме 1епз, мел 
{Пе д1з1апсе х Ётот \\е 1епз 18 Пагре (х№Е, мВеге Ё 15 Че 1еп5° 
[оса] @зфапсе). 


М. А. Уогопазоь. У. Е. Кипйзт 


Решения задач 
№М926 — М930; 938 — ФЭ42 


Условие задачи удобно представить геометрически. 
Отметим на координатной плоскости Оху точки 
А (х; и) и В(и; 0). Угол АОВ прямой, так как 
ОА-ОВ=хи- уи==0. Кроме того, ОА* —=х? + у? =1 
и ОВ? —=1, поэтому точка В получается из точки А 
поворотом вокруг О на -Е90° (см. рисунок) и 
х = с05 а, у=31 а, где а — угол между вектором 
ОА и осью Ох, а значит, и=соз (а-Е90°)= 
— ЗЕ 5 «== у, о=м (и-90°) = + с0з а= х. 
Следовательно, 
. хи? —= ху =1, 
У = у 4х? =1, ху ир=ху— ху=0. 

Приведем еще одно, чисто алгебраическое, решение. В тож- 
дестве 
Ри Пи Пхи = о, о, 

ау них уи о )+ 
+2 (ху? ии? + х?и? у о’) + 4хиуе = 
= (хи? Ни — 2 1ху- и? 
левая часть, по условию, равна нулю; следовательно, равна 
пулю и правая часть, то ееть справедливы три доказываемых 
равенства. . 

Попробуйте обобщить нашу задачу на трехмерный случай — 
доказать, что если три вектора длины 1 в пространстве © коор- 
динатами (х13 №; х,}, (Из Из; из), (28; 233 23) попарно перпендику- 
лярны, то векторы (х;; и; 2}, (523 95$ 22) и (Хх; Уз 23) тоже 
имеют длину 1 и попарно перпепдикулярны. 

ь С. В. Дужин 


Ф 
а) Докажем, что через конечное число операций 
‹Ттипа А» замены пересекающихся отрезков 
_АСи ВР на непересекающиеся АВ и СР — мы при- 
дем к конфигурации, в которой уже не будет пере- 
секающихся отрезков. 

Рассмотрим сумму $ длин всех отрезков конфигу- 
рации. При каждой операции типа а она умень- 
шается: 


АВ-+СЬ < АС+ВО (+) 
(для треугольников АРВ и СРО, где Р — точка 
пересечения АСи ВО — рис. 1, выполнены неряа- 
венства АВ< АРЕРВи Ср < СР-- РО; сложив их, 
получим (+)). 


С другой стороны, величина $ может принимать! 
лишь конечное число различных значений, по- 


скольку существует лишь конечное число различ- 


ных конфигураций из отрезков с вершинами в 
данных точках. Поэтому через конечное число ша- 
гов мы придем к конфигурации, с которой уже 
А нельзя проделать операцию, уменьшающую 5- 

Р Это решение дает очень грубую верхнюю оценку для макси- 
` мального количества Т. операций, которое может быть про- 
С делано с конфигурацией на л точках — можно сказать лншь, 

р что оно меньше числа вссх конфигураций, то есть 2”" ' 
ь (п'п—1)/2 — это число различных отрезков с концами п дан- 


ных п точках). 

Приведем идею другого решения, дающего зизчительно 
лучшую оценку. Рассмотрим произвольное разбиение { данных 
точек на два непустых множества. каждое из которых лежит 
‚цежиком по одну сторону от некоторой прямой {. Таких прямых 
для данного разбиення, конечно, бескомечно много, но одну 
из них всегда можно получить, повернув по часовой стрелке 
прямую, соединяющую две какие-либо точки А и В на очень 
маленький угол вокруг середины отрезка АВ (рис. 2); эту 
прямую обозначим 1. Число прямых |1; п значит и число рас- 
сматриваемых «выпуклых» разбиений не превосходит числа 
пар точек п!{п— 1)/2. ы 

Назовем балансом конфигурации суммарное число 6 пере- 
сечений ее отрезков со всеми прямыми 1; ясно, что 0= Ь< 
5 (т (п — 1)/2У. При операции типа а число пересечений любой 
прямой [ с отрезками конфигурации не увеличивается, а по 
крайней мере для одной прямой оио уменьшзетоя ина 2. Следо- 
вательцно, Г»<. п` (п — 1/8. Интересно было бы получить ее - 
более точную оценку для У 

6) Приведем пример, показывающий, что для 
операции «типа б» — замены пересекающихся 
отрезков АС и ВО на имеющие общий консц АВ 
и ВС — процесс может «зациклиться» и тем самым 
продолжаться неограниченно. Расположим 18 то- 
чек в вершинах правильного 18-угольника и обо- 
значим через О(Ё,{) конфигурацию из 36 отрез- 
ков, в которой каждая из 18 точек соединена 
с #-й и [-й от нее по счету. 

Чтобы пройти за 54 операции путь 0(4,8} --. 
— 0 (5,9) — 216,7) 0 (4,8} ‘рис. 3), достаточно 
каждую из операций, изображенных на рисунке 4, 
проделать по 18 раз (поворачивая картинку каж- 
дый раз на 20°). 

По-видимому, существуют и примеры с сущест- 
венно меньшим числом точек п и длиной цикла 7. 
чем п=18 и Т=54. 


И. Б. Васильев, В. Е. Колосов 
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928. В кинотеатре М4 1 ме- 
сто. Вначале М человек, имею- 
щие билеты с указанием мес- 
та (в их числе и Игорь} сели 
на произвольные № мест, не 
глядя на свои билеты. При- 
шедший последним (М4 1]-й 
зритель хочег занять свое 
место: если оно занято — сго- 
няет сидящего там, тот посту- 
пает так же и так далее, пока 
нужное согнанному место не 
окажется свободным. Какова 
вероятность того, что Игорю 
придется пересесть? (Другими 
словами, какую долю среди 
всех возможных размещений 
зрителей составляют невыгод- 
кые для Нгоря?} 


№М929. Натуральные числа 
а, Ь, с, 4, г удовлетворяют 
условию а'-|- 5“ + с* + 4 те. 
Докажите. что по крайней ме- 
реа) гри из них четны, 6) три 
делятся на 5, в) два делятся 


. на 10. 


п тоны 


Малая теорема Ферма 


Для любого целого числа п 
н простого числа р число 
л’'— м делится на р. 


Ответ: 1/2. Докажем, что выгодных для Игоря 
размещений столько же, сколько невыгодных, 
установив взаимнооднозначное соответствие меж- 
ду теми и другими. 

Пусть при некотором исходном размещении Р 
М зрителей на М--1 местах Игорь пересел на сво- 
бодное место. Тогда получится новое размещение 
Р”. Таким образом, все возможные размещения раз- 
биваются на пары (Р, Р’) и достаточно показать, 


что в каждой паре одно размещение — выгодное 
для Игоря (его не сгонят), а другое — невыгодное. 
Если Р — выгодное размещение, то последний 


зритель, участвующий в пересадках (то есть имею- 
щий билет на свободное место), при размещении 
Р’ сгонит Игоря. Значит, Р’ — невыгодное раз- 
мещение. Если же Р — невыгодное размещение, 
то зрителю, который сгоняет: Игоря, при размеще- 
нии Р’ сгонять будет некого, поэтому на нем пере- 
садки закончатся, то есть Р’р— выгодное для Иго- 
ря размещение. 

И. Б. А лексеев-А стафьев 


а 


а) Заметим, что число п* при четном п делится на 
16, а при нечетном п дает при делении на 16 оста- 
ток 1. (Действительно, при п=2Е-{ 1 
п*—1=(п—1) (п (+= 

= (+ 1) (2+ 2Е-+ 1), 
а Е(Е-{- 1) всегда делится на 2.) | 

Следовательно, остаток от деления а* + 5-4 с*- 
+ а' на 16 равен количеству нечетных чисел среди 
а, 6, с, 4: А поскольку он должен совпадать с ана- 
логичным остатком для е*, мы получаем, что усло- 
вие задачи может выполняться, только если все 
пять чисел четны, или если число е и ровно одно из 
остальных чисел нечетны. Тем самым доказано и 
утверждение а). 

6) Для остатка от деления числа й* на 5 справед- 
ливо утверждение, аналогичное доказанному в 
пункте а): этот остаток равен 0 или 1 в зависимости 
от того, делится п на 5 или нет. (Действительно, 
если п =5Ё + 1, то п? —1=5А (5 + 2} делится на 5; 
если п=5К-- 2, то п?-+1=54 (5 +4) 5 делится 
на 5. Поэтому п*—1=(п?— 1) (п? + 1) всегда делит- 
ся на 5, если п не кратно 5. Это утверждение есть 
частный случай так называемой малой теоремы 
Ферма, формулировка которой приводится на 
полях.) 

Теперь точно так же, как в решении пункта &), 
доказывается, что либо все числа а, В, с, 4, е де- 
лятся на 5, либо число е и ровно одно из осталь- 
ных четырех не делятся на 5, откуда следует 6). 

в) Рассмотрим три случая. 

1) Число е четно. Из решения задачи а) 
следует, что все остальные числа тоже четны, 
а из решения задачи 6) — что по крайней мере 
три из них делятся на 5, а значит, и на 10. 

2) Число е делится на 5. Этот случай 
рассматривается так же, как предыдущий: все 


№М830. Числа от 1 до 1985 раз- 
биты на 6 множеств. Докажи- 
те, что в одном из них найдет- 
ся три числа, одно из которых 
равно сумме двух других 
(или два числа. из которых 
одно вдвое больше: другого). 


числа а, В, с, 4 делятся на би к тому же хотя бы 
три из них — на 2. 

3) Число е не делится ни на 2, ни 
на 5. Тогда, как следует из решений задач а) 
и 6), среди чисел а, Ь, с, 4 найдутся три четных 
и три кратных 5, а значит, хотя бы два из них 
делятся на 10. 

Равенство 30*-- 120*-{- 272“ 315*--353* показывает, что 
числа, удовлетворяющие условию задачи, существуют и что 
оценки а), 6), в) нельзя усилить. 

В заключение отметим, что До сих пор неизвестно, имеет 
ли уравнение а РЬ' 1 с*=0* решение в натуральных числах. 
Но сравнительио недавно (1966 г.) было обнаружено решение 
уравнения п? -{ 6 о 4°=е": 

274-84? +- 110° + 133° = 1445. 
В. Д. Яковлев 


Ф 


Доказательство проведем от противного. Предполо- 
жим, что утверждение задачи неверно. Зто озна- 
чает, что разность любых двух чисел каждого из 
наших 6 множеств не принадлежит этому множе- 
ству. 

Поскольку 1985:6 >> 830, хотя бы одно из данных 
множеств содержит по крайней мере 331 число. 
Обозначим эти числа в порядке возрастания через 
а‹, @\, --.. @зз @ само это множество — через А. 
По предположению - 


а, —а:6 А при всех &, }0<:<]< 330. (1) 
Рассмотрим разности а, — ах, а. — ас, ..., @зо—@. 
Это различные числа, заключенные между 1 и 
1985 и содержащиеся в силу (1) в пяти из данных 
множеств. Поскольку 330:5=66, хотя бы одно из 
этих множеств (назовем его В) содержит 66 чи- 
сел — в порядке возрастания, 6%, 6,, ..., 65. Раз- 
ность любых двух из них совпадает с разностью 
каких-то двух чисел из а,, ..., @ззо (если 6; == а, —ах, 
а 5. =а,— ах, то в; —Ь:=@,—а}), поэтому в силу {1) 
и с учетом: нашего исходного предположения 
Ь;—БвлИВ при всех #}0<:<1<65. (2) 
Продолжая рассуждать таким же образом, мы 
выберем из разностей 6, —В,, ..., 5—6 [65/4]- 
4+1=11*) чисел с<с,<...<сн, принадлежащих 
третьему из данных множеств, отличному от Аи В 
(назовем его С). При этом в силу (2) и нашего 
предположения 


с;:—с8 АПВИС при всех #5}, 0<%:<}<16 

(если с:= 6 — Бо е=Ь:— 5, то с; —с:= Ь.—Ь)). 

Аналогично выбираются 6 чисел 44<а,<..< 
< 4. (5 =1|16/31 из четвертого множества О), для 
которых 

| 4—4 А0ВОСОХ при 05:<]=5; 

затем 8 числа ве, < е. (2=—[5/2]) из пятого 
множества Ё, попарные разности которых е;—е., 
0<=:<7=<.2 могут принадлежать уже только шес- 
тому множеству Р, и, наконец, два различных чис- 


———_——.—Ц_Ь 


*) [с] — целая часть числа а- 


37 


в ео паи ее о! 


пав о рол ол тир ля 


—.[--=.- 


< ==. —_ 


; ФЯЗВ. Пилот космического ко- 
; рабля, движущегося со скоро- 

стью в =1 км/с, заметил пря- 
. мо по курсу астероид диамет- 
ром 4=7 км, когда до его по- 
верхности оставалось расстоя- 
ние 1= 8,5 км. Космонавт сра- 
‚зу же включил аварийные 
` двигатели, которые за прене- 
` брежимо малое время сообща- 

ют кораблю дополнительную 
скорость др =300 м/с, на- 

правление которой задается 
‚. космонавтом. Может ли ко- 
: рабль избежать столкновения? 


Ро 


+ $939. Дно сосуда наклонено 
; под углом а=45° к горизовту. 
`В дне имеется полусфериче- 
. ская выпуклость радиусом Н 
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ла к =е, —6и 1, =е, — 6 из множества РЁ, разность 
1 —^=е.-—е, которых тоже должна принадле- 
жать множеству Р, что противоречит нашему 
предположению. 

Полученное противоречие доказывает утвержде- 
ние задачи. 
Рассуждая так же, как в приведенном решении, нетрудно 


показать, что утверждение задачи выполняется для любого 
разбиения первых М чисел 1,2,..., М на Ё множеств при 


мым ач-+а (3) 


(п!-=1.2....-л). Значения №, для & =1,..., 6 выписаны в таблице 
на полях. Очевидно, что и для любого М> Мь утверждение 
задачи будет верно для № множеств; в нашем случае 
1985 > 1957 = М.. Отметим, что сумма в скобках в правой части 
(3) при Е—оо очень быстро сходится к основанию натураль- 
ных логарифмов — числу е—=2,718... Можно проверить, что 
№ =1[81е|, однако эта красивая формула, к сожалению, не дает 
наименьшего подходящего значения М для данного к; напри- 
мер, для Ё-=3 наименьшее значение равно 14, а не 16. Здесь 
возникает интересная, но, видимо, трудная задача оценки 
>того наименышего значения снизу. Верно ли, например, что 
оио всегда больше с#!, где с — некоторая постоянная? Лучшей 
известной пока оценкой остается (3*—1)/2 А. Ходулева 
(см. решение задачи М540, «Квант» № 12, 1979, с. 23). 


А. Д. Валиев, В. Н. Дубровский 


Ф 


Чтобы избежать столкновения, космонавт должен 
так изменить скорость корабля, чтобы угол между 
первоначальным направлением *на астероид» и 
новым курсом был больше угла ас, определяемого 
условием (рис. 1) 
а/2 а _ 
та?  яча” 0,292. 
Максимальное отклонение от первоначального кур- 
са при сообщении кораблю дополнительной скоро- 
сти До обеспечивается в том случае, когда вектор 
перпендикулярным — вектору 


зт ых = 


А оказывается 
ы — 
71 =5--Аи (рис. 2), то есть когда 


Рис. 2. 


чт а = = 0,3. 


Значит, при включении аварийных двигателей кос- 
монавт может изменить курс корабля на угол 
а> а, и столкновения с астероидом не произойдет. 

А. В. Андрианов 


Ф 

Рассмотрим тело, имеющее форму половины шара 
радиуса В. Предположим, что оно находится в 
жидкости плотности о и ориентировано в про- 


(рисунок 1). Высота столба 
жидкости над выпуклостью 
равна Е’. Какая бергикельная 
сила действует со стороны 
жидкости на выпуклый уча- 
сток дна? Плотность жидко- 
сти Равна о. 


Ф940. Почему при кладке 
кирпичных печей для скреп- 
ления кирпичей используют 
глиняный раствор, а не, на- 
пример, цементный (хотя он 
более твердый Я 


$941. В магнитном поле по- 
стоянного прямолинейного то- 
ка находится ввадратная ме- 
таялическая рамка АВСР (см. 


странстве точно так же, как и выпуклость в дне 
данного сосуда. 

Согласно закону Архимеда, на это тело дей- 
ствует выталкивающая сила Ё, направленная вер- 
тикально вверх и равная по модулю 


Р=оЕУ =6(8 > . чл = 3 овлВ?. 


С другой стороны, силу Е можно представить как 
равнодействующую двух сил давления со стороны 
жидкости: силы Р‚, действующей на «основание» 
половины шара, и силы Ё., действующей на его 
боковую поверхность (на рисунке 2 показаны два 
возможных случая): —_ 
Р=Е, | Р.. А : 
Нас интересует проекция силы РЁ, на вертикаль- 
ную ось (обозначим ее через Х и направим вверх): 
Е,,=ЁР—Р, (для одного случая) 
или 
Е.,—=Е,. —Е (для другого случая). я 
Для нахождения модуля и проекции силы Ё, за- 
метим, что давление линейно возрастает е глуби- 
ной и поэтому можно воспользоваться его средним 
значением: 
Р. = р.б =08 (Н-- В) лЕ', 
ЕР. =0& (Н-+- В) лВ? соз а. 
Тогда для искомой величины получим 


РРР, 2 оихВ 68 (Н + ) д? со5 и 


или 
Р.=Е,.—Е-=08(Н-- Е) лЕ? соз «— Е овлВЗ. 


При угле а=45° первый случай оказывается 
невозможным: 2/8<с05я=4/272, поэтому Е,.< 0, 
чего в данной ситуации быть не может. Таким 
образом, остается второй случай: 


Е. ол? ((Н-- В) сз а— 2). 
Л. Г. Маркович 


Ф 

В печи возможны большие и неравномерные по 
времени и по объему перепады температуры. Если 
кирпичи и раствор сделаны из разных материалов 
(то есть из материалов с разными коэффициентами 
теплового расширения), то при изменении темперэ- 
туры (охлаждение, нагревание) они будут по-раз- 
ному меняться в объеме (расигиряться, сжиматься). 
Это приведет к возникновению больших внутрен- | 
них напряжений в местах контактов кирпич — 
раствор; в результате печь растрескается. 


В. А. Ильин 


Ф 

При переводе рамки в новое положение изменяется 
пронизывающий её магнитный поток. В резуль- 
тате в рамке индуцируется электродвижущая си- 


рисунок). Рамку переводят в 
новое положение, показанное 
на рисунке пунктиром. Это 
можно сделать двумя способа- 
ми: равномерным поворотом 
вокруг стороны СР или равно- 
мерным параллельным пере- 
носом вдоль АР. При каком 


способе выделится больше теп-- 


ла, если время перевода рамки 
в новое положение в обоих 
случаях одинаковое? 


НС 


Ф942. Плоская световая вол- 
на падает нормально на эк- 
ран 9. Как изменится осве- 
щенность энрана в точке М 
(см. рисунок), если на пути 
волны поместить полубеско- 
нечнию непрозрачную плас- 
тину П, параллельную эк- 
рану? 


ИН 


й Э 


3то было так, точно из- 
под ног ушла земля и нигде 
не было видно твердой почвы, 
на которой можно было бы 
стреить. Мне всегда казалось 
чудом. что этой колеблющей- 
ся и полной противоречий ос- 
новы оказалось достаточно, 
чтобы позволить Бору — че- 
ловеку г гениальной интуи- 
цией и тонким чутьем — най- 
ти главнейшие законы спект- 
ральных линий и электрон- 
ных оболочек атомов, вклю- 
чая их значение для химии. 
Это кажется мне чудом и 


теперь. Это — наивысшая му- 
зыкальность а области мысли. 
А. Эйнштейн 
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ла, возникает ток и выделяется тепло. ЭДС индук- 
ции, а значит, и выделившееся в рамке количество 
теплоты зависят от изменения магнитного потока 
через рамку и от времени, за которое это изменение 
произошло. 

Во время поворота рамки вокруг стороны СО 
магнитный поток изменяется от некоторого началь- 
ного значения до нуля и далее до некоторого зна- 
чения с противоположным, по сравнению с перво- 
начальным, знаком. При параллельном переносе 
рамки вдоль АД изменение магнитного потока 
происходит от начального значения до другого, 
меньшего значения, но с тём же знаком. Таким 
образом, в первом случае изменение магнитного 
потока больше, чем во втором. Это означает, что и 
лепла в рамке выделится больше в первом случае. 

С. С. Кротов 


Ф 


Волновая поверхность плоской волны — плоскость, 
перпендикулярная направлению распространения 
волны. На пластину П свет падает нормально, 
поэтому плоскость, н которую помещают пластину, 
является одной из волновых поверхностей, и ее 
можно рассматривать как совокупность одинако- 
вых вторичных источников, колеблющихся в фазе. 
Результирующее колебание в точке М на экране 
представляет собой суперпозицию колебаний, при- 
ходящих от этих источников. 

При внесении пластины закроется половина вто- 
ричных источников. Поэтому амплитуда результи- 
рующего колебания в точке М уменьшится в 2 раза. 
Освещенность экрана в точке М пропорциональна 
квадрату этой амплитуды. Следовательно, при 
внесении пластины освещенность уменьшится в 
4 раза. 

Д. А. Купиов 


Во всей мировой науке в 
наши дни не было человека 
с таким влиянием на естество- 
знание, как Бор. Из всех тео- 
ретических троп тропа Бора 
была самой значительной. 

П. Капица 


Я приехал в СССР, чтобы 
встретиться со старыми дру- 
зьями и найти новых, пото- 
му что содружество ученых 
разных стран помогает не 
только развитию науки, но и 
делу мира. 

Н. Бор 


Я до сих пор изумляюсь, 
когда смотрю на ядерный ре- 
актор. 

Н. Бор 


Если я что-нибудь не- 
множко умею. то разве что 
думать... Н. Вор 


Квантовая теория больше 
не влечет меня к своим проб- 
лемам. Ныне первостепенная 
проёлема — найти пить к пре- 
дотвращению ядерной войны! 

Н. Бор 


Наша обложка 


Мы продолжаем публи- 
кацию стереометрических за- 
дач е чертежами, начатую во 
2-м номере «Кваита» за этот 
год (см. также обложки 3, 5 
н б номеров). Ниже приво- 
дятся условия двух задач; 
первая из ких предлагалась 
на приемных экзаменах в 
Московский физико-техничес- 


кий институт в 1984 году. Вто- 


рая задача интересна тем, 


что рассматриваемую в ней’ 


конфигурацию не очень-то 
легко себе представить. Что- 
бы дать читателям возмож- 
ность поразмыслить над ней 
самостоятельно, чертеж и ней 


мы поместим на обложке 
одного из следующих номе- 
ров. 

Задача 1. В осиовании 
пирамиды ЗА ВСВ лежит пря- 
моугольник АВСО, в котором 
мО=2а8 Высота пирамиды 
проходит через точку пересе- 
чения диагоналей прямо- 
угольника. Сфера касается 
плоскости АВСР и всех 60- 
ковых ребер пирамиды. Най- 
ти объем пирамиды, если ра- 
диус сферы равен К. я угол 
$)ОС равен а. 

Плоскость проходит через 
точку 5. касается указанной 
сферы и пересекает прямые 


Вр и АС соответственио в 
точках Ри @ (!0Р]| > |ВР], 
О 5 С@|). Найти отноше- 
ние РОЙ, если: 

а) |ВР|--С@|, 

6) [СОЗ АС]. 

Задача 2. Имеется шесть 
предметов, два одинаковых 
шара радиуса К еще два 
одинаковых шара радиуса 
Е., очень длинный цилиндр 
с раднусом основания ри пло- 
скость. Они расположены в 
пространстве так, что каж- 
дый из них касается пяти 
остальных (цилиндр — своей 
боковой поверхностью). Вы- 
разить Ви В, через г. 


Кроссворд 


По горизонтали: 7. Советский 
ученый-физик, удостоенный 
Нобелевской премии. 8. При- 
бор для иэмерения атмосфер- 
ного давлеяия. 10. Буква гре- 
ческого алфавнта. 11. Физи- 
ческая величина. 13. Продукт 
механического соединения ка- 
ких-либо веществ. 17. Прибор 
для измерений иа сферах. 
18. Звезда, красный гигант. 
19. Прибор’ для регулирова- 
ния силы тока в цепи. 21. Со- 
ветский космонавт. 23. Наи- 
меньшая порция электромаг- 
нитной энергии. 24. Процесс 
распространения колебаний в 
пространстве. 26. Приставка 
для образования наименова- 
ний дольиых единиц. 28. Од- 
на из декартовых координат 
точки. 29. Утверждение. при- 
нимаемое без доказательства, 
в рамках какой-либо нвучной 
теории. 

По вертикали: 1. Трехэлект- 
родная злектронная лампа. 
2. Тригонометрическая функ- 
ция. 3. Прозрачкая, бесцвет- 
ная жидкость. 4. Один из эле- 
ментов траиэистора. 5. Ве 
щество, состоящее из макро- 
молекул. 6. Сплав железа Е 
углеродом. 9. Гениальный анг- 
лийский физнк. 12. Первый 
русский академик. 14. Едини- 
ца измерения телесного угла. 
15. Металл, имеющий наи- 
меньшее удельиое сопротивле- 
нне. 16. Прибор для преоб- 


разования электрических ко- 
лебаинй п звуковые. 20. Не 
правильиость ш действиях, 
мыслях. 21. Тригонометриче- 
ская функция. 22. Прибор для 
измерения силы тока, напря- 
жения н сопротивления. 
23. Минерал, природный 


кремнезем. 25. Самый твер- 
дый минерал. 26. Единица из- 
мерения длины. 27. Газ, пре- 
дохраняющий живые органнз- 


мы на Земле от вредного 
влияния солнечной радиации. 


Составил Г. НП. Плотников 
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Искусство программирования 


Алгоритмический 
язык 


Академик А. П. ЕРИЮВ 


П этой статье продолжается разговор об 
основных понятиях информатики, начатый 
автором в предыдущем номере «Кванта». 
Как и прежде, следует обращать внимание 
на слова, набранные курсивом — это герми- 
ны из информатики. А вот короткие слова, 
напечатанные жирным шрифтом, — это 
служебные слова, они появляются только в 
программах, выполняя в них определенные 
фунхции, в которых вам следует разобраться. 


В прошлой статье мы рассмотре- 
ли несколько примеров алгоритмов. 
Теперь же наша цель — научиться 
записывать алгоритмы +по всем пра- 
вилам науки». Но прежде чем раз- 
бирать правила отдачи приказа, сле- 
дует понять, на что способен испол- 
нитель приказов. Мы начнем поэтому 
с ответа на следующий вопрос: 


Что должен уметь исполнитель? 


1°. Считать. Исполнитель должен не 
только быстро и безошибочно производить 
все четыре арифметических действия, 
но и понимать порядок их выполнения, 
«понимать скобки», а также находить чис- 
ленные значения переменных величин. 
Например, хороший исполнитель почти 
сразу сообщает, что при х==0,11Т и у=1,32 
выражение (х? -- Зх)( у? +- 5ху)/ ух? ху 
равно 3,66409 ... и даже быстро укажет, 
что с08 0,29° —=0,99998719 или 
зи (х?+х)=0,003471 при х==0,11°. 
Не страшны ему ни большие числа, ин 
большие объемы вычислений. 


2°. Запоминать. Исполнитель умеет за- 
носить сообщаемые ему данные в опре- 
деленные (известные ему) места своей 
памяти. Данные могут быть как чис- 
ловыми, так и текстовыми (литерными) 
величинами. В частности, он может за- 
помнить какую-нибудь команду или се- 
рию команд. При необходимости ис- 
нолнитель может уничтожить эти дан- 
ные, заменить или изменить их. В част- 
ности, переменные числовые величины 
могут подвергаться многократным изме- 
нениям в процессе исполнения алгоритма. 


3°. Выбирать. Исполнитель должен 
уметь сам принимать решения о своих 
дальнейших действиях в зависимости от 
обстановки. Именно, он проверяет, вы- 
полнено ли некоторое сообщаемое ему 
условие, и если оно выполнено, он ис- 
полняет одну серию команд, иначе — 
другую серию. Такой выбор между двумя 
сериями команд программисты называют 
условной командой или ветвлением. Ра- 
зумеется, исполнитель должен понимать 
заданное условие и уметь его прове- 
рить. 


4°. Повторять. Исполнитель повторяет 
(быстро и, быть может, многократно) 
одну и ту же серию команд (цикл), 
пока выполнено определенное условие 
(условие цикла). Это условие он должен 
проверить перед каждым выполнением 
серии, а обнаружив, что оно нарушает- 
ся, он должен перейти к следующей за 


циклом команде. Хороший исполни- 
тель — например современный ком- 
пьютер — силен именно умением с ко- 


лоссальной скоростью 
работать в цикле. 


таким образом 


——[ д [——.-—------ 


5°. Вспоминать. Среди текстов, запи- 
санных в память исполнителя, могут быть 
разные данные (числовые, литерные), 
которые он должен уметь при необхо- 
димости вспомнить. В частности, в ла- 
мять могут быть занесены вспомогатель- 
ные алгоритмы. Хороший испольнитель 
вспоминает (и выполняет) их по одному 
упоминанию их названия (имени), не 
требуя повторения всех команд вспомо- 
гательного алгоритма. Такой прием про- 
граммисты называют вызовом подпро- 
граммы. 


6°. Печатать. Исполнитель печатает 
(например, карандашом иа бумаге, на 
печатающем устройстве или на экране 
дисплея) решепие задачи (ответ), то есть 
результаты выполнения программы, по- 
степенно образовавшиеся в нужных мес- 
тах его памяти в процессе работы. 
(Впрочем, при работе в диалоговом ре- 
жиме с заказчиком компьютер-исполни- 
тель пользуется печатью на дисплее не 
только в конце работы, но и в про- 
цессе работы для того. чтобы задавать 
вопросы.) 


Примеры записи алгоритмов 


Ниже приводятся примеры записи 
алгоритмов. Эти записи выполнены в 
соответствии с правилами алгорит- 
мического языка, принятого в вашем 
учебнике. Мы предлагаем вниматель- 
но прочитать их и разобрать, как они 
работают, то есть сыграть роль ис- 
полнителя алгоритма (для предло- 
женных исходных данных — значе- 
ний аргументов). Если это сразу не 
получится, стоит еще раз просмот- 
реть $$ 2—4 вашего учебника, про- 
читать общие пояснения, приведенные 


ПОКА 
Челобие... 


ниже, и затем вернуться к испол- 
нению алгоритмов. Более подробные 
комментарии приводятся в конце 
статьи. Прочитав их, вы проверите, 
правильно ли вы исполнили данные 
алгоритмы, и будете готовы самоз 
стоятельно писать простые програм- 
мы на алгоритмическом языке. 


В частности, вы сможете записать алго- 
ритмы, решающие задачи из предыдущей 
статьи этого раздела («Кванть № 9) на алго- 
ритмическом языке. В таком виде часть реше- 
ний (задачи про роботы) приводятся на сле- 
дующей странице, остальные появятся и одном 
из ближайших номеров +Кванта®. 
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Корни квалратного уравнения 


нач вещ 4 
4: = 6? — дас 
если 420 
то С: =гНЕТ 


РЕШЕНИЯ» 


иначе С: =«РЕШЕНИЕ» 
если 4=0 
то х1: = —ф/2а 
ЗЕ 
иначе х1: ={—6- \4;/2а 
:=(—6-— \9)/За 


все 


кон 


Упражнение 1. Примените этот алго- 
ритм к следующим тройкам чисел а; 6; с): 
(1: 2; 1), (2: $3; 1), (0; 4; 2). 


Робот ва шахматной доске 


В следующих задачах маленький робот хо. 
дит по шахматной доске; через (х; #) обозпаче- 
ны его координаты (например. поле её записы- 
вается как (5; 2). поле #5 — как (8: 5)): 
ход вверх увеличивает у на 1, ход вправо увели- 
чивает х на 1. 


мач пока х Т 


нц 
шаг вправо 
х:=х-1 

кц 

пока у 17 

нц 
шаг вверх 
у=у-1 

ки 
2=*«ПРИШЕЛ»ь 


кон 


Упражнение 2. Примените алгоритм 
в ситуации, показанной на рисунке 1. где 
{(х; и)=(2; 3). 


иц 
пока справа нет горы 
ик 
шаг вправо 
кц 
шаг вверх 
‚ уу 1 
кц 


С: =зУРА, ЗАЛЕЗ!» 


кон 


Упражнение 3. Нримените алгоритм в 
ситуации, показанной на рисунке 2. 
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нач нока уз 7 
нц 


если сверху нет ямы 
то шаг вверх 
у: У 
я: у 
иначе если хз 7 
то шаг вправо 
х: =х+1 
ииаче й: =у 
у: =8 
все 
=> 


С:=-«Я НА ГОРИЗОНТАЛИ №› 
кон 


Упражнение 4. Примените алгоритм Е 


ситуации рисунка 1 и -сравните < упражне- 
ннем 2*). 


Делимость 


нач С: =«ОСТАТОК РАВЕН ь 
пока ху 
иц 
х:=х-у 


кон 


Упражнение 5. Примените алгоритм 
к чиелам (х; у). равным (14. 5), (100000, 3), 
(27, 0) 


нач цел 4 
С: —«ЧИСЛО — ПРОСТОЕ» 
4: =2 
нока (ух 


нц 
ОСТАТОК ОТ ДЕЛЕНИЯ (х, 4, г, Е) 
если г--0 


то С: = «ЧИСЛО — СОСТАВНОЕь 
4: х- 1 
ниаче 4: =а-+1 
все 
кц 
кои 


Упражнение 6. Примените алгоритм 
к х, равному Т, 15, 49. 


*} Обратите внимание на присваивания #:--у 
я у:-8 — они обеспечивают выход из цикла. 


Общие пояснения 


Все приведенные записи алгорит- 
мов начинаются г заголовка (выде- 
ленного синим цветом). Заголовок на- 
чинается с названия или имени алго- 
ритма (оно напечатано заглавными 
буквами после служебного слова 
алг(оритм)) и списка параметров 
(список переменных величин стоит 
в скобках после названия алгоритма). 
Далее (после слов арг) следует список 
аргументов (это те параметры, кото- 
рые в начале нужно ввести в маши- 
ну — их она запоминает). Завер- 
шается заголовок списком результа- 
тов (они перечислены после слова 
рез). Мы будем считать, что машина 
напечатает их значения, когда алго- 
ритм будет исполнен. 

После заголовка идет тело програм- 
мы. Оно начинается со служебного 
слова нач(ало), далее идут все коман- 
ды, которые завершаются словом 
кон(ец). 

Обратим сперва внимание на те 
команды, в которых машина считает. 
Здесь имеются как совсем простые 
вычисления (например прибавленные 
единицы), так и более сложные (ска- 
жем (—6--\/4)/2а). Записываются 
эти вычисления самым обычным об- 
разом — так, как вас учат на уроках 
математики. Поэтому этот аспект за- 
писи алгоритмов у вас не вызовет 
никаких трудностей. Стоит, однако, 
обратить внимание на команду при- 
сваивания (значок : =). Запись х:==а 
означает, что параметру х машина 
присваивает значение а (здесь а мо- 
жет быть и числом, и текстом, и дру- 
гим параметром). В этом случае маши- 
на запоминает, что х равно а. Если 
теперь она должна напечатать х. то 
она напечатает не букву х. а число 
(текст) а. 

В теле программы для наглядности 
мы цветом выделили все ветвления 
Ветвления показаны 


и повторения. 


здесь раздваивающимися красными 
стрелками. Запись ветвления начи- 
нается со служебного слова если и 
кончается служебным словом все. 
После слова если стоит условие, затем 
служебное слово то, за ним первая 
серия команд, затем служебное слово 
иначе, а за ним вторая серия команд. 
Напомним, что при ветвлении машина 
проверяет условие, далее исполняет 
либо первую серию команд (если 
условие выполнено), либо вторую (в 
противном случае). Можно сказать, 
что машина выбирает нужную ей се- 
рию команд. Исполнив ее, машина 
переходит к следующей команде. 
Повторения (или циклы) выделены 
здесь желтыми кружками. Каждый 
цикл открывается служебным словом 
пока и завершается словом кц (конец 
цикла). После слова пока стоит усло- 
вие цикла. затем служебное слово 
нц (начало цикла), за ним серия 
команд цикла. Напомним, что при 
исполнении цикла машина сначала 
проверяет условие; если оно выполне- 
но, машина выполняет серию команд 
цикла и вновь проверяет условие; 
если оно опять выполнено, машина 
снова исполняет серию и так далее, 
пока условие не окажется нарушен- 


.ным; тогда она переходит к следую- 


щей команде (после слова кц); если 
условие никогда не нарушится, ма- 


`шина будет «работать вечно», — го- 


ворят, что она зациклилась. Чтобы 
избегать зацикливания, нужно поза- 
ботиться о выходе из цикла, то есть 
добиться нарушения условия цикла. 

Вспомогательный алгоритм (под- 
программа) вызывается своим име- 
нем, с указанием списка переменных 
(в скобках); указывать аргумент и 
результат не следует. Машина испол- 


`няет подпрограмму и присваивает 


переменным из ее списка соответст- 
вующие значения. Поэтому важно 
правильно согласовать. имена этих 
переменных с именами переменных 
из основной программы. 

Когда. все команды программы ис- 
полнены (перед заключительным слу- 
жебным словом кон), машина печа- 
тает подряд полученные значения тех 
переменных, которые в заголовке сто- 
ят после служебного слова рез (те пе- 
ременные, которым никакие значения 
не присвоены, не печатаются). Не пе- 
чатаются также кавычки, обрамляю- 
щие значения литерных переменных. 
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Полупроводниковые элементы вычислительной техники 


П. Полевые транзисторы 


Доктор физико-математических наук 
М. Е. ЛЕВИНШТЕИН, : 
кандидат физико-математических наук 
Г. С. СИМИН 


Принцип работы полевого транзистора (ПТ) очень 
прост (рис. 1). На тонкой полупроводниковой пла- 
стинке расположены три электрода- Ёсли приложить 
напряжение между электродами 1 (истоком) и 2 (сто- 
ком), то по пластинке, называемой каналом, поте- 
чет ток. Величина протекающего по каналу тока из- 
меняется при приложении к третьему электроду (за- 
вору} управляющего напряжения.*) 

Различные типы полевых транзисторов (а их суще- 
ствует довольно много) отличаются друг от друга прин- 
ципом работы затвора. Существуют ПТ, п которых роль 
затвора играет р—п-переход, контакт металл — по- 
лупроводник, структура металл — диэлектрик — 
полупроводник (МДП-структура} и т. д. 

На рисунке 2 показан ПТ, в котором в качестве за- 
твора используется р—п-переход, смещенный в обрат- 
ном направлении. Как известно (*Физика 9 $79), 
на границе между электронным (п-типа) и дырочным 
{р-типа) полупроводниками образуется слой, обеднен- 
ный свободными носителями тока (запорный слой). 
Если приложить к р—п-переходу запирающее напряже- 
ние (.: +*зплюс» к лп-типу и «минус» — к р-типу, 
то ширина этого слоя растет. Поскольку свободных но- 
сителей в запорном слое нет, ток через него не проте- 
кает. Таким образом, увеличение напряжения на за- 
творе приводит к сужению канала, по которому про- 
текает ток, и при неизменном напряжении сток — 
исток происходит уменьшение тока через транзистор. 
Еще большее напряжение на затворе полностью пе- 
рекрывает канал, и ток обращается в нуль. 

На рисунке 3 изображен другой тип транзистора, 
чрезвычайно широко используемый в современных эвм, 
особенно в микрокалькуляторах. В качестве затвора 
в этом ПТ используется МДП-структура. Металли- 
ческий затвор отделен от полупроводниковой пласти- 
ны тончайшим (сотые доли микрона) слоем дву- 
окиси кремния 5!0.,, которая является хорошим диэлект- 
риком. Поэтому транзисторы этого типа иногда на- 
зываются также МОИ— ПТ (металл —окисел— полупро- 
водник). На пластине кремния р-типа под стоком и 
истоком созданы области л-типа (рис. 3, а). Напря- 
жение сток— исток Ис„, таким образом, прикладывается 
п двум последовательно соединенным р— п-переходам. 
Какова бы ни была полярность напряжения си в 0т- 
сутствие напряжения на затворе, один из р-—-п-пере- 
ходов всегда оказывается запертым. В таком состоянии 
сопротивление р—п-перехода очень велико, и ток, иро- 
текающий через траизистор, близок к нулю. 


*) Поскольку управление сопротивлением канала производится 
электрическим полем затвора. транзисторы этого типа и назы- 
ваются полевыми. 
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проводящая А, 
часть канала 


Рис. 2. 


6) В, 
Рис. 3. 


Большие интегральные схемы 
(БИС) для ЭВМ, содержащие 
на одном кристалле десятки 
и сотни тысяч транзисторов. 
в настоящее время изготавли- 
ваются из кремния. Подвиж- 
ность электронов в кремнии 
—0,1 м? /(В ь с). К началу 90-х 
20д08 нашего века ожидается 
появление БИС на основе ар- 
сенида галлия (СаАз). 1109- 
вижность электронов в СаАз 
1 м?/(В-с). В исследова- 
тельских лабораториях создв- 
ны структуры, имеющие под- 
вижность до 100 мИВ.- с), 
пригодные для изготовления 
полевых транзисторов. 


Минимальная —достижимая 
длина канала Ё определяется 
совершенством технологии. 
Для полевого транзистора 


60-х годов [=20 мкм. Для 
современного серийкого крем- 
ниевого М ДП-транзистора Г, 25 
3 мкм. В исследователь- 
ских лабораториях получены 
приборы г [20,3 мкм. 


Собственное предельное время 
переключения *З мкм — 
транзистора» — 3.10" с. 
Практическая скорость сраба- 


тывания современной серий- 
ной логической МДП-ячейки 
составляет 5. 10-9 с. Ре- 
кордно малое время переклю- 
чения МДП-транзистора. по- 
лученное в 1984 году, со- 
ставляет — 10—11 с. 


Микрофотография 
та МДИ- БИС. Длина канала 


фрагмен- 


самых больших элементов 
— 10 мкм, самых маленьких 
— 7 мкм. 


При громадной плотности 
упаковки элементов на пла- 
стине {-.10°) и крошечных 
размерах элементов (< 1 мкм}, 
каждая пылинка, севшая на 
пластину, приводит к выходу 
из сгроя всей БИС. 


<. 2% со Чтение. 
В таких костюмах обычно 
. работают хирурги. Но эта де- 
вущшка соперирцуето пе боль- 
ного: она проводит операцию 
по изготовлению БИС. 


Если же приложить сравнительно небольшой поло- 
жительный потенциал к затвору (., то по другую сторо- 
ну диэлектрика, в р-канале, который как бы служит 
второй обкладкой конденсатора, начнут скапливаться 
отрицательные заряды. Положительный заряд на затво- 
ре индуцирует появление в канале электронов, которые 
притягиваются полем металлического электрода. При 
некотором напряжении И, —=0., называемом пороговым 
напряжением, в узком слое под затвором концен- 
трация индуцированных полем электронов пре- 
высит исходную концентрацию дырок в р-канале. Про- 
изойдет изменение характера проводимости (инверсия). 
Вместо полупроводника р-типа в пределах этого слоя 
возникнет полупроводник п-типа. В результате исчезают 
р—п-переходы между стоком и истоком н образуется 
сплошной проводящий канал (рис. 3, 6). В таком со- 
стоянии сопротивление транзистора мало. 

ПТ, у которых в отсутствие управляющего напряже- 
ния на затворе канал для тока открыт и сопро- 
тивление мало, называются нормально открытыми. 
НТ, у которых, наоборот, в отсутствие управляющего 
напряжения канал закрыт, называются нормальио 
закрытыми. МДИ— ПТ, принцип работы которого рас- 
смотрен выше (рис. 3), относится к нормально за- 
крытым ПТ, 

Для того чтобы схема, содержащая ПТ, имела два 
легко различимых состояния ‹Оь и +1», и таким об- 
разом, могла служить элементом логической ячейки, 


° достаточно последовательно с транзистором в цепь 


сток — исток включить сопротивление нагрузки Вии 
источник напряжения #. 

Если в такой схеме используется, например, нор- 
мально закрытый ПТ, то в отсутствие напряжения 
на затворе (0.=0) сопротивление транзистора очень 
велико н практически все напряжение источника # 
падает на транзисторе. Когда напряжение на затворе 
превышает пороговое значение ., сопротивление тран- 
зистора мало, и все напряжение падает на сопротив-. 
лении В,„. Эти два легко различимых состояния соот- 
ветствуют состояниям +0» и +1» в логических схемах 
на основе МДП-транзисторов. Достаточно небольшого 
(21 В) сигнала на затворе, чтобы перевести транзистор 
из состояния +0» в состояние +1. 

Важнейшим параметром транзистора в качестве эле- 
мента логических схем ЭВМ является скорость его 
переключения из открытого состояния в закрытое и об- 
ратно. Эта скорость определяется как свойствами само- 
го прибора, так и схемой, в которую он включен. Самое 
малое время переключения, которое, в принципе, мо- 
жет быть получено, приблизительно равняется времени 
прохождения носителей т вдоль канала под действием 
приложенного напряжения И.„. При длине канала Ё и 
скорости носителей п время пролета т составит 
т—0/. Скорость дрейфа электронов (или дырок} в 
электрическом поле, как известно, пропорциональна 
напряженности поля Е (1=р6). Коэффициент пропор- 
циональности ци, имеющий размерность м“/(В : с}, 
называется подвижностью. Поскольку напряженность 
поля в канале Е==0с„/Г, окончательно получаем: 
т=22/рО.и. Таким образом, предельное быстродействие. 
полевых транзисторов определяется тем, насколько ко- 
ротким удается сделать канал транзистора, и подвиж- 
ностью носителей в материале, из которого изготовлен 
транзистор. 

О том, каковы реальные размеры транзисторов, ско- 
рости их переключения и плотность упаковки в совре- 
менных ЭВМ, вы узнаете из соседней колонки. 
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Практикум абитуриента 


к: 
Повторим 
колебания 


А.Р. ЗИЛЬБЕРМАН 


Колебания возникают в системе, вы- 
веденной из состояния устойчивого 
равновесия. Во многих практически 
важных случаях, если возвращающая 
в положение равновесия сила ли- 
нейно зависит от смещения, полу- 
чаются гармонические колебания. 
Обычно это «малые» колебания, когда 
равновесие нарушено незначительно. 

Простейший пример — колебания 
математического маятника при не- 
больших углах отклонения нити от 
вертикали. Еще пример — колебания 
груза под действием силы упругости 
пружины в отсутствие других сил. 
Он интересен тем, что колебания ока- 
зываются гармоническими, даже если 
они не малые — лишь бы пружина 
подчинялась условию (закону Гука) 
Е=— вх, где х — удлинение пружины 
(смещение груза из положения рав- 
новесия), К — жесткость пружины, 
Е — сила упругости пружины. | 

Разберем этот пример подробнее. 
Пусть груз прикреплен к горизон- 
тальной пружине, второй конец кото- 
рой закреплен, и находится на глад- 
кой горизонтальной поверхности. 
Уравнение второго закона Ньютона 
для груза имеет вид 


тх”=— Ех, 
или 
х’- № х—0 (1) 
т 
(здесь т — масса груза, х” — его 
ускорение, точнее — проекция уско- 


рения на горизонтальную ось Х). 
Решением такого уравнения является 
функция 


ЕН сов(л/ Ао 
= Хи: со$(о# -- ы 5)» {2) 
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где х„ — амплитуда, о=^/Е/т — 
собственная частота, $. — начальная 
фаза колебаний. Частота определяется 
параметрами колеблющейся системы 
(Е и т), а амплитуда и начальная 
фаза зависят от Того, как именно 
систему вывели из состояния равнове- 
сия, то есть определяются началь- 
ными условиями. 

Для нахождения х„ и Фо нужно со- 
ставить дополнительно два уравне- 
ния. Достаточно задать, например, 
смещение х. и скорость у, в начальный 
момент времени &=0: 


хо=х (&)==Хи с03з О 5-Е ф)= 


— Хы ©0903 Фъ» 


бо=0 (5) =х’ (в) = 


=—хл а (</е в ф)= 
Г: 


=— хи \- эп Ффо- 
Разделив второе уравнение на первое, 
найдем фо: 
— 2 А 
Е Фо= — Ух, о=агсвя ( Е 


Величину х„ проще всего найти, ис- 
ключая тригонометрические функции 
обычным методом возведения в квад- 
рат и сложения уравнений: 


т 22 и т 
хо ох, = У 15. 


Можно задавать координаты х(Ё)и 
х (15) в какие-то зудобные» моменты 
времени & и $., или скорости в (1) 
и 0(15) или координату х(Ё) и ско- 
рость в (>) и т. д. Важно только, что- 
бы моменты времени Ё и Ё. не оказа- 
лись разделенными целым числом по- 
лупериодов. 

Таким образом, зная уравнение дви- 
жения системы (уравнение (2)) и два 
дополнительных данных, мы пол- 
ностью опишем движение. То же мож- 
но сказать, например, и про равно- 
ускоренное движение — ускорение 
определено силами, а вместе с началь- 
ными координатой и скоростью это 
позволяет знать о таком движении 
абсолютно все. 

Уравнения, похожие на уравнение 
(1), получаются во многих задачах 
на колебания — нужно только пра- 
вильно выбрать переменную. Проил- 
люстрируем это, несколько усложнив 
задачу про груз на пружине. 


Задача 1. Груз — чашка весов 
массой М — висит на пружине жест- 
кости Е, а колебания возникают при 
падении в чашку грузика массой т 
(он пролетает до удара пить В и при- 
липает к чашке). Опишите движение 
чашки. 

Направим ось координат Х и выбе- 
рем начало координат 0 так, как пока- 
зано на рисунке 1. Учитывая, что вна- 
чале чашка была в равновесии, запи- 
шем 

МЕ-—# (1—6) =0 
({ — длина пружины с подвешенной 
чашкой, [› — без нее). При отклонении 
на х от начального положения, когда 
грузик уже прилип к чашке, уравне- 
ние движения системы будет иметь 
вид: 

(М-+та —Е@—К + х)=(М-т)} х”. 

Раскрывая скобки и учитывая первое 
уравнение, получим 
Е: 
—М+мт” 

Это уравнение очень похоже на 
уравнение (1), мешает только правая 
часть — она не равна нулю. Ясно, 
почему так получилось: мы взяли 
начало координат не там, где нуж- 
но, — ведь положение равновесия у 
потяжелевшей чашки сдвинулось 
вниз на расстояние Ах —= та/Е. Если 
мы введем новую переменную 


т 
хи =х—Ах=х— =", 


„ к 
х Кит х 


то уравнение для х, будет практиче- 
ски таким, как (1): 
Е 
ве ры 
ТР Мет 2180 
(напомним, что при такой замене пере- 
менной производные от х, такие же, 
как от х). 
Мы не станем здесь. решать задачу 


Рис. 2. 


до конца, главное мы сделали — полу- 
чили уравнение колебаний. Из него 
сразу найдем частоту колебаний: 


__ Е: 

96— Умут` 
Для полного описания движения си- 
стемы нужно вначале решить задачу 
о неупругом ударе груза о чашку, а за- 
тем найти амплитуду и начальную фа- 
зу колебаний. Проделайте это сами 
(ответ приведен в конце номера на 
с. 59). 

Частоту гармонических колебаний 
системы можно находить и из энерге- 
тических соображений. Покажем это 
на примере идеального колебатель- 
ного контура (без потерь). 

Обозначим максимальный заряд 
конденсатора (амплитуду колебаний 
заряда) через 4.., а максимальный ток 
через катушку (амплитуду колебаний 
тока) — Г... Ток — это первая произ- 
водная от заряда обкладок по време- 
ни, поэтому для гармонических коле- 
баний справедливо соотношение 

Тя = ЧФ. 

В тот момент, когда заряд максимален 
(Ч=9ат), ток равен нулю, а при #=1Т. 
заряд конденсатора обращается в 
нуль. Найдем энергии контура п ука- 
занные моменты времени и прирав- 
няем их: 

9: _ ГГ 9 Гай * 

ео ИЛИ ты 
где С — емкость конденсатора, 2 — 
индуктивность катушки. Отсюда 


1 
Пе: 


Для примера применения энергети- 
ческого метода разберем следующие 
две задачи. 

Задача 2. Найдите период верти- 
кальных колебаний груза массой т 
в системе, изображенной на рисунке 2. 
Считать массу блока М сосредоточен- 
ной в его оси. Пружина имеет жест- 
кость К, нить нерастяжима. 

Приравняем энергии системы в по- 
ложении равновесия и в крайнем по- 
ложении, когда скорость груза обра- 
щается в нуль. Но сначала немного 
статики. Обозначая длину нерастяну- 
той пружины через [›, а длину ее в по- 
ложении равновесия через [, залишем 

Е(1—к)=Ма-2тяа 
(вниз на блок действуют две одинако- 
вые силы натяжения нити, равные ве- 
су груза). 
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Пусть максимальное смещение оси 
блока вниз от положения равновесия 
равно Х„, тогда полная энергия си- 
стемы в крайнем положении 

Их. 

У’, Е == — Мах, — та (2х„.). 
Обозначив скорость оси блока при про- 
хождении положения равновесия че- 
рез и, найдем выражение для полной 
энергии системы в этот момент: 


Е{1- м. 
У. = Е 1 Мо + т (20). 


Для гармонических ый |: 
этом случае г„=х„оо. Поэтому при- 
равняв энергии У, и ., после про- 
стых преооравования получим 


Вх: Мхи а 
> =- + Этха кой, 


откуда 
Г 
М-- Ат” 


Эту задачу можно решить и при 
другом распределении масс в блоке, 
для этого к энергии поступательного 
движения блока нужно лишь приба- 
вить энергию его вращения. Если, на- 
пример, масса М не сосредоточена в 
оси, а распределена по окружности 
радиуса г с центром на оси, то полная 
кинетическая ое 


И М 


== 


где В — радиус т. 

Задача 3. В системе зажигания 
двигателя внутреннего сгорания ис- 
пользуется явление самоиндукции. 
Катушка индуктивности Г. подключа- 
ется к аккумулятору с напряжением 
(Л, (рис. 3), и когда ток достигает зна- 
чения Го, цепь размыкают. Параллель- 
но катушке подключен разрядник Р 
(«свечаз зажигания), в котором при 
достижении напряжения И (И>»>0.) 
проскакивает искра. Какой важный 
параметр мы не задали? При каких 
соотношениях между всеми парамет- 
рами система будет работать? 

Важным параметром тут является 
емкость С (конденсатор емкости С на 


Рис. 3. 
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схеме подключен параллельно раз- 
ряднику). Она складывается из емко- 
сти разрядника, емкости между подво- 
дящими проводами и емкости между 
витками катушки. 

Проделаем расчет. Если бы разряд- 
ника не было, п контуре, состоящем 
из катушки и конденсатора, возникли 
бы колебания, при которых макси- 
мальное напряжение на конденсаторе 
получается при токе катушки, равном 
нулю. Это напряжение можно найти 
из закона сохранения энергии: 


М ©? Я 
5—5 И"=Ю Ме. 
Разряд происходит при условии 


(= У», то есть 


= 2. или 5—9 (С. 


В этой задаче есть одна тонкость. 
Как бы ни был устроен выключатель, 
он не может действовать мгновенно. 
В процессе размыкания активное 
сопротивление цепи меняется от ну- 
ля (вначале) до очень большой вели- 
чины (когда цепь разомкнута), и в 
цепи выделяется тепло. Здесь снова 
важно влияние емкости С. Если вре- 
мя размыкания т мало по сравнению 
с периодом колебаний Т—=2я/&в, = 


—=2л 1, С, то выделившимся количе- 
ством теплоты по сравнению с энер- 
гией, запасенной в катушке, можно 
пренебречь. 

Иногда зколебательное» уравнение 
возникает в задачах явно не колеба- 
тельных. Рассмотрим пример. 

Задача 4. Тонкий однородный 
брусок длиной { скользит сначала по 
гладкому горизонтальному столу, а 
затем попадает на шероховатый уча- 
сток с коэффициентом трения р. Бру- 
сок останавливается, въехав туда на- 
половину. Найдите начальную ско- 
рость бруска и время торможения. 

Пусть на шероховатой поверхности 
находится часть бруска длиной 
х< 1/2. Считая, что силы нормальной 
реакции распределены вдоль бруска 
равномерно, найдем силу трения: 


Хх 
ЕР. = = итЕ Г 
и ускорение бруска: 
Етр х 
= >= ИВТ. 
Получили знакомое уравнение 


х + у. х=0. 


в==х” = 


Рис. 4. 


Торможение начинается в момент, 
когда х—=0, и заканчивается при ско- 
рости в==0, что соответствует ровно 
четверти периода *чколебаний»; сле- 
довательно, время торможения 

1 1 2л я { 
а И на" 
Разумеется, настоящих колебаний не 
будет — брусок после остановки назад 
не поедет (при отсутствии проскаль- 
зывания сила трения упадет до нуля). 

Легко теперь записать выражение 
для координаты х: 


х— оз 1 (при 0=#<т) 


н для скорости о: 


А Ди в: 
в=ых => } со5 Г 1 


(при 0 #<т). 
Отсюда найдем начальную скорость 


= (#=0)= 5 нат. 


Эту задачу можно усложнить, уве- 
личив скорость так, чтобы брусок весь 
въезжал на шероховатую часть сто- 
ла, — тогда после «гармонического» 
торможения наступит обычное. Хит- 
рость же в том, что теперь «гармони- 
ческая» часть займет уже не четверть 
периода, а меньше. Рассчитайте сами 
время торможения при в,—=2\/и 
(ответ приведен на с. 59). 

Теперь обсудим задачу про слабо 
затухающие колебания в контуре. 

Задача 5. Катушка индуктив- 
ностью [=1 Гн, имеющая актизное 
сопротивление В =1 Ол, и конденса- 
торемкостью С=1 мкФ образует коле- 
бательный контур. В некоторый мо- 
мент напряжение на конденсаторе 
равно Ц, =0,1 В, аток — максимален. 
Чему равен этот ток? Найдите прибли- 
женно потери энергии в контуре за 
один период. Через какой промежуток 


времени заряд конденсатора окажет- 
ся нулевым? Подсказка: при вы- 
бранных параметрах контура колеба- 
ния затухают медленно. 

Выделим в схеме отдельный эле- 
мент — резистор, обладающий толь- 
ко активным сопротивлением. В тот 
момент, когда ток в контуре макси- 
мален, ЭДС индукции, возникающая 
в катушке, равна нулю. Значит, сум- 
ма напряжений на резисторе и конден- 
саторе — тоже нуль. Отсюда найдем 
максимальный ток: 

и 
1» = В —0,1 А. 

Для оценки тепловых потерь энер- 
гии в течение одного периода будем 
считать ток синусоидальным с ампли- 
тудой Г[Г„. Тогда 

1 1 =: 
А\=@= 5 ВЕТ= 5 Г.Е2л Сы 

—=3-10-° Дж. 

Энергия, запасенная в контуре, 


ИИ +1 С? =5-10- Дж»АУ,, 


значит, наше приближение было кор- 
ректным. 


Для расчета времени т «доразряда» 
конденсатора от заряда а, =С, до 
нуля воспользуемся связью между за- 
рядом и током: 


т 


а. = 28) 41 =\ Г» с08 в @ = 
| р 


откуда 


СИ 
тт = 


1 | 
— — агсзй 
о 


— 1 агсзт (= ВС)= 1-10 бе. 
© 


Упражнения 

1. Рассчитайте период колебаний столба 
воды п О-образной трубке с илощадью попереч- 
ного сечения 5=:0,2 см?. Масса воды т-=5 г. 
Вязкостью пренебречь. 

2. Электродвигатель вращает маховик мас- 
сой т -=0,1 кги радиусом К — 5 см при помощи 
резинового приводного ремни жесткостью 
к -: 20 Н;/см. При каком числе оборотов мотора 
колебания скорости маховика могут стать не- 
допустимо большими? Считайте, что масса ма- 
ховика сосредоточена на расстоянии г=3 см 
от оси вращения. 

Подсказка: из-за неровностей вала мото- 
ра происходят толчки — один раз за оборот 
вала. Тут оласен резонанс. 

3. В некоторый момент и схеме, изображен- 
ной на рисуике 4, ключ К замыкают. Нари- 
суйте графики зависимостей Ис! #), рии По. 
Диоды считать идеальными. 
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Олимпнады 


ХЕ Всероссийская 
олимпиада 
школьников 


По сложившейся традиции в дни ве- 
сенних школьных каникул проходит 
заключительный, зональный этап Все- 
российской физико-математической и 
химической олимпиады школьников 
8—10 классов. Зональному этапу 
предшествуют школьные, районные, 
городские н областные (краевые) 
олимпиады, по результатам которых 
каждая область (край) представляет 
по одному победителю от каждого 
класса по каждому из предметов. 

В этом году заключительный этап 
олимпиады проводился в четырех 
городах — Смоленске (для Северо- 
Западной зоны), Казани (для Цент- 
ральной зоны), Грозном (для Юго- 
Западной зоны) и Омске (для Сибири 
н Дальнего Востока). Кроме того, 
в это же время проходил заключи- 
тельный этап олимпиады в физико- 
математических школах-интернатах 
при Ленинградском, Московском и Но- 
восибирском университетах. 

Задание по математике для заклю- 
чительного этапа олимпиады состояло 
из пяти задач, на решение которых 
отводилось четыре часа. Как ноказала 
проверка, наибольшие трудности у 
учащихся вызвали задачи по геомет- 
рии, комбинаторике и анализу. Зна- 
чительные трудности у восьмикласс- 
ников вызвала задача о разложении 
многочлена на множители. Члены 
жюри подробно обсудили со школь- 
никами конкурсные задачи и про- 
анализировали типичные ошибки. 

Особенностью заключительного эта- 
па олимпиады ло математике этого 
года было проведение практического 
тура, в котором участвовали школь- 
ники 9 и 10 классов. Задачи, пред- 
ложенные на практическом туре, 
вызвали большой интерес как у участ- 
ников олимпиады, так и.у руково- 
дителей команд: впервые на наших 
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олимпиадах использовались микро- 
калькуляторы. Хотя результаты реше- 
ния этих задач не учитывались при 
определении победителей олимпиады, 
школьники, хорошо проявившие себя 
в практическом туре, были награж- 
дены грамотами н специальными при- 
зами. Подводя итоги, Центральный 
Оргкомитет принял решение рассмот- 
реть возможность включения задач 
практического тура в число конкурс- 
ных задач олимпиады. 

Заключительный этап олимпиады 
по физике проводился в два тура — 
теоретический и экспериментальный. 
Задание теоретического тура включа- 
ло пять задач, экспериментального — 
две задачи. На выполнение каждого 
задания отводилось четыре часа. По 
результатам проверки оказалось, что 
наибольшие трудности у восьмиклас- 
сников вызвала первая задача, у девя- 
тиклассников вторая, у десяти- 
классников — третья задача теоре- 
тического тура. 

Школьники, занявшие [—ТУ места 
на зональном этапе Всероссийской 
олимпиады, были награждены дипло- 
мами, грамотами и памятными по- 
дарками. Из числа призеров была 
сформирована команда РСФСР для 
участия во Всесоюзной олимпиаде. 

Специальными грамотами были 
награждены также учителя, подгото- 
вившие призеров олимпиады. 

Ниже приводятся задачи по мате- 
матике и физике заключительного 
этапа и фамилии призеров ХТ Все- 
российской олимпиады школьников. 


Математика 


8 класс 
1. Докажите, что для любых чисел х и ц, 
отличных от нуля, выполняется неравенство 
& 


ху 
% 4 
х < = +=. 
+у тя 
2. На доске и строку напнсаны числа 
111 111 
2затюа` 

а} Докажите, что, как бы мы ни расставили 
знаки *-ь и + —» между этими числами, полу- 
ченная сумма не будет равна нулю. 

6} Какое наименьшее количество написан- 
иых чисел необходимо стереть п доски для 
того, чтобы после некоторой расстановки «|» 
и «—» между оставшимися числами полу- 
чилась сумма, равная нулю? 

3. На плоскости даны отрезок АВ п точка С. 
являющаяся внутренней точкой отрезка АВ. 


Найдите множество точек М плоскости, таких, 
что / АМВ-={ АСМ. 


1 


4. Правильиый треугольник АВС полиостью 
покрыт пятью меньшими рввными правильны- 
ми треугольниками. Докажите, что треуголь- 
иик АВС можно полностью покрыть четырьмя 
такими треугольниками. (В данной задаче тре- 
угольник рассматривается вместе с его внут- 
ренней областью.) 

5. Представьте многочлен х'!°"°-{- х-+1 в виде 
произведения двух многочленов. 

9 класс 

1. Докажите, что, для того чтобы знаки 
чисел а, 6, с были одинаковы, необходимо 
н достаточно, чтобы выполнялись неравенства 

о-+Ь >60. - + 1 + ы >0 
аб с-са> › Ъ 5 са . 

2. Даи остроугольный треугольиик АВС. 
Рассматриваются всевозможные параллело- 
граммы АКМТ, вершины К, М, Т которых 
лежат на сторонах АВ, ВС, СА соответственно. 

а) При каком положении точки Ё длииа 
диагонали АМ будет наименьшей? 

6) При каком положении точкн К длина 
диагонали КТ будет наименьшей? Опишите 
в этом случае метод построения точки К о по- 
мощью циркуля и линейки. 

3. Даны 1985 гирь с массами 1 г, 2 г, 
Зг, -.., 1984 г, 1985 г. Можно ли их разделить 
на пять групп так, чтобы и чиело гирь, и их 
суммарная масса были одннаковы во всех пяти 
группах? 

4. Две окружности радиусов Н и г распо- 
ложеиы на плоскости так, что одна находится 
вне другой. К окружностям проведены две 
внешние касательные и одна внутренняя каса- 
тельная. Внутренняя касательная пересекает 
внешние касательные в точках А и Ви ка- 
сается одной из окружностей в точке С. Дока- 
жите, что справедливо равенство 


В+г=|АС|- |ВС|. 

5. Дано натуральное число т. Поеледова- 
тельность чисел (х.} строится следующим об- 
разом: х,=-1, а число х,.: при пр» равно 
сумме цифр числа тх„. Докажите, что в после- 
довательиости (х.) обязательно найдутся два 
равных числа. 


10 класс 
1. Докажите, что уравиение 
(уу г (2—х} 30 
ие имеет решений и целых числах. 

2. Две параболы расположены на плоскости 
так, что ‘их оси взаимно перпендикулярны 
и параболы пересекаются в четырех точках. 
Докажите, что эти четыре точки лежат на 
одной окружностн. 

3. На плоскости даны правильный треуголь- 
ник АВС и квадрат РЕНК. Они расположены 
так. что вершииа О квадрата является сере- 
диной стороиы АС, вершина Ё лежит на сто- 
роне АВ, вершина Н — на стороне ВС. Дока- 
жите, что вершина К лежит вне треуголь- 
ника АВС. 

4. Ребра АА,, ВВ,, СС, многогранника 
АВСА.В С, лежат иа параллельных прямых 
1, , 1 соответственио. Его треугольные 
грани АВС п А,В,С, лежат, вообще Говоря. 
п непараллельных плоскостях. Докажите, что 
объем многогранника равен 


1 
"= (АА, | +188, [+ |СС‚ |} . 5, 


где $ — площадь треугольника. вершинами 


которого являются точки пересечения прямых 
1, 15, 1, © перпендикулярной им плоскостью. 

5. Двадиать пять коротышек делят садовые 
участки в Цветочном Городе. Каждый участок 
представляет собой квадрат 1 ХТ и все участки 
вместе составляют квадрат 5 Х5. Каждый коро- 
тышка находится в ссоре не более чем г тремя 
другими коротышками. Докажите, что можно 
распределить участки таким образом, чтобы 
участки двух поссорившихся коротышек не бы- 
ли соседними. (Соседними называются участки, 
имеющхие общую сторону } 


Задачи практического тура 
9 класс 


1. С помощью калькулятора вычислите 
число 


4342 — 57440 2. 

2. Калькулятор выполняет арифметические 
операции с числами, не более чем двузиач- 
иыми. Как на этом калькуляторе можно ум- 
ножить 10-значное число на 10-значное? 

3. Калькулятор выполияет только две ариф- 
метические операции: сложение и вычитание. 
Известио. что функция /(х) является линейной 
функцней. Известны ее значения /{1)—16,3 
и /(2)—=15,1. Как можно вычислить зиачение 
1985)? Чему оно равно? 

4. Сколько цифр имеет число 2'?°? Дайте 
обоснованне результата. 

5. Какое количество арифметических опе- 
раций следует выполнить, чтобы вычислить 
число ах?--6х? + ех--а? (Здесь а, 6, с. а, х -- 
данные числа. } 

6. С помощью линейки постройте точку. 
являющуюся центром Тяжести шестиуголь- 
нике АВСРЕЕ; вырезанного ив однородиого 
куска фанеры, если [АВ] || [ЕЕ] | [РС\, [ВС] 1 
И [Е 0] 11 (АЕ) (рис. 1}. 


10 класс 
1. С помощью калькулятора вычислите 


число 
200-1263: Е 
ый ЕН 


2. Какое а а Е опера- 
ций следует выполнить, чтобы вычислить 


р : 
ИолаюЕных, (Здесь а, В, с. А, В, С. х — 
Ах-+Вх+С 
данные числа.) 

3. Сколько цифр имеет число 3”? Дайте 
обоснование результата. 

4. Калькулятор выполняет только две ариф- 
метические операции: сложение п вычитание. 
Известно, что функция К(х)} является квадра- 
тичной функцией. Известны ее значения 
/(1)=5,699, /{2}==5,404, /(3}=6,127. Как мож- 
но на данном калькуляторе вычислить число 
11985}? Чему оно равно? 

5. Проверьте, что е> л“-+-л°. При каком 
наибольшем натуральном п выполняется не- 
равенство 0< е°`—л*— ‘10 7? (Числа еин 


—6%/3: 


число 


С 


Рис. 1. А ЕР 
53 


даны с пятнадцатью знаками после запятой: 
е-=2,118281828459045..., 
д—=3,1416592653589793...) 

6. С помощью циркуля и линейки постройте 
точку, являющуюся центром тяжести вылук- 
лого четырехугольника, вырезанного из одно- 
родного куска фанеры. 


Физика 
Теоретический тур 


8 класс 

1. В схеме, изображеиной на рисунке 2. 
напряжение батарейки неизменно, а напряже- 
ние Ш источника можно изменять. Оказа- 
лось, что при (/\=3 В ток через источник ие 
идет. При каком напряжении иёточника ба- 
тарейка ие будет разряжаться? График завм- 
симостн тока через лампочку от напряжения 
на ней приведен на рисунке 3. 


`В =60м ТА 
06 
+ +2 04 
и И, 02 
1234 56 ЦВ 
Рис. 2. Рис. 3. 


2. Упоры-ролики А и Б позволяют +закре- 
пить» балку горизонтально (рис. 4). Давить 
на балку роликом можио е силой, не превы- 
шающей РГ., иначе ова разрущается. Какой 
свмый большой груз можно подвесить к право- 
му концу балки? Как нужно ее расположить 
при этом? Масса балки т, длина Г, расстоя- 
ние между роликами по горизонтали [. 


3. Мальчик равномерно крутил над головой 
камень массой т, привязав его к веревке 
длиной {1 (рис. 5). Оказалось, что кисть руки 
при этом описывает окружность раднуса [. 
Определите радиус окружности. по которой 
движется камень, если сила сопротивления 
воздуха движению камня равна 107, где } — зя- 
данный постоянный коэффициент, в — скорость 
камня. Силой тяжести камня можно пре- 
небречь. 


откачка 


4. На каменистом дне водоема лежит куб 
(рис. 6), материал которого имеет плотность, 
в Т раз большую плотности воды. Ребро ку- 
ба а=2 м. Куб пытаются поднять со дна с 
помощью устройства. работающего по принци- 
лу присоски, — квадратного со сторомой а щи- 
та, плотио прилегающего к верхней грани ку- 
ба, из-под которого откачивается воздух до 
давления р=0. Можно лм с помощью этого 
устройства поднять куб до поверхности? 
Если нет, то на какой глубине он оторвет- 
ся от присоски? Ррьты»> 10° Па; &=10 м/с’; 
©,=10° кг/м?. 

№ класс 

1. При сжатии некоторой порции влажно- 
го воздуха ш 4 раза его давление возросло 
н 3 раза. Когда воздух сжали еще в 2 раза, 
давление стало в Б раз больше первоначаль- 
ного. Все происходило при иеизмениой темпе- 
ратуре. Какова была относительная влажиость 
в самом начале? 

2. По нефтепроводу диаметром 4, перека- 
чивают в сутки иекоторое количество нефти. 
Во сколько раз больше будет перекачиваться 
нефти за сутки по другому нефтепроводу диа- 
метром 4—2, той же длины, если насосная 
станция обеспечивает прежнюю разность дав- 
леннй? Считать, что сила сопротивления дви- 
жению жидкости пропорциональна скорости. 

$. Тоикостенный цилиндр радиусом В рас- 
крутили до угловой скорости %о и положили 
между двумя наклонными плоскостями 
(рис. 7; а==л1/4). Коэффициент трения сколь- 
жения и не зависит от скорости проскаль- 
зывания. Определите число оборотов, которое 
сделает цилиидр до прекращения вращения, 
если известно, что ось цилиндра при тормо- 
жении покоилась. 

4. Оцените мощность иагрузки, при кото- 
рой перегорит волосок предохранителя в 
электросети, если при мощности Р,=1 кВт 
он нагревается до Е, = 120 °С при температуре 
в комнате # -=20 °С. Температурный коэффици- 
ент сопротивлення материала волоска а= 
—4.10-* К-', темлература плавления #,„= 
= 320 °С. Теплоотдача растет пропорционально 
разности температур. 


10 класс 

1. В колебательном контуре, состоящем из 
последовательно соединенных резистора с со- 
лротивлением В, катушки с икдуктивностью Ё 
п конденсатора п емкостью С, происходят 
затухающие колебания. За некоторое время 
амплитуда тока в коитуре уменьшилась от 
Т. до Г.. Какое количество теплоты выдели- 
лось за это время на резисторе? 

2. Тонкий обруч (радиуса В), массой кото- 
рого можно пренебречь по сравнению с масса- 
ми двух прикрепленных к нему одинаковых 
грузиков ничтожио малых размеров, просвер- 
лен посередине между грузиками (рис. 8}. 
За это отверстие обруч подвешеи иа взбитый 


Рис. 8. 


в стену гвоздь и может совершать малые 
гармонические колебания и вертикальной 
плоскости (как маятник) без потерь энергии. 
Характеризуя расположение грузиков угловым 
расстоянием между ннми 2ч, начертите график 
зависимости периода Т колебаний от угла с. 
Какой длины математический маятник совер- 
лает свободные колебания п тем же перио- 
дом, что и данный маятник? 

3. В герметичном цнлиндрическом сосуде 
с нагревателем под поршнем массы М нахо- 
дится некоторое количество воды и ее паров, 
над поршнем -— вакуум (рис. 9). Известно, 
что прн мощности нагревателя №, поршень 
медленно поднимался п установнвшейся ско- 
ростью и, а при увеличении мощности до 
М№.=2М. его скорость стала и.=2,5 и!. Темпе- 
ратура внутри цилиндра при этом не менялась. 
Найдите эту температуру. Удельная теплота 
парообразования при данных условиях 
1—2,3 . 10° Дж/кг, М№==100 Вт, М-=10 кг, 
2, =0,05 м/с. Потери тепла происходят толь- 
ко через дио сосуда. 


ЭРО ИеИеигьи. › 


Е 


Рис. 9. Рис. 10. 

4. Для фокусировки пучка электронов, ус- 
коренных разиостью лотенциаяов О и распро- 
страняющихся в пределах узкого конуса, ис- 
пользуется однородное магнитное поле, линии 
которого параллельны оси пучка (рис. 10). 
При каком значении магнитной индукции В 
пучок будет фокусироваться на экране, от- 
стоящем от электронной пушки иа расстоя- 
нии Г? Отношение заряда в массе е/т для 
злектроиа считать известным. 


Экспериментальный тур 


8 класс 
1. При наложении двух расчесок с раз- 
личным шагом зубьев возникает чередование 


просвечивающих и темных участков, называе- 
мое муаром. Исследуйте, как зависит ско- 
рость движения полос муара от скорости 
движения расчесок. 

Оборудование: две расчески. миллимет- 
ровая бумага. 

2. Определите массу бруска несколькими 
епособами- 

Оборудование: динамометр школь- 
ный, брусок, штатив с муфтой и планкой, ли- 
нейка, нить. 


9 класс 

1. Измерьте элементарный электрический 
заряд. 

Оборудование: источник постоянного то- 
ка с регулируемым напряжением, сосуд Е раст- 
вором повареиной соля (хлорид иатрия}, два 
металлических стержня (электроды), трубка 
стеклянная к пробкой, миллиамперметр, ключ, 
часы с секуидной стрелкой, пластилин, ли- 
нейка. 

2. Определите отношение сопротивлений 
двух резисторов. располагая вольтметром © 
неизвестным взутренним сопротивлением. 

Оборудование: плоская батарейка 3336, 
вольтметр школькый, два резнстора, соедини- 
тельные провода. 


\0 класс 

1. Оцените размеры молекул олеиновой 
кислоты, считая, Что она растекается на по- 
верхности воды мономолекулярным слоем. 

Оборудованне: 0,15 % раствор олеино- 
вой кислоты в спирте, пипетка Е водой, 
линейка, весы и гири, ликоподий или тальк, 
стакан. 

Известно, что плотность олеиновой кис- 
лоты 0=895 кг/м, а химическая форму- 
ла — С.Н. О-- 

2. Предложите методику измерений, кото- 
рая позволит измерить неизвестную ЭДС ис- 
точника тока при помощи не более двух 
собраииых электрических схем. 

Оборудование: источник 
вольтметра. 


тока, два 


Б. Б. Буховцев, Л. П. Купцов. 
О. Ю. Овчинников, С. В. Резниченко 


иже - =. зле синь о зал о кн >". 
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Призеры 
ХТ Всероссийской 


олимпиады 


Математика 


Днпломы [ степени 


по 8 классам получили 

Гусманов Р. (п. Дю“”али Башкирской АССР, 
с. ш. № 3), . 

Дынников И. (Жуковский, с. ш. № 10), 
Черных А. (Краснодар, с. п. № 40), 

Южаксе В. (Бийск, с. ш. № 18); 


по 9 классам 

Асташкевич А. (Томск, с. ш. № 24), 
Вайебурд М. (Томск, с. ш. № 6}, 
Муштари А. (Казань, с. ш. № 18), 
Ханочкан Ю. (Брянск, с. ш. № 3); 


по 10 классам — 

Вертгейм Л. (Новосибирск, с. ш. № 25), 
Есипова Т. (Ростов-на-Дону, с. ш. № 5), 
Кирилин П. (Дубна, с. ш. № 10), 
Корнилов Э. (Чебоксары, с. ш. № 21): 


Дипломы И степени 


по В классам получили 

Дзигоева Л. (орджоникидзе, с. ш. № 2), 
Когон Л. (Кемерово, с. ш. № 89), 

Стыркас К. (п. Черноголовка Московской обл., 
с. ш. № 82), 

Сухих В. (Сыктывкар, с. ш. № 31); 


по 9 классам — 

Нгнатьев М. (Саратов, с. ш. № 13), 
Крестьяницков А. (Славгород, с. ш. № 19}, 
Прокопенко Б. (Гатчина, с. ш. № 3). 
Филимоненков В. (Свердловск. с. ш. № 130); 


по 10 классам — 

Васильев В. (Воронеж, с. ш. № 59), 
Земцов П. (Новосибирск, с. 1. № 25), 
Ковшов Д. (Арзамас, с. щл. № 15}, 
Милов С. (Тула, с. ш. № 36). 


Дипломы Ш степени 


ло 8 классам получили 
Васильев К. (Тула, с. ш. № 45), 
Костин А. (Омск, с. ш. № 92), 
Рощин И. (Челябинск, с. ш. № 138), 
Соковых В. (Елец, с. ш. № 24); 


по П классам — 
А рапов А. (Воронеж, с. ш. № 58), 
Барахнин В. (Новосибирск, с. ш. № 83), 


Русаков Г. (п. Протва Калужской  обл., 
с. ш. № 1). 
Фокеев О. (Казань, с. ш. № 79); 


по 10 классам — 

Гольденберг Н. (Мурманск, с. ш. № 8), 
Куцак С. (Липецк, с. ш. № 44), 

Назин С. (Ангарск, с. 11. № 10), 
Сапегина О. (Пенза, с. ш. № 6). 
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школьников 


Физика 


Днпломы [ степени 


по 8 классам получили 
‘Ананичев Д. (Свердловск, с. 1. № 5), 
Будько Д. (Белгород, с. ш. № 3), 
Пигарев А. (Улан-Удэ, с. ш. № 9), 
Щербаков А. (Обнинск, с. ш. № 10}; 


по Я классам — 

Боровиков Е. (Новосибирск, с. ш. № 30), 
Волков О. (Горький, с. ш. № 23}, 
Лебедев Д. (Гатчина, с. ш. № 3), 
Никитин И. (Горький, с. ш. № 1172), 
Чунаев А. (Волгоград, с. ш. № 92); 


по 10 классам — 

Акулов А. (Новосибирск, с. ш. № 130), 
Барзыкин В. (п. Черноголовка Московской 
обл., с. ш. № 82), 

Костачев А. (Устинов, с. ш. № 58}, 

Кусков В. (п. Красный Октябрь Владимир- 
ской обл., Краснооктябрьская с. ш.), 

Лунц Д. (Саратов, с. ш. №-13). 


Дипломы ИП степени 


по В классам получили 
Васильев Ю. (Ангарск, с. ш. № 10), 
Комов В. (Гуково, с. ш. № 23), 
Мельников Д. (Тула, с. ш. № 36), 
Петров К. (Чебоксары, с. ш. № 27); 


по 9 классам — 

Боюр"Р. (Тольятти, с. щ. № 28), 

Дектяреве А. (Ленинский р-н Курской обл., 
с. ш. № 6), 

Лукьянов П. (Чита, с. ш. № 49), 

Трусов А. (Псков, с. ш. № 8); 


по 10 классам — 

Климович Г. (п. Болшево Московской обл., 
<. ш. № 3), 

Литвиненко Ю. (Воронеж, с. ш. № 5), 
Ржевский А. (Новосибирск, с. ш. № 1493), 
Яманаев Р. (Альметьевск. с. ш. № 16). 


Дипломы 1Ш стеленн 


по В классам получили 

Бобылев С. (Березники, с. ш. №73), 

Карасев Д. (п. Тучково Московской обл., 
с. ш. № 1), 

Карстен В. (Новокузнецк, с. ш. № 72), 
Пичугин А. (Курская обл., с. ш. № 29); 


по 9 классам — 

Орехов Д. (Новгород, с. ш. № 10}, 
Писарев В. (Братск, с. м. № 18), 
Рахамов С. (Казань, с. ш. № 131), 
Шебзухов Ю. (Нальчик, с. ш. № 6); 


по 10 классам — 

Мазур А. (Иркутск, с. ш. № 18), 

Рубцов В. (Челябииск, с. ш. № 127), 
Савченко М. (Белгород, с. ш. № 3), 
Севастьянов А. (Северодвинск, с. ш. № 17). 


Ответы, указания, решения 


Векторы в геометрических задачах 
{см. с. 21) 
— —— — > —- =. < 


2. Указание. АВ ВС --СО+РЕ-ЕРНТАРНО. 


3. 3:2, считая от сторон основания. 
4. 1/12. 


РК = 
Пусть ©, / -— единичные век- 
лежащие на прямых а ин 6. Пусть 


6. Решеиие. 
торы, 


и-ОМ. Тогда 
ОА те} + 2; ОВЛ + |. 
ОА’ =ОА”- 1 тв) - (81). Г 
ОВ, ОВ. - ЕЙ). Че 


Так как А.В, =ОВ,—ОА’. то А В, ‚т= 
о вы рт = - —— > 
—=(ОВ, - Т—ОА, . м-р) - {ЕТ (гро (тех 


х@ .(т)=0, откуда н следует перпенди- 
куляриость прямых АВ, и ОМ. 

9. Указание. Предположин, что для некото- 
рых чисел х, 5. х выполняется равенство 


—> =, „г —  —* < > 
хт фуп--гр=0, докажите, что ха ив + 2е==0, 
откуда хэтукт=г-=0. 


Избранные школьные задачи 
1. п-13К—4, где К — 
Решение. Заметим, что 
8п-+ 71 о Иа. 
51+ 51446 51446 ° 
поэтому исходная дробь сократима в том и 
только п том случае, когда сократима дробь 
Зп-{ 25 51 +46 Да. 
5п-|- 46 Зп-- 25° 
лее последовательно получаем, что сократи- 
мость исходной дроби эквивалентна сократи- 


натуральное число. 


‚ а следовательно. и дробь 


31+ 25 5п-- 46 _ 
ааа, А За 
21+ 21 21-21 3п-+- 25 _ 
=1+35 25% а (8к как тоя 
п+4 13 21421 
ЕО на А = 
13 


—=2-- та: Последняя из полученных дро- 


бей сократима тогда и только тогда, когда ье 
знаменатель делится ина 13. 


Рис. 1. а 


2. 1+\7. Решение. 


и 9х: © 6-18? _ 
(+3) (зу 
Дж 6х" 
(543 ^^ х43- 


Обозначив х?/(х-+3} через у, получим уравне- 
ние у *+6у— 16=-0, корни которого у,—=— 8 
и и2=2. Осталось решить уравнения замены 

х'/(х--3)==2 и х’/(х+3)=—8, второе из кото- 
рых не имеет ЕН 

3. Взше. Решение. Угол МММ, равен 
либо п (рис. \1,а), либо 180°—и (рис. 1.6), 
так как его стороны перпендикулярны данным 
диаметрам. Далее, точка М, лежит на окруж-. 
иостн диаметра МО: если М, совпадает г О, 
то это очевидно, в если М, не совпадает <© О. 
то это следует из того, что угол ММ,О прямой. 
Аналогичио показывается, что М. лежит на ок- 
ружности диаметра МО. Итак, угол МММ, 
мо _В 

2-2 

и равен либо «, либо 180°—&«, поэтому длина 
хорды М, М, равна 28, эт и=В эп п (см. «Гео- 
метрия 6—10., $ 21, с. 147). 

4. Заметим, что 12481416 =(п— 4)? + 13п. Это 
число заведомо должно делиться на 13, 

поэтому (п--4) лолжно делиться на 13, тогда 
("— 4): делится на 169, а второе слагаемое 13п 
не делится на 169 (так как л ие делится на 13). 
5. Указание. Пусть точки Р, @, В, $ лежат 
на прямых АВ, ВС, СР, РА соответственно 
(рис. 2). Отложим от точки @ отрезок ФТ, 
равный по ллине и перпенднкулярный отрез- 
ку РВ (из двух направлений на прямой @ОТ 
выбирается такое, что точка Т лежит и правой 
полуплоскости 6 границей ВС). Тогда точка Т 
лежит на прямой ОА, и для её построения 
достаточно соединить точки $ и Г. Если Ти 5 
совпадают, то в качестве ОА можно взять 
любую прямую, проходящую через 5. 

6. хх"... х" а +х+...+х"*"). Реше- 
ние. Предположим, что х5-1 и воспользуемся 
формулой суммы геометрической прогрессии: 


1—х" +1) 
Пр 
рассматриваемое выражение равно 

== п+\2 —_ =" у" +7 
о 
1—х (1-х) 


вписан в окружность радиуса Я, = 


Получаем, что 


1-х" 1х” 


ЕЕК. о. 


1—х 


(при х= 1). Случай х=1 очевиден. 


7. 45” или 135°. Решение. Обозначнм осно- 
ваиия высот, проведенных к сторонам АВ, 
ВС, СА, через С., А, и В, соответственно 
(рис. 3). Если угол С острый, то из равенства 
прямоугольных треугольников АВВ, н СНВ, 
с ВЕ 
© 
Т 
В Р 'А 
‘5 
Рис. 2 


Рис. 3. 


{У них равны гипотенузы АВ и СН по условию 
м острые углы АВВ, и НСВ — каждый из 
них равен 90°—а, см. рис. 3,а,6б) получаем 
ВВ. =В,С. В прямоугольном треугольнике ВВС 
катсты ВВ, н В.С равны. поэтому каждый 
из углов СВВ, и В.СВ равен 45°. Если угол С 
тупой (см. рис. 3, а), то равны треугольники 
АВА, н СНА,, поэтому ВА. =АНи /ВНА, = 
=45°, а ( АСВ-=ХА СВ, =135° (в четырсх- 
угольнике А,СВ,Н: / Н=45°, ДА, -= В, =90°). 
8. Указание. Прежде всего отметим, что 
существует, притом только одна, пара (парал- 
лельных) плоскостей <‹`и В, такая, что а ле- 
жит ва, © лежит в Ви 6 |а, а|| В. Любая 
прямая, пересекающая и и проходящая чЧе- 
рез М (параллельная [), лежит п некоторой 
плоскости м (в п. а) — это плоскость, прохо- 
дящая через а н М, в п. 6) — это плоскость, 
проходящая через а и параллельная [). Если 
д не совпадает © и, то прямая 6 пересе- 
кается с л в некоторой точке № Искомая 
прямая должна совпадать с прямой ММ. Пря- 
мая ММ всегда пересекается г Б (в точке №) 
и лежит са в одной плоскости (плоскости 
л), поэтому ММ ин @ либо параллельны, либо 
пересекаются. Легко понять, что ММа только 
н том случае, когда ММ принадлежит В (в п.а)); 
соответственно, { параллельна [ (в п. 6)). Сле- 
довательно, решение задачи существует, если М 
не лежит ни ва, нн в В вп. а), м если Ё не нарал- 
лельна аи В ви. 6). 


9. а) Е. =— 1; 6) = з) Угловой коэффициент 


прямой у=йх--Ь — это тангенс угла наклона 
этой прямой к осн абсцисс. 6) Проведем к пара- 
боле /(х)=х:' — 8х 16 касательную. параллель- 
ную прямой у=— 2х--Ё (рис. 4). Для этого 
найдем абециссу точки касания: {(х)=2х— 8; 
2х—8==—2 при х=3, уравнение касательной 
у=—2х-+Т. Эта касательная пересекает ось 
абсцисс п точке (3,5; 0). Парабола лежит по 
<рдну сторону от этой касательной, поэтому 
кратчайшее расстояние равно длине перпен- 
дикуляра, опущенного из точки касания (точ- 
ки (3; 1)} на прямую у=—2х-|1. Это рас- 
стояние равно расстоянию между прямыми 
у=—2х+1 и У=р—2х+-Т. Его проще всего 
. найти из прямоугольного треугольника АВС: 


пусть АВ:=х, тогда ВС=0,5:2, поскольку 
48 ИВСА=?2; поэтому Я 1 2?-=9, откуда 
6 
2=— 
5 


у 
10. Окружность диаметра \ 4?— 17, где й — 
длина общего перпендикуляра РО к прямым а 
и В, центр окружности — середина этого 
перпендикуляра. плоскость окружности перпен- 
дикулярна Ро. Указание. Множество сере- 
дин отрезков АВ, где А принадлежит а, В при- 
надлежнт #8, — плоскость, проходящая через 
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середину общего перпендикуляра к прямым а 
и Би перпендикулярная ему. Поэтому иско- 
мое множество лежит в этой плоскости. Спроек- 
тнруем ортогонально на эту плоскость один из 
данных отрезков — отрезок АВ (рис. 5); полу- 
чим отрезок А.В,. АЛ,ВВ, — параллелограмм, 
так как отрезки ДА, и ВВ, параллельны и рав- 
ны (длина каждого из них равна #). Из прямо- 
угольного треугольника АА, М, где М — сере- 


— 


дина ДВ, найдем, что МА, А. 


Далее, и прямоугольном треугольнике А ОВ, 
точка М — середина гипотенузы, поэтому 


ОМ=А М= 1 4—1”. откуда следует, что 

точка // принадлежит окружности с центром О 
1 — 

радиуса > ` 4^—й`, расположенной в плос- 


кости А,ОВ,. Осталось проверить, что любая 
точка этой окружности — середина одного 
из отрезков, фигурнрующих в условии задачи. 


а 
33. > ; плоскость проекции должна быть парал- 


лельна любым двум противоположным ребрам 
тетраэдра. Указание. Проекцией тетраэдра 
будет либо треугольник, либа четырехугольник. 
В первом случае площадь проекцин будет 
совпадать с проекцией одной из граней; 
при этом площадь проекции будет равна 


2 


ау З 
4. 
вильного тетраздра, ‹ — угол между плос- 
костью этой грани и плоскостью проекции. 


В этом случае наибольшее значение площади 
?. 
а^Ц^! 


$ с0$ 4, где 5= — площадь грани пра- 


проекции равно ‚ когда соз ф==1. Во втором 


случае диагонали четырсхугольника — проек- 
ции противоположных ребер тетраэдра (ре- 
бер АБ и ВС на рисунке 6). По известной 
формуле площадь этого четырехугольника рав- 
на 0,56сзт ф, где Би — днагонали четы- 
рехугольника, { — угол между ними. Диаго- 
нали четырехугольника — проекции ребер 
тетраэдра, н их длины равны а со$ 0, иа с0$ 0., 
где 0; и 8. — углы между этими ребрами 
и плоскостью проекции, ноэтому $<а, с<а 
и $<0,5а* зп ф< 0,5а*; при этом равенства до- 
стигаются в случае, когда <080,==с08 = 
== ==. 
12. х=у=1. Решение. Запишем уравиение 
в виде 

108 (ху) Цоя {(х-у)—1)=0. 
Это равенство возможно только в том случае, 
когда имеет место система уравнений 


108: (уе { 


откуда х=у=1. 


хи=Ь 


&-у=2. 


| 


=== == 
: 


| И 
И 
ГЕ [ 
р 
изн 
| 

в 


5 
13. Указание. Ме чскрех ол 
- з 


в в ь ь 
вс { ах+С, \ хах+ С; ( дах с, х°ах, по- 
а [2 а 


этому достаточно проверить справедлиноеть 
формулы Симясона для функций 1, х. х 
и 25°. 

14. 2164 -46,52. Указание. Рассмотрим 
путь, соединяющий Ё с Ё на развертке парал- 
лелепипеда. Достаточио сравнить пути |ЕЁ, |, 
[ЕР.|. |ЕЁз|. |ЕЁ.| (рис. Т; можио считать, 
что развертка боковых граной и квадрата, 
содержащего Ё. зафиксированы, и рассмотреть 
четыре варпаита развертки оставшегося квад- 
рата). По теореме Пифагора легко подсчитать, 
что |ЕЁ‚ |= | ЕЁ; |= 4674 14=.,2312; |ЕЁЕ.|= 
—4 42242500?-—./2164. Кроме тото, очевидно, что 
|ЕЁ,| =50. 

15. х=с, где с — это меньшее из чисел @ и 6. 
Решение. Обозначим а—х через у’, 6—х 
через 2‘, тогда а-НЬ—2х=у*-+-2‘. После этого 
уравнение запишется в виде у-+2=\ у*-Р 2“. Воз- 
ведем обе части этого уравнения в четвертую 
степень; после преобразований получим урав- 
иение у2(2у*-+-3у2+22?)=0, откуда либо 2==0, 
либо у=0, либо 2у"-+-3у2-227==0. При 250 
уравнение 2у?--3у2--22‘'=0 можно записать 


в виде 2%) +3( +) +20. ПНолучившееся 
квадратное уравнение (относительно перемен- 
ной г не имест решений. Итак, либо у=0, 


откуда х=а, либо 2==0, откуда х=Ь: Проверка 
показывает, что из двух получеиных зна- 
чений годится только меньшее. 

Кроссворд 

(см. с. 41) 

По горизонталя: 7. Прохоров. 8. Барометр. 
10. Альфа. 11. Длина. 13. Смесь. 11. Сферо- 
метр. 18. Антарес. #19. Реостат. 21. Терешкова. 
23. Кваит. 24. Волна. 26. Микро. 28. Ордината. 
29. Постулат. 

По вертикали: 1. Триод. 2. Косинус. 3. Вода. 
4. База. 5. Полимер. 6. Сталь. 9. Ньютон. 
12. Ломоносов. 14. Стерадиан. 15. Серебро. 
16. Телефон. 20- Оитибка. 21. Тангенс. 22. Ано- 
метр. 23. Кварц. 25. Алмаз. 26. Метр. 21. Озон. 


Повторим колебания 
Задачи 


1 РИ эт ой п 
мт мыш Умчт" 


4. Весь брусок окажется на шероховатом уча- 
стке стояа через 1/12 «периода». Полное время 


торможения 
: ( ы у ) 
ге 5 +53}. 


Упражнения 
2л т 


9. т= АЕ 5058 =0,7 с. 

2. п = 1 И [ЕЁ 35 06/с=2000 об/мии. 
А РАД 2 т 

3. См. рис. 8 
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Рис. 8. 


ХГ Всероссийская олимпиада. школьников 
Математика 


8 класс 
1. Неравенство преобразуется к виду 


? 2.21 ..% 7 4 
(х—у) и. +у°) >0. 
ху 

2. См. решенне задачи М947 в «Квамтеь № 2, 
1986 г. 
3. Ответ: искомое множество есть объедине- 
иие интервала СВ, луча, сонаправленного 
с лучом ВА. с началом в точке А и окруж- 
ности с центром А радиуса уАВ. Аб. 
Указание: точка М, не лежащая: на пря- 
мой АВ, удовлетворяет условию задачи тогда 
ни только тогда, когда треугольники АМВ 
и АСМ подобны. то есть когда АВ: АМ= 
=АМ:АС. 
4. См. решение задачи М948 п «Кванте» № 2, 
1986 г. 
5. ххх — хо 
хх 3). 


9 класс 

1. Необходимость дапного условия очевидна. 
Для доказательства Одостаточности предполо- 
жим, не ограничивая общности, что авс, 
н докажем, что в таком случае либо а>0 
(то есть числа а, 6, с положительны), либо 
с<0 (то есть числа а, 6, с отрицательны). 
Пусть а<0 и с>0. Возможны два случая: 
аб сили а< 03 Ьос. Второй случай спо- 
дится к первому изменением зиаков у чисел 
а, Ь, с. В первом случае са— 0, Бес 0, поэтому 


ар > — вс —са > — Вс, т то есть Ре 
ав Бе ав 

т Но тогда н ЕЕ 1 о Получи- 
Вс м, аб ‘Вс ‘са Е - 


ли противоречие. 
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2. а) Ответ: точка К должна лежать на пря- 
мой, проведенной через основание М высоты 
АМ треугольника АВС параллельно сторо- 
не АС. 
6) См. решение задачи М908 в «Кванте» № 6. - 
1985 г. 
3. См. решение задачи М949 в «Кванте» № 2, 
1986 г. у 
4. Пусть О; и О, — центры окружностей, О.С 
и О.Р — их радиусы, проведенные в точки 
касяиия с общей внутренией . касательной 
(рис. .9). Легко видеть, что точки А и В лежат 
на окружности © диаметром О,О.. Продолжим 
отрезок О,С до пересечения с ией м точке Е. 
Тогда О.ЕСР — прямоугольник, следовательно, 
СЕ |=|О.Ю]| и из подобия треугольников АСО, 
и ЕСВ вытекает, что 

[АС|. |ВС |= |О,С|. |СЕ =, С| ‚ [Ю.Б |= В. 
5. Покажем, что х.-100т при всех п. (По- 
скольку числе х, изтурельные, отсюда следует, 
что среди них иайдутся одинаковые.) Доказа- 
тельство проведем индукцией по п. При п=1 
х =1<100т. Пусть х„<100т, и пусть 
10° тх, < 10”*\, то есть число тх, записы- 
вается (р--\)-й цифрой. Тогда сумма х.-: его 


цифр не превосходит ее ь 
9 (2+1) <10(р+10<10-10"? < 10 умх,< 
<10\т- Тот = т, 


так как, очевидно, р--1 = 107”? при р=0, 1, 2... 


10 класс 

1. Левая часть данного уравнения преобразу- 
ется к виду 3 (х— у} (у —2)(2-—х), поэтому оно 
эквизралентно такому: (х—у}(у—2){2—х)=10. 
Перебирая делители числа 10, легко убедиться, 
что это уравиение решений не имеет. 

2. См. решение задачи М946 в «Квантее № 2, 
1986 г. 

3. Обозначим через 2а и В дливы сторон соот- 
ветствеино треугольника АВС и квадрата 
ОЕНК. Тогда $<а. Действительно, предполо- 
жим, что Б>а. Возьмем на стороне ВС точку М 
так, чтобы отрезки ЕМ и АС были параллельны 
(рис. 10). Тогда, очевидно, ЕМ>ЕН, и так как 
1ЕН|==6, то |ЕМ |> 62а. С другой стороны, при 
а угол ЛАЕР не превосходит 60°, поэтому 
угол АДЕ не меньше 60’, то есть угол АРЕ 
не мельше угла АЕД. Значит, | АЕ |72а, и поэто- 
му|ЕМ |-=|ЕВ|=-|АВ{ — |АЕЁКса. Получили про- 
тиворечис. - 

При В < а угол АЕ больше 60°. Следовательно, 
угол ВЕН меньше 30°, поэтому угол ЕНВ боль- 
ше 90°”. Значит, угол ЕНМ острый. Так как 
угол ЕНК прямой, отсюда следует, что точка К 
лежит вне треугольника АВС. 

4. Найдем объем тетраэдра АВСА |. Пусть а — 
угоя между прямой | и плоскостью АВС, р= 
=: 90°—и — угол между плоскостью АВС и 
плоскостью Р, перпендикулярной к [1,. Тогда 
высота тетраэдра, опущенная из точки А, рав- 
на | АА, |зт о, а площадь проекции треуголь- 
ника АВС на плоскость Р равна 5 днс с05 В =. 
Следовательно, 


1 - 
И двсл, = 3 Завс-1А А, |- п «= 


1 1 
= з Злвс-с03 В - [АА, |=— з ВА, |-5. 


Аналогично, Уд всв, =| ВВ, |-5/3, Удвсс == 
—={СС, (-$/3. В то же кремя У=Улвсд, + 
Ул ясв. + Уд, в.сс, 

5. См. решение задачи М950 в «Кванте» №. 2, 
1986 г. 


Рис. 10. 


Физика 
Теоретический тур 


8 классе 

1. Из условия задачи ясно, что напряжение 

батарейки О5—=0,=3 В. Для того чтобы бата- 

рейка не разряжалась, ток п цепи должен 

обеспечивать только источник. Поэтому 
и.—=6,-- 1 Яя 6.3 В 

(здесь Г, =0,55 А — ток п лампочке при напря- 

жении Л на ней). 

2. Балку нужно расположить так, чтобы она 

находилась в равновесии при силе реакцни 

со стороны упора А, равной нулю. Тогда наи- 

большая масса груза будет равна 


и— —т, 
[3 


в расстояиие от упора Б до правого конца 
балки будет равно 


ра г _т_ _ Гтя 

2М-т 3. ° 
Ограничения на { не существенны. 
3. Камень лвижется по окружности (рис. 11) 
‚радиусом 


ыы т? | 16;2 
Н— 21 со а= Узчи(“\ 1+ = —. 


Указание. Угол п определяется из уравнения 
движения камня, записаиного для проскций 
на направления радиуса и касательной к ок- 
ружности: | 
Е соз а=то?В, Е эт а—7 ‘о В?=0, , 

где Р — сила натяжения веревки. 
4. Куб ‘оторвется от присоски на глубине (от 
считываемой от верхней грани куба) 

6 Е 

В=( "1 а— 
Св 


——=2 м. 
о, 


9 класс 

1. Начальная влажиость воздуха ф=50 %. 
Указание. Из условия задачи ясио, что уже 
после первого сжатия водяной пар. содержа- 
щийся и воздухе, стал насыщенным. 

2. Количество перекачиваемой нефти увели- 
чится в {4./9,)\=16 раз. 

3. Цилиндр сделает 


х_ ав 
4л-/2 це 


оборотов. Указание. Начальная кинети- 
ческая энергия цилиндра равна работе против 
сил трения Ё, и Е> (рис. 12). Значения Р, и ЕЁ. 
можно найти из условия неподвижности оси 
цилиндра: 

и А 7 

Е + У там, Рь-+М, — те. 

где силы реакции опоры М и М, связаиы 
с силами трения соотношениями Р,= М, 
м Р.=М.. 
4. Предохранитель перегорит при мощности 
нагрузки з 


а-—# 1+ 
Розы к т ы14 кВт. 
ес еетН с 


Указание. Для оценки можно считать, 
что мощность нагрузки равна мощности, 
потребляемой от электросети. 


10 класс 

1. Будем считать, что затухание колебаний 
происходит только за счет потерь энергии на 
нагревание резистора, то есть @=И/”— И’.. 
В тот момент. когда ток вн даином контуре 
максимален, п значит, ЭДС индукции равна 
нулю, напряжение на конденсаторе нулю 
не равно: , 
Ис =, и 19 с|= 28. 
Поэтому энергия контура 

> 


эм В 


а ее уменьшение 


Рис. 11. 


Рис 1: 
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Рис. 14. 


Рис. 13. 


2. При малых колебаниях данного маятника 
каждый грузик описывает небольшую дугу 
окружности радиусом г=В\/2(1—с03 а). В мо- 
мент прохождения положення равновесия ско- 
рость грузика максимальня и равна 0.== 
=(2л/Т)гч.. где 4» — угловея амплитуда 

.. колебаний. В момент наибольшего отклоиения 
от равновесия цеитр тяжести маятиика подни- 
мается на высоту й„=В(1--с0$ ©) (1 —с©03 $... 
Воспользовавшись законом сохранения энергии, 
найдем, что период малых колебаний нашего 
маятника 


Т==2; 


Значит, искомый график зависимости Г=Т (а) 
представляет собой горизонтальный отрезок. 
Такой же период колебаний будет иметь 
математический маятник длнной #—=2И. 
3. Температура внутри цилиндре равна 


т 155 МЕМ), 


Указание. Воспользуйтесь законом сохране- 
ния энергии 


—810 К. 


№ М=^ Ата М, 

г _ Ме м 
где Ат= ЕТ АУ= 5 в 
рившейся за время \Ё воды, 9 — количество 


теплоты, торясмое в единицу времени. 
4. Индукцня магнитного поля кратна величине 


2 /2т0 
В= ГУ: - 


е 


Указание. Каждый электрон движется. по 
виитовой линии. 


р © 1$ — масса испа- 


Календоскойп «Кваита» 

1. За одно и то же время первое тело прошло 
больший путь, чем второе, следовательно, у лер- 
вого тела и больивя средняя скорость. 

2. 5,=0,/с08 « (рис. 13). 

3. Скорость точки а направлена вниз, точки В — 
вверх, точки 4 — вниз, скорость точки с равна 
нулю. 

4. Б случае а) горизонтальные начальные 
скорости у обоих тел одинаковы, я начальная 
вертикальная скорость больше у первого, сле- 
довательно, у первого время полета больше — 
оно улетит дальше. 

В случае 6) иачальные вертикальные ско- 
рости у обоих тел одинаковы, следовательно, 
одинаковы времена полета, но горизонтальная 
скорость больше у первого — оио улетит 
дальше. ь 
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Рис. 15. 


5. Сила нормального давления на выпукяоф. 
поверхности меньше, чем ца тогиутой. Следо- 
вательио, и сила трения п среднем на АСВ 
меньше, чем на АДВ. Поэтому скорость тела 
в точке В больше в том случае, если оно 
скользит по кривой АСВ. 

6. Может. если. например, тень образуется 
на стене, параллельно которой бежит человек, 
а источник света движется быстрее человека, 
в том же направлении. 

1. Пусть скорость электрички ц., п угол наклона 
следа капель к вертикали — 9. Из рисунка14 
видно, что скорость падения капель 


П.В 
и 


ато > —- Е 
8. [45| =, |=20% п п (рис. 15). 
9. В наивысшей точке траектории, где верти- 
кальная составляющая скорости равна нулю. 


Микроопыт 
Сравните время падения слегка емятой и ком 
газеты е определенной высоты со временем па- 
дения с той же высоты гезеты, сжатой в плот- 
ный комок. 


«Квант» для младинх школьников 

(см. «Квант» № 9) 

1. Петя схал в вагоне № 2 на местс-№ 1. 

2. Нетрудно заметить, что сумма красной и 
желтых частей квадрата (рис. 16) составляют 
половину его площади, а также сумма си- 
них и желтых частей составляют полови- 
ну площади квадрата. Из этого следует ра- 
венство площадей красной и синей частей 
квадрата. . 

3. Под тяжестью сосулек ветка время от вре- 
мени прогибается и сосульки начинают растн 
иа новом месте. 

4. См. рисунок 11. 

5. Возьмем среди этих чисел то, которое де- 
лится на 18 (такое существует, докажите 
это). Поскольку оно делится и на 9, сумма. 
его цифр равна либо 9, либо 18 (единствен- 
ное трехзначиое число с суммой цифр 27 — 


Рис. 17. 


Рис. 16. 


это число 999, которое на 18 не делится). 
Таким образом, это число делится на сумму 
своих цифр. 


Калейдоской «Кванта» 
(см. «Квант» № 9) 


Головоломки 


От Олимпа до Парнаса. 175 верст. 
Одинаковые числа при умноженни. Нет, так как 
четырехзначное число, составлениое из одина- 
ковых цифр, делится на проетое число 101, на 
которое не может делится ии один из сомножи- 
телей. 

Одинаковые числа при сложении. Пет. Заметим, 
что при сложении и каждом разряде сумма 
цифр равиа 9 и не может равняться 19. Следова- 
тельно, сумма цифр у числа 99...9 вхвое больше, 
чем у числа А, но 1985 . 0 — нечетное число. 
Арифметнческие ребусы 


9 321 37 148 
+93 241; + 7148 
102 568 148 

44 444 
Кроссиамбер 


См. рисунок 18. 


Рис. 18. 


Поросенок и перец 

(см. «Квант» № 8) 

Задачи 

1. Рыцарь не может заявить, что кто-то вы- 
ше его по рангу. Следовательно, Лягушонок — 
ие рыцарь. Если вы внимательно читали текст 
сказки, вы должны были заметить, что по 
крайней мере один раз Лягушонок сказал 
правду. Поэтому он иормален. ы 
2. Герцогиня нормальна (см. текст). 

3. Чеширский кот — не рыцарь (см. зада- 
чу 1). Поэтому он или лжец или нормаль- 
ный. Если он лжец, то и кухарка лгунья. Но в 
таком случае кухарка сказала бы правду. 
Итак, Чеширский кот — нормален. Кухарка 
не может быть лгуньей. Поэтому она либо ры- 
царь. либо пормальная особа, но быть рыцарем 
тоже не может (тогдь сказаиное ею было бы 


ложью). 

Итак, и кухарка н кот — нормальны (и оба 
лгут). 

4. А — не рыцарь. Если В — рыцарь, то А — 
нормальный, п С — лжец, что невозможно. 
Поэтому ин В — не рыцарь. Следователь- 
но, С — рыцарь. Теперь уже легко устано- 
вить, что А — лжец, п В — нормальный 
(но. лжет). 


5. Лягушонок, как мы уже знаем, нормаль- 
ный. Если Лещ — рыцарь, то ои сказал прав- 
ду, и Кролик — лжец, и Лягушонок солгал. 
В этом случае Кролик скажет: «Лягушонок». 
Если же Лещ — лжец, то Кролик — рыцарь 
и поэтому и в этом случае его ответ будет: 
« Лягушонок». 


Вопросы 

1. Скорее не скорее, но уж ис быстрее — это 
точно. 

2. Как известно, чтобы смеяться хорошо, нуж- 
но смеяться последним, а вообще лучше не де- 
лать миого шума из иичего. 

3. В воздухе больше перцу тогда, когда его 
больше в супе. 

4. Правда, потому что тарелка и сама может 
летать. 

5. Конечно, при полете вверх, потому что при 
полете вниз уже не так страшно. 

6. И поэтому тоже. 

7. Если Пес в своем уме, то правда, а если нет, 
то тогда вообще не о чем говорить... 

8. По этому поволу мнения читателей и редак- 
ции разделились. 


Синяя гусеница дает совет 
(см. «Квант» А 7) 


Задачи 

1. Если считать, что гусенице достаточно 
добраться до начала ветви, то ей понадобится 
17 дней. Если потребовать, чтобы гусеница пол- 
ностью влезла на ветку — то 18 дней. 

2. Например, если Л — лев, а В — волк, то лев, 
сделав два — три прыжка схватит волка, нахо- 
дящегося п 20 метрах от него. Если же лев будет 
убегать от волка по равнине, то в конце концов 
волк догонит льва. 

3. Этот человек — карлик. Он просто не может 
дотянуться до кнопки своего этажа. 

4. 10 метров. Решение. Прежде всего отме- 
тим, что улитка может ползти неравномерно. 
В условии задачи сказано, что за улиткой ве- 
лось постояниое наблюдение, то есть она ни на 
мгновение ие оставалась без надзора. Поэтому 
первую и последнюю мииуту улитка проползла 
ровно по 1 метру. Докажем, что за каждую 
из оставшихся 4 минут она проползала ие более 
чем по 7 метра. Изобразим, иапример, вторую 
минуту п виде отрезка на числовой оси. Из всех 
наблюдателей, которые следили за улиткой при 
{—] выберем того, который наблюдал за улит- 
кой до этого момента меньше всех, п из наблю- 
лателей в момент времени #=2 того, который 
наблюдал за улиткой до этого дольше всех. 
Пусть #, время, когда ушел первый из выбран- 
ных нами наблюдателей, а #, — время, когда на- 
чал наблюдать второй из выбранных нами на- 
блюдателей. Ясно, что &, < (иначе нашелся бы 
момент времени, когда улитка была бы без над- 
зора). За каждый промежуток времени от 1 до #, 
нот {. до & улитка проползет не больше, Чем ио 1 
метру. Поэтому за всю вторую минуту она про- 
ползет не более @ метров. 

Представляем читателям самостоятельно пост- 
роить график движения улитки и снособ органи- 
зации наблюдения за ней (вам понадобится 10 
наблюдателей), при котором улитка проползет в 
точности 10 метров. Для облегчения задачи по- 
кажем, как улитка может проползти 3 метра за 
первые две минуты. За первые 5 секунд она про- 
ползает 1 метр, потом останавлипается и стоит 
на месте до конца первой минуты, потом 
за 5 секупд она проползает еще 1 метр, 
за еледующие ВБ секунд — тоже 1 метр 
н останавливается до конца второй минуты. 
Наблюдение организуем так: первый наблюда- 
тель следит за улиткой всю первую мипуту, вто- 
рой начинает наблюдать, когда улитка остано- 
вилась п первый раз, третий — в момент ухода 
второго наблюдателя, четвертый — в момент, 
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когда улитка остановилась во второй раз. Поду- 
майте теперь, как надо действовать дальше. 


5. 986 
345 
4930 
3944 
2958 
340170 


Вопросы 

1. Может. Начало у него зв», а конец — +6». 
2. Как известио, словом делу не поможешь, 
а поэтому лучше в тупик не поладать. 

3. Хорошо известно, что последняя капля 
может переполнить чашу любого сколь угодно 
большого размера. 

4. Рост -—— это и длина, и высота, и ширина. 


5. Встаньте на весы, резко поднимитесь на 
цыпочки, и вы увидите ответ. 

$. Сила удара зависит от относительного дви- 
жения подбородка и ног, а поэтому все равно 
больно. 

7. Хотя змен и ползут г неба, но живут-то они 
на земле... 


{Пахматная страничка 

(сем. «Квант» № 7) 

Задание 13 (Д. Хэйн, 1889 г.). 1. СЬ5! (тихий 
вступительный ход, который иелегко найти} 
1...КрЁ? 2.Крё5 Кре? (2...Крё8 3.Сс4ж) 
3.4216 Хх, 1...Кр88 2.296 +Крс8 3.Саб Хх. 
Залание 14 (А. Мандлер, 1928 г.). 1.Кр!2 Крс8 
2.СЬ2? Кр@а8 3.Фа1х. 1..Кра8 2.С92 КрЬ8 
3.Фьгх. 


Задачи наших читателей 
{см. «Квант» ЛЯ 6. с. 19) 


1. Если некоторые натуральные х, у, 2 удовлет- 
воряют уравнению 


о а (0 


то они должны удовлетворять эквивалентному 
уравнению 


(ии = (2). {2) 


Разделим обе чаети уравнения (2) на р: 


-_! 
Е. =. (3) 
р р р 

Согласно Малой теореме Ферма, левая часть (3) 
при всех натуральных х и у, таких, что (х, р) = 
=(у, р)==1, будет суммой двух целых чисел, 
то есть числом целым. Правая же часть (3) ни 
при каком натуральном = целым числом не бу- 
дет, так как если (2, р) =1, то (2°'— 2) делится 
на р с остатком (р 1}, а если (2, р} 5-1, — тосе 
остатком (р—2). Это значит, что эквивалентные 
уравнения (3), (2) и (1) в натуральных числах 
нервзрешимы. 
2. Понятно, что при р=3 уравнение (3) 
(км. предыдущую задачу) не имеет решения в 
натуральных числах, твких, что (х,3)= 
— (и, 3) = (=, 3} =1. Однако известны натураль- 
ные х, у, 2, такие, что х?-+-у?==27. Это так 
называемые пифагоровы тройки, такие, как 
(3. 4, 5). Значит любая пифагорова тройка 
содержит число, кратное 3. 
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Консультирует — чемпи- 
он мира ио шахматам, меж- 
дународный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страиич- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техниче- 
ских наук Е. Я. Гик. 


ГЕКСАГОНАЛЬНЫЕ 

ШАХМАТЫ 

Известны десятки разно- 
видностей шахмат, в которых 
используются необычные до- 
ски, фигуры или нравида 
игры. Мы уже рассказывали 
р цилиндрических шахматах 
н о шахматах на парал- 
лельных досках. Нестандарт- 
ные доски редко применяют- 
ся для серьезной игры. 

Но есть и одио исклю- 
чение — гексагональные, или, 
иначе, шестигранные шахма- 
ты. Доска для гексагональных 
шахмат имеет вид шести- 
угольника. Изобретены два 
варианта нгры, один — со- 
ветским геологом И. Шаф- 
раном, другой — польским ин- 
женером В. Глинским. Поль- 
ские шахматы получили ши- 
рокое распространение в мире, 
расскажем сначала о них- 

Гексагональная доска сос- 
тоит из 91 поля трех цветов 
(см. 1-ю с. обложки); на ней 
11 пертикалей от за» ДО +1» 
(кроме ‹)»), поля каждой 
нумеруются от вижнего к 
верхнему. Роль горизонталей 
выполняют диагонали, слева 
от ЛИНИИ +Ё» параллельные 
21 — #1, а справа параллель- 
ные {1 —11. В дополнение 
к обычному комплекту фигур 
каждая сторона получает по 
одному слону и одиой пешке. 
Начальное расположение по- 
казано на обложке, ходы фи- 
гур — на следующем рисунке. 


Король ходит на все сосед- 
ние поля, не только непосред- 
ственио примыкающие к дан- 
ному. но н ближайшие к нему 
того же цвета. Направления 
движения ладьи и слона ука- 
заны стрелками, они ходят на 
любое число полей в одном 
из шести направлений (раз- 
иых для ладьи и слона}. 
Ферзь, объединяющий ходы 
ладьи и слона, движется в 
12 направлениях. Пешки хо- 
дят на одно поле по вертикали 
(в начальном положении — 
на два), бьют наискосок: в 
Ь5 на а5 и сб. Сохраняется 
и взятис на проходе — в ответ 
на с2 — с4 черная пешка 43 
может побить белую: 43:с3. 
Достигая последнего поля вер- 
тикали, пешка превращается 
в любую фигуру. Рокировок 
нет, поскольку короли иахо- 
дятся в достаточной безопас- 
ности, а ладья за два хода 
подключается к атаке или за- 
щите. Все остальиые правила 
и цель игры — поставить мат 
неприятельскому королю — 
не меняются. 

Доска для шахмат Шафра- 
на чуть меньше. Начальная 
расстановка напоминает 
обычные шахматы. Фигуры 
ходят. как в польском вариан- 
те, лишь пешка бъет под 
углом 607: с 65 на аб и с7. 


Пешки трех центральных вер- 
тикалей могут сделать первый 
ход сразу н на три поля 
вперед, остальные только на 
два. Возможны рокировки — 
короткая, если ладья прибли- 
жается и королю, н он пере- 
ступает через нее, и длинная, 
если король подходит к ладье, 
н она перепрыгивает через 
него. 

В польских шахматах до- 
ска представляет собой пра- 
вильный шестиугольник, и, 
возможно, такая геометриче- 
ская четкость помогла Глин- 
скому «обыграть» Шафрана 
в популярности. 

Теория шестигранных 
шахмат почти не разработана, 


к тому же разнообразие хо- 
дов и вариантов существенно 
больше, чем в обычных 
шахматах, и предугадать от- 
вет противника труднее. 

Геометрия  шестигранной 
доски весьма  своеобразна. 
Так, вертикаль «Ё» является 
ее осью симметрии, а поле 
#6 — центральным полем (на 
обычной доске центр состоит 
из четырех полей — 84, 45, 
е4, е5). Хотя доска больше, 
ио путь коня между любыми 
полями занимает не более 
четырех ходов (на обычной 
доске г а1 до [№8 конь доби- 
рается за б ходов). Любопыт- 
но, что любая фигура может 
сделать ход, сохраняя конт- 
роль иад прежними полями. 
Особенно интересно проявля- 
ется это свойство у коня. 
Например, с #9 он атакует 
е7, и продолжает контролиро- 
вать его, перейдя на 49 или 
№6. Конь может и пройти по 
треугольнику, выигрывая 
темп у партнера. 

Немного хроники. В 19583 г. 
польские шахматы демонстри- 
ровались на Всемирной вы- 
ставке и Париже. В 1980 г. 
и Лондоне состоялся первый 
чемиионат Европы. Тогда же 
был организован и всесоюз- 
ный клуб +б граней», который 
с 1982 г. проводит соревно- 
вания*). В 1984 г. в Венгрии 
прошел второй чемпионат Ев- 
ропы, в котором участвовали 
26 игроков из Т стран. 
Победителям первого первен- 
ства поляку М. Мацковяку и 
второго — венгру Л. Рудоль- 
фу — было присвоено звание 
международного гроссмейсте- 
ра по гексагональным шахма- 
там. В следующем номере мы 
вериемся к этой теме. 


Конкурсные задання 

Оба предлагаемых этю- 
да — на обычной доске, но 
число б обыгрывается и в них: 
в позициях по шесть фигур. 

19. Белые: КрН7. Фе, 
КЬ7. Черные: КрЁТ, 93, 
п.65. Белые начннают и вы- 
игрывают. 

20. Белые: Крйё5. Фс1. 
Лс5. Черные:Кре7?, ФЬ8, Л88. 
Белые начинают н выигры- 
вают. 

Срок отправки решений — 
25 декабря 1985 г. (с пометкой 
на конверте: «Шахматный 
конкурс «Квантаз, задания 
19, 20»). 


*) Адрес клуба: 109004, 
Москва, Б. Коммунистическая 
ул.. д. 9. Жданопский дом 
работников просвещения. клуб 
+6 граней». 


На черно-белой 
фотографии внизу 
показана часть 

первой в мире 
электронной 
вычислительной 
машины. 
сконструированной 

6 1942 году и названной 
«АВС» ее создателем 
Дж. Атанасовым. 
Вверху на цветном 
отпечатке показана 
«Электроника МС 1201.3», 
современная 

советская одноплатная 
встраиваемая 
микро-ЭВМ, 

п ниже — совсем 
крохотная 
однокристальная 
микро-ЭВМ 
«Электроника С5— 31». 
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Интересно, что 

последняя машина. 
размером в почтовую 
марку, по объему 

памяти и быстродействию 
на много порядков 
превосходит 

своего неуклюжего 
прародителя. 

компьютер +А ВС». 


; ши 


Об истории создания 
первых ЭВМ см. статью 
Вл. Х. Сендова 

о Н. Х. Розова 

в этом номере 
журнала. 
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цена 29 коп. 


Уголок коллекционера 


ЭТОМ В ФИЛАТЕЛИИ 


Воспроизведенные здесь марки на первый 
взгляд подобраны совершенно случайным обра- 
зом, у ных нет никакого тематического 
единства. Тут и портреты выдающихся физиков 
лауреатов Нобелевской премии Фредерика Жо- 
лио-Кюри и Синьитиро Гомонаги, и советские 
марки, посвященные борьбе за мир, ленинскому 
плану ГОЭЛРО и ХХУ! съезду КИСС, Всемир- 
ной выставке 1967 года в Монреале и Выставке 
достижений народного хозяйства. Есть здесь 


` 


гы < ми 
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ы марки, связанные с научными конференциями 
п Международным агентством по атомной 
энергии. Но присмотритесь внимательно, ц вы 
увидите, что на каждой марке изображена 
планетарная модель атома, теория которой 
создана великим датским физиком Нильсом 
Бором. В этом месяце ему исполнилось бы сто 
лет. Боровская модель атома сгала свогобраз- 
ным символом нашего атомного века- 

В. Рудов 
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Научно-популярный и 

ре жиурнал ИИ) т... 
Академии наук СССР 9 5 

и Академии педагогических 

наук СССР Основан в 1970 году 
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Физика 
Математика 
ЭВМ 


Кандидат физико-математических наук 
В. В. АВИЛОВ 


В этой статье речь пойдет о вы- 
числительной физике — новой науке, 
родившейся на стыке физики и прик- 
ладной математики. Как только по- 
явились быстродействующие ЭВМ, 
они стали использоваться во всех 
областях физики. Здесь мы оставим 
в стороне роль ЭВМ в современном 
физическом эксперименте, который те- 
перь без использования компьютеров 
зачастую просто невозможен, и обра- 
тимся к их применению в теоре- 
тических исследованиях. 
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Расчет методом Монте-Карло свойств бинарного 
сплава по модели Изинга. ЭВМ случайным 
образом разбросала атомы сорта А (светлые 
квадраты на экране) по плоской решетке 
16х16. предоставив оставшиеся места атомам 
сорта Б {темные квадраты). и сейчас подсчи- 
тывает. сколько раз соприкасаются атомы раз- 
ных сортов. 


Б настоящее время существуют два 
главных направления в использова- 
нии ЭВМ в теоретической физике. 
В рамках первого подхода физик 
старается как можно дальше продви- 
нуться в решении задачи до об- 
ращения к ЭВМ. Машина использу- 
ется только для вычисления интег- 
ралов, сумм, для нахождения ре- 
шений сложных уравнений, которые 
не могут быть получены аналитиче- 
ски (в виде формул). Другой под- 
ход — это так называемое машгин- 
ное моделирование. Сторонники этого 
направления исходят в расчетах толь- 
ко из основных физических законов и, 
исследуя результаты счета, пытаются 


сделать новые физические выводы. 
Во многом такая деятельность близка 
к физическому эксперименту, иногда 
даже используется название «числен- 
ный эксперимент». Обратимся снача- 
ла к первому подходу. 


Если требуется помощь ЭВМ 


Первоначально физиков не допус- 
кали к ЭВМ. Расчеты выполняли про- 
граммисты. Это было связано с тем, 
что на ЭВМ первого поколения прог- 
раммы составлялись в так называе- 
мых машинных кодах, которые были 
различными для каждого типа ЭВМ. 
Не специалисту в программировании 
было очень трудно написать и отла- 
дить программу. Существовало четкое 
разделение труда: физик писал фор- 
мулы, математик-программист считал 
по ним. Таким способом было решено 
большое количество задач, но од- 
новременно выяснились и недостатки 
этого метода. Для многих задач при 
таком подходе не удалось получить 
правильных решений. Прежде всего 
это было связано с тем, чо ЭВМ 
проводит расчеты с конечной точ- 
ностью, выполнение каждого действия 
приводит к погрешности округления. 
Для большинства ЭВМ относитель- 
ная погрешность расчетов каждого 
действия лежит в интервале 10-8“ — 


10". Казалось бы, это очень боль- 
шая точность. Но из-за того, что в 
секунду ЭВМ выполняет до 10“ опе- 
раций, ошибка вычислений может 
быстро накапливаться. 

Если одна и та же величина 
может быть вычислена различными 
способами, то говорят о различных 
числовых процессах. Эти числовые 
процессы могут быть устойчивыми 
или неустойчивыми по отношению 
к накоплению ошибок округления. 
Существуют даже такие процессы, где 
накопление погрешности округления 
делает неприменимым метод расчета 
уже через несколько шагов. Это озна- 
чает, что физик, желающий провести 
численный счет по своим формулам, 
должен разбираться в числовых 
процессах и представлять себе, какие 
методы прикладной математики он 
может использовать в своей работе. 
Стало ясно, что физики и матема- 
тики должны взаимодействовать меж- 
ду собой на всех этапах — начиная 
от постановки задачи и кончая чис- 
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ленным расчетом. Это обстоятельство 
и способствовало появлению новой 
специальности — вычислительная фи- 
зика. 

Отметим также, что возможность 
такого объединения специальностей 
связана и с разработкой языков 
программирования, существенно об- 
легчивших «общение» с машиной. 
Удобные дисплеи*) упростили кон- 
такт пользователя с ЭВМ. Были соз- 
даны библиотеки программ; теперь 
нет уже необходимости каждый раз 
заново составлять программу для ре- 
щения стандартной задачи, гораздо 
проще воспользоваться библиотекой 
стандартных программ. Появились и 
специальные журналы, публикующие 
работы по вычислительной физике. 
На первых этапах журналы просто 
печатали тексты программ. Скоро, од- 
нако, стало ясно, что так можно 
поступать лишь с самыми просты- 
ми программами. Дело п том, что 
при наборе в типографии, а затем 
при «переносе» программы из журна- 
ла в ЭВМ неизбежно появляются 
ошибки. Поэтому сейчас публикуется 
только описание метода расчета, 
сама программа хранится в специаль- 
ной библиотеке и высылается поль- 
зователю по заказу. 

В начале 70-х годов на одной из 
конференций по методам расчета элек- 
тронно-оптических систем сотрудники 
вычислительного центра Сибирского 
отделения АН СССР демонстрирова- 
ли работу созданного ими комплекса 
программ. Нескольких докладчиков 
за полдня до доклада они попроси- 
ли сформулировать задачи, которые 
решаются в их работе. На вечернем 
заседании вместе с докладчиками 
сотрудники ВЦ ознакомили всех 
со своими решениями этих задач, 
полученными на ЭВМ с помощью 
комплекса программ. Стало ясно, 
что задачи, решение которых ранее 
требовало нескольких месяцев, можно 
решить в течение нескольких часов. 
Столь яркая демонстрация возмож- 
постей ЭВМ заставила многих пере- 
смотреть свое отношение к ним. 

Сегодня появилось множество по- 
добных комплексов, ориентированных 


*) Так называют комплекс экрана п клавиату 
ры п современной ЭВМ. с помощью которого ведет- 


ся диалог ученого и машины. На лисплее восирои-+ 
иодитоя и редактируется вводимая в ЭВМ програм 
ма. на него же выводятся результаты шычиеления. 
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ле 6 


Кадры фильма. созданного ЭВМ при модели- 
ровании образования галактики из газового 
облака. Видно. как под. действием гравита- 


на определенный круг задач. Физи- 
ку, который собирается работать с 
таким комплексом, нет необходимости 
программировать исследовать число- 
вые процессы на устойчивость. Ма- 
шина сама сделает это, достаточно 
лишь написать основные уравнения 
и задать начальные условия. На вы- 
ходе пользователь получает искомое 
решение в виде таблиц и графиков. 
При необходимости комплекс даже 
сделает по результатам счета цзвет- 
ной фильм. Физик, сидя У дисплея, 
может контролировать решение, изме- 
нять значения параметров, пробовать 
различные начальные условия. Ра- 
зумеется, созданию каждого такого 
комплекса программ предшествует 
кропотливая работа специалистов по 
физике и прикладной математике. 


Численный эксперимент 


До сих пор мы говорили о таких 
расчетах, когда физика исследуемо- 
го явления понята еще до обраще- 
ния к ЭВМ. Результаты: этих расче- 
тов нужны для практических целей. 
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ционных сил постепенно возкикает спиральная 
галактика с двумя рукавами. 


Сейчас мы поговорим о другом 
направлении вычислительной физи- 
ки — о машинном моделировании. 
Как уже упоминалось, метод машин- 
ного моделирования характеризуется 


тем, что задаются только основные 
закономерности, описывающие сис- 
тему. 


Например, если этим методом ис- 
следуются свойства газа, жидкости, 
плазмы, галактики или другой систе- 
мы, состоящей из многих частиц, то 
задают закон их взаимодействия 
и начальные координаты и скорости 
частиц. Далее составляют уравнения 
движения *), а решают их с по- 
мощью ЭВМ. 

Наблюдая эволюцию системы и 
сравнивая поведение системы, полу- 


*) В классической механике нахождение урав- 
неннй движення для каждой частицы сводится к 
запяси второго закона Ньютона. Если же скорости 
частиц нельзя предполагать малыми по сравнению 
со скоростью света, то в качестве уравненнй движе- 
иня уже следует пользоваться соответствующими 
уравнениямн теории относительности. Для частиц 
малой массы (например, электроков) моделирова- 
ние с самого начала должно основываться на урав- 
иениях квантовой механикн. 


чаемое в результате такого числен- 
ного эксперимента, с имеющимися 
экспериментальными данными или 
с тем, что предсказывают приближен- 
ные аналитические методы, ученые 
пытаются выявить закономерности ее 
развития. 

Во многих отношениях метод ма- 
шинного моделирования сходен с 
физическим экспериментом, этим ме- 
тодом стараются воспроизвести, «ско- 
пировать» природу. Преимущество 
моделирования п том, что оно поз- 
воляет рассмотреть такие системы, 
для которых пока еще нельзя полу- 
чить экспериментальные данные (про- 
цессы при сверхвысоких давлениях, 
температурах, энергиях ‘частиц), 

Возможности этого метода, ра- 
зумеется, не беспредельны. Для того 
чтобы описать поведение молекул 
в 1 см? реальной жидкости, тре- 
буется следить за движением по- 
рядка 10? молекул. Даже для сов- 
ременной большой ЭВМ это число 
слишком велико, Пока что для расче- 
тов доступны системы, состоящие не 
более чем из 10° частиц. Однако 
уже и при рассмотрении такого 
зограниченного» числа частиц во мно- 
гих случаях выявляются закономер- 
ности, характерные для той или иной 
системы большого числа частиц. 

Методы машинного моделирования 
работают тем лучше, чем мощнее 
ЭВМ, на которой реализуется про- 
грамма. В последние годы стали 


Один из рукавов галактики изображен в более 
крупном масштабе. Видны остатки газового 
облака (размытые участки) маленькие белые 
точки означают звезды. 


создаваться специализированные 
ЭВМ, каждая из которых пригодна 
для решения только одной серии 
задач, возможно, с некоторыми мо- 
дификациями, но зато уж эту серию 
такая ЭВМ умеет решать хорошо. 

Можно привести много’ примеров, 
когда моделирование на ЭВМ приве- 
ло к открытиям, которые существен- 
ным образом повлияли на наши 
взгляды на физический мир. 

Так, в 1954 году Энрико Ферми 
с сотрудниками моделировали на ЭВМ 
распространение колебаний в одно- 
мерной цепочке взаимодействующих 
атомов. Таким образом они хотели 
понять, как устанавливается тепловое 
равновесие в твердых телах. Для то- 
го чтобы промоделировать взаимо- 
действие, считалось, что соседние 
атомы связаны пружинками. Из пред- 
варительного теоретического расемот- 
рения было известно, что. в случае, 
когда сила натяжения ЕР пружины, 
соединяющей атомы, связана с изме- 
нением ее длины Ах обычным линей- 
ным законом Р=р— №. Ах, тепловое 
равновесие в системе не устанав- 
ливается никогда. В то же время 
полагалось, что достаточно ввести 
любую нелинейность в закон взаимо- 
действия атомов (то есть считать 
Е(Ах) нелинейной функцией) — и 
тепловое равновесие будет устанав- 
ливаться в такой системе за конеч- 
ное время. 

В своей работе Ферми с сотруд- 
никами ввели простейшую нелиней- 
ность, добавив в выражение для силы 
ГР слагаемое, пропорциональное (Ах):. 
Численный счет показал, что в этом 
случае тепловое равновесие в системе 
действительно устанавливается, одна- 
ко чрезвычайно медленно. Харак- 
терное время этого процесса во много 
раз превышало оценки, которые дава- 
ла существовавшая в то время теория. 
Этот удивительный результат стиму- 
лировал дальнейшие численные и 
аналитические исследования. Было 
доказано, что для некоторых типов 
нелинейной зависимости силы натя- 
жения пружины от растяжения Ах 
тепловое равновесие в системе не 
установится никогда. 

В настоящее время опубликованы 
сотни, если не тысячи статей, н ко- 
торых численно и аналитически ис- 
следованы такие системы. Результа- 
ты этих исследований находят нс 
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посредственное применение в широ- 
ком круге задач физики плазмы, 
гидродинамики, оптики и т. п. 

Начиная свою работу, Ферми и его 
сотрудники понимали, что выбранная 
ими модель цепочки далека от реаль- 
ного твердого тела. Реальные крис- 
таллы обладают сложной трехмерной 
решеткой, в них взаимодействуют не 
только ближайшие соседи, а закон 
взаимодействия атомов гораздо слож- 
нее, чем было принято в этой ра- 
боте. Тем не менее простая модель 
одномерной цепочки позволила по- 
нять возможные следствия сущест- 
вования нелинейного закона взаимо- 
действия атомов. 


Модель Изинга 
и генератор случайных чисел 


Не все задачи, однако, сводятся 
к численному решению уравнений 
движения. Для ряда задач исполь- 
зуетея такой важный метод модели- 
рования на ЭВМ, как метод Мон- 
те-Карло. Познакомимся © ним на 
примере исследования фазовых пе- 
реходов. Но сначала скажем несколь- 
ко слов о самой проблеме фазового 
перехода, с которой на протяжении 
многих лет, ввиду ее сложности, 
физики никак не могли до конца 
разобраться. 

К фазовым переходам относятся 
такие хорошо знакомые вам явления, 
как плавление и кипение, а также 
многие менее знакомые — переход 
металла в сверхпроводящее, а ге- 
лия — в л сверхтекучее состояние, 
упорядочение сплавов и т. д. Все 
эти, на первый взгляд негохожие 
между собой, явления, имеют одно 
общее свойство — по мере приб- 
лижения системы к переходу суще- 
ственным становится взаимодействие 
все болышего числа ее частиц, что 
затрудняет применение обычных ме- 
тодов теоретической физики. Тут-то 
и приходит на помощь комньютер, 
позволяя рассчитать поведение систе- 
мы вблизи фазового перехода. Од- 
нако сначала следует придумать под- 
ходящую модель. — простую, и в то же 
время отражающую основные свойст- 
ва системы. 

Вот как, например, можно олисать 
фазовый переход из газообразного в 
жидкое состояние. Рассмотрим плос- 
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номер атома 
0 4 8 12 16 


температура 
з 


> 


Моделирование на ЭВМ теплопереноса в одно- 
мерной цепочке взиимодействующих атомов. 
Но горизонтальной осу отложены номера ато- 
мов. по вертикальной — их температура (в ус- 
ловных единицах). Для подавляющего боль- 
шинства реальных систем справедливы ре- 
зультаты рисчета. представленные красным 
цветом, — температура плавно возрастает 
от левого конца к правому. Синим же цветом 
показаны результаты моделирования для це- 
почки, подобной той. п которой рассказано 
и статье: температура скачкообразно изме- 
няется вблизи крайних атомов и почти не ме- 
няется вдоль цепочки (бесконечная теплоем- 
кость). 


кую решетку, содержащую № узлов, 
в которых располагается т (т< М) 
атомов. Известно, что взаимодействие 
между атомами быстро спадает с 
увеличением расстояния между ними, 
поэтому грубо можно предположить, 
что атомы в решетке взаимодейст- 
вуют только в том случае, если они 
оказываются в соседних узлах решет- 
ки. Такая модель называется моделью 
Изинга решеточного газа со взаимо- 
действием ближайших соседей. 

При высоких температурах атомы 
распределяются по решетке в среднем 
равномерно. Однако при достаточно 
низких температурах, благодаря при- 
тяжению между атомами, они собе- 
рутся вместе, заполнив некоторую об- 
ласть решетки. Так водяной пар с 
понижением температуры сначала 
становится насыщенным, ва затем кон- 
денсирустся в капельки жидкости. 

Для того чтобы узнать температуру, 
при которой происходит зконденса- 
ция» решеточного газа (фазовый пере- 
ход), или, например, выяснить, как 
ведет себя теплоемкость вблизи фазо- 
вого перехода, необходимо уметь вы- 
числять энергию системы взаимодей- 
ствующих атомов для каждого спо- 
соба их расположения по решетке 
(конфигурации). Главная сложность 
заключается в том, что число способов 
размещения атомов по узлам решетки 
очень быстро возрастает с увеличе- 
нием числа узлов №. Если, например, 


число атомов в решетке (т) порядка 
№/2, то уже при №=30 существует 
более. 10° различных конфигураций. 
Тем не менее, подобные расчеты были 
проделаны, н частности на специали- 
зированных ЭВМ, сконструированных 
именно для решения такого рода за- 
дач. 

Чтобы получаемые в рассмотренной 
модели результаты позволяли делать 
выводы © физических свойствах 
реальных систем, необходимо рас- 
сматривать решетки с сотнями и ты- 
сячами узлов. Поскольку добавление 
одного узла увеличивает время расче- 
та примерно в два раза, то просумми- 
ровать по всем возможным состояни- 
ям системы становится просто невоз- 
можным. Поэтому для вычисления по- 
добных сумм и используется метод 
Монте-Карло, в котором сумма вы- 
числяется не по всем возможным кон- 
фигурациям, а только по некоторой 
их части, а затем результат Умно- 
жается на соответствующий множи- 
тель. Название метода связано с тем, 
что конфигурации, по которым произ- 
водится суммирование, определяет 
так называемый генератор случайных 
чисел, «разбрасывающий» атомы по 
решетке подобно тому, как это делает 
рулетка с шариком в игорных домах 
- Монте-Карло. 

Почему таким способом можно ре- 
шить задачу — тема для отдельной 
статьи. Здесь мы только отметим, что 
численные эксперименты с моделью 
Изинга, а также с более сложными 
моделями, позволили существенно 
продвинуться в понимании физики 
фазовых переходов. 


Еще один способ наглядно 
представить результаты ра- 
счета на ЭВМ. Показано рас- 
считанное {вверху} и измерен- 
кое в эксперименте (внизу) 
распределение плотности (по 
отношению к плотности в соп- 
ле) в потоке ааза. вытекающе- 
го из цилиндрического сопла 
диаметром О (левый нижний 
угол рисунков). Различные 
цвета означают различные 
значения плотности, шкала 
плотность — цвет изображена 
под рисунком. Ось Я направ- 
лена вдоль оси сопла. Наи- 
большая плотность. а следова- 
тельно и максимум давле- 
ния, вблизи сопла (желтый 
цвет). Результаты расчета 
прекрасно согласуются с экс- 
периментальными данными. 
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Основой метода Монте-Карло явля- 
ется датчик случайных чисел. В ЭВМ 
можно встретить датчик, основанный 
на физическом случайном процессе, 
например. на подсчете числа электро- 
нов, вылетающих за некоторый ин- 
тервал времени с горячего катода. Яс- 
но, однако, что трудно добиться устой- 
чивой работы таких устройств. Изме- 
нение внешних условий, старение при- 
бора приводит к систематическим 
ошибкам. Наибольшее распростране- 
ние получили поэтому последователь- 
ности генерируемых мащиной чисел, 
в которых каждое последующее число 
является некоторой заданной функ- 
цией предыдущего. Такие числа, ко- 
нечно, нельзя считать случайными, но 
эта последовательность может быть 
близка по своим свойствам к после- 
довательности случайных чисел (псев- 
дослучайные числа). В частности, если 
генерируется последовательность чи- 
сел, распределенных на отрезке [0; 11, 
то требуется взять большое количество 
этих чисел и посмотреть, насколько 
равномерно они ложатся на отрезке. 
Затем следует разбить эти числа на 
пары. Таким образом можно задать 
координаты х и у — последователь- 
ности точек на плоскости. Эти точки 
должны равномерно ложиться внутри 
единичного квадрата х Е [0; 1 [, ус [0; 
1[. Если в этом квадрате есть область, 
где точки ложатся гуще, чем в других, 
м эта тенденция сохраняется с увели- 
чением числа точек, то такой датчик 
не годится. В этом случае говорят, 
что существует корреляция между па- 
рами чисел. Такую же проверку надо 
сделать для троек, четверок и т. д. 


Когда американская фирма 1ВМ на- 
чала выпускать свою серию ЭВМ 
«ВМ 360», то в пакете стандартных 
программ для нее была программа 
КАМШО, генерирующая последова- 
тельность случайных чисел, равно- 
мерно распределенных на отрезке 
[0; 1]. Инженеры фирмы проверили 
программу и, не обнаружив корреля- 
ций для пар чисел, сочли дальнейшую 
проверку излишней. В течение не- 
скольких лет эта программа исполь- 
зовалась для расчета методом Монте- 
Карло, прежде чем было обнаружено, 
что в выдаваемой последовательности 
чисел имеется сильная корреляция 
между тройками чисел. Оказалось, 
что если разбить числа на тройки, ко- 
торые задают х, у, 2 — координаты 
последовательности точек, то вместо 
того, чтобы распределяться равномер- 
но по единичному кубу, точки рас- 
положатся в нем на некоторой по- 
верхности. (Разумеется, если при мо- 
делировании задачи Изинга разбрасы- 
вать атомы по трехмерной решетке с 
помощью такого датчика. то распре- 
деление атомов будет сильно отли- 
чаться от случайного.) Поэтому те рас- 
четы методом Монте-Карло, которые в 
течение нескольких лет были выпол- 
нены на машинах серии «ВМ 360», 
потребовалось переделать. 


у— ——————-.————-----.- 
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Коротко упомянем об иных возмож- 
ностях современных вычислительных 
машин. Например, они способны вы- 
полнять и аналитические преобразо- 
вания. Уже создано несколько языков, 
пользуясь которыми можно заставить 
ЭВМ выполнять алгебраические и три- 
гонометрические преобразования, вы- 
числять производные, находить инте- 
гралы и выполнять другие операции с 
формулами. Ёсли нам требуется про- 
извести в работе большое число ана- 
литических преобразований, то, по- 
ручив их ЭВМ, так же, как ин при 
численном счете, мы сэкономим время 
работы, избежим ошибок. 

Приведем характерный пример. 
В лрошлом веке французский астро- 
ном Делоне исследовал отклонение от 
законов Кеплера для движения Луны 
вокруг Земли вследствие притяжения 
Солнца. Итогом работы Делоне был 
многотомный труд, содержащий око- 
ло 40000 формул. На всю работу 
Делоне потратил 20 лет. В 1970 году 
группа из трех человек в течение года 
проверила все формулы, заново полу- 
чив их на ЭВМ. Оказалось, что только 
одна из них содержит ошибку. 

Аналитические преобразования на 
ЭВМ успешно используются во многих 
физических задачах. 


Курьезное 
совпадение 


Во втором издании кииги 
известного итальянского уче- 
ного, профессора Орацио Звел- 
то, одного из пионеров кван- 
товой электроники. — *«Прин- 
ципы лазерове — перед пре- 
дисловием автора помещен 
любопытный материал. Он на- 
чинается с цитаты из +Ес- 
тественной истории» Плиния 
Старшего, римского ученого 
и писателя, жившего в первом 
веке нашей эры (этот единст- 
венно сохранившийся до на- 
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ших дней труд Плиния Стар- 
шего представляет собой эн- 
циклопедию  естественно-на- 
учных знаний античности; 
он содержит также сведения 
по истории искусства, истории 
и быта Рима): 

«Лазер — один из чу- 
деснейших даров природы, 
имеющий множество приме- 
нений». 

Далее идет поясиение к ци- 
тате (мы приводим его в ие- 
сколько сокращенном виде): 

«В период греко-римской 
цивилизации (начиная с 6 в. 
до Н. э. и кончая 2 В. и. э.) 
лазер был широко известен 
и весьма прославлялся. Так 
в действительности называ- 
лось растение, которое в диком 
виде встречалось иа большой 
террнтории около Киреиы. 
[Это древний город в Се 
верной Африке, основанный 
около 630 г. до н. э. греками; 


один из культурных и тор- 
говых центров античности; 
в настоящее время принадле- 


жит Ливии. Примеч. ред.] 
Оно применялось для лечения 
множества болезией — от 


простуды до различных эпи- 
демических заболеваний. Его 
использовали как противо- 
ядие при укусе змеи, скор- 
пиона или при попадании 
в тело отравленной стрелы. 
Влагодаря своим прекрасным 
вкусовым качествам это расте- 
ние употребляли как изыс- 
канную приправу а самой 
лучшей кухне. В период рий- 
ского господства это была 
единственная дань, которую 
жители Кирены платили рим- 
лянам, хранившим лазер в 
своих сундуках вместе г золо- 
тыми слиткамн. Впоследствии 
лазер встречался все реже 
и реже и около 2 в. н. э. исчез, 
по-видимому, навсегда». 


Об одной 


формуле 
Христиана 
Гюйгенса 


Кандидат физико-математических наук 
В. В. ВАВИЛОВ 


Длина окружности радиуса 1/2 
может быть определена как предел 
последовательности длин периметров 
правильных многоугольников, впи- 
санных в данную окружность при не- 
ограниченном увеличении числа его 
сторон. Определенное таким образом 
число обозначается символом л. Ана- 
логично можно определить число пл 

‚и как предел периметров правильных 
описанных около этой окружности 
многоугольников (рис. 1). Точнее, если 
через р. обозначить периметр вписан- 
ного, а через 4, периметр описан- 
ного правильного л-угольника, то 
имеют место неравенства 

Р.<п< 4, ПЗ. 

Когда п возрастает, обе последова- 
тельности р. и 9, монотонно прибли- 
жаются к числу лм (рис. 2); при пере- 
ходе от п к п--1 мы получаем мень- 
шую ошибку в приближениях, кото- 
рую числа р, и 4, дают для числа п. 

В своем знаменитом сочинении 
«Измерение круга» Архимед (287 — 
212 гг. до н. э.) дал следующее 
приближение для числа л: 


10 210 
3: <1<3;, 


то есть 
3,14084507 <л< 3,14285114. 


Этот результат Архимед получил при 
помощи вычисления периметра пра- 
вильного вписанного 96-угольника. 

Многовековая история числа л свя- 
зана с многими именами известных 
математиков. Один из последователей 


Архимеда в этом вопросе Христиан 
Гюйгенс (1629—1695) в 25-летнем 
возрасте получил совершенно неожи- 
данный результат: приближение, ука- 
занное Архимедом для числа ля, 
можно получить из рассмотрения 
периметров правильных 12-угольни- 
ков. Этот результат Гюйгенс опубли- 
ковал в своей работе «О квадратуре 
круга». Не нужно, однако, думать, 
что Х. Гюйгенс добился этого только 
за счет уточнения самой техники вы- 
числения периметров правильных 
многоугольников. В основе его ра- 
боты лежали новые идеи, получившие 
в наше время дальнейшее развитие. 
Основую идею Гюйгенса можно сфор- 
мулировать следующим образом. Так 
какр, < л<49., при каждом п? 3 число 
л находится внутри интервала ]р», 
9.[, причем 4„— р. -—+ 0, когда п = ©. 
Разделим этот интервал при каждом 
п>3 на три равные части (рис. 3). 
Будет ли число д находиться в какой- 
то одной из этих трех частей? Ока- 
зывается (это и есть один из основных 
результатов работы), что число л всег- 
да находится в левом интервале, 
то есть при любом п>3 имеем 


Рис. 1. 


Р Вы В. Чу» Чо Ч, 
Рис. 28. 
Зе 1 1. в | 
3839. — 30° 39, 
В. 9; 
‚ Рис. 3. 


Именно это основное неравенство 
и позволило Гюйгенсу пойти дальше 
Архимеда. 

Ниже мы докажем приведенные 
результаты Архимеда и Х. Гюйгенса 
и рассмотрим некоторые смежные 
вопросы. 


Доказательство 
основного неравенства 


Доказательство неравенства (1) мы 
разобьем на несколько шагов. Левую 
часть этого неравенства будем считать 
известной и поэтому докажем только 
справедливость второго неравенства. 

1°. Если в некоторый сегмент кру- 
га АСВ вписан равнобедренный тре- 
угольник АВС и в точках А, Ви С 


проведены касательные к окруж- 
ности так, как показано на рисунке 4, 
то 

Действительно, из соотношений 
|КГ.| > |1С| и |1С|=|АР| следует 


| АК! <2]КГ|. Так как треугольники 
КТГМ и КАВ подобны, их площади 
относятся как квадраты соответствую- 
щих сторон и. следовательно, 


бд еы = | КА |^/| КА, 
откуда 5, в< Аим. 
С другой стороны, равнобедренные 


треугольники КАВ и АВС имеют 
общее основание АВ, и поэтому их 


площади относятся так же, как их вы- 
соты, или (по теореме Фалеса) как 
длины соответствующих сторон. Сле- 
довательно, 


Завс — 1АЁ|, 
Зклв |^к| 


и, так как |АГ|<(1/2)|АК|, полу- 
чаем $. с <(1/2)5$; дв. 
Отсюда и из предыдущего кцера- 
венства для площадей получаем (2). 
2°. Если обозначить через 5 


сегы 
площадь сегмента АСВ (см. рис. 4), то 


ны 5 Элвк- (3) 


Для доказательства этого нера- 
венства воспользуемся следующим 
соображением. Обозначим (см. рис. 5) 
через 5 и 2. площади треуголь- 
ников АВС и КЕМ соответственно. 
Рассмотрим теперь дугу АС, разделим 
ее точкой С, пополам и построим 
два треугольника, имеющих площади 
$, и А, соответственно и лежащих 
внутри и вне сегмента АС,С (рис. 5). 

Рассмотрев теперь дугу АС, точкой 
С. разделим ее пополам и построим 
точно таким же образом треуголь- 
ники площадей 5, и А.. Точка С. — 
середина дуги АС; — порождает ана- 
логичным образом треугольники пло- 
щадей 5. и А,. Продолжая этот 
процесс, мы получим две последова- 
тельности {5} и {А,} положительных 


чисел — площадей соответствующих 
треугольников. Но доказанному в 
1° — см. (2), — имеем следующую 


цепочку неравенств: 


Эваааак, $ ЗА абс. 
Зе? А,,.., тары. 
Ясно, что (рис. 6) 
$ +25, +275. 2"$. +... 
„.. еб --.. 95 


А, -+2А,+2?А,.-+{+2° А -+...-+2"А,-+...= 

== ивк — Эхегм * 
Из приведенной цепочки неравенств 
и двух последних соотношений сле- 
дует, что *) 


За. = 2(5лвк э- ), 
то.есть утверждение (3). 

3”. Следующая геометрическая лем- 
ма Х. Гюйгенса представляет и само- 
стоятельный интерес. 

Лемма. На рисунке Т: О — центр 
круга, прямые АЁ и Ср — касатель- 
ные к окружности, АВ — произволь- 
ная секущая, пересекающая пря- 
мую СР, [,. — длина дуги АС. Тогда 
справедливо следующее неравенство: 


[< = |Со| +3 АЕ. (4) 


По свойству касательных, проведен- 
ных из одной точки к окружности, 
|АЕ| =|ЕС |; следовательно, треуголь- 
ник АСЕ равнобедренный и углы ЕАС 
и ЕСА равны. Отсюда следует, что 
треугольник АЁО также равнобедрен- 


ный (так как САР—90”, РАЕ— 
—90°—ЕАС, АБЕ—90`—ЕСА) и тем 
самым АЕ — [ЕР | = ©Е|. Из (3) сле- 
дует, что 5„.„<(2/3)5.,е, где 5 


сегм 
площадь сегмента круга, закрашен- 


*, Нетрудно доказать, что если последователь- 
ности {4,} и 16! имеют пределы им @„-6,, 
п-1. 2,... то Ита,с Им 5, 

=" -х о - 


ного на рисунке 7. Прибавив к обеим 
частям этого неравенства площадь 
$„‹н. треугольника ОАС,.мы получим 


-- а + Золе» 
где площадь сектора ОАС, 
откуда 

% 2 1 4] 

ат 5 ^"ОАЕС яя 3 Золе» 
где 5,„‚. — площадь четырехуголь- 
ника ОАДЕС. Так как 

к ' 
Закс * Зое ==2 + 5 |ОС] - 5 1СВ]= 
= 10С| - |061, 

1 

Золе = 5 |1ОС]| ы |АЁ|, 


[ОС] * САС» 
нз последнего неравенства следует 
нужное соотношение (4). 

4’. Для завершения доказательства 
неравенства (1) сделаем следующее 
построение (рис. 8): пусть АА, — сто- 
рона правильного вписанного л-уголь- 
ника, а 2, — сторона правильного 
описанного многоугольника с таким 
же числом сторон; проведем прямую 
АВ и из точки А опустим перпен- 
дикуляр АК на касательную Г. 


Так как АОС—=ЗАВС (одни из углов 
центральный, а второй опирается на 
эту же дугу), мы видим, что АД) — бис- 
сектриса в треугольнике САК, и по 


теореме о биссектрисе имеем 
Но (АК) (КГ), поэтому |АК| < 


< |АГ| и из предыдущей пропорции 
получаем |КО|<|ГО|. Так как 
| АР|=|КС|, получаем |КО|=|СРр|-— 


11 


2,59807621 
3р0000000 
3.10582854 
3,13262861 


3,15935020 
3,14103195 
3.14145247 
3,14155760 
3,14128389 
3,14155046 
3.14159210 


Таблица 1 


5,19615242 
346410161 
371539030 
3,15965994 
3.14608621 
3.14211459 
3,14 181304 
З.1л 86274 
3,14 1610 
3,14159703 
3.1415'374 


Таблица 2 


{9-—л)/(л—р.) 


378012440 
221112383 
246345553 
2 1552959 


20386204 
2.096424 
200024098 
20006024 

2.0090150 

2.00000376 
209000694 


у . Кроме того, |[О|=|Ср|— 
—1СР]| и, следовательно, 
[СР|— АР |< |СЁ|— |СБ|, 
2160 <|АР|+|СЁ|, 
2|1<0|+|АР|<2|АЁР|+|СТ.|. 
Используя теперь (4), получаем 


с < АР] + + [СЕ]. 
Аналогично можно написать, что 
не< = АР = [СЁ | 
или, наконец, 
пои < 2 А+ Е. 


Умножив полученное неравенство 
на п, мы и получим неравенство (1). 


Дальнейшее исследование 
основного неравенства 


Нами установлено, что число л ле- 
жит в первой трети интервала ]р.., 
9.[ при всех л>23. Для того чтобы 
уточнить расположение числа л в этом 
новом интервале, рассмотрим отноше- 
ние длин интервалов ]р., л[ и 
]2, а.[. Вычисления показывают *) 
(см. таблицы 1, 2), что это отношение 
длин, то есть значения дробей 


(Ч-—1)/(л— р»), п—3 6. "2. 24, 


достаточно близки к 2. На основании 
этих вычислений мы с большой сте- 
пенью уверенности можем предполо- 
жить, что в действительности имеет 
место соотношение 


*) Ддя желающих провести вычисления иа 
калькуляторе приведем ириближенное равсиство: 
п 3,14159265. 
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11 @—^ —2, (5) 
п-т — р 


Для доказательства соотношения 
(5) заметим, что (рис. 9) 


Рь==1 * эт — ‚ @" =. Ш, п>3, 


и, следовательно, 


а Х 
пзш — — 1608 — 
а-—л п п 


п Я 
л— р с05 а л— п эм г 


Для анализа полученного выраже- 
ния нам понадобятся неравенства *) 


х ” х 8 
х—- «хо х—- в з 
6 в в Гб: х> 0. (6) 
Чтобы доказать левое неравенство 
в (6), положим 
: хз 
Их)=эт хх ь 


Тогда имеем 
&(х)=Г(х)=<с08 х—1-- > 1 


а2(х)=#(х)=-- зш хх. 
®) Неравсиство (6) значительно улучшает из- 


зестное неравенство ща хх при х> 0; см. пс этому 
поводу: «Кванте, № 5. 1979. с. 5. 


Рис. 9. 


| 
| 
| 
[ 


Таблица 3 


3,464101615137 
8.154700538379 
3,142349130544 
3.141639056219 


3.141595540408 
3.14159283380 

3.141592664850 
3.141592654293 
3.141592653633 
3.141592653592 
3,441592653589 


Так как зтх<х при х>0, получим 
#2(х)>0 при х>0. Тем самым функ- 
ция &(х) возрастает при х>0. Но 
8,(0)=0 и, следовательно, #\(х)> 0 при 
х>0. Функция Я, (х) является произ- 
водной для функции Дх), для которой 
также /[(0)=0. Но при х>0 имеем 
&(х)>0, поэтому функция {(х) также 
возрастает и, следовательно, прини- 
мает только положительные значения, 
то есть /(х) > 0 при х>> 0, что и утверж- 
да лось. 

Аналогично устанавливается пра- 
вая часть неравенства (6), а также 
неравенства (докажите их самостоя- 
тельно!) 


режем <с08х<1— & Ве» х>0. (7) 


Из неравенств (6) и (7) вытекают 
следующие приближенные формулы: 


Во са В 
п п бп? ° 
2 
СОБ 
п 2п? 
Следовательно, 


@+— п ао (1 22 у 
ен 5 ® —— 
п — ры 21? | 
что и завершает доказательство соот- 


2 
ношения (5), так как -2 


стремится 


к нулю при п -+ ©. 

Равенство (5) позволяет сделать 
следующий качественный вывод: чис- 
ло л, находясь при любом п>3 вин- 


2 1 
тервале ]р.., = р.-+ 3 9- [‚ при всех 


достаточно больших значениях п бли- 


же к правому концу этого интервала, 
чем к левому. 


Формула Гюйгенса 
и ее эффективность 


Архимед использовал для вычисле- 
ния числа п приближенную формулу 


я=р», п»3. 
Гюйгенс в своей работе, в частности, 
получил другую приближенную фор- 
мулу 


л= 2 р» 19", пр3З. 
то есть взял в качестве приближения 
для числа л правую часть нера- 
венства (1). 

Большую эффективность формулы 
Гюйгенса по сравнению с формулой 
Архимеда можно обнаружить не- 
посредственными вычислениями на 
микрокалькуляторе, сравнив резуль- 
таты таких вычислений, сведенных 
в таблицах 1, 2 и 3 (цветом на 
этих таблицах выделены точные циф- 
ры числа л). Отметим, что провести 


такие вычисления — увлекательная 
и непростая задача. 
Можно сравнить эффективность 


формул Архимеда и Гюйгенса другим 
методом, не производя конкретных 
вычислений для р, и @а.. Можно 
использовать так называемые априор- 
ные оценки для точности этих фор- 
мул, то есть такие неравенства, кото- 
рые позволяют оценить разности 


л—р.и а р+ 3 4-— 1 для всех п»3 


заранее, без вычислений периметров. 
Ценность таких априорных оценок 
состоит также и в том, что они позво- 
ляют, в частности, спланировать вы- 
чцисления. Задаваясь какой-то точ- 
ностью вычислений для нужной ве- 
личины (в нашем случае для числа д}, 
мы можем из этих оценок найти те 
значения числа п, для которых нуж- 
ная точность будет достигнута. Ис- 
пользуя неравенства (6) и (7) и произ- 
водя простейшие арифметические вы- 
числения, нетрудно получить (мы ос- 
тавляем это читателю в качестве 
упражнения!) следующие априорные 
оценки: 


‚5 «< 9, п 8, (8) 
п п 
и 
2 1 - 64 Е 
Ри: а ВЫ. 


Непосредственно из этих неравенств 
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замечаем, что «скорость», с которой 
2 1 
разность 5 р» ++ 9.—л стремится 


к нулю, больше «скорости», с которой 
стремится к нулю разность л—р. при 
п о. 

Для сравнения этих «скоростей» 
найдем те значения л, которые нам 
наверняка обеспечат точность вычис- 
ления числа л, например, равную 


10 °. Так как л—р,< о для вычис- 
й^ 


ления по формуле Архимеда с этой 
точностью достаточно взять п таким, 
чтобы 6/л?< 10 *, то есть п 25. Ис- 
пользуя же формулу Гюйгенса, нам 
достаточно выбрать п таким, Чтобы 
64/п*'<10 *, то есть п>9. 

Как видно из разобранного при- 
мера, а также из керавенств (8) 
н (9), формула Гюйгенса быстрее 
приводит к заданной точности. 


Две задачи 


Мы помещаем здесь материал, ко- 
торый может стать началом неболь- 
шого математического исследования. 

Задача 1. Нусть АС — корда, [ВВ, [= 
—=2Й — дизыстр окружности. О — центр круга, 
(ВВ, (АС). В — середина дуги АС. ЕиЁ — 
середины дуг АВи ВС соответственно (рис. 19). 
Докажите, что 


а) |4В[?=|ВО|. [ВВ,|. |ВЕ]?=!ВС Хх 
х ВВ, |. 
6) ВР 4. | ВС; 


в} |АС|-2- |ЕЁ|; 

г) Злнг-< 4(5 алк +8 ЕС; 

д} площадь сегмента ААС больше (4/35 де; 
4 1 


©) А. 5. — = 5., 
| 3 
где $. — плешадь правильного вписанного 
н окружность й-угольчика (5$ — соответст- 
венно 2п-угольннка}; 
4 1 
ж} 218 -. = р.— р., 
} 3 2: зЗР 
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где р. — периметр иравильного вписанного 
в окружность п-угольника (р». — соответствен- 
но Эл-угольника); 

3) если В=1/2, то 


1 С 
я— 3 {42 —2.)< Ро , 


ге С — некоторая постоянная, причем 
3155053. 
Задача 2. Докажите, что все ниженере- 


численные пределы существуют и найдите их: 
а) Пт м`(л--р.}: 


а- 


т ‘(2 еде 
6} и .й“\3 р.-+ 39—19); 
2 
Ё Р-—Р. 1:1 
| о 
ЗУ: рые рат 


) Ит  п“С 4 2; В 
[+ = ; и (& З Ри З р.); 
28—84) 


Нм ` 
А $(л)—лп8: 


п--ю 


тде К — радиус круга; 5:41). 5Ая) — площади 
правильных вписанных и олисйиных много- 
угольников. 

В заключение отметим, что наблю- 
дение Х. Гюйгенса о том, что число л, 
равное длине окружности радиуса 
1/2, находится в два раза ближе к пе- 
риметру вписанного в эту окружность 
правильного п-угольника, чем к пе- 
риметру описанного вокруг этой ок- 
ружности правильного п-угольника, 
было не так давно обобщено на слу- 
чай произвольных выпуклых фигур, 
ограниченных гладкими (без изломов) 
кривыми. Именно, имеет место сле- 
дующее утверждение. 

Пусть Г, обозначает длину выпуклой 
замкнутой кривой дез изломов, Р, — 
периметр п-угольника с максималь- 
ным периметром, вписанного в дан- 
ную кривую и @ — периметр 
описанного вокруг данной кривой п- 
угольника с минимальным перимет- 
ром (такие существуют!). Тогда спра- 
ведливо соотношение 


Доказательство этого утверждения 
и многие другие интересные резуль- 
таты, связанные с ним, можно найти 
в книге [4]. 
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Лаборатория «Кванта» 


Осмос 


Доктор физико-математических наук 
4. А. БОРОВОЙ 


Срезанная ветка растения начала 
вянуть. Но вот вы опускаете ее в 
воду, и по прошествии сравнитель- 
но небольшого времени листья рас- 
правляются, вновь становятся упруги- 
ми, наливаются влагой. 


Почему оживает ветка? Какие силы 
‚заставляют влагу проникать в расте- 
ние и двигаться внутри него? Что 
удерживает воду в клетках и не дает 
ей выходить наружу? Каким образом 
клетка растения оказывается прони- 
цаемой для воды только в одном 
направлении: снаружи — вовнутрь? 

Ученые очень давно пытались отве- 
тить на эти вопросы, но опреде- 
ленной ясности удалось добиться 
только в конце ХТХ века. Прошло 
еще некоторое время, и в лабора- 
ториях сумели смоделировать (хотя 
и очень грубо) эти природные явле- 
ния. А уже в наши дни их с успехом 
заставили работать в самых разных 
областях науки и техники. 


Кто и как обнаружил 
явление космоса 


В 1748 году французский физик- 
экспериментатор Ж. А. Нолле, за- 
нимаясь изучением кипения жидко- 
стей, столкнулся с неизвестным до 
тех пор явлением. В одном из сво- 
их опытов он герметично закрыл 
стакан со спиртом пленкой бычье- 
го пузыря и погрузил его на дно 
болышного сосуда с водой. Через не- 
сколько часов пузырь сильно раз- 
дулся — вода проникла в стакан 
и увеличила давление в нем. Нол- 
ле не прошел мимо этого удивитель- 
ного факта и объяснил его следую- 
щим образом: «Животный пузырь 


может быть более проницаем для 
воды, чем для спирта; в таком слу- 
чае скорость прохождения воды ока- 
жется больше скорости прохождения 
спирта». 

Повторим опыт Нолле, но исполь- 
зуем менее дефицитные материалы — 
бычий пузырь заменим листком цел- 
лофана, а спирт — водным раст- 
вором сахара. 

На рисунке 1 изображен прибор, 
который изготовить несложно. В бан- 
ку с чистой водой опущена широкая 
стеклянная трубка, затянутая снизу 
целлофаном. Целлофан закреплен 
так, чтобы вода не затекала внутрь 
трубки (герметизацию можно осу- 
ществить с помощью липкой лен- 
ты, резинового колечка, пластилина 
и т. п.). Сверху в толстую труб- 
ку через резиновую пробку входит 
тонкая стеклянная трубка. 

В начале опыта в трубки наливают 
раствор сахара до тех пор, пока 
уровнм жидкостей в трубках и в бан- 
ке не совпадут (этот момент и ‘пока- 
зан на рисунке 1 штриховой лини- 
ей). Через некоторое время можно 
заметить, что высота столба раство- 
ра увеличится — так же, как и в 
опыте Нолле, вода начнет свое дви- 
жение через пленку, в нашем случае 
целлофановую. 

Явление, при котором наблюдает- 
ся одностороннее проникновение раст- 
ворителя через полупроницаемую пе- 
регородку, отделяющую раствор от 
чистого растворителя, называется ос- 
мосом. Слово это имеет греческое 
происхождение и означает толчок, 
давление. 


Тонкая трубка 


Аствор 


сахара, Пробий 


Грястав р 
трике 
СТРАННЫЕ СРУФ ‘Делворин 
Рис. 1. 


15 


Повторив опыт французского физи- 


ка, впервые обнаружившего осмос, 
попробуем разобраться в этом яв- 
лении. 


Осмос и односторонняя диффузия 


Вспомним, что происходит при 
растворении какого-нибудь вещества в 
растворителе. Молекулы вещества 
проникают в растворитель, а молеку- 
лы растворителя — в область, заня- 
тую раствором. Такая взаимная 
диффузия (проникновение) и приво- 
дит к выравниванию концентраций 
растворенного вещества и растворите- 
ля по всему объему. 

Теперь представим себе ситуацию, 
при которой раствор и чистый раст- 
воритель разделены полупроницаемой 
перегородкой — она пропускает мо- 
лекулы растворителя, но не пропу- 
скает молекулы растворенного веще- 
ства. Очевидно, что в этом случае 
выравнивание концентраций может 
происходить только за’ счет одно- 
сторонней диффузии растворителя. 

Именно так и происходит в постав- 
леином нами опыте. Целлофан «не- 
прозрачен» для молекул сахара, но 
«прозрачен» для молекул воды, поэто- 
му при одинаковой высоте жидкостей 
(одинаковом давлении на перегород- 
ку) в банке и трубках в началь- 
ный момент через целлофан прохо- 
дит больше молекул воды снизу 
вверх, чем сверху вниз. В результа- 
ле уровень жидкости в банке начи- 
нает понижаться, а в трубках — по- 
вышаться. Другими словами можно 
сказать, что вода проникает в раствор 
под действием сил так называемого 
осмотического давления. Как только 
гидростатическое давление столба ра- 
створа уравновесит осмотическое дав- 
ление, процесс прекратится. Высота 
этого столба и служит количествен- 
ной мерой осмотического давления. 


Полупроницаемые перегородки 
и чискусствениая клетка» 


После работы Нолле многие уче- 
ные — ботаники, химики, физики — 
стали ставить опыты и изучать яв- 
ление осмоса. Для полупроницаемых 
перегородок они использовали самые 
различные природные материалы: ко- 
жицу от яйца, бычьи и свиные пу- 
зыри, перепонки и т. п. 


16 


Рис. 2. 


В середине ХХ века (в 1866 г.) 
немецкий ученый М. Траубе изобрел 
способ получения искусственных по- 
лупроницаемых пленок из желези- 
сто-синеродистой меди (Си,Ее(СМ).). 
Они были хорошо проницаемы для 
воды, но не пропускали большинство 
других веществ. 

Мы можем убедиться в этом с 
помощью красивого эксперимента, 
который получил название «искус- 
ственная клетка». Не следует пу- 
гаться громоздкой химической фор- 
мулы пленки. В домашних условиях 
ее можно получить, используя в ка- 
честве исходных веществ медный ку- 
порое (СабО,) и желтую кровяную 
соль. (К,Ее(СМ).) — реактивы, про- 
дающиеся в магазинах фотоматериа- 
лов. 

Нальем в пробирку слабый (приб- 
лизительно трехпроцентный) раствор 
медного купороса и бросим на дно 
кристаллик желтой кровяной соли. 
Кристаллик должен быть чистым — 
лучше всего его отколоть от боль- 
ого кристалла перед самым опы- 
том. В результате реакции 


+2к,30, 


поверхность кристаллика покрывает- 
ся полупроницаемой пленкой. Вода 
проникает через нее и вызывает 
рост чклетки». Оболочка «клетки» 
расширяется, а в тех местах, где 
пленка лопается под действием внут- 
реннего давления и раствор частью 
выливается наружу. сразу же снова 


образуется полупроницаемая оболоч- 
ка. Таким образом «клетка» посте- 
пенно принимает ветвистую форму. 
Можно сказать, что «искусственная 
клетка» ведет себя подобно живому 
организму.*) 

Этот классический опыт требует 
терпения и аккуратности, красивые 
«растения» с первой попытки мо- 
гут и не получиться. 

В наши дни можно поставить 6бо- 
лее эффектный и доступный экспе- 
‘римент, в котором искусственные 
«растения выращиваются в водном 
растворе жидкого стекла (кремнекис- 
лый натрий Ма,51О, — силикатный 
канцелярский клей). Удается вы- 
растить целый «сад», если бросить 
в этот раствор кристаллы хлористо- 
го кобальта, сернокислого железа, 
хлористого никеля, сернокислого мар- 
ганца и многих других веществ (ко- 
торые читатель может подобрать 
самостоятельно).**) 


Опыты с осмометром 
и создание тесрим осмоса 


Прошло десять лет с тех пор, как 
Траубе получил первую искусствен- 
ную полупроницаемую пленку, и в 
1877 году немецкий ботаник 
В. Пфеффер создал прибор для из- 
мерения осмотического давления — 
осмометр. Конструкция, которой мы 
воспользовались, воспроизводя опыт 
Нолле (см. рис. 1), во многом повто- 
ряет идею Пфеффера. 

С помощью осмометра ученый по- 
казал, что осмотическое давление за- 
висит только от концентрации, но не 
от природы растворенного вещества 
(для слабых растворов), и увеличи- 
вается с повышением температуры. 
Его измерения показали также, что 


*) Описаиный опыт требует от эксперимента- 
тора осторожности а обращении © реактивами. Нель- 
зя. чтобы они попадали на руки, стол н т. п. Если 
все же это произойдет, надо ИХ сразу же смыть 
большим количеством воды. 

**) См. фотогрифни. носпроизведенные здесь 
на рисунке 2 и яа первой страиице обложки жур- 


чала. 


Чееловити 


Рис. 3. 
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осмотическое давление может быть 
очень большим — достигать несколь- 
ких атмосфер (1 атм > 10? Па). 

Так впервые были получены коли- 
чественные данные об осмосе, кото- 
рые помогли выдающемуся голланд- 
скому химику Я. Х. Вант-Гоффу 
создать теорию этого явления. 
В 1887 году ученый опубликовал 
работу, в которой показал, что моле- 
кулы растворенного вещества ведут 
себя в растворе так же, как моле- 
кулы идеального газа в сосуде. А ра- 
створитель в этом случае играет роль... 
пустоты! 

Чтобы понять ход рассуждений 
Вант-Гоффа, поставим мысленный эк- 
сперимент. Пусть горизонтальный ци- 
линдр, наполненный водой, разделен 
на две равные части целлофановой 
перегородкой, которая может сме- 
щаться без нарушения герметично- 
сти (рис. 3). Если в одной части 
цилиндра растворить сахар, то за счет 
диффузии чистой воды сквозь цел- 
лофан в область раствора давление 
там повысится и перегородка нач- 
нет смещаться. Объем раствора будет 
увеличиваться, объем чистой воды — 
соответственно уменьшаться. Но по 
результатам это эквивалентно пред- 
положению, что молекулы сахара в 
растворе оказывают дополнительное 
давление на перегородку. Растворен- 
ное вещество стремится расширить- 
ся и сдвинуть целлофан — точно 
так же, как газ стремится расши- 
риться и сдвинуть поршень, отделяю- 
щий его от вакуума. 

С помощью такого 
Вант-Гоффу удалось 
особенности осмоса, обнаруженные 
Пфеффером. Ученый вывел уравне- 
ние, полностью аналогичное уравне- 
нию состояния идеального газа: 


предположения 
объяснить вое 


лУ-—=пАТ, 
где л — осмотическое давление, 
У — объем раствора, п — число 


молей растворенного вещества, Й — 
Универсальная газовая постоянная, 
Т — температура. Было показано, 
что сходство между поведением раст- 
воренного вещества и газа сущест- 
вует только для очень разбавлен- 
ного раствора, такого, в котором 
взаимодействием молекул растворен- 
ного вещества между собой можно 
пренебречь. 

Теория Вант-Гоффа подтвердилась 
многими опытами. Ее автор стал пер-- 


и 


вым лауреатом Нобелевской премии 
по химии (в 1901 году) за «откры- 
тие законов химической динамики и 
осмотического давленияе. 


Ответы 
вопросы 


Мы 


на ноставленные раньше 


начали эту статью с вопроса 
о том, какие силы заставляют вла- 
гу проникать в клетки растения и 
двигаться внутри пего. Теперь можно 
на него ответить — в основном это 
силы, связанные с осмосом. Внешний 
слой цитоплазмы клетки представляет 
собой полупроницаемую оболочку, 
которая и позволяет клетке регулиро- 
вать водный обмен с окружающей 


средой. Если, например, она по- 
теряла влагу и концентрация со- 
лей п клеточном соке повышена, 
увеличивается проникновение воды 


внутрь клетки, пока сила осмотиче- 
ского давления не уравновесится си- 
лами упругости растянутой оболочки. 

Чтобы убедиться в иолупроницае- 
мости естественных клеток, можно 
сконструировать осмометр. в котором 
роль перегородки играет ...морковь 
(рис. 4). Правда, такой прибор не 
будет очень точным, поскольку клет- 
ки моркови все же частично ипро- 
ницаемы для сахара. 

Через огромную площадь листьев 
растений идет испарение влаги. Кон- 
центрация солей в древесном соке 
увеличивается. и осмотическое дав- 
ление (наряду с другими причинами) 
заставляет воду подниматься вверх 
на десятки метров. При этом под- 
нимается далеко не малое количе- 
ство воды — литры вн сутки для ли- 
ственных деревьев. Недаром «плачут» 
надрезанные стволы и ветки деревьев 
или стебли трав. 


Осмос в наши дни 


Уникальные свойства живых орга- 
низмов, которые позволяют их клет- 
кам избирательно поглощать и пере- 
носить различные вещества, стали 
предметом исследования многих уче- 
ных. Им удалось создать синтети- 
ческие пленки так называемые 
мембраны, — непроницаемые для од- 


них веществ и ‹ирозрачные» для 
других. После этого «совершенные 
фильтры» (или даже «волшебные 


фильтры», как все чаще называют 
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Рис. 4. 


`их в популярной литературе) начали 
завоевывать самые разные области 
науки и техники. 

С их помощью очишают газы и 
нефтепродукты. опресняют морскую 
воду, обрабатывают молоко и фрук- 
товые соки, производят лекарства и 
витамины и делают еще многое-мно- 
гое друге. Приведем лишь несколь- 
ко примеров. 

Пожалуй, шире всего мембранная 
техника используется для получения 
пресной воды из морской. Здесь при- 
меняется способ ‹обратного осмоса» — 
под действием внешнего давления 
(большего, чем осмотическое) через 
полупроницаемую перегородку пере- 
носится чистая вода, освобождаясь 
от молекул растворенных в ней 
солей. Размеры и производительность 
таких установок колеблются в самых 
широких пределах — от переносно- 
го прибора, очишающего несколько 
десятков литров воды в сутки, до 
стационарных  опреснителей, снаб- 
жающих водой столицу Саудовской 
Аравин (их производительность по- 
рядка 120000 м° в сутки). При этом 
расходуется в десятки раз меньше 
энергии по сравнению с теми ус- 
тановками, в которых опреснение 
происходит за счет перегонки, то есть 
дистилляции воды. 

Одно из самых первых и, воз- 
можно, самых важных применений 
мембран связано с медициной 
полупроницаемая перегородка слу- 
жит для очистки крови у больных в 
аппарате «искусственная почка». Сей- 
час мембрана *овладела» и другими 
весьма разнообразными — медицин- 
скими специальностями. Так, мож- 
но сказать, что наступает время на- 
кожных капсул-наклеек. Это мемб- 


ранные системы, которые вводят ле- 
карственные вещества в строго конт- 
ролируемых количествах в кровенос- 
ные сосуды прямо через кожу, ку- 
да их приклеивают. Уже появились 
капсулы-наклейки с нитроглицери- 
ном для сердечных больных. 

Многие крупные научно-производ- 
ственные объединения занимаются со- 
вершенствованием мембранной техно- 
логии. Рождаются все новые и но- 
вые методы получения полупроницае- 
мых пленок. Так, несколько лет на- 
зад их начали делать с помощью ... 
ускорителей тяжелых ядер. Под пуч- 
ком таких ядер синтетические пленки 


превращаются в... сито с аккуратны- 
ми отверстиями диаметром в тысяч- 
ные доли миллиметра. 

Задача ближайшего будущего — 
создание полной количественной тео- 
рии процессов, происходящих в +вол- 
шебных фильтрах», и, на ее основе, 
разработка мембран с заранее за- 
данными свойствами. 
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"Точиев, 


Задача для 4 
исследования сти 


Черно-белые области проходят 

Число черных н белых по- 
льй на шахматной доске оди- 
наково. Если на плоскости 
расположено ипесколько пря- 


предполагается, 
прямых на 
находятся в общем по- 
ложенин (никакне две не па- 
раллельны и никакие три не 
через 
ку). и требуется найти мак- 
симальное значение, которое 
лпрннимает отношение 
черных и белых областей при 
этих условиях. 


1982, с. 111—129). Попробуй- 
те найти точные значения 
максимального отношения 
числа черных и белых об- 
ластей хотя бы для некото- 
рых значений л (п==4. 5, 6....) 
и построить серию примеров. 
для которых при возраста- 
нии п это отношение остает- 
ся больше некоторого числа, 
большего 1. (Точное значение 


илоско- 


одну точ- 


числа 


мых, то все части, на кото- В задаче № 4 для 10 клыс- максимального отношения 
рые они делят плоскость, са на последией Всесоюзной для п==72й прямых нашел 
тоже можно раскрасить и два олимпиаде (см. с. 53) предла- ленинградский математик 
цвета — черный и белый — галось доказать, что число П. Ю. Суворов; интересно 


так, что части, имеющие об- 


черных областей 


не превы- отметить, что и Павел Суво- 


щую сторону, покрашены в 
разные цвета. Однако при 
этом число черных и число 
белых областей не обязатель- 
но будет одинаковым. 

Во сколько раз число чер- 
ных областей может превос- 
ходить число белых? Такую 
задачу поставил в прошлом 
году на семинаре п МГУ 
члеи-корреспондент АН СССР 
И. В. Арнольд. (Эта задача 
связана с такой: на сколько 
чнсло максимумов многочле- 
иа л-й степени от двух пере- 
менных может превосходить 
число его минимумов? ) 


шает удвоенного числа белых. 
На самом деле. как доказал 
молодой московский матема- 
тик Ю. В. Чеканов. при возра- 
стании числа прямых Я мак- 
симальное отношение числа 
черных областей к числу бе- 
лых стремится к 2; его доказа- 
тельство опирается на цекото- 
рые соображения теории чи- 
сед н теории зллиптических 
кривых (линии уровня энер- 
гии системы с кубическим 
потенциалом). ю которых рас- 
сказано в статье +Как си. 
жать деревья» из книги о Ма- 
тематический цветник» (М., 


ров, и Юра Чеканов, как впро- 
чем и Владимир Игоревич Ар- 
нольд, в прои!лом — победи- 
тели математических олим- 
ниад.) 

Близкий к задаче о черно- 
белых областях вопрос: ка- 
кую ивибольшую долю среди 
областей, на которые п пря- 
мых делят плоскость. могут 
составлять треугольники? 

Иитересны и аиалогичиые 
вопросы для черно-белой рас- 
краски областей, на которые 
п плоскостей разбивают про- 
странство. 


Поправка 


Мы публикуем здесь дла ри- 
сунка, которые были отпеча- 
таны с ошибками на с. 85 
«Кванта» №: 10 по вине тнло- 
графии. Рисунок, помещен- 
ный здесь слева. должен был 
быть третьим сверху п левой 
колоике на с. 35 номера 10, 
а рисунок справа — послед- 
ним (нижним) в этой же ко- 
лоике. Отметим также, что 
ссылки иа рисунки В н 4 
п тексте следует поменять 
местами. 


ба 


р (9,5) 
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Школа в «Кванте» 


Ь.. 4 


Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Инерция 
и инертность» предназначена восьмиклас- 
сникам, «Электрический диполь и его элект- 
рический момент» — девятиклассникам, 
«Лучи и волны» — десятиклассникам. 
Материалы подготовил И. К. Белкин. 


Инерция 
и инертность 


Эти два слова, близкие по звучанию, 
употребляются и в физике, и в обыден- 
ной жизни. Многие считают, что 
«инертность» и зинерция» как физи- 
ческие понятия равнозначны друг 
другу, что они — синонимы. Дейст- 
вительно ли это так? 

Слова-синонимы можно заменять 
одно другим (например, «спешить» 
И «торопиться»), если не говорить о 
некоторых стилистических оттенках. 
Но как раз этим свойством взаимо- 
заменяемости слова н понятия зинер- 
ция» и инертность» не обладают. 
Первый закон Ньютона называют за- 
коном инерции, но никто не назовет 
его законом инертности. Существует 
термин зинерциальная система отсче- 
та», но никто не скажет чинертная 
система отсчета». Можно сказать 
«движение по инерции», но нельзя — 
«движение по инертности». Число 
таких примеров можно и увеличить. 

Но если слова неравнозначны, то 
это значит, что за ними кроются 
разные понятия. Попытка толковать 
слова *инерцияь и чинертность» как 
выражающие два разных физических 
понятия сделана в учебнике «Физика 
8» (глава 4). 

Что такое инерция? В 1632 году 
вышла в свет книга Галилея «Диалог 
о двух главнейших системах мира — 
птолемеевой и коперниковой». В ней 
наряду с другими важными идеями, 
относящимися к механике, сформули- 
ровано и положение, получившее по- 
том название закона инерции и 
ставшее основой динамики. Галилей 
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пришел к нему с помощью очень 
простого рассуждения, основанного 
на опытах и наблюдениях. 

Скатываясь по наклонной плоскос- 
ти вниз, шарик непрерывно увели- 
чивает свою скорость. Тот же шарик, 
двигаясь по наклонной плоскости 
вверх, скорость свою уменьшает. 
«А... что произошло бы с тем же дви- 
жущимся телом на поверхности, 
которая не поднимается и не опуска- 
ется?» — спрашивает Галилей. Ответ 
на этот вопрос и есть закон инерции 
в его первоначальной галилеевской 
формулировке: «Когда тело движется 
по горизонтальной плоскости, не 
встречая никакого сопротивления дви- 
жению, то... движение его является 
равномерным и продолжалось бы 
постоянно, если бы плоскость прости- 
ралась в пространстве без конца». 
На ряде других примеров Галилей 
показывает, что движение по инерции 
должно быть не только равномерным, 
но еще и прямолинейным. 

В 1687 году Ньютон обобщил это 
утверждение и дал ему такую фор- 
мулировку: «Всякое тело продолжает 
сохранять свое состояние покоя или 
равномерного прямолинейного дви- 
жения, поскольку оно не принужда- 
ется приложенными силаг ‘изменять 
это состояние». Силу Ньютон опре- 
деляет как «действие, производимое 
над телом, чтобы изменить его состоя- 
ние покоя или равномерного прямо- 
линейного движения». 

Латинское слово «тега» перево- 
дится на русский язык как «бездея- 
тельность» и даже... «лень»! Тело, 
к которому не приложены силы, само 
по себе свою скорость не изменяет — 
ему как бы лень это делать. Поэтому 
закон Галилея— Ньютона (первый 
закон Ньютона) и получил название 
закона инерции. 

Механическое движение — это 
явление природы. Значит, и частный 
случай движения — движение, при 
котором тело сохраняет свою ско- 
рость,— тоже явление, явление инер- 
ции. Именно такое толкование слову 
инерция» и дается в учебнике 
«Физика 8». Зому состаететвует и 
обиходное выражение «движение по 
инерции». 

Известно, что всякое движение тела 
рассматривается относительно опре- 


деленных систем отсчета. Системы 
отсчета, относительно которых может 
наблюдаться явление инерции, назы- 
ваются инерциальными. Утверждение 
о том, что такие системы отсчета 
существуют, по существу и составляет 
содержание закона инерции. 

Что такое инертность? Что касается 
этого понятия, то о нем достаточно 
подробно говорится в $ 22 «Физики 8». 
Когда два тела взаимодействуют меж- 
ду собой, то оба они получают 
ускорения, но ускорения, вообще 
говоря, различные: у одного меньше, 
чем у другого. О том теле, у кото- 
рого ускорение меньше, можно ска- 
зать, что его движение больше похоже 
на движение по инерции (при кото- 
ром ускорение равно нулю). Поэтому 
о таком теле говорят, что у него 
инертность больше, чем у его партнера 
по взаимодействию. Времени взаимо- 
действия (оно одинаково для обоих 
тел) ему *не хватило», чтобы изменить 
свою скорость на столько же, на 
сколько это зсделало» другое тело. 
Более инертному телу требуется боль- 
шее время на то, чтобы изменить 
скорость на заданную величину, чем 
телу менее инертному. Таким обра- 
зом, инертность — это свойство тел. 
Количественно оно выражается мас- 
сой — величиной, впервые введен- 
ной в механику Ньютоном. 


Электрический диполь 
и его электрический 
момент 


В болышинстве своем нас окружа- 
ют электрически нейтральные тела. 
Однако утверждать, что они не при- 
нимают никакого участия в электри- 
ческих взаимодействиях, было бы не- 
правильно. Достаточно — вспомнить, 
например, что два заряда, помещен- 
ные в какой-нибудь диэлектрик, взаи- 
модействуют слабее, чем в вакууме. 
Причиной тому — молекулы диэлек- 
трика. Хотя диэлектрик состоит из 
нейтральных молекул, они способны 
создать собственное электрическое по- 
ле, которое и ослабляет электрическое 
взаимодействие зарядов. 

Рассмотрим простейший пример 
электрически нейтральной системы — 
электрический диполь. Так называют 


совокупность двух равных по моду- 
лю, но противоположных по знаку 
точечных злектрических зарядов На, 
находящихся на некотором расстоя- 
нии {| друг от друга (рис. 1). 

Поле диполя. Электрическое поле 
диполя можно найти в любой инте- 
ресующей нас точке, опираясь на 
принцип суперпозиции («Физика 9», 
$ 42). Сделаем это, например, для 
точки А (рис. 2). Напряженность по- 
ля в этой точке равна векторной 
сумме напряженностей, создаваемых 
точечными зарядами --а и —9: 


Е=Б.+Е_, 
или 


ЕЕ. 
("— 1/2)? (7-12 
РЕЯ кг 
2—1)? ° 
где г — расстояние от середины ди- 
поля до точки А. 


На больших расстояниях, 
г |, получаем 


когда 


ыы 


Е — 264! —р * 2 
г г 
где р =4{! называется электрическим 
моментом диполя. Говоря точнее, 91 — 
это модуль дипольного электрическо- 
го момента р, а направлен этот век- 
тор от отрицательного заряда к по- 
ложительному. Электрический мо- 
мент — основная характеристика ди- 
поля. В данном случае он определяет 
электрическое поле диполя на боль- 
ших расстояниях от него. 
Как видно из последнего выраже- 
ния, вдали от диполя напряженность 
поля убывает с расстоянием как 


1/г?, то есть быстрее, чем поле то- 


Рис. 1. 


Рис. 2. 
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Рис. 3. 


чечного заряда (пропорциональное 
`1/7”). Это справедливо не только для 
точек, которые лежат на линии, про- 


ходящей через заряды {4 и —9, но 
и для любых других точек, достаточ- 
но удаленных от диполя. 

Диполь в электрическом поле. По- 
смотрим, как ведет себя диполь, попав 
во внешнее электрическое поле. Сна- 
чала — в однородное поле с напря- 


женностью Е (рис. 3}. На заряды ди- 
поля действуют равные по модулю, 
но противоположные но направлению 
силы --9аЕ п —0Е, которые стремят- 
ся развернуть диполь. Относительно 
оси, проходящей через центр диполя 
(точку О) и перпендикулярной плоско- 
сти чертежа, каждая сила создает вра- 
щающий момент, равный произведс- 
нию модуля силы на соответствующее 
плечо (см. рис. 3): 9Ё + [/2 9 и. 

Суммарный вращающий момент бу- 
дет равен 


М=24Е г эти = озти==р ‹ ЕзИие. 


Таким образом, при заданных .зна- 
чениях Е и « вращающий момент 


М определяется величиной дипольно- 
го момента р. 


Рис. 1. 


Рис. 5. 
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Под действием вращающего момен- 
та диполь будет поворачиваться, пока 
не займет положение, изображенное 
на рисунке 3 штриховой линией. 
В этом положении равны пулю как 
сумма сил, так и сумма моментов 
сил, действующих на диполь. Это оз- 
начает, что диполь находится в рав- 
новесии. При этом вектор злектри- 
ческого момента диполя сонаиравлен 
с вектором напряженности поля. 

Следовательно, в однородном внепт- 
нем электрическом поле диполь по- 
ворачивается и располагается так, 
чтобы его дигольный момент был 
ориентирован по полю. Заметим, что 
такое положение является положе- 
нием его устойчивого равновесия. 

Пусть теперь диполь находится в 
неоднородном внешнем поле. Разуме- 
ется, и здесь возникает вращающий 
момент, разворачивающий диполь 
вдоль поля (рис. 4). Но в этом слу- 
чае на заряды действуют неодинако- 
вые по модулю силы, равнодейству- 
юющая которых отлична от нуля. Но- 
этому диполь будет еще и переме- 
щаться поступательно, втягиваясь в 
область более сильного поля (убеди- 
тесь в зтом самостоятельно). 


Дилполи в природе. Молекулы мно- 
гих веществ похожи на электрические 
диполи равные по модулю поло- 
жительные и отрицательные заряды 
в них разделены в пространстве. При- 
мерами таких дипольных молекул мо- 
тут служить, скажем, молекулы со- 
ляной кислоты НС], состоящие из по- 
ложительных ионов водорода (Н*) 
и отрицательных ионов хлора (1). 
Молекулы самого распространенного 
на земле вещества — воды Н.О состоят 
из двух положительных ионов водо- 
рода п одного отрицательного иона 
кислорода (рис. 5). Хотя это системы 
не двух, а трех зарядов, но ведут 
себя они как электрические диполи — 
центр положительного заряда на- 


ходится на некотором расстоянии от` 


центра отрицательного заряда, а сум- 
марный положительный заряд равен 
по молулю суммарному отрицатель- 
ному заряду.- 

Есть также вещества, у которых мо- 
лекулы в обычных условиях диполя- 
мн не являются, поскольку центры 
положительных и отрицательных за- 
рядов в них совиадают. Но во внешнем 
электрическо» поле заряды противо- 
положных знаков несколько смеща- 


ются относительно друг друга и мо- 


лекулы становятся 
диполями. 

Заметим, что именно благодаря су- 
шествованию диполей происходит та- 
кое важное физическое явление, как 
поляризация диэлектриков («Физи- 
ка 9», $ 47). Интересно, что весь по- 
ляризованный диэлектрик ведет себя 
подобно диполю. Движение такого 
*диполя» в неоднородном электриче- 
ском поле было исторически первым 
замеченным людьми электрическим 
явлением (вспомните притяжение на- 
электризованным телом легких пред- 
метов). 


электрическими 


Лучи и волны 


В начале Х[Х века, благодаря ра- 
ботам по интерференции и дифрак- 
ции света, окончательно утвердилось 
представление о том, что распростра- 
нение света в пространстве представ- 
ляет собой волновой процесс. Однако 
задолго до этого возникла, сформи- 
ровалась и продолжает существовать 
и в наши дни так называемая геомет- 
рическая оптика. В этом разделе фи- 
зики изучаются законы распростра- 
нения света на основе представлений 
о световых лучах. Говорится о пада- 
ющих, отраженных и преломленных 
лучах, о расходящихся, сходящихся 
и параллельных пучках лучей и т. п. 

«Лучевая» картина света позволяет 
описать многое из того, что происхо- 
дит, когда свет падает на зеркала, 
призмы или линзы («Физика 10», гла- 
ва 6). При этом говорится о ходе 
лучей, например в призме, линзе или 
какой-то более сложной оптической 
системе. 

Значит ли это. что через призмы 
и линзы проходят не световые вол- 
ны, а лучи, что от зеркал отража- 
ются не волны, а лучи? Что пред- 


ставляют собой световые лучи? Како-` 


ва их физическая сущность? 
Оказывается, за лучами не кроется 
никакой физической реальности. Све- 
товые лучи — это линии, вдоль ко- 
торых распространяется световая вол- 
на. Все законы геометрической оп- 
тики могут быть получены из вол- 


Рис. 1. 


новой теории как предельный случай, 
когда размеры препятствий на пути 
света много больше длины световой 
волны. Таким образом, использование 
понятия светового луча вовсе не обя- 
зательно для понимания того, что про- 
исходит при распространении света. 
Оно просто облегчает рассмотрение. 

Убедимся в этом на нескольких кон- 
кретных примерах. 

Призма. Пусть на стеклянную приз- 
му треугольного сечения, находящу- 
юся в воздухе (рис. 1), падает плоская 
световая волна. В какой-то момент 
времени волновая поверхность (вол- 
новой фронт) достигнет в точке С по- 
верхности призмы. 

Начиная с этого момента, нижний 
край выбранного нами участка ОС 
волновой поверхности (точнее, участ- 
ка линии пересечения волновой по- 
верхности с плоскостью чертежа) 
раснространяется в стекле, в то вре- 
мя как верхний продолжает еще 
распространяться в воздухе. Когда 
верхний конец (точка Ш) достигнет 
призмы в точке А, сферическая волна, 
распространяющая от нижнего конца 
(точка С), дойдет до точки Е, причем 
расстояние СЕ будет примерно в пол- 
тора раза меньше, чем ОА, так как 
скорость света в стекле приблизитель- 
но в нолтора раза меньше, чем в воз- 
духе. Далее сферическая волна, цент-- 
ром которой является точка С, достиг- 
нет второй грани призмы в точке В. 
В свою очередь из точки А тоже будет 
распространяться сферическая волна. 
К тому моменту, когда волна в стекле 
распространится на расстояние ЕВ, 
волна из А пройдет больший путь 
(скорость света в воздухе болыше, чем 
в стекле!). Таким образом, новым 
фронтом волны по другую сторону 
призмы (вернее, участком линии его 
пересечения с плоскостью чертежа) 
стамет отрезок ВА. Значит, роль пириз- 
мы состоит в том, что фронт СО све- 
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Рис. 2. 


товой волны преобразовался в ВК. 
И произошло это потому, что скорость 
света в стекле меньше, чем в воздуке. 

Такова волновая картина прохожде- 
ния света через призму. Для сравне- 
ния на этом же рисунке синим цветом 
показана также и обычно приводи- 
мая картина хода луча в призме (см., 
например, 8 56 «Физики 10»). Из ри- 
сунка 1 видно, что лучи — это просто 
прямые, перпендикулярные волновым 
поверхностям (волновым фронтам). 
«Преломление лучей света» в дейст- 
вительности означает поворот фронта 
волны. Угол поворота волнового фрон- 
та — это СНВ. Таков же, очевидно, 
и угол преломления лучей. 

Как видно, «лучевая» картина про- 
ще, чем «волновая», поэтому обычно 
ею и пользуются. 

Собирающая линза. Пусть на двоя- 
ковыпуклую стеклянную линзу, нахо- 
дящуюся в воздухе, падает плоская 
световая волна (рис. 2). С того мо- 
мента, когда волновая поверхность 
(точнее, выбранная ее часть) коснется 
своей серединой первой поверхности 
линзы в точке С, путь всех ее точек 
{кроме середины) проходит частью в 
воздухе, а частью в стекле. По мере 
удаления от середины волнового 
фронта к его краям доля «стеклян- 
ной» части пути уменьшается, поэто- 
му, когда середина волны достигнет 
в точке С’ второй поверхности линзы, 
все остальные участки волнового 
фронта продвинутся на большее рас- 
стояние (самое большое расстояние 
пройдут крайние точки). В результате 
получается, что по выходе из линзы 
плоский волновой фронт АСВ превра- 
тится в сферический А’С’В’. Центр 
этой сферической волны — точка Р — 
называется, как известно, фокусом 
линзы. Понятно, что если, наоборот, 
сферическая волна выходит из точеч- 
ного источника, расположенного в фо- 
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Рис. 3. 


кусе линзы, то после линзы она пре- 
образуется в плоскую волну. 

Синим цуетом иа рисунке 2 похазан 
ход лучей в собирающей линзе. 

Рассеивающая линза. Рисунок 3 ил- 
люстрирует случай, когда плоская 
волна падает на двояковогнутую стек- 
лянную линзу, находящуюся в возду- 
хе. После того как волновая поверх- 
ность коснется в точках А и В линзы, 
крайние участки будут отставать от 
других частей волнового фронта (так 
как проходят в стекле, где скорость 
света меньше, чем в воздухе). В ре- 
зультате плоская волна АСВ превра- 
тится в сферическую А’С'В'’. Но центр 
этой сферической волны (точка Р) на- 
ходится по ту же сторону от линзы, 
откуда пришла плоская волна. Точку 
Р тоже называют фокусом линзы, но 
фокусом мнимым, так как преломлен- 
ный свет сюда реально не попадает. 
Синим цветом и здесь показан соответ- 
ствующий ход лучей. 


хж * + 


Читатель без труда сумеет сам по- 
строить волновые картины прохожде- 
ния света через линзы, когда на них 
падают не плоские, а сферические вол- 
ны. После грохождения линзы они 
преобразуются в сферические же вол- 
ны, но с другими радиусами. Из та- 
ких картин можно получить и форму- 
лу линзы, такую же, разумеется, как 
и из геометрической оптики. 


Избранные 
школьные задачи 


Восьмой класс 
1. Вычислите сумму 


1 12 2 1 10 1 
т 215 +1 2+ -Тв- 
2. Решите систему уравнений 
1 1 
№ г ==1985, 
1 1 


— + — =1986, 
2 


К - 


1 
+ = —1987. 


3. В описаииом четырехугольнике диаго- 
нали пересекаются и центре круга. Докажите, 
что это ромб. 

4. Инженер ежедневно приезжает поездом 
на вокзал в 8 часов утра. Точно в В часов утра 
к вокзалу подъезжает автомобиль и отвозит 
инженера на завод. Однажды ииженер приехал 
ина вокзал в 7 часов утра и пошел навстречу 
автомобилю. Встретив машину, он сел в нее 
и приехал на завод на 20 минут раньше, 
чем обычно. Определите показания часов в мо- 
мент встречи инженера с автомобилем. 

5. Известно, что <4-Ь--с=0. Докажите, что 
а? + с? =Забс. 


Девятый класс 
6. Докажите, что 


зат 100 „1 
369’ ' 102 т. 


Информация 


Ч. а. В — иррациональиые числа, г — ра- 
циональное число. Какие из следующих чисел 
могут оказаться рациональными: @а--В, а+г, 


у а, уг, а, аг, уа-4г, а--уф , хауг, 
угу? 

8. Найдите наименьшее значенне выражения 
‚аб + а’ 
а 5? аб 

9. Постройте треугольник по точкам пере- 
сечення с описанной окружностью медианы, 
высоты и биссектрисы, проведенных из одной 
вершины. 

10. Точки А’, А., .... А, разбивают окруж- 
ность диаметра 1 на 8 конгруэнтных дуг; 
В — точка на той же окружности. Найдите 


длину вектора ВА, +ВА,+...4ВА.. 


при положительных а, ь. 


Десятый класс 


11. х — действительное число. Докажите, 


что 
ее 


1 
РА ны 3, 
12. Сколько корней имеет уравнение 


(3—7 

13. В пирамиде АВС ребра АД и ВС взаим- 
но перпендикулярны. Докажите, что |АВ]?+ 
+1срР=|АС|2 + |ВБ|?. 

14. В прямоугольном  параллелепипеде 
АВСРА,В,С,О, со сторонами | АВ|=12, | АБ|= 
212, |АА,|—30 точка М лежит на гра- 
ни АВС, причем |МА | =|МВ| = 37. Точка М, 
лежащая на противоположной граии АВС О,, 
симметрична М относительно точки пересече- 
ния диагоналей параллелепипеда. Найдите дли- 
ну кратчайшего пути, проходящего по поверх- 
ности параллелепипеда и соединяющего точ. 
ки Ми №. 

Публикацию подготовил Л. Д. Курляндчик 


Турнир 
имени 
М. В. Ломоносова 


В воскресенье 13 октября 
и дсвяти вузах столицы (МАИ, 
МАТИ, МГПИ, МИНХиги, 
МИСИ, — МИСиС, МИХМ, 
МИЭМ, МЭИ) состоялся тра- 
дициониый Турнир имени 
М. В. Ломоносова. Это свос- 
образиое соревнование, прово- 
дившееся уже в восьмой раз. 
в основном силами студентов- 
энтузиастов из перечисленных 
вузов, собрало в этом году 
полторы тысячи участников. 
Особенности Турнира Ломоно- 


сова — массовость и разно- 
образие конкурсов. В турнире 
могли участвовать все школь- 
ники 6—9 классов м уча- 
щиеся Г курсов ПТУ (впрочем, 
в этом году пришло много пя- 
тиклассников — они тоже бы- 
ли допущены). Участникам 
предлагалось, на выбор, по- 
пробовать свои силы н не- 
скольких соревнованиях — по 
математике, лингвистике, био- 
логии, психологии, химии, 
физике (теоретической и экс- 
перимеитальиой), математи- 
ческим играм и разным тех- 
иическим конкурсам (отве- 
чающим специфике вуза-хо- 
зяина). 

Получив на инструктаже 
СВОЙ «путевой листок», каж- 
дый участник дальше сам оп- 
ределял совой маршрут: с ка- 


кого конкурса начать, к ка- 
кому перейти (или просто 
пойти домой?), долго ли оста- 
ваться и т. д. В этом году 
на турнире преобладали все- 
ядные эмногоборцы», успев- 
шие за 4—5 часов поучаство- 
вать в трех или даже четырех 
совсем разных конкурсах, хо- 
тя было и МНОГО +специали- 
стов» (физики, математики), 
пытавшихся отличиться на 
соревнованиях по любимому 
предмету. 

Результаты турнира цент. 
рализованно обрабатывались 
на ЭВМ. Победители в много: 
борье и особо отличившиеся 
в отдельных конкурсах были 
награждены дипломами. Всем 
же активным участникам бы- 
ли разослаиы приглашения 
в разяичные кружки. 
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Наш календарь 


Три знаменитые 


работы 
Альберта 
Эйнштейна 


{к ВО-летию со времени их 
опубликования) 


В 1905 Году в немецком 
физическом журиале “`Аппа- 
1еп дег Рвуз\” были напеча- 
таны три статьи. которые, 
без преувеличения можно ска- 
зать. сыграли определяющую 
роль во всем последующем 
развитии физической науки. 
Автором этих статей был 
молодой (ему тогда было 
двадцать днесть лет) и мало 
кому известный Альберт Эйн- 
1итейн, занимавший скром- 
ную должность эксперта 
Швейцарского Бюро Изтентов 
в гороле Берне. 

Мы здесь озень кратко 
расскажем об этих работах 
п том порядке. в каком они 
былн опубликованы. 

Первая из цих поступила 
и редакцию журнала 18 мар- 
та 1905 года и была оха- 
главлена +06 одной эвристи- 
ческой точке зрения. касаю- 
цейся возникновения и пре- 
вращения светае. Заметим, 
что слово +«эвристический», 
имеющее древнегреческое про- 
исхождение, означает ириб- 
лизительио слелующее: зоб- 
легчающий поиски, помогаю- 
щий постигнуть истину. 
{вспомните восклицание +ээ5- 
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рнка!» -— нашел! — в ле- 
генде об Архимеде). В этой 
работе было развито поное. 
квантовое представление о 
природе света. 

Во второй половине прош- 
лого века аиглийский физик 
Дж. В. Макевелл создал 
теорию электрических и маг- 
нитных явлений, в которой. 
в частности, показал, что 
свет представляет собой элект- 
ромагнитные волны. Согласно 
этой теории, поле электро- 
магнитной волны с задан- 
ной частотой существует во 
всем пространстве, энергия 
поля распределена по всему 
пространству непрерывно н 
может изменяться также не- 
нрерывным образом. 

Волновая теория света по- 
лучила многочисленные под- 
тверждения на опыте и счита- 
лась твердо установленной. 
Однако оиа не могла объяс- 
нить некоторые физические 
явления п @ первую очередь 
равновесное тепловое излуче- 
ние. В 1900 году немецкий 
физик М. Планк вывел фор- 
мулу, которая прекрасно опи: 
сызала спектр свечения на- 
гретого тела. Для обоснова- 
иия формулы Планк предпо- 
ложил. что энергия излу- 
чения атомов меняется ны 
непрерывно, а скачками. каж- 
дый раз убывая или возра- 
стая на величину, пропор- 
цнональную частоте волны 
Так в физику вошло дискрет- 
ное (то есть скачкообразное, 
не иепрерывное) изменение 
энергия. 

А. Эйнштейн в своей рабо- 
те утверждал, что законо- 
мерность, найденная Ш лан- 
ком. является всеобщей, да- 
леко выходящей за рамки 
проблемы теплового излуче- 
ния. Он укавал на целый 
класс явлений (тепловое из- 
пучение, фотолюминесценция. 
фотоэффект). которые +«луч- 
ше объясняются предноложе- 
пием, что энергия евета рас- 
пределяется по пространст- 
ву дискретио. Согласно этому 
сделаиному здесь предполо- 
жению, энергия пучка свега. 
вышедшего из искоторой точ- 
ки. не распределяется ие- 
нрерывно во все возрастаю- 
шем объем?. ш складывает- 
ся из конечного числа лока- 
лизованных н пространстве 
педелимых квантов онергии. 
поглощаемых нли возникаю- 
зцих только целикомо. 

Эйиштейн привел также 
возможные физические опы- 
ты, которые могли бы послу- 
жить для проверки выски- 


занной им точки зрения. 
Одним из них был опыт но 
выбиванию светом электропов 
с поверхности металла (фото- 
эффект). Эйнштейн на основе 
выскаланных им представле- 
ний сформулировал закон, 
который теперь называют за- 
коном Эйиштейна для фото- 
эффекта. 

Шестнадцать лет спустя, 
п 1921 году, А. Эйнштейну 
была присуждена  Нобелев- 
ская премия зза зажные фи- 
зико-математические исслёдо- 
вания, особенно за открытие 
законов  фотоэлектрического 
эффекта». Но значение рабо- 
ты 1905 года далеко выхо- 
дит за рамки теоретического 
объяснения фотозффекта, 
выдвитая совершенио иовое 
понимание природы света и 
вообще электромагнитного по- 
ля. Эта работа была важней- 
ним шагом в развитии кван- 
товой физики. 

Следующая статья А. Эйн- 
штейна носила название 
*О движении взвешенных в 
покоящейся жидкости частиц, 
требуемом молекулярно-кине- 
тической теорией теплоты». 
Она поступила и редакцию 
журнала 11 мая 1905 года, 
меньше чем через два меся- 
ца после работы п квантах 
света. В кей по существу 
была построена теория броу- 
новского движения {хотя сам 
Эйнштейн в этой работе зва- 
метил, что доступные сему пан- 
ные относительно этого явле- 
ния не настолько точны. что- 
бы составить о нем опреде- 
ленное мнение). 

В 1827 году английский 
ботаник Р. Броун обнаружил. 
что мелкие частицы, взве- 
шенные в жидкости. находят- 
ся п постоянном и беспоря- 
дочпом  непрекращаютщемся 
движении. Дальнейшие мно- 
гочисленные эксперименталь- 
ные исследования показали, 
что это движение не свялаию 
с какнми-либо внешними вли- 
яниями и что озживленкость 
его повышаетея с ростом тем- 
пературы и зависит от рал- 
мера частиц и от вязкости 
жидкости. 

Эйнштейн рассмотрел этот 
вопрос теоретическн. 

Молекулы жидкости нахо- 
дятся в тепловом движении, 
и поэтому частица, взвешен- 
ная в жидкости, все время 
с ними соударяется. В силу 
случайных причин число мо- 
лекул, уларяющих частицу г 
одной стороны. может ока- 
заться больше. чем число 


бкончиние ем. ни г. 


пре 
ант 
АЛЯ младших школьников 


Задачи 


1. К человеку, стоящему на тро- 
туаре, подъехал милиционер. «Вы 
не обратили внимания на номер 
только что проехавииего синего само- 
свала?» «Конечно, обратил. Второе 
двузначное число получается из пер- 
вого перестановкой цифр, а если из 
первого вычесть второе, то получится 
сумма цифр одного из них.е «Спаси- 
бо», — сказал милиционер, — и запи- 
сал номер в блокнот. Какой номер 
он записал? 

2. Разрежьте «кораблик» (см. ри- 
сунок) на две части так, чтобы из них 
можно было сложить квадрат. 

3. На столе лежала стопка одинако- 
вых книг. Я осторожно потянул одну 
из книг в середине стопки. Вместе 
с ней «поехали» и лежащие на ней 
книги. Книги же, лежащие ниже, ос- 
тались на месте. Почему? 

4. В выражении 19 * 83 вместо звез- 
дочки поставьте цифру так, чтобы 
полученное число стало точиым ку- 


бом. ча 
5. Концы одной стороны четырех- 


угольника соединили с серединой его 
противоположной стороны (см. рису- 
. нок). Докажите, что если площадь 
получившегося треугольника равна 
половине площади четырехугольника, 
то этот четырехугольпик — трапеция 
или параллелограмм. 


Эти задачи нам предложили: А. А. Кордюк. 
ученик 4 класса из Киева Руслан Вьюн. 
А. П. Савин, Н. Н. Бовсуновский. В. В. Произ- 
волов. 


Отгадать день 
рождения 


Улен-корреспондент 
Академии педагогических наук СССР 
В. Г. БОЛТЯНСКИИ 


Небольшая заметка с таким назва- 
нием: «Отгадать день рождения», — 
есть в книге Я. И. Перельмана «Зани- 
мательная алгебра». В этой заметке 
описывается некий числовой фокус. 
Вот в чем он состоит. 

Представьте себе, что к вам пришел 
папин знакомый, дату рождения кото- 
рого вы не знаете. Предложите ему 
умножить число его рождения на 12, 
номер месяца, в котором он родился, 
умножить на 31, а затем сложить по- 
лученные произведения. Пусть он ска- 
жет вам, что у него получилось. Ока- 
зывается, зная сумму этих двух произ- 
ведений, можно узнать оба нужных 
числа (число и месяц рождения). Как 
выполняется этот фокус, вы можете 
посмотреть в книге Я. И. Перельмана. 
Сейчас мы расскажем вам другой спо- 
соб выполнения того же фокуса; этот 
способ предложил Педро дель Риско 
Падрон — кубинский читатель книги 
Я. И. Перельмана. 

Обозначим через х число рождения 
пришедшего знакомого, а через у — 
номер месяца его рождения. Знако- 
мый сообщает вам сумму 12х31. 
Рассмотрим два случая: а) у четно; 
6} у нечетно. 

а) и четно, то есть у=2Ё. Тогда 
12х-|- 3З1у=12х-- 62 = 

=12{х- 5) 28 =12(х-- 5) у. 
Отсюда видно, что число 12х-- 31у 
имеет такой же остаток от деления 
на 12 (обозначим его через г), как чис- 
ло у. Число у вообще принимает зна- 
чения от 1 до 12, п в нашем случае 
(у четно) у может быть равно 2, 4, 6, 
8, 10 или 12. Понятно, что у=12, ког- 
да г—0. В случае же, если г5=0 иг 
четно, мы имеем у=г. 

6) у нечетко, то есть у=2Е-1. 
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Тогда 
12х-- 31и=12х {+ 31 (28 --1)= 
=12 (х- 5Е +2) + 28-47 = 
=12(хН5ЕТЗ)-и- 6, 
откуда видно, что число 12х + З1у 
имеет такой же остаток г от деления 
на 12, как число у 6, то есть у либо 
совпадает с числом г—6, либо отлича- 
ется от него на 12. Значит, если г не- 
четно иг>6, то у=г—6; если жег 
нечетно и г< 6, то г— 6 отрицательно, 
и потому у=(г—6}{+12=г- 6. 
Отсюда и получается тот способ вы- 
полнения фокуса, который предлагает 
Педро дель Риско Падрон: 
1) если г четно, но г=0, то у=г; 
2} если г=0, то у=12; 


3) если г нечетно и г>б, то 
у=г-— 6; 
4) если г нечетно и г 6, то 
у=г-{ 6. 


Узнав у и вычислив произведение 31, 
вы вычитаете это произведение из со- 
общенного вам числа 12х-|- З1у, нахо- 
дите число 12х, после чего, разделив 
результат на 12, находите х. Дата 
рождения определена. 

Теперь взглянем на этот фокус с 
другой точки зрения. Год содержит 
365 или 366 дней, и любой из них мог 
оказаться днем рождения папиного 
знакомого. Таким образом, «объем» 
возможной сообщаемой информации 
равен 366. Если бы вместо выражения 
12х- З1у было взято другое выраже- 
ние, причем такое, что для двух раз- 
личных дней года выражение полу- 
чало бы одинаковые значения, то та- 
кое выражение было бы для выполне- 
ния фокуса непригодно. Получив это 
значение, вы не смогли бы определить, 
на какой из двух дней, соответствую- 
щих этому значению выражения, при- 
ходится день рождения. Выражение 
12х-|- 31у было взято потому, что для 
всех 366 дней года (високосного) оно 
принимает различные числовые зна- 
чения. 

Но 12х-|- 31у — не единственное вы- 
ражение, обладающее таким свойст- 
вом. Этим же свойством обладают вы- 
ражения 12х-{+ 35у, 12х-| ЗТу, 
2х - З1у, Зх-+ З1у, 4х -{- З1у, 12х Ту, 
12х-{ 5у, 12х {у и другие. Например, 
взяв выражение 12х Ру, можно пред- 
ложить упрощенный вариант этого 
фокуса: умножить число рождения 
на 12, прибавить номер месяца рож- 
дения и сообщить результат. А залго- 
ритм» выполнения фокуса в таком 


—————>—— чи? 


упрощенном варианте будет совсем 
несложен: надо определить остаток г 
от деления сообщенного числа 12х + у 
на 12, и тогда при гэ>-0 имеем у=г, 
а при г = 0 будет у= 12. Правда, такой 
упрощенный вариант фокуса легче 
разгадать. 

Наконец, можно взять выражение 
100х - у, и тогда дата рождения опре- 
деляется совсем просто и неинтересно 
{«тривиальное, как говорят математи- 
ки): число сотен равно числу рожде- 
ния, а последние две цифры дают ме- 
сяц рождения. Например, для даты 
16 июля (то есть х=16, у=7Т) имеем 
100% у=1607; теперь достаточно 
поставить точку, То есть написать 
16.07, и получается способ записи да- 
ты, часто используемый на докумен- 


тах (только там добавляют еще год: 
16.07.72). 


Задачи 

1. Проделайте сами с собой описанный фокус 
и зотгадайте» день своего рождения, исполь- 
зуя выражения: а) 100х-+и; 6) 12х+и; 
в) 12х + З1у. 

2. Докажите, что если натуральные числа 
а, Ь удовлетворяют неравенству 31а--126= 
= 366, то выражение ах-[ бу ме позволяет про- 
водить описанный фокус. 

3. Докажите, что если натуральные чиела 
а, 6 удовлетворяют неравенствам а<12 и 
ь— 31, то выражение ах -|- 5у не позволяет про- 
водить указанный фокус. 

4. Докажнте, что каждое из выражений 
а) х-- 319, 6) 16х + 315; в) 12х- Ту пригодно 
для проведения описанного фокуса. 

От редакцин. В связи с этой замет- 
кой уместно вспомнить еще один инте- 
ресный «фокус». Это — изящная за- 
дача, придуманная много лет назад 
Д. Б. Фуксом. Правда, в этой задаче 
не идет речь о днях рождения и вооб- 
ще о датах, но тоже требуется угадать 
несколько чисел. 


Двое приятелей играют в угадыва- 
ние чисел. Первый задумывает 10 на- 


туральных чисел (мы обозначим их 
через х, .... Хо). Второй пытается уга- 
дать их. задавая вопросы. В качестве 
вопроса он предлагает первому свои 
10 натуральных чисел — обозначим 
их через а,,....а,- Первый в ответ 
сообщает ему, чему равно выражение 
ах, |... Каух. Услышав ответ, вто- 
рой участник игры задает следующий 
вопрос — аналогичный первому, но с 
другими а, ..., ао. И так далее. За ка- 
кое наименьшее число вопросов мож- 
но угадать все числа Хх, .... Хо? 


Эта задача в свое время была при- 
думана для Московской математиче- 
ской олимпиады, но на нее не попала: 
члены Оргкомитета олимпиады не 


смогли удержаться от того, чтобы 
предлагать ее сначала друг другу, 
потом — своим знакомым, — и за- 


дача стала широко известной. Ответ 
в ней гораздо меньше, чем это может 
показаться с первого взгляда: оказы- 
вается, что вопросов требуется всего 
два (!). 


Для первого вопроса возьмем а, == 
...=аю0=1. В ответ на этот вопрос 
мы получаем сумму х, +... Н хи, КО- 
торая заведомо больше каждого из 
х,, -... Хо (Только это и важно). Возь- 
мем теперь такое т, что число, за- 
писываемое как единица с т нуля- 
ми, не меньше ответа на первый воп- 
рос, и зададим следующий вопрос: 


и 1,0,=10..0.0.—10,0,в,=10.. 
Зт 3 


т 
.... @10 = 10...0. В ‘ответ мы получим 
9т 
длинное число, у которого в послед- 
них т разрядах будет записано пер- 
вое задуманное число ( к которому в 
начале приписано, быть может, не- 


сколько нулей), в следующих с конца 
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т разрядах — второе число, затем — 
третье и т. д. 

Пример: х, =4, х,=11, х.=21, 
х.—=14, х;=9, хе =1Т, х)=1, х,=12, 
Хх =3, хи=11. Ответ на первый во- 


прос: 90. Второй вопрос: а =1, 

а. = 100, а, = 10000, ..., а, = 10...0. 
ия 

Ответ на второй вопрос: 


11031201070914211104. Беря с конца 
по две цифры, получаем задуманные 
числа: 04, 11, 21, ... 


Замечание. Задавая первый во- 
прос, вы можете удивить слушателей, 
сказав, что если они плохо считают, 
то пусть считают с ошибкой, лишь бы 
ошибка была не больше чем вдвое 
(или не больше чем в 10 раз). Только 
не забудьте учесть возможную ошиб- 
ку при определении т. Еще вы може- 
те сказать, что вам все равно, сколько 
чисел угадывать — 10, 100 или 1000, 
потребуются те же два вопроса, но 
слущателям придется дольше считать. 


Три 
знаменитые 
работы 
Альберта 
Эйнштейна 


(Начало см. на с. 96} 


молекул, ударяющих ее с 
противоположной стороны, 
н тогда на частицу дейст- 
зует некоторая сила, вызы- 
зающая ее перемещение. На- 
правление этой силы меняет- 
ся случайным образом, по- 
этому случайным образом 
изменяется и направление 
перемещения частицы. Эйн- 
штейн разработал простой, но 
очень мощный метод, позво- 
ливший зпроследитье за ча- 
стицей, совершающей такого 
рода движение. 

Эта работа Эйнштейна яви- 
лась одиим нз наиболее убе- 
дительиых подтверждений 
молекулярно - кинетической 
теории. 

Третья по порядку, но не 
по важности, работа Эйнштей- 
на, опубликованная в том же 
журнале “Аппейеп ег РВу- 
$” м в том же 1905 году, 
называется «К электродина- 
мике движущихся тел» - 
Статья поступила в редакцию 
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30 июня 1905 года. В этой 
работе двно практически за- 
конченное изложение специ- 
альной теории относительно- 
сти. (Впрочем, в том же году 
и в том же журнале была 
ивпечатаия еще одна корот- 
кая н важная работа Эйнштей- 
на «Зависит ли инерция тела 
от содержащейся в нем энер- 
гии?», посвященная выводу 
знаменитого соотношения 
между массой тела н его 
энергней.) 

О теории относительиости 
трудно рассказать кратко, 
а подробный рассказ невозмо- 
жен из-за ограниченного объ- 
ема этой статьи. Скажем 
лншь, что с появлением этой 
теории связан коренной пере- 
смотр основных понятий, ко- 
торыми пользуется физнка, 
таких, как время, простран- 
ство, длина, длнтельность, 
энергия, количество движе- 
ния, масса п т. д. По своему 
значению для естествознаиия 
появлеиие ‘теории относитель- 
мости можно сравнить г появ- 
лением на два столетия ра- 
нее ньютоновской механнки. 

Кажется невероятным, что 
один человек смог за год 
сделать три столь значитель- 
ные по своим последствиям 
работы в трех различных об- 
ластях физики (квантовая 
теория излучения, молекуляр- 
но-кинетическая теория, тео- 
рия относительности}. 


- -- - НН 


Следует сказать о том. что 
хотя мы теперь даем высо- 
чайшую оценку работам 
Эйнштейна 1905 года. тогда 
не все и не сразу поняли их 
значение. В частности, осно- 
воположник кваитовой физи- 
кн Макс Планк долго не 
соглашался е теми представ- 
лениями о природе света, ко- 
торые были высказаны Эйнш- 
тейном в первой из трех зна- 
менитых работ 1905 года. 
Однако некоторые крупней- 
шие физики того временн 
признали их сразу же. Среди 
них была н Морня Кюри: 

«Я искренне восхищалась 
работами, которые быди опуб- 
ликованы господином Эйнш- 
тейном по вопросам современ- 
ной теоретической физики. 
Думаю, впрочем, что физико- 
математики прнзнают, что 
это работы самого высокого 
класса. В Брюсселе на науч- 
ном конгрессе, в котором 
участвовал п господнн Эйиш- 
тейн. я могла ощенить яс- 
ность его ума, осведомлен- 
ность и глубину знаний! Нам 
известно, что госноднн Эйнш- 
тейи еше очень молод, но это 
и дает нам право возлагать 
на него самые большие на- 
дежды, видеть в нем одного 
из крупнейших теоретиков 
будущего». 

Эти надежды оправдались 
и полной мере. 

Б. М. Болотовский 


Этот раздел ведется у нас из 
номера ин номер с момента 
основания журнала. Публн- 
куемые в нем задачи нестан- 
дартны. но для их решения 
не требуется знаний, выходя- 
щих за рамки школьной про- 
граммы. Нанболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки за- 
дачи мы обычио указыва- 
ем. кто нам ее предложнл. 
Разумеется, не все эти зада- 
чн публикуются впервые. Ре- 
мения задач из этого номера 
можно отправлять не позд- 
нее 15 января 1986 года но 
адресу: 103006 Москва К-6. 
ул. Горького, 32/1, «Кванте. 
В графе «Кому» напишите: 
«Задачник «Кванта» 
№ 11—85. м номера задач, 
решения которых вы посы. 
лаете, вапример * МЭ51, 
№952» или +‹Ф9Э6Зь». Решения 
задач из разных номеров 
журнала илн по разным 
предметам (математике м фн- 
зике) присылайте в разных 
конвертах. Фамилию, имя и 
отчество пишнте печатными 
буквами. В письмо вложите 
конверт г напнсаиным ина 
нем вашим адресом (в этом 
конверте вы получите резуль- 
таты проверкн решений). Ус- 
ловме каждой оригинальной 
задачы, предлагаемой для 
публикации, присылайте в от- 
дельном конверте в двух эк- 
земплярах вместе г вашим 
решенмем этон задачи (на кон- 
верте пометьте: =Задачник 
«Кваитае, новая задача по 
физике» ИЛлН а... иовая зада- 
ча по математике»). В нача- 
ле каждого письма просим 
указывать номер школы и 
класс. в котором вы учн- 
тесь. 


задачник 


пеанта 


Задачи 


М951—М955; 2963 —Ф967 


№М951. Все стороны выпуклого шестиугольника 
АВСПЬЕЕ равны 1. Докажите, что радиус описанной 
окружности одного из треугольников АСЕ и ВОЕ 
не меньше 1. 


Е. Хорваг (Венгрия) 


М952. Обозначим через {х? дробную часть числа х; 
{х} =х—[х], где [х] — наибольшее целое число, 
не превосходящее х. 
а) Приведите пример числа а такого, что 
а} Па =1. 

6) Докажите, что такое число а не может быть 
рациональным. 

И. Варга (Румыння} 


№М953. На плоскости даны 6 точек, никакие три 
из которых не лежат на одной прямой. Проводятся 
все 15 прямых, соединяющих попарно эти точки. 
Каково наибольшее число точек (отличных от дан- 
ных), в которых пересекаются три из этих 15 пря- 
мых? 

В. В. Прасолов 


М954. а) В треугольник вписан прямоугольник со 
сторонами а и ф так, что все его вершины лежат 
на сторонах треугольника. Пусть а, иб, — длины 
проекций треугольника на прямые, параллельные 
сторонам аи Ь прямоугольника. Докажите равен- 
ство 


6) В произвольный тетраэдр вписан прямоуголь- 
ный параллелепипед с ребрами а, ф и с так, что все 
его вершины лежат на поверхности тетраэдра. 
Пусть а, $6 ис — длины проекций тетраэдра 
на прямые, параллельные ребрам а, 6 и с. Дока- 
жите равенство 


В. Н. Дибровский 

М955.* За круглым столом сидят п участников 
«безумного чаепития» *). Каждую минуту одна па- 
ра соседей меняется местами. Через какое наимень- 
Окончание см. на с. 34) 


*) Из сказки Льюиса Кэрролла + Алиса в стране чудес» 
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Калейдоскоп «Кванта» 


«Не считать ничего сде- 
ланным. если кое-что ос- 


талось сделать» 
Карл Фридрих Гаусс 


Великого немецкого ма- 
тематика Карла Фридри- 
ха Гаусса (1777—1855) 
современники называли 
«королем математики». 
Его математический та- 
лант пробудился очень 
рано. Уже девятнадцати- 
летним студентом он ре- 
шил проблему, которая 
стояла 2000 лет, со времен 
древнегреческих  геомет- 
ров. Он указал все такие 
числа п, для которых мож- 
но построить правильный 
п-угольник (с помощью 
циркуля и линейки). В 


частности, он указал спо-. 


соб построения правиль- 
ного семнадцатиугольни- 
ка. А в 22 года он дока- 
зал теорему, получившую 
название «Основной теоре- 
мы алгебры» (о существо- 
вании комплексного корня 
у любого многочлена). 

Гаусс внес огромный 
вклад во многие области 
математики. Кроме того, 
<ы много и успешио зани- 
мался геодезией н физи- 
кой. 

Подробнее о К. Гауссе 
и его работах читайте 
в нашем журнале (№ 1, 
1972; № 1, 1973; № 8. 
1977). 


званте #1 


1985 


Треугольник — простей- 
шая плоская фигура- Три 
вершины и три стороны. 
Но изучение треугольника 
породило целую науку — 
тригонометрию, в которой 
метрические свойства тре- 
угольника выражаются че- 
рез функции его углов. 
Зта наука возпикла из 
практических ‘° потребно- 
стей при измерениях зе- 
мельных участков, состав- 
лении карт местности, кон- 
струировании машин и ме- 
ханизмов. 


Первые упоминания о 


А 


треугольнике и его свойст- 
вах мы находим в еги- 
петских папирусах более 
чем 4000-летней давности. 
В частности, там упоми- 
нается способ нахождения 
площади равнобедренного 
треугольника, дающий хо- 
рошее приближение при 
малых углах при вершине, 
противоположной основа- 
нию. Эта площадь нахо- 
дится как произведение 
половины основания на 6бо- 
ковую сторону. 

Через 2000 лет в Древ- 
ней — Греции изучение 
свойств 1реугольника до- 
стигает высокого Уров- 


"ЧТОЛЬ 


ня достаточно вспом- 
нить теорему Пифагора 
и формулу Герона. 

После длительного пе- 
риода упадка культуры и, 
в частности, математики, 
се ХУ-—ХУТ веков нача- 
лось Возрождение. 

Вновь появилось 
огромное количество 
исследований свойств 
треугольни- 

ка, осо- 


РЕС 1. 
бенно в ХУШ веке. Эти 
исследования составили 


большой раздел планимет- 
рии, получивший название 
«Новая геометрия  тре- 
угольника». 

Вот одна из замечатель- 
мых теорем того времени, 
принадлежащая Л. Эйлс- 
ру. «Середины сторон тре- 
угольника, основания его 
высот и середины отрезков 
высот от вершины до точки 
их пересечения лежат на 
одной окружности». Эта 
окружность изображена 
на рисунке 1. Она обычно 
называется «окружностью 
девяти точек» (по коли- 


Полезные 

формулы 

Пусть, как принято 
обычно, а, 6, с — длины 


сторон треугольника, р — 
его полупериметр, т., ть, 


т. — длины  медиан, 
#., Йь, Й; — ДЛИНЫ выЫ- 
сот, В — радиус описан- 


ной окружности, г — ра- 
диус вписанной окруж- 
ности, $ — площадь тре- 
угольника. Тогда 


5 = г $ 9=рг; 
$=урр—аКр—5)(р— с); 


КВ.В-В. . 
в=-о/ ВА: з 


афс—45$К; 


ав ье-Рас=р?--г? авг; 


1 1 1 1 
У т | 
зарин ее веси ЧИ 
\'2(6"+е)—а?. 
ее, 
то-етЕ-Ете= 


= я (а-+ь? с”). 


т,=— 


честву замечательных то- 
чек, через которые она про- 
ходит). Ее называют также 
«окружностью Эйлера», а 


некоторые — «окружно- 
стью Фейербаха» в честь 
немецкого математика 


ХХ века К. Фейербаха 
(брата известного немецко- 
го философа), доказавше- 
го, что эта окружность 
касается окружности, впи- 
санной в треугольник, и 
зсех его вневписаиных 
окружностей (то есть ок- 
ружностей, 
одной из сторон и продол- 
жений двух других сто- 
рон, рис. 2). Радиус окруж- 
ности девяти точек равен 
половине радиуса описан- 
ной окружности, а центр 
окружности девяти точек 
лежит на середине отрез- 
ка, соединяющего 
центр описанной 
окружности с точ- 
кой Пересечения 
высот тре- 


касающихся - 


угольника. Прямая, кото- 
рой принадлежит этот от- 
резок, называется прямой 
Эйлера. Этой прямой при- 
надлежит и точка пере- 
сечения медиан треуголь- 
ника. (Подробнее об ок- 
ружности девяти точек 
можно прочесть в «Кван- 
те», 1981, № 8.) 
Известно, что Наполеон 
часть своего свободного 
времени посвящал заня- 
тиям математикой. Ему 
приписывают такую кра- 
сивую теорему: «Если на 
сторонах тргугольника во 
внешнюю сторону пост- 
роить равносторонние тре- 
угольники. то их центры 
будут вершинами равно- 
стороннего треугольника». 
Этот треугольник назы- 
вают «внешним треуголь- 
ником Наполеона». Ана- 
логично строится «внут- 
ренний треуголь- 
ник Наполеона». 
Находки 
в геометрии 
треугольника 


есть и в на-. 


шем веке. Так, в 1904 году 
американский математик 
Ф. Морли доказал, что ес- 
ли из каждой вершины 
треугольника провестя лу- 
чи, делящие  соответст- 
вующий угол на три рав- 
ные части (трисектрисы 
угла), то, точки пересе- 
чения смежных трисект- 
рис углов являются верши- 
нами равностороннего тре- 
угольника (рис. 3). Дока- 
зательство этого утверж- 
дения было бы вполне под 
силу и древнегреческим 
математикам. Они прошли 
мимо этого факта, видимо, 
потому, что тогда было 
принято рассматривать 
лишь построения при по- 
мощи циркуля и линейки, 
а с помощью этих инстру- 
ментов такое деление в об- 
щем случае сделать невоз- 
можно (это позднее было 
доказано). 


285 20 


{ Ночало см. на с. 3 


Рис. 1. 
р 
ПА ежи" 
г 
1 
Рис. 2 


т 


шее время все участники чаепития могут оказаться 
сидящими в противоположном порядке (так что 
левые соседи у всёх станут правыми и наоборот)? 
Решите эту задачу: а) для п =-4, 5 и 6; 6) для лю- 
бого п>8. 


В. Б. Алексеев 


- 2963. Плоскости Ри @ пересекаются под прямым 


углом и плоскость Р составляет угол а с горизон- 
том (рис. 1). Из некоторой точки А пространства 
на плоскость Р свободно падает маленький шарик. 
Соударения шарика с плоскостями абсолютно 
упругие. При каком условии шарик вновь окажет- 
ся в точке А? Изобразите одну из возможных 
траекторий возвращения. 

Г. С. Лапидус 


$964. Материальные точки образуют замкнутую 
систему. Между любыми двумя точками системы 
действует сила притяжения, равная #, == =—=вт.т т. 
где т. т; — массы точек, У — сила, действую- 
щая на точку Е со стороны точки }, 7 | — расстоя- 
ние между точками (рис. 2), # — постоянный коэф- 
фициент. В начальный момент все частицы покоят- 
ся. Докажите, что через некоторое время все точки 
столкнутся. Определите это время, если известны 


масса всей системы М=% т; и коэффициент #. 
А. Г. Самосват 


$965. Длинный цилиндрический сосуд наполнен 
идеальным газом до давления ро. Сначала темпе- 
ратура цилиндра поддерживается постоянной и 
равной ТГ.- Затем температуру одной из торцевых 
стенок сосуда повышают на АТ, а температура 
противоположной стенки остается прежней. Найти 
установившееся давление в сосуде и положение 
центра масс газа. Считать, что АТХТ.. 

В. И. Комов 


$966. Для иллюстрации поверхностного натяже- 
ния одну из мыльных пленок, натянутых на парал- 
лельные «направляющие» и разделенных ниткой 
АБ (см. рис. 3), прокалывают; при этом нить АБ 
натягивается. Определите силу натяжения нити. 
Расстояние между «направляющими» равно {, 
длина нити [ ([> 14/2), коэффициент поверхност- 
ного натяжения мыльного раствора в. 


Л. Г. Маркович 


Ф967. Стопку очень тонких металлических пла- 
стин, находящихся на одинаковых расстояниях 
друг от друга, заряжают от батареи следующим 
образом. Отрицательную клемму батареи соеди- 
няют с самой правой пластиной, а положительную 
клемму присоединяют по очереди к самой левой 
пластине, затем ко второй слева, к третьей и т. д. 
до предпоследней (второй справа; рис. 4). Найдите 
отношение заряда на самой правой пластине к за- 
ряду на третьей справа пластине. Считать, что 
толщина стопки много меньше, чем линейные раз- 
меры пластин. 


Е. П. Соколов 


\Уе №ауе ео роБизЗыюя 
Куацёз сопвезё ргоШегтя еуе- 
гу топ (гот {Ве уегу г 
18з0е 0оЁ ошг таватте. ТАе 
рго\\етз аге попзвапдаг@ опез, 
ЪцЕ (Бег зоиИоп геци!ге8 по 
иа(огмаНоп ош ще {Ве всоре 
ог Ше 0558 зесопфагу зсвоо{ 
зуПаБи*. Тье тоге аИЁсий 
ргоетз аге хпагкей ЦБ а 
з4аг (*). АНег 4Ъе ззметелё 
ог \№е ргоет. че ивзча\у 
пасае мВо ргорозей № 
из. [& коев \ИБош заушя 
{аЁ поЁ а] {Тезе ргоЫетз 
аге #13 рибЦеаНопв. ТЬе зо л- 
Нопз оЁ ргоШетз (тот $ 
13в1е (м Киазчап ог та 
ЕикИзВ) мау Бе розфе@ по 1в- 
{ег 1Ъап Запиагу 15%, 1986 
40 Че ГоНочши — адагезя: 
558, Мозсо, 103008, Моск- 
ва К-6, ул. Горького, `32/1, 
*Кваит.. Р1еазе 8еп8 Фе 
зо Нопз о рву ап@ 


| та пета Ис ргоЫетз, ав че 
| аз ргоШетз гот  @ИГегеге 
| ззцез, ип@ег зерагже соуег; 


оп Ме епуеёюре мгёе \е 
\ог@з: “КУАМТ”$ РКОВ- 
ТЕМ5” ап Фе пимБег8 0ё 
а! {Ме зоуед ргоетз; т 
уоиг 1е Мег епсюзе ао иозбат- 
реё зе ба @геззе4 епу@оре — 
ме зВа] и3е Й ® 8614 уоц 
{Ме соггесбоп гези!. АЗ Те 
еп@ оЁ {те асадепус уеаг \е 
зит ор 1Ве гезыМз оЁ Те 
Куасё ргоЫет сод4езе. И уоц 
Вауе ап омяша] ргоШет 
ргорозе Фог руб\саЦоп, реазе 
зеп@ И {ю из имдег зерагае 
соуег, п {м0 сорез (шт Киз- 
зап ог {0 ЕцеНзЬ), Ик ое 
ФЪе зо]иНоп. Оп (Бе епуеюре 
утце МЕ\ РВКОВЕЕМ 1№ 
РНУ$1С$ (ог МАТНЕМА- 
11<$\. 


Ргоет$ 


№М951 — М9Э55; Р963З — Р9Э67 


М951. АП (Ъе вез оЁ а сопуех Вехароп АВСОЕЁ ате оЁ 
1епрё\ 1. Ргоуе {ПаЕ {Те сатситсатсе га@лиз ой опе оЁ {Те +1 ап вез 
АСЕ вп@ ВОР 13 по 1е5з {Вал 1. 

Е. НогосиВ (Нипяагу) 


№952. Репое Ъу [х} 4Те ГгасИопа] рат оЁ {Те питЪег х: 
{х]} =х—[х}, чВете [х) 13 {Те 1агвезё пцевег поЁ ехсеедтх х. 
а) Ел@ ап ехатр]е ой а питЪег а зисН {Вай 
(а} + И /а}=1. 
Ъ) Ргоуе Тай зисН а пишЪег а саппоё Бе гайопа!. 
Г. Уагиа (Витапиз) 


№М953. 51х рот, по {Тгее оЁ мЫсЬ аге соШпезг, аге я1уел т 
{Не папе. АН те 15 пез дошши ШТезе рот ате Чгазмп. 
У! Ва+ 13 те тах!та] питЪег оЁ щегзесйоп ройиз (по соипитЯ 
{Ве я1уеп опез) сё &Вгее ой {Ъезе пез? 

У. Г. Ргавоюг 


МЭ54. а) А гефбапе оЁ вез а ап4 Ь 13 ЗпзсгБе4 ща чате 
30 Так а 4Ве уетисев Ме оп Ще в14ез ой \Ме фмале№ю. 
Тефа, ап@ 6, Бе {Ве ргодесНопз оЁ Зе ичапяе оп Ипез рага\е] 
$40 вез а ап@ В ой +1е гесапе. Ргоуе {Те ге]а вов 
а Ь 
а 
Ъ) А собоа “и за ев а. В ап@ с = шасгФей 1т ал ахЪИгагу 
{фе\хаНедгоп зо &Паё а] {Ве уегисез Пе оп {№е &еаке@гоп’ з зиг- 
Тасе. Лета, 6, вала с, Бе 41е 1еп&\Вз о{ &№е рго]есйоп$ о? те 
фе{таНедгоп оп Цпез рагаПе] 10 вез а, 5 эта с. Ргоуе 1Ъаё 
а [2 с 
— — — =1. 
а, + ь, С 
У. м. ивгоу$ 


М9Э55.* п рагисратф5 0оЁ 1Ъе «тай 1еа рагу» зИ агоипа а 
стешах {аЫе. Еуегу липше опе раг о? пезЬЬоихгз ехсВапбез 
р1асез. п мВаё п пила! Ите сап а] {Ве рагис:рапёз Бе зеа{е4 
1м оррозИе от4ег (зо 1Ваф {Ме 1ей-Лапб пезиНоитв Бесоте 
няН-Капа опез ап4 усе уегза)? Зо]уе {Ве рго ет Рога) п=4, 5 
апа 6: Ь) агЬ\гагу п 3. 

Г. В. Ареюзеег 
Р963. ТЬе рапез Р ап4 @ и\цегзес® ай пе апез, \Ъе рапе Р 
{оттутя Ме ап и ив Ме Вогхоп (Р4. 1). А зта! Бай 
Газ Ггее!у (гот зоте ром А Ш врасе оп \\е рапе Р. Тве 
сов 1юп8 ой Зе Ба “ИВ Че рапез аге аЪзо\ме1у е1азИс. 
Цю4ехг мВаЁ соп отв И Че Ба! гетаго 40 Ше рот А? 
Юга опе ©! «Не розз!Ые кебиги 4гае стоез. 

<. 5. Гар4из 
Р964. Зеуега! тазз роз сопзИНЫе а союзе зузет. ТНехе 15 
а Гогсе ой айтасйоп Беймееп апу (мо рот13 оЁ 41е зузет едиа] 
фо Роке Кттьи, уВеге т, т, аге &Те таззез оЁ Ее рота. 
}Р.] в ве Тогсе ехемеа Бу 1е рот! } оп ФВе роте а, [ги | 13 
{Ве а13апсе Бейкееп фНе рошщз (ЕЯ. 2), К 13 а сопзать АЕ Те 
11а! потелё а\] &№е роз аге а гезё. Ргоуе 1Таф аМег а 
семат Ите а] \е роз м/] сое. Рееглиле 115 ите, 
1 КВе 10а] таз о{Г Фе зумет 18 Кпомп М=Улт, аз ме} 


а3 1Не соеё сет #. : 


А.С Затовой 


Р965. А 1опЯя суйпагка!] уеззе] 32 ГШе4 \ИВ 13еа] ваз аё ргез- 
зиге р. Аь Йг8® Фе \етрегафиге оЁ {1е суЦпаег 18 Кер\ 
соп8 ап ап ечиа! $0 То. ТВеп Ве фетрегайите оГ опе оЁ Ше 
з14ез ой 4+Те суцпаег 13 Зпсгеазе8 5у АТ, Ме № трегаюте сё 
&е оррозйе Че гетатте \№е зате. Ра $Ве ез4а зВе@ ргез- 
зиге {м {Ъе уеззе] ап &Ве розИюп оЁ {Те Баз’ сегуег 9Ё таз$. 
Аззите {Ва АГ Т.. 

И. 1. Котогз 


Р.966. Аз ап Лиз гайоп ой зитРасе 2 поп, опе ой фе *«На!уез» 
оЁ а зоар {Ит =раппе@ Бу &\0 рагаНе| «Фтесьлсез» доте@ Бу 


ВИ 


| 

| №931. В треугольник АВС 
‘вписана окружность, которая 
! касается сторон АВ, ВС и СА 
|е точках С,, А, м В, соответ- 
| ствекно. Известно, что длины 
| отрезков АА,, ВВ, и СС, рав- 


' ны. Докажите. что треуголь- 
Гник АВС правильный. 


| А С. о 

} Рис. 1. 

| 

ДАВС = ДАВС, С 
Е 

ГА В 

г Рис. 2. 


№932. В квадратной клетке со 
‹ стороной Г м находится ана- 
| конда длиной 10 м. Барон 
; Мюнхгаузен утверждает, что 
он в любой момент может 0д- 
ним выстрелом прострелить 
анаконду сразу в Б местах. 
{ Не преувеличивает ли барон? 
| (Анаконду можно считать 
| произвольной ломаной дли- 
ны 10. расположенной внутри 
квадрата #11.) 
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| а \Итева АВ (Ев. 3, р. 34) 15 рипсбитей; Ще “Итеаа, “ыы 


Вад Ъееп Ноайпи Ггее]у оп 11е Ит, эзкесВез ео а деЙпИе 
$Наре. Ела те 1еп5юп т {Ве Шгеа4. Тье джапсе Бефмееп 
Те з«Отесилсез» 18 а, {Те 1еп8Т ой Ве \геа4 за { (12 14/2), 
ФТе соеГЯ_сетф оГ зитРасе 1епЮп оЁ Ше зоар зошцол -1в а. 
Г. С. Магвомей 
Р967. А рИе оЁ уегу ЧМ тета! раз, 10сяёе в Те зате 
1% апсе {кот еас} обЪег, 13 сКТагве@ {гот а ЪаМегу ш \е 
ГоНо\тЕ мву. ТНе пекаНуе сотас® о? Ше РаНеху 413 соппесйе 4 
60 Те р]а\е ЁигТезь © {те паВь, мЬЦе {Ме розуе согёас 18 
соппесе4 т зеаиепсе #5 №0 Ше Ёгзё р]е {тот \Те 1е#%, 
{Теп ю {Те зесоп@ опе, {Не {Ти ап з0 оп ип Ве пехё ® 
1аз& раке (те зесоп@ опе гот &е гЫЬЬ, зее ЕР. 4). Ета 
4Те гамо ой 41е сВатёе оЁ \Ъе Таг пб р!а4е +0 1Ввё 07 {Те 
Ыыга Ёгот Ше янь Аззите {Ва {Те У 1сКпезз о 1Ве ре 18 
ос ]езз {Вап Из Ппеаг шеазигетепаз. 
Е. Р. Зоко!0% 


Решения задач 


М931 — М935; 9943 — $947 


Рассмотрим треугольники ААВ, и ВВ, А, (рис. 1). 
Они имеют общую сторону А В, и равные по усло- 
вию стороны АА, и ВВ,. Кроме того, равны их углы 
АВА, и ВА, В,, поскольку смежные с ними углы — 
это углы при основании равнобедренного треуголь- 
ника А,В,С (отрезки СА, и СВ, равны, как каса- 
тельные, проведенные к окружности из одной точ- 
ки); по той же причине углы АВ, А, и ВА В, тупые, 
следовательно, остальные углы рассматриваемых 
треугольников острые. По теореме синусов 


зп ДА, АВ, 48, эт ИАВ,А, = 


А: зт (ВА, В, =зт ХВ,ВА,, 
поэтому (А, АВ, = { В, ВА, (эти углы острые), зна- 
чит и ДААВ, = ВВ,А,. Таким образом, тре- 
угольники АА, В, и ВВ, А, равны (по двум сторонам 
И углу между ними). В частности, АВ, =ВА, и 
АС=АВ-+ВС=ВА + АС=ВС. Аналогично до- 
казывается, что АС=АВ. 

Отметим, что, вообще говоря, признак равенства 
треугольников «по двум сторонам и углу, противо- 
лежащему одной из них» не верен (см. рис. 2). 


В. Н. Дубровский 


Ф 


Очевидно, что длина любого отрезка не превосхо- 
дит суммы длин его проекций на любые две перпен- 
дикулярные прямые (гипотенуза прямоугольного 
треугольника меньше суммы катетов), причем ра- 
венство достигается, только если отрезок паралле- 
лен одной из прямых. Отсюда следует, что сумма 
проекций всех звеньев ломаной на две перпендику- 
лярные стороны квадрата больше 10, значит, 
сумма их проекций на одну из сторон больше 5. 
Поэтому хотя бы одна из точек этой стороны долж- 
на лежать внутри проекций не менее чем 6 звеньев 


МЭЗ33. 13 рыцарей из Е разных 
кланов (13 < 13} сидят за 
круглым столом. Каждый 
держит золотой или серебря- 
ный кубок, причем золотых 
кубков ровно #. Король Артур 
приказал рыцарям одновре- 
менно передать кубки своим 
соседям справа. потом сде- 
лать то же самоееще раз и т. д- 
Докажите, что в некоторый 
момент найдутся два рыцаря 
из одного клана, в руках у ко- 
торых золотые кубки. 


№М934. В пространстве распо- 
ложено 8п(п>2) точек (так 
что никакие 4 не лежат в 0д- 
ной плоскости) ип проведено 
п?*-4-1 отрезков с концами в 
зтих точках. Докажите, что 
проведенные отрезки обра- 
зуют а) хотя бы один тре- 
угольник: 6)* не менее п тре- 
угольников. 


ломаной. Барону достаточно выстрелить из этой | 
точки перпендикулярно стороне. Из рисунка на по- 

лях видно, что анаконда может так расположиться 

в клетке, что даже Мюнхгаузен не сумеет простре- | 
лить ее сразу в 7 местах. 

С. Б. Гашков 


Ф 


Будем рассуждать от противного. Если утвержде- 
ние задачи не верно, то в любой момент времени 
ровно один рыцарь в каждом клане держит золо- 
той кубок, так как число кланов равно числу куб- 
ков. Допустим, что каждая следующая передача 
кубков происходит через минуту. Тогда за 13 ми- 
нут — время полного оборота кубков вокруг сто- 
ла — каждому рыцарю доведется держать каждый 
из золотых кубков ровно по одному разу, То есть в: 
течение Ё минут, а всем рыцарям одного клана 
вместе взятым — п минут, где п — число рыцарей 
в этом клане. Таким образом, п =13, что невоз-| 
можно при 1< #13, поскольку число 13 простое. 

Полученное противоречие доказывает утвержде- 
ние задачи. 

Если бы общее число рыцарей г делилось на 
Е: г= кп, то было бы нетрудно построить пример, 
когда я любой момент лишь у одного рыцаря из! 
каждого клана золотой кубок: достаточно расса- 
дить рыцарей каждого клана в вершинах правиль- 
ного п-угольника, а К золотых кубков дать Ё сидя-, 
щим подряд рыцарям (из разных кланов). 

С. Б. Гашков 


Ф 


а) Выберем точку, из которой выходит наибольшее 
число отрезков. Обозначим ее через А/, концы вы- 
ходящих из нее отрезков — через В,, ..., Вь, осталь- 
ные точки — через А., ..., Д,,_,„. Если треугольни- 
ков нет, то между точками В,, ..., В: нет отрезков. 
поэтому из каждой из них выходит не более 2п — Е 
отрезков. А поскольку из каждой точки А, 
=1,.... 2п—, выходит не более # отрезков, общее 
число отрезков не превосходит 


1 {Е 121 —®)-+ (281-21 —Е)< п’. 


Но число данных отрезков равно п?--1, поэтому 
они образуют хотя бы один треугольник. 

Для п? отрезков утверждение задачи, как видно 
из рисунка, не верно. 

6) Проведем доказательство индукцией по п. 
При л=2 (для 4 точек и 5 отрезков) утверждение 
проверяется непосредственно. Докажем его для 
2 (п-1) точек, считая его верным для 2п точек. 

Согласно а) проведенные отрезки образуют хотя 
бы один треугольник АВС. Нужно еще по крайней 
мере п треугольников. Обозначим количества от- 
резков, выходящих из вершин треугольника АВС 
(не считая его сторон), через Ё,, Ё,„, К. соответ- 
ственно. 
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Если Ё=Ё. |+: А <3п—2, то для каких-то 
двух вершин треугольника, например А и В, общее 
число таких отрезков й, | Ё, не больше 2п—2. 
Выбросим эти точки и все выходящие из них 
отрезки (вместе со сторонами треугольника АВС). 
Мы получим набор из точек, соединенных не менее 
чем (п-+ 1} +1—(2п—2)—3= 1? - 1 отрезками, ко- 
торые, по предположению индукции, образуют не 
менее п треугольников. 

Если же ЕЁ >3п—Т и #Ё рассматриваемых нами 
отрезков образуют со сторонами АВ, ВС и СА + тре- 
угольников, то {>п. В самом деле, пусть среди 
212 —3=2п — 1 точек, отличных от А, В, С, име- 
ется п; таких, из которых идет } отрезков к верши- 
нам А, В, С (1=0, 1, 2, 3). Тогда 

пп. аз пот, п.п =21—1,. 
п, + 21. + Зп. = >31 — 1, 
следовательно, 1=п.- 31. >2п.+2п,>(3п—П— 
—{2п— 1; п. : 


С. Б. Гашков 


Ф 


М935. (Задача о гайке.) Если Будем рассуждать от противного и сразу в общем 
внутри провильного 2п-уголь- случае. Обозначим меньший 2лп-угольник через 
И ы м об а М., больший — через М,. Если многоугольник М, 
местить правильный Эп-уголь- Н@ содержит центра О многоугольника М., то, по- 
ник со стороной а/2, то он на- скольку он выпуклый, у него найдется такая сторо- 
кроет точку О. Докажите это на АВ, что точка О и сам многоугольник М, лежат 
идарежде ние: @) для 1—2: по разные стороны от прямой АВ (рис. 1). Пусть 
)* для п=3: в для любого 

Ср — противоположная к АВ сторона многоуголь- 
ника М,. Расстояние между параллельными пря- 
мыми АВи СР равно радиусу вписанной окружно- 
сти многоугольника М»>, поэтому прямая СО лежит 
вие этой окружности. Проведем касательную ММ 
к этой окружности (см. рис. 1), параллельную СБ; 
тогда, как следует из сказанного, 

Ср=сС’р’ < ММ, 

где С'’)’ — отрезок, по которому прямая СО пере- 
секается с М,, причем концы отрезков С’Рр’и ММ 
лежат на двух соседних сторонах многоуголь- 
ника М.. 

Теперь достаточно доказать, что ММ№- а/2 (тогда 
окажется. что Ср а/2, что противоречит усло- 
вию). Пусть точки М и М лежат на сторонах М,, 
выходящих из вершины Р; ©, Ви Т — точки каса- 
ния этих сторон и отрезка ММ с вписанной окруж- 
ностью М, (рис. 2). Тогда 
2ММ- МТ- ММ--ТМ = 

- =ОМ+ММ+МВ = ОР-РЕ=а, 
что и требовалось. 
Рис. 2. Заметим, что для (2п | 1)-угольников аналогич- 
ное утверждение неверно. 


Ф 


$943. Пебольшое тело падает Во время падения на тело действуют две силы: 
с огромной высоты на землю. сила тяжести ти, направленная вниз, и сила 
Считая удар тела о землю 
абсолютно упругим. опиргде- 


натурального п. 


С. Б. Гашков 


сопротивления воздуха Ё, ‚ направленная противо- 
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лить ускорение тела сразу же 
после того. как оно отскочит 
от земли. 


Е. 
Ту 
$ 
тЕ 
Рис. 1. 
3 
и. 
Ета 


Рис. 2. 


ФЭ44. На твердое тело. движу- 
щееся поступательно по шеро- 
ховатой горизонтальной по- 
верхности. в момент времени 
&—=0, когда скорость тела 
равна и, начинает действо- 
вать сила Р\{), направленная 


асе время. вдоль вектора 5% 
и возрастающая со временем. 
Через время 1 скорость тела 
оказывается равной г:, при- 
чем и:—6 м/с, если = м/с, 
и в, =13 м/с, если и. =10 ме. 
Определить зависимость и = 
==/(0.) при всех возможных 


#5 


положно скорости тела, то есть вверх. Поскольку 
сила сопротивления растет с увеличением ско- 
рости, найдется такая высота (по условию тело 
падает с огромной высоты), на которой сила 
сопротивления окажется равной по модулю силе 
тяжести (рис. 1): 


Начиная с этого момента, тело будет падать с неко- | 


торой постоянной скоростью }. 

С такой же по модулю, но противоположно 
направленной скоростью тело отскочит от земли | 
сразу же после абсолютно упругого удара о нее. 
В этот момент на тело действуют две одинаково 
направленные и равные по модулю силы (рис. 2), 
поэтому его ускорение будет равно 


| 

| 

_ | 

тЕ—Е.—0, тЕ-Е. =0. 
| 

| 

| 


| 
а—" 8 Ре —2т8 —=28 =20 м/с". | 
т т 


А. Г. Шихкеримов 


Ф 


Начиная с момента времени 1—0, на тело дейст- | 
вуют две силы — данная сила Р({), возрастающая | 
со временем, и сила трения, которая здесь может | 
принимать значения от О до максимальной си-\ 
лы трения покоя, равной силе трения скольжения | 
РЕр=итЕ (д — коэффициент трения, т — масса | 
тела). Эти силы направлены противоположно | 
друг другу, поэтому понятно, что характер дви- | 
жения тела будет определяться соотношением | 
между модулями действующих на тело сил, | 
и прежде всего — в начальный момент. Рассмот- | 
рим возможные варианты. | 
Если Р(0)>итя, то тело с самого начала дви- | 
жется так, что ни ускорение, ни изменение ско- 
рости за данный промежуток времени Ё не зависят 
от скорости: и, =0,-НС (где С — некоторая постоян- , 
ная). Соответствующий график изображен на ри-' 
сунке 1. Нетрудно увидеть, что данные задачи | 
не «ложатся» на этот график. Значит, Ё(0)<итя. | 
Поскольку сила Р({) с течением времени воз- | 
растает, в какой-то момент, назовем его *крити- | 
ческим», она окажется равной максимальной силе | 
трения покоя:. Р(Ё,„„)=питя. Это может произойти | 
либо до указанного момента времени 1, либо после | 
него (конечно, не исключено, что этого не слу- | 
чится никогда, но об этом — несколько позже). 
Пусть &›<. Тогда тело сначала, до момента | 
'›› движется замедленно, а потом ускоренно. Но | 
здесь тоже возможны два случая: в момент &,, | 
скорость тела либо равна нулю, либо больше нуля. 
Ясно, что первый случай может быть реализован 
лишь при достаточно малых начальных ско- 
ростях. При этом скорость и; не зависит от ско- 
рости и.о (тело движется замедленно, останавли- 
вается и снова начинает двигаться, «забывь о на- 
чальной скорости и.): и:=А. Постепенно увеличи- 
вая начальную скорость, мы придем к такому ее 
значению, назовем его +*критическим», что при 


—— =, 
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Рис. 4. 


Ф945. Определите отношение 
}:/1з коэффициентов полезно- 
го действия двух циклических 
процессов, проведенных с 
идеальным газом (см. рису- 


кок): первый процесс 1-2-3-4-1. 
второй процесс 5-6-7-4-5. 
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6бо>0,„р Теле будет двигаться, не останавливаясь. 
В этом случае, начиная с момента {,, на тело 
будет действовать сила Р()— ити. не зависящая 
от скорости, поэтому 1,=0.--В. Таким образом, 
при < график зависимости 2,=/Кг,) имеет 
вид, приведенный на рисунке 2. 

Пусть теперь {,,>[. Проведя аналогичные рас- 
суждения, мы придем к графику, изображен- 
ному на рисунке 3. Очевидно, что этот график 
подходит и для последнего возможного случая, 
когда сила Р(ё) всегда меньше цте (тело либо 
остановится до момента #{, либо будет двигаться 
с ускорением, не зависящим от скорости). 

Итак, мы получили три графика зависимости 
конечной скорости движения тела от его начальной 
скорости. Ири этом точки, заданные в условии за- 
дачи (0,—=5 м/с при 2, =1 м/с и и,=13 м/с при 
2,—=10 м/с), «ложатся» лишь на график, изобра- 
женный на рисунке 2. Таким образом, 


5—1 при 1%<0,>, 
"18+ при >и- 


«Сшивая» эти два условия с учетом конкретных 
данных, получим окончательно (рис. 4): 


__ [5 м/с при, <2 м/с, 
2'—1 3 м/с-+о, при иэ> 2 м/с. 


Р. Л. Мкртчян. 
О. М. Хидавердян 


х 


Коэффициент полезного действия циклического 
процесса определяется как ц-=А /@), где А — рабо- 
та, совершенная системой за цикл, @ — количество 
теплоты, полученное системой от нагревателя. 

Работе газа за цикл на р— У-диаграмме соответ- 
ствует площадь, заключенная «внутри» цикла. 
Из условия задачи следует, что работа газа в пер- 
вом и во втором процессах одна и та же. Следова- 
тельно, п,/п.=@,/@:, где ©, и ©. — количества 
теплоты, полученные системой соответственно при 
первом и при втором циклах. Найдем @, и ©... 

Пусть температура газа в точке 1 была Т,. Вос- 
пользовавшись уравнением состояния идеального 
газа, нетрудно показать, что 

Го в. —67, Г.=ЭГ, 7,—=0. 

Очевидно, что в процессе 1-2-3-4-1 газ получил 
тепло @ на участках 1-2 и 2-3, причем @, = 
=, -ЛО,, где А, =4р.У.=4^ВТ, — работа, со- 
вершенная на этих участках газом, АЙ, = 
— ы “В (Т.—Т)= ы уАТ, — изменение его внут- 
ренней энергии. Так что 


@,=4у ВТ, + т уАТ, = = `ВТ,. 


В процессе 5-6-7-4-5 газ получил тепло @, на 
участках 5-6 и 6-7, причем 


з 27 
@.=А,+АО,=3ЗроУо- 5 уА(Т,—Т5) р УЕ 


Ф946. Два одинаковых точеч- 
ных заряда а>0 находятся 
на расстоянии [ друг от друга. 
На какое минимальное рас- 
стояние «подойдет» к плоско- 
сти симметрии П (рис. 1) сило- 
вая линия. выходящая из ле- 
вого заряда под углом п к пря- 
мой, соединяющей заряды? 
Под каким углом к плоскости 
симметрии будет расположена 
эта линия при удалении на 
большее расстояние от заря- 
дов? 


+а 


этому рассмотрим «< 90?. 


*) Если угол а — тупой, то 
искомое расстояние х==/2, по- 


Таким образом, 


С. С. Кротов 


х* 


Прежде чем решать задачу, выскажем некоторые 
предварительные соображения. 


1) Согласно принципу суперпозиции полей на-. 


пряженность электрического поля системы точеч- 
ных зарядов в каждой Точке равна векторной 


сумме напряженностей полей, создаваемых каж-о 


дым зарядом в отдельности. 


2) Картина силовых линий поля, созданного дву-. 


мя одинаковыми точечными зарядами, симметрич-. 


на относительно плоскости симметрии П (см. рис. 1) 
и одинакова в любой плоскости, проходящей через 
соединяющую заряды прямую. 

3) Вблизи каждого заряда влиянием другого 
заряда можно пренебречь и считать, что силовые 
линии выходят из заряда «равномерно», то есть 


й 


р 


с одинаковой густотой, по всем направлениям, . 
как если бы он был одиночным (лишь потом эти. 


линии искривляются). 
4) При удалении на большое расстояние система 


двух одинаковых точечных зарядов ведет себя. 
как один заряд 24, находящийся посередине. Это, 


| 


означает, что вдали от зарядов все силовые линии‘ 
поля системы асимптотически приближаются к' 
радиальным силовым линиям поля точечного за-, 


ряда 24. 


Теперь приступим непосредственно к решению.*) : 
Рассмотрим точку С данной силовой линии, кото-. 


рая находится на минимальном расстоянии х от 
плоскости П (рис. 2). Напряженность Е. поля в 


точке С, равная сумме напряженностей Е, и Е, 
направлена параллельно плоскости Ш; следова- 


тельно, проекции векторов Е, и Е, на ось, прохо- 


НО ЧН 


дящую через точки А и В, равны по модулю. 


(см. рис. 2): 


Рис. 2. 
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*) < 90°, так как данная си- 
лоная линия не заходит вправо за 
плоскость П; В< 90”, так как до 
точки С силоввя линия приблн- 
жается к плоскости Й. 
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Выразив расстояния г, и г, через [ из треугольника 
АВС с помощью теоремы синусов, придем к урав- 
нению 
(соз В—со$ })(со5? В--с05? ф--со В со5 у—1)=0. 
Если приравнять к нулю первый сомножитель, 
то получим тривиальный случай: В= (оба угла 
острые*)), то есть точка С принадлежит самой 
плоскости ЛП. Этот случай нас не интересует. 
Приравняем к нулю второй сомножитель: 
со" В- с05? у-соз В сз у—1=0. (1) 
В этом уравнении два неизвестных, так что реше- 
ний в принциле может быть бесконечно много. 
Однако тут нам пригодятся высказанные ранее 
соображения 1)—3). Рассмотрим силовые линии, 
выходящие из левого заряда и попадающие внутрь 
конуса с углом а между образующей и осью конуса 
{линией АВ). Понятно, что условное число М этих 
линий пропорционально величине телесного угла 
2—=21л(1—с03 а) (эту формулу нетрудно вывести 
самостоятельно): 
№=К.-®@—=К.-.2л(1 —соз а). 
С другой стороны, поскольку силовые линии ре- 
зультирующего поля не пересекаются, это же число 
силовых линий можно найти, если рассмотреть 
силовые линии полей, созданных каждым из двух 
зарядов в отдельности, пересекающие круг с диа- 
метром СС’ (рис. 3): 
№=К-2л (1 —созВ)—К.2л (1 — соз ?)} 
(разность, а не сумма взята здесь потому, что сило- 
вые линии поля левого заряда пересекают выбран- 
ный круг слева направо, а линии поля правого за- 
ряда — наоборот). Итак, получаем 
К-2л (1 —с05 а}=К.2л (1 — со В)—К.2л (1 —с05 7), 
или 
1—с0$ ч==с08 }—со08 В. {2) 
Объединим уравнения (1) и (2) в систему: 
1—с05 «-—с0$ у—с0$ В, 
с03° В-Нсоз? у--с0з В с0$ у=1. 
Эта система, учитывая, опять-таки, что углы Виу 
острые, имеет единственное решение: 


с08 «—1- \(3 — с0з а) (1 Е с0з а}/З 
р] › 

1—с03 и + \Д3 — с0$ а) {1 + с03 и}/З 

с: 


Найдем теперь искомое расстояние х (см. рис. 2): 
хх —г, с08 в=Е (1 НЙ 
2 2 эт (ВУ) 

где углы В и у можно выразить из предыдущих 
равенств (В=агссоз В и у=агссо$ у). Нетрудно 
«проверить» полученный ответ для двух очевид- 
ных частных случаев: а) если а=90°, то х—{/2, 
то есть данная силовая линия сразу же +завора- 
чивает» влево; 6) если «—=0°, то х=0, то есть сило- 
вая линия сначала идет по отрезку (, до точки О, где 
она терпит «разрыв» (в этой точке поле отсут- 


со$ В 


с08 у== 


Ф947. Оболочка космической 
станции представляет собой 
зачерненную сферу, темпера- 
тура которой за счет работы 
аппаратуры внутри станции 
разна Т—500 К. Какой будет 
температура оболочки, если 
станцию окружить тонким 
черным сферическим экраном 
почти такого же радиуса, как 
оболочка? Количество тепло- 
ты. излучаемое с единицы 
площади поверхности, про- 
порционально четвертой сте- 
пени абсолютной  темпера- 
туры. 


.®) Здесь угол а уже не обяза- 
тельно острый, 


ствует), а затем идет по вертикальной прямой 
(в плоскости П). 

Нам осталось выяснить, к какой прямой будет 
асимптотически приближаться данная силовая 
линия на большом расстоянии от зарядов.*} Дру- 
гими словами, нам нужно найти угол 5, а в конеч- 
ном счете и 6’ (см. рис. 2). В'‘этом помогут сообра- 
жения 1), 2) и 4). 

С одной стороны, все силовые линии, которые 
не выходят за пределы конуса с углом ® между 
образующей и осью, идут от левого заряда в преде- 
лах телесного угла, равного 2л(1—<05(л—@))= 
—2л(1-с0$ а). Значит, их число 

№=К-2л(1-с08 и). 
С другой стороны, мы получим то же число линий, 
если будем рассматривать систему как один точеч- 
ный заряд 24, находящийся в точке О: 

№=2К-2л(1—со8 8). 
Таким образом, получаем 

К-2л(1 | со$ «)=2К.2л(1— со 4). 

откуда 


= атссов 1508 ыы 


Угол &’ дополняет угол & до 90°, поэтому 


5’ =—=агсят ее | 


Например: если ‹—=90°, то &’—=80°, если и=0`, 
то &’=0°, если и=180°, то 5’ =90", то есть эти три- 
виальные частные случаи хорошо «сочетаются» 
с интуицией и здравым смыслом. 

В. А. Нахшин 


®* 

Полное количество теплоты ©, излучаемое в про- 
странство в единицу времени, зависит лишь от 
выделения энергии при работе аппаратуры стан- 
ции, поэтому присутствие экрана его не изменит. 
Но телерь излучать тепло в пространство будет 
внешняя поверхность экрана; следовательно, тем- 
пература экрана должна быть равна начальной 
температуре станции Т—500 К. 

Экран, однако, излучает не только наружу. но и 
вовнутрь, причем то же самое количество тепло- 
ты @. Это излучение попадает на оболочку станции 
и поглощается ею. Таким образом, количество теп- 
лоты, подводимое к оболочке станции в единицу 
времени, складывается из тепла выделяемого при- 
борами и излучаемого внутренней поверхностью 
экрана, то есть оно ранно 20. Точно такое же коли- 
чество теплоты должно и излучаться; значит, 

2 _ Те 

г’ 
откуда находим искомую температуру оболочки 
станции: 


Т.=\2Т--600 К. 
Л. И. Будин 
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Искусство программирования 


Самый 
знаменитый 
алгоритм 


В предыдущих статьях этого раздела 
приводились многочисленные примеры алго- 
ритмов и рассказывалось об общих прин- 
ципах их запиев на алгоритмическом 
языке. Здесь же автор подробно останае- 
ливается на одном единственном алго- 
ритме — это один из самых древних 
и наверное самый известный математи- 
ческий алгоритм. 


Доктор физико-математических наук 
С. А. АБРАМОВ 


В «Началах» Евклида приведен 
алгоритм нахождения наибольшего 
общего делителя (НОД) неотрицатель- 
ных целых чисел, основанный на сле- 
дующих свойствах этой величины. 
Пусть Ри & — одновременно не рав- 
ные нулю целые неотрицательные чис- 
ла, и пусть {> а. Тогда, если & =0, 
то НОД (7,8) =Р а если #520, то для 
чисел [, & и г, где г — остаток от деле- 
ния { на &, выполнено равенство 
НОД ({,=) =НОД (&,г): при любом це- 
лом а числа ри & имеют те же общие 


делители, что и числа а, /-—- ав, а оста- 
ток г есть число вида }— ав. 

Применение алгоритма Евклида к 
числам [и & состоит в выполнении 
друг за другом серии однотипных ша- 
гов, каждый из которых начинается с 
проверки, равно ли второе число нулю. 
Если не равно, то вычисляется оста- 
ток от деления первого числа на вто- 
рое, затем первое число заменяется 
вторым, а второе — вычисленным 
остатком, и происходит переход к сле- 
дующему шагу. Если же второе число 
равно нулю, то все вычисления пре- 
кращаются, а значением НОД объяв- 
ляется первое число. 

Так при вычислении НОД (39, 15) 
переходим от одной лары чисел к дру- 
гой в следующей последовательности: 
(39, 15), (15, 9), (9, 6), (6, 3), (3, 0). По- 
лучаем, что НОД (39, 15) =3. 

Остаток всегда меныше делителя, 
а убывающая последовательность не- 
отрицательных целых чисел не может 
быть бесконечной. Поэтому примене- 
ние алгоритма Евклида на некотором 
шаге закончится из-за обращения в 
нуль очередного остатка. 

Задача 1. Найдите НОД (21042, 18921). 


Задача 2. Полностью сократите дробь, 
запись числителя которой есть 3..3, а занись 


р. 
знаменателя — 3...3, т п. 
——“ 


т 


жж 


Болынинство древних алгоритмов 
со временем вытеснялось из вычисли- 


тельной практики более новыми алго- 
ритмами. Алгоритм Евклида избежал 
этой участи прежде всего благодаря 
своей экономности. Значение НОД({,&) 
можно вычислить многими способа- 
ми, например с помощью следующего 
тривиального алгоритма: если &=0, 
то взять в качестве НОД(р,Я) значе- 
ние /, иначе выбрать из чисел 
я, &—\1,...1 первое, при делении на 
которое [ и & дают нулевые остатки. 
Но, как и другие подобные алгорит- 
мы, последний алгоритм слишком 
разорителен. Например, в случае вза- 
имно простых [и & он требует 22 де- 
лений. Исследуем телерь число деле- 
ний, требуемых алгоритмом Евклида, 
и покажем, что оно при больших зна- 
чениях & существенно меньше 229. Бу- 
дем рассматривать последователь- 
ность всех остатков, которые вычис- 
ляются в процессе выполнения алго- 
ритма Евклида. Полезно обозначить 
исходные числа не через /{, &, а через 
[»› № (считаем, что /› >!,). Получаемые 
ненулевые остатки обозначим через 
Ь, ..., м» частные от деления {‹ най,, /, 


на [ь..., [ла на [„ — через 
С т: 
Ё, —=а А вы 7 
а. (1) 
| 
р = а.{.; 
здесь НОД (К, [) = №. Остаток всегда 


меньше делителя, поэтому к >р >> 
>рЬ>>...>[р2>0. Вследствие этого 
каждое из частных а,,....а, больше 
или равно единице. 

Лемма 1. При 1=1,2,...1п—2 
выполняется неравенство [> 2Ёь.-. 

Доказательство. И 
а ан НА РЕК 2+2. 

Лемма 2. Пусть Е — такое нату- 
ральное число, что применение алго- 
ритма Евклида к р, р не заканчива- 
ется после ЗЕ делений (то есть р... > 
>1. Тогда > 2”. 

Доказательство. 
лемму 1, получаем 

в > 2 > 4 >...> В 52. 

Теорема. Число делений, требуе- 
мых алгоритмом Евклида, не превос- 
ходит 2Пов. /,]-+2*). 

Дизазалельгтро. Из леммы 2 
вытекает, что если К — натуральное 
число, для которого [ <2“, то число 


ая 


*) Здесь [х] обозначает целую часть чнела х. 


делений, требуемых алгоритмом Ев- 
клида, не превосходит 2К. Но [< 
< 2°в:11+1, следовательно, число де- 
лений не превосходит 2[]ов. [|]-+2. 

Уже сравнение графиков функций 
у=2х и у—21ов.х-2 не оставляет 
сомнения в преимуществе алгоритма 
Евклида перед тривиальным алгорит- 
Мом. 

Задача 3. Докажите, что если [о м / 
не эзаимно просты, то разность между числом 
делений, требуемых тривиальным алгоритмом 
и числом делений. требуемых алгоритмом 
Евклида, больше или равна такой же разности, 


вычисленной для взаимно простых чисел Ду /4, 
р /а, где а=Нод(р, Ги). 


%** 


Алгоритм Евклида допускает мно- 
гочисленные обобщения. Прежде все- 
го, как мы покажем ниже, вместе с 
НОД(/, =) можно вычислять целые 
цир такие, что 


ри - во =НОД ({, 8}. (2) 


Это дает возможность находить неко- 
торое целочисленное решение произ. 
вольного уравнения вида 

Ех фу—=т, (3) 
где А, ‚т — целые числа такие, что 
К и[{ одновременно не равны 0, а т 


‘делится на 4=НОД (|*|, |{]). Пусть 


[Е [и |Пь=а, тогда 
|Е[ит/а- [Цьот/а=т 


и, как следствие этого, 


Е(с ит/а) + Кеоот/а)=т, 
где с; = +1, ]=1,2. 

Займемся алгоритмом нахождения 
целых чисел и и 0, удовлетворяющих 
(2). Обозначим временно { через [,, 
а & через [, и обратимся к (1). Пусть 
для некоторого 1% п— 2 вместе с чис- 
лами [, +, известны соответствую- 
щие им множители р, 4, 3, { такие, что 


ЮР а=Ь, + ЕЕ=Ьчь (4) 
Тогда, разделив {, на };, и получив 
частное а; и остаток #;+.2, мы можем 
вычислить множители, соответствую- 
щие {+2: так как даа = р 
используя для #, р! выражения (4), 
мы получаем 


(р- а, + 13) + (аа и) = ЕЁ. 

Таким образом, для решения зада- 
чи (2) надо применять к [и & алгоритм 
Евклида, рассматривая на каждом 
зпаге его применения, кроме тех двух 
чисел, которые рассматривались и 
прежде, еще и соответствующие этим 
числам множители р, 4 из, #. На пер- 
вом шаге в качестве множителей, со- 
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отнетствующих исходным числам [и 
8, берутся 1,0 и 0,1. Выполнив деле- 
ние и получив частное @ и некоторый 
остаток, надо, если остаток не равен 0, 
перед переходом к следующему шагу 
вычислить по формулам р—а3, 4 —а1 
множители, соответствующие полу- 


ченному остатку. Последний ненуле- 
вой остаток и соответствующие ему 
множители и и о будут удовлетво- 
рять (2). 

В процессе применения этого алго- 
ритма к {= 39, & == 15 последовательно 
вычисляются остатки 9; 6; 3; 0 и соот- 
ветствующие первым трем из них мно- 
жители 1, —2; —1,3; 2, —5. Таким 
образом, 39.-2-+15-(—5)=3= 
—НОД (39, 15). 

Теперь заметим, что алгоритм можно изме- 
нить так, что число требуемых им операций 
сократится почти в полтора раза: из двух чи- 
сел и и а достаточно вычислить вместе г 
НОД ({, в) только и, в затем определить и по 
формуле и=(НОД ({, 8)—8Р)/{. Для [= 39, 
8#—=15 мы могли бы положить и=(3—15Х 
х(—5))/39 =2. 

Задача 4. Докажите, что если числа 
Хх, & дают некоторое решение уравнения (3), 
то все решения описываются формулой х= 
—х Г, и=у— Е. где #7 =В/НОД (&, 1), 
р =ИНОД Е, й), #=0, +1, +2. 

Задача 5. Пользуясь формулами, выпи- 
санными в задаче 4, опишите алгоритм, кото- 
рый позволяет проверить. обладает ли урав- 
нение (3) решением в неотрицательных целых 
числах и если обладает, то позволяет и пост- 
роить какое-то одно такое решение. 


%Ж+% 


Последоватёльные деления с остат- 
ком, соответствующие схеме (1), ле- 
жат и в основе алгоритма цепных 
дробей, который позволяет получить 
очень интересные приближения числа 
/№- Цепной дробью (конечной) на- 
зывается выражение вида 


— (5) 
= 
Бе, 29 
+ — 
5» 
где 6,,....5ь — натуральные числа. 


Цепную дробь (5) кратко записывают 
в виде [Ь,,6.,..., 6,]. Так как = 
—=а,/, + Ё., имеем 


Пе. Зы 
х Ю 1: 
п’ 


Далее этим же способом преобра- 
зуем р ит. д. В конце концов по- 
лучим р/к =а,, ао, ... ас]. Допол- 
нительно рассмотрим цепные дроби 
[а], [а., а-], ..., [а., -.., а, _!|, значе- 
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ния которых называются лодходящи- 


ми дробями числа Г/Р. Обозначим 
несократимые формы подходящих 
дробей через р,/4 1, ---, Р„—1/9„—1- Сле- 
дующие свойства приближений числа 
/Ь подходящими дробями, мы при- 
водим без доказательства: 


а) | — = < = 1=],2,.... П- 1 


6) Если для некоторой дроби и/ши 
и подходящей дроби р,/4,.:<:<п—1, 
выполнено 
ОЕ и < Г. —2 
Ю о = Г.) а, ь 
тоо>а.. 


Нетрудно убедиться, что подходя: 
щие дроби числа 15/39 (несократи- 
мая форма которого есть 5/13) — этс 
1/2, 1/3, 2/5. Разности между исход- 
ным числом и этими дробями соот- 
ветственно равны — 3/26, 2/33, 
—1/65. 

Свойства а), 6) используются в ре- 
шении разнообразных практических 
задач, требующих подбора для данно- 
го нецелого числа хорошего прибли- 
жения в виде дроби со сравнительно 
небольшим знаменателем. Примером 
может служить задача расчета зуб- 
чатой передачи, состоящей из двух 
шестерен. Передаточное число долж- 
но быть близко к заданному значе- 
нию, и при этом число зубьев каждой 
из шестерен не может превышать не- 
которой указанной границы. 

Задача 6. Земной год продолжается 


365. 242199 суток. Найдите подходящие дроби 
чиа 242 199 
"сл 1000006 

бей определяет закон чередования простых и 
високосных годой в современном календаре? 

Задача 7. Запишите в виде программы 
на алгоритмическом языке из вашего учебника 
(см. также статью А. П. Ершова в предыду- 
щем номере) следующие алгоритмы: 

а) тривиальный алгоритм для вычисле- 
ния НОД; 

6) алгоритм Евклида для вычисления НОД: 

в) алгоритм решения целочисленных урав- 
неиий вида #х | 1у=т; 

г) алгоритм для представления отношения 
По/Г: в виде цепной дробн. 


Ж*Ж\ 


Алгоритм Евклида допускает и. дру- 
гие обобщения, которые, в частности, 
используются в приближении ирра- 
циональных чисел, в вычислении НОД 
многочленов. Поэтому и в современ- 
ной вычислительной практике, осно- 
ванной на привлечении электронных 
вычислительных машин, находится 
применение этому алгоритму, возраст 
которого 2300 лет. 


Какая именно из этих дро- 
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По страницам журнала «Альфа» 


свое 20-летне. Статьн п журнале доступны 
«Альфа» („Ана“) — это математический ученикам 5—6 классов. Нередко они сопровож- 
журиал для школьииков, который издается даются карикатурами. Некоторые из ннх мы 
з ГДР и в будущем году будет праздновать здесь и помещаем. 
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Полупроводниковые элементы вычислительной техники 
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ПТ. Биполярные транзисторы 


Доктор физико-математических наук М. Е. ЛЕВИНШТЕИН, 
кандидат физико-математических наук Г. С. СИМИН 


Принцип работы биполярного транзистора (БТ) до- 
вольно подробно рассмотрен в школьном курсе физики 
(«Физика 9», 581). Поэтому здесь мы ограничимся 
только кратким описанием основных особенностей ра- 
боты БТ. 

Транзистор состоит из трех слоев полупроводника с 
чередующимися типами проводимости, то есть представ- 
ляет собой р^п—р- или п-р— п-структуру. 

Вр—п—р-структуре в две крайние области транзи- 
стора, называемые эмиттером и коллектором, добавлены 
акцепторные примеси, и ток в этих областях перено- 
сится положительно заряженными дырками. В среднюю 
часть такой структуры, называемой базой, добавлены 
донорные примеси, что обогащает полупроводник отри- 
цательными электронами проводимости.*) 

В п— р п-структуре соответственно в эмиттер н кол- 
лектор добавлена донорная, а в базу — акцепторная 
примеси. 

Широкое распространение получили оба типа транзи- 
сторных структур. В дальнейшем мы будем для опреде- 
ленности говорить только о БТ типа п-—р—п, тем бо- 
лее что в ЭВМ чаще используются именно такие тран- 
зисторы. . 

Рисунок 1 поясняет принцип работы БТ. Внешний 
источник напряжения, включенный между эмиттером 
и базой. смещает р—-п-переход эмиттер — база в прямом 
(пропускном) направлении. Второй источник смещает 
р—п-переход коллектор — база в обратном (запираю- 
птем) направлении. При таком включении небольшой 
ток, протекающий в базе, вызывает появление в цепи 
коллектора тока, гораздо большего по величине. 

Отношение тока коллектора к току базы — коэффи- 
циент усиления транзистора по току В — определяется 
подвижностью носителей тока в материале и н толщи- 
ной базы И’. Чем меньше И’ и больше ц, тем больше коэф- 
фициент усиления. Величина В в БТ лежит в пределах 
от нескольких десятков до нескольких тысяч. 

В схемах ЭВМ БТ часто питаются не от двух, как пока- 
зано на рисунке 1, а от одного источника питания 
(рис. 2) и работают в Так называемом ключевом режиме. 


*} Поскольку в транзисторах такого типа одннаково важную 
роль играют носители обокх знаков — отрицательно заряженные 
электроны и положительные дырки, — то такне транзисторы назы- 
ваюлся билолярными. В полевых траизисторах (см. предыдущий 
номер журнада) нспользуется двнжение носителей только какого- 
либо одного знака — или электронов, нли дырок. Поэтому иногда 
полевые транзисторы называют еще м униполярными. 
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Рис. 1. Схематическое изобра- 
жение биполярного транзисто- 
ра. 


Рис. 2. Работа БТ в ключевом 
режиме. 


Так был устроен первый би- 


полярный транзистор 
{1947 г.). В пластинку моно- 
кристаллического германия 
{6} с силой вдааливается 
пластмассовый треугольник 
{2), обернутый золотой фоль- 
гой (3). На вершине треуголь- 
ника, вдавленной в пластин- 
ку, Фольга разрезана бритвой. 
В месте соприкосновения 
фольги с поверхностью моно- 
кристалла образуются обла- 
сти р-типа: эмиттер (1) и кол- 
лектор (4): между ними — ба- 
за (5). 


Первый промышленный било- 
лярный транзистор (1948 г.). 
Эмиттерный и коллекторный 
переходы изготавливаются 
вплавлением в германиевый 
кристалл товких проволочек. 
Коэффициент усиления Вэ, 
время переключения 5 = 
30 мкс, диаметр корпуса 
1 см, высота 4 см. 


4 — комтакт к эмиттеру; 
2 — контакт к коллектору; 
3 — корпус; 4 — изолирую- 


щая прокладка: 5 — две кон- 
тактные проволочки; 6 — кри- 
сталл германия; 7 — контакт 
к базе. 


Современный сверхвысокоча- 
стотный транзистор“(увеличе- 
ние 5}. Коэффициент усиления 
В5=30. время переключения 
=200 пс. диаметр корпуса 
3 мм, толщина 1,5 мм. 


При работе в таком режиме БТ может находиться в од- 
ном из двух возможных состояний — открытом или 
закрытом. 

Пусть на вход транзистора, показанного на рисунке 2, 
сигнал не подан. Напряжение источника питания Е сме- 
щает переход коллектор — база в обратном (запираю- 
щем) направлении, а р п-переход эмиттер — база — в 
прямом. Так как сопротивление р—п-перехода в запи- 
рающем направлении очень велико, то практически все 
напряжение падает на коллекторном переходе БТ. На- 
пряжение между базой и эмиттером близко к нулю. 
Ток через транзистор практически отсутствует. В таком 
состоянии транзистор «закрыт». Все напряжение источ- 
ника Е падает на транзисторе. Выходное напряжение 
(ых -=Е велико. 

Неболышой сигнал между базой и эмиттером, смещаю- 
щий переход эмиттер — база в прямом (пропускном) 
направлении, обусловливает появление большого тока 
в цепи коллектор-эмиттер. При этом напряжеиие источ- 
ника питания падает на нагрузочном сопротивлении А;. 
Напряжение на транзисторе становится малым — тран- 
зистор зоткрыт». 

Эти два легко различимых состояния соответствуют 
состояниям +0» И +1» в логических схемах на основе БТ. 

Скорость переключения БТ из открытого состояния в 
закрытое и обратно определяется как параметрами са- 
мого прибора, так и схемой его включения. Самое 
малое время переключения, которое в принципе может 
быть получено, определяется временем, в течение кото- 
рого носители (электроны в п_р—п- или дырки в 
р—п— р-транзисторах) проходят через базу транзистора 
благодаря процессу диффузии. 

При диффузии (случайном блуждании) носители за 
время {1 удаляются от начального положения на расстоя- 
ние х=-/Оь, где р — коэффициент диффузии носителей 
в данном материале*)}. Отсюда минимально возможное 
время переключения &‹ в БТ с толщиной базы И’ опреде- 
ляется как = \?/О. 

Следует отметить, что коэффициент диффузии связан 
с подвижностью носителей пд зависимостью, установ- 
ленной Альбертом Эйнштейном. В соответствии © соот- 
ношением Эйнштейна значение О прямо пропорциональ- 
но величине |. 

Таким образом, предельно возможное быстродействие 
биполярных транзисторов, так же как и полевых, тем 
выше, чем меньше длина пути, проходимого носителями 
тока (толщина базы И’), и чем выше подвижность носи- 
телей р в материале, из которого изготовлен транзистор. 

В настоящее время подавляющая часть БТ изготавли- 
вается из кремния (51). Подвижность электронов в 81 
примерно 0,1 м?/(В . с). Наиболее перспективный мате- 
риал для изготовления БТ ближайшего будущего — 
арсенид галлия (СаАз). Подвижность электронов в 
нем — около 1 м?/(В . с). 

Практическая скорость срабатывания современных 
серийных логических ячеек на БТ составляет 1— 10 нс. 
Рекордно малое время переключения БТ, полученное 
в 1984 году, равняется 30 пс (30 - 10-1? с). 


*) Об этом более подробио можно прочитать, например, в кинге 
М. Е. Левииштейна н Г. С. Симина «Знакомство в полулроводни- 
камне, Библиотечка «Квант», вып. 33. (Примеч. ред.} 
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Ииформация 


Шестой 
турнир городов 


*Я не прошел на Всесоюзную математи- 
ческую олимпиаду, но прошу допустить меия 
решать задачи вне конкурса» — с подобными 
заявленнями часто обращаются в жюрн школь- 
ннки нз городов, проводящих Всесоюзную 
олимпиаду, а нногда даже и из других городов, 
выражая готовность спецнально для этого 
приехать. Что если бы вход на эти олимпиады 
был свободным для всех? Мы, конечно знаем, 
что это нереально — ограничены средства, 
помещения, возможности жюри н т. д. А все- 
твкн... 

Желание пробовать свои силы свойственно 
молодым. Человека, который идет ина сорев- 
нование, не остановит возможность пораже- 
ния — оно, может быть, даже необходимо 
ему. чтобы получить правильные ориентиры 

‚в выборе своего пути. Что еслн всё-таки по- 

пробовать найти такую форму оргаиизации 
соревнований, которая позволила бы «скрестнть 
шлагн» более широкому кругу учащихся, чем 
это Позволяют финальные туры олимпиады, 
сохранив при этом ориентацию на задачн. на- 
ходящиеся но своему содержанию и уровню 
в преддверии настоящей науки? 

В течение ряда лет такая форма нащупы- 
валась, м теперь можно сказать, что она 
п какой-то степени найдена. Это — Туриир 
городов. Создаи Центральный оргкомитет Тур- 
нира ао главе г академиком Пугачевым В. С., 
а в некоторых городах — местные оргкоми- 
теты. Скорее всего, этв форма будет еще изме- 
няться. Чтобы дать представление об этом 
соревновании, мы расскажем оп прошедших 
туринрах- 

Инициатива проведения первого турннра 
прниадлежит Совету молодых ученых и спе- 
циалнстов при ЦК ЛКСМ Латвни. В турнире 
приняли участие школьннки нз Риги, Москвы 
и Киева. Затем круг городов-участинков посте- 
пенно расширился. В 1984/85 учебиом году 
в шестом турнире учваствоввлн 28 городов 
с общим населением 31 млн. чел. Турнир про- 
воднлся по математнке, а в трех городах — 
еще м но информатике. В дальнейшем пред- 
полагается тематическое расширение турннра. 
Специальная комиссия отобрала задачн и ра- 
зослала их по городам. Добрая траднция 
турниров — хорошие задачи. Правда, некото- 
рые нз них трудноваты, но за них дается мно- 
го очков (баллы за полиое решеиие каждой 
задачи сообщались вместе г условнями). Это 
вполне естественно для соревнований обще- 
союзного уровня, тикольиики нашей страны 
на международных математнческих олимпиа- 
дах занимали первые меств примерно столько 
же рал, сколько все остальные страны, вместе 
взятые. При этом трудность задач вполне 
реалистнческая — каждая задача кем-либо нз 
участников была решена, а некоторые участ- 
никн решили почти все задачн, 
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И вот в одно воскресенье учащиеся в своих 
городах одновременно в течение пяти часов 
решали задачи. Затем все работы были прове- 
рены местными жюри. Часть работ направля- 
лась на контрольную проверку в Центральный 
оргкомитет для выработки единых требований 
к работам. 

Кроме содержательной стороны — интерес- 
ных задач — турннр имеет и спортивную 
сторону — он проводится как личное и команд- 
ное первенство. Оргаиизация личиого первенст- 
ва ш пределах города — дело местного жюри. 
Командное же первенство организовано так, что 
размеры города мало влияют на нтог. Но- 
казатель командного выступления города опре- 
деляется как средний баля М лучших работ 
этого города. Это М для городов в числом 
жителей свыше 450 тысяч равно округленному 
до целого чнслу сотен тысяч жителей города: 
№=5 для городов г чнслом жителей от 
100 тысяч до 450 тысяч, причем средиий балл 
пяти лучших работ для таких городов ум- 
ножается еще на иекоторый поправочный 
коэффициент К, зависящий от населения горо- 
да как убывающая функция и не превышаю- 
щий для этих городов 1,6. Для городов с насе- 
лением до 100 тысяч жителей показатель 
не определяется, так как сопоставлять такие 
города с крупными городами всё же, видимо. 
ие стоит. 

В 1984/85 учебиом году было проведено 
двз тура турнира — осенний и весенннй — 
на правах двух попыток. Тем учащимся, ко- 
торые приняли участие в обоих турах, был 
засчитан лучший из их результатов. В не- 
которых городах-участникак проводился толь- 
ко одии тур. По итоговому показателю на 
первом месте оказалась Рига — 42 очка. А вот 
еще несколько городов. имеющих высокие 
показатели: Белорецк (39). Ленинград (36), 
Одесса (29), Москва, Севастополь (по 28,5), 
Свердловск (25,5), Тарту, Петрозаводск (по 
24,5). Хорошо выстулил гость турнира — бол- 
гарский город Ямбол — 26,4 очка. 

В 1985/86 учебном году турнир проводится 
также в два тура, причем весеииий тур намечен 
на 16 марта 1986 г. Заяаки на участне в нем 
высылаются местным оргкомитетом или нни- 
циативной группой, связанной п органами 
просвещения, вузами и научными учрежде- 
ниями (эта группа берет на себя функцни 
местиого оргкомитета) ло адресу: 103006, Моск- 
ва, К-6, ул. Горького, 32/1, редакция журнала 
*«Кванте, «Турннр городов. Математика». Про- 
сим всех учащихся м преподавателей, заии- 
тересовавшихся Турниром городов, присылать 
свон идем, предложения, а также задачи для 
турнира. Задачи прошлых турниров частично 
опубликованы в «Квантеь (в некоторых слу- 
чаях — в усиленном варнанте)} — это 
М711—М715 («Кваинть, 1981 г.), МТ56, МТТ 
(1982 г.), М807, М808. М816, М818— М820 
(1983 г.), М851, М863, М864, М866— М870, 
№883 —№М886 (1984 г.), М914, М923, №921. 
№М936--— №939 (1985 г.). 


Н. Н. Константинов, 
зам. председателя оргкомнтета 


Олимпиады 


>, 9 в, < 
Всесоюзная 
олимпиада 


по математике 


Кандидат физико-математических наук 
В. В. ВАВИЛОВ. 

кандидат физико-математических наук 
С. В. РЕЗНИЧЕНКО 


Заключительный этап ХХ Всесоюз- 
ной олимпиады школьников по мате- 
матике состоялся на гостеприимной 
белорусской земле в г. Могилеве 
с 6 по 13 апреля. В соревнованиях 
участвовало 162 школьника, пред- 
ставлявшие команды союзных рес- 
публик, Москвы, Ленинграда и неко- 
торых спецшкол, — победители пре- 
дыдущего, республиканского, этапа 
олимпиады и обладатели дипломов 
Ти П степени Всесоюзной олимпиады 
прошлого года. В олимпиаде по тра- 
диции участвовала также команда хо- 
зяев — три школьника из г. Могилева. 

В этом году олимпиада была по- 
священа 40-летию Победы в Великой 
Отечественной войне, и глубоко симво- 
лично, что она проходила именно 
в Белоруссии, так много выстрадав- 
шей в кровавой битве с врагом, и где 
свято чтут память героев войны. 

На торжественном открытии заклю- 
чительного этапа олимпиады, состояв- 
шемся в прекрасном Дворце пионеров 
и школьников, председатель оргкоми- 
тета олимпиады заместитель минист- 
ра просвещения БССР М. М. Круглей 
тепло поздравил участников с нача- 
лом соревнований. 

Заключительный этап соревнований 
проходил, как обычно, в два тура. 
В каждом из них школьникам было 
предложено по четыре задачи, на 
решение которых отводилось по пять 
часов. Условия задач и список побе- 


дителей мы помещаем в конце статьи. 

Как участники соревнований спра- 
вились с решением задач, видно из 
таблицы 1, где результаты даны в про- 
центах. 


Таблица 1 


справились 


справились 
частично 
ев тра 
стрвтюхнь [оверар [6 


справились 
частичио 


А СЕ 


При подведении итогов, после про- 
верки работ, жюри произвело распре- 
деление задач по их трудности и при- 
судило каждой из них определенное 
число баллов (см. таблицу 2). 


Участники олимпиады, набравшие 
не менее 30 баллов, получили дипло- 
мы; распределение призеров по клас- 
сам дано в таблице 3. 


Таблица 3 


УНГ класс (нз 44} 
Количестпо баллоа 


Х класс (из 59} 
Количество баллон 


В целом на 162 


24 участника олимпиады были 
награждены призами, учрежденны- 
ми организациями и предприятиями 
г. Могилева. 

Несколько слов о работе и составе 
жюри. Возглавляли работу академик 
АН БССР В. П. Платонов и акаде- 
мик АН УССР Б. В. Гнеденко, им по- 
могали профессор Могилевского пед- 
института А. А. Столяр, профессор 
Московского физико-технического ин- 
ститута Г. Н. Яковлев, старший науч- 
ный сотрудник института математики 
АН БССР В. И. Берник и доцент 
Московского государственного уни- 
верситета Ю. В. Нестеренко. Жюри 
олимпиады, как и всегда, было сфор- 
мировано из представителей многих 
наших республик. В состав жюри от 
БССР были включены 28 человек; 
в основном это сотрудники института 
математики АН ВССР, Белорусского 
государственного и Гродненского уни- 
верситетов, Могилевского пединсти- 
тута. В каждом классе было по два 


куратора (один — член методической` 


комиссии Центрального оргкомитета, 
другой — из Белоруссии). Перед раз- 
бором задач руководители команд 
и школьники получили книжечки 
< полными решениями задач олим- 
пиады. Желающим школьникам в 
специально отведенное время были 
показаны их работы после проверки. 
На встрече с руководителями команд 
и участниками члены жюри ответили 
на многочисленные вопросы. На тра- 
диционном математическом бое меж- 
ду командой участников и командой 
жюри, который прошел очень увле- 
кательно, на ЭТОТ раз победила ко- 
манда жюри. Интересно прошла 
встреча с представителями редколле- 
гии журнала «Кванть. 

Могилевцы отнеслись к юным ма- 
тематикам с большой теплотой. В 
программе олимпиады — встречи с 
учащимися школ г. Могилева, вечера 
дружбы народов СССР, посещение 
мемориального комплекса советско- 
польского боевого содружества в п. Ле- 
нино, экскурсии по местам боевой 
славы, экскурсии по городу и многое- 
многое другое. Много заботы и теп- 
лоты в дело организации и проведения 
олимпиады вложили члены коллекти- 
ва средней общеобразовательной шко- 
лы-интерната спортивного профиля 
г. Могилева (Директор Марты- 
нов В. П.). Подготовка и проведение 
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Всесоюзной олимпиады широко осве- 
щались в республиканской и област- 
ной печати. 

Торжественное закрытие олимпиа- 
ды состоялось 13 апреля в актовом 
зале Дворца пионеров и школьников, 
где были вручены дипломы и призы 
победителям. В заключение моги- 
левцы передали эстафету проведения 
олимпиады г. Ленинграду. 


Залачи 


Первый день 


В класс 

1. В остроугольном треугольнике из сере- 
дины каждой стороны опущены перпенди- 
куляры на две другие стороны. Докажите, 
что площадь шестиугольника, ограниченного 
этими перпендикулярами, равна половине 
площади треугольиика. 

2. Существует ли натуральное число п, об- 
ладающее следующим свойством: сумма цифр 
числя п (в десятичиой записи) равна 1000, 
а сумма цифр числа п? равна 1000:? 

3. Какое ивибольшее число дамок можно 
расставить на шашечной доске 8Х8 клеток 
так, чтобы каждая дамка билась хотя бы 
одной другой дамкой? 

4. В правильном П-угольнике требуется 
покрасить каждую сторону и каждую диваго- 
наль каким-либо цветом так, чтобы любые два 
из этих отрезков, имеющие общую точку, 
были окрашены различно. Какое наименьшее 
количество цветов для этого необходимо? 


9 класс 

1. На плоскости дана прямая [, точка О, 
не лежащая на этой прямой, и произвольная 
точка А. Докажите, что точку О можно пере- 
вести в точку А, нспользуя только симметрии 
относительно прямой { и повороты с центром 
в точке 0. 

2. В каком наибольшем числе различных 
целых точек квадратный трехчлен ах" -+ Вх -+с, 
у которого а > 100, может принимать значения, 
по модулю не превосходящие 50? 

3. Различные натуральные числа а, Ь. ..., Е 
записаны в виде таблицы (рис. 1). Известно, 
что каждое число, к которому на рисунке ве- 
дут две стрелочки, равно сумме чисел, стоящих. 
У ивчала этих стрелочек. При каком наи- 
меньшем 4 возможио такое расположение? 

4. Дана строго возрастающая иеограиичен- 
ная последовательность положительных чисел 
а,, а., .... Докажите: 

а) что существует номер А. такой. что дпя 
всех #»кК. справедливо неравенство 


Рис. Г. 


а, 4, сх 
— м <; 
а› г В ак. 


6) что для всех достаточно больших номеров 
справедливо неравеиство 


а, , @ ак = 
—+-— +... —— <&— 1985. 
а. а. го ак +1 


10 класс 
1. Решите неравенство 
[311 х— т у| + шт х - ат ух 0. 

2. На плоскости нарисован выпуклый пяти- 
угольник АВСПЮ. Построим точку А, , снммет- 
ричную точке А относительно точки В, точ- 
ку В,, снмметричную точке В относительно 
С, ..., точку ЕВ,, симметричную точке Е отно- 
сительио точки А, и после этого сотрем пяти- 
угольник АВСОЕ. Докажите, что при помощи 
циркуля и линейки, зная расположение точек 
А,, В,, С,, О,, Е, можно восстановить пяти- 
угольник АВСОЕ. 

3. Последовательиость а,, а., @-, ... задается 
правилами: а›.=а. при п>]1 н а. 1=1, 
@\„з=0 при п>0. Докажите, что эта после- 
довательность не имеет периода. 

4. На плоскости проведено п прямых (п 2), 
деляцих плоскость на несколько областей. Не- 
которые из этих областей окрашены, причем 
никакие две окрашениые области не Могут 
соприкасаться по границе. Докажите, что число 
окрашенных областей не превосходит (л?--п)/3. 


Второй день 

8 класс 

5. Имеется куб, кубическая коробка с крыш- 
кой тех же размеров и шесть красок. Каждой 
краской окрашивается одна грань куба м одна 
из граней коробки. Докажите. что куб можно 
таким образом положить в коробку, чтобы каж- 
двя грань куба прилегала к грани коробки, 
окрашенной другим цветом. 

6. Диаметр А.А. делит окружность с деит- 
ром в точке О на две полуокружности. Одиа 
из ннх разделена на пять равных дуг А. А,, 
А, А., А.А., А.А., А.А... Прямая АА. пе- 
ресекает ОА, и ОА, в точках М и №. Дока- 
жите, что сумма длин отрезков А.А, и ММУ 
равна радиусу окружности. 

1. Ученики школьного математического 
кружка смастерили вычислительную машину, 
которая четверку чисел (а, В. с, 4) нажатием 
кнопки превращает в четверку (а— В. 6—с,. 2—4. 
4—0). Докажите, что если в исходиой чет- 
верке не все числа равны, то после некоторого 
числа нажатий кнопки получится четверка, 
Хотя бы одно мз чисел которой больше 1985. 

8. Чнсла 1, 2, 3, ..., 21—11, 2п разбиты 
ив две группы по п чисел в каждой. Пусть 
а <а,<...<а, — числа первой группы, записан- 
ные в возрастающем порядке, и В,>6ё.>... 
..> 6: — числа второй группы в убывающем 
порядке. Докажите, что 


а. — в, ] ав }а2—6.] +-..+1а,— 6, | —п?. 


9 класс 

5. Из одннаковых кубиков составлен парал- 
лелепипед. Три грани параллелепипеда, имею- 
щие общую вершину, покрасили. Оказалось, 
что у половины всех кубиков окрашена хотя бы 
одна грань. У скольких кубиков имеются окра- 
шенные грани? 


Ри. 


6. См. задачу В из восьмого класса. 

7. Одна из двух окружностей радиуса К 
проходит через вершины Аи В, а другая — 
через вершины В н С параллелограмма АВСО. 
Докажите, что если М — вторая точка пере- 
сечения этих окружностей, то радиус окруж- 
ности, описанной около треугольника АМО, 
равен В. 

8. Правильный шестнугольник разбит на 24 
треугольника. Во всех 19 узлах фигуры, пока- 
заиной на рисунке 2, записаны различные чис- 
ла. Докажите, что среди 24 треугольников раз- 
бисния имеется по крайней мере 7 треуголь- 
ников, в вершинах которых тройки чисел 
записаны п порядке возрастания, если мы будем 
считать против часовой стрелки. 


10 класс 
5. Решите уравненне 
ыы ==1 
х 
а. 
-+ ава 
. 1№у1+х 


(з записи выражения, стоящего слева, фигу- 
рирует 1985 двоек). 

6. Из правильного пятиугольника со сторо- 
ной 1 см удалены все точки. отстоящие от 
всех вершин нятиугольннка на расстояние, 
меньшее 1 см. Найдите площадь оставшейся 
части. 

“. На бесконечном клетчатом листе со сто- 
роной клетки 1 разрешается делать разрезы 
только по линиям сетки. Докажите, что при 
любом целом т>12 можно вырезать прямо- 
угольник площади, большей т, из которого 
нельзя вырезать прямоугольник площади т. 

8. Длины ребер куба АВСРА,В.С.О, равны 
1 см. Найдите ивименьшее расстоянне между 
точками окружностей, одна из которых вписана 
в основание куба АВСО, а вторая проходит 
через вершины А, Си В,. 
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МХ 


Всесоюзная 
олимпиада 
по физике 


Кандидат физико-математических наук 
А. А. БИРЮКОВ, 
А. Р. ЗЫУЛЬБЕРМАН 


Заключительный этап ХТХ Всесоюз- 
ной физической олимпиады школь- 
ников проходил в этом году с 11 по 
24 апреля в Куйбышеве. 

18 апреля состоялось торжественное 
открытие олимпиады. Собравшихся 
приветствовали члены Оргкомитета 
олимпиады, члены жюри, победители 
прошлых олимпиад. В тот же день 
участники возложили венки к памят- 
нику В. И. Ленину и к Монументу 
Славы. 

Утром 19 апреля прошел теоретиче- 
ский тур. Как обычно, Методическая 
комиссия подготовила различные ва- 
рианты для учащихся 8, 9 и 10 клас- 
сов. Восьмиклассникам предлагалось 
решить 4 задачи (на их решение отво- 
дилось 4 часа), а девятиклассникам и 
десятиклассникам —- по 5 задач (в те- 
чение 5 часов). Вот эти задачи (часть 
из них напечатала в Задачнике «Кван- 
та» вЭи 10 номерах журнала за этот 
год): 


Задачи теоретического тура 

В класс 

1. Для точной подстройки частоты враще- 
ння диска электропроигрывателя (33'/. обо- 
рота в мииуту) на его боковую поверхность на- 
носят метки, которые освещают неоновой лам- 
почкой с частотой 100 вспышек в секунду. Ка- 
ким должно быть Число меток, чтобы при мо- 
минальной скорости они казались неподвижны- 
ми? 

После отключения двигателя силы сухого 
треиия начинают тормозить диск, и метки 
«бегут». За первые 4 с мнмо точки наблюдения 
«пробегають 10 меток. Через какое время диск 
остановится? Через какой промежуток времени 
меткн ‹побегуть в другую сторону? 

2. Декоративная квадратная штора разме- 
рами 1,5 1,5 м внсит на карнизе адоль верти- 
кальной стены. Нижний край шторы подни- 
мают вровень с верхним, так что штора 
оказывается сложенной вдвое, и отпускают. 
Найдите зависимость силы, действующей ив 
каркиз, от времени. Штора, тонкая и гладкая, 
имеет массу 3 кг. 
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3. Для поддержания постоянной температу- 
ры воды в проточном аквариуме используют 
два одинаковых спиральных нагревателя 
{рис. 1). В обычном режиме включают один 
из них, а если подключают параллельно вто- 
рой нагреватель, то расход холодной воды 
приходится увеличить в три раза. Как нужно 
изменить расход холодной воды, если мы вклю- 
чим нагреватели в сеть последовательно? Каков 
должен быть расход холодной воды, если 
включена одна спираль мощиости Р-= 100 Вт? 
Температура холодной воды #=10 °С, темпе- 
ратура воды в аквариуме {,—27 °С. Вода 
быстро перемешивается. 


} 


<> 


Рис. 1. 


4. Для лабораторной работы в качестве 
источника тока используется мощный аккуму- 
лятор с последовательно присоедннеиным 
к нему токоограннчивающинм резистором. Вна- 
чале к этому нсточнику присоединили после- 
довательио включенные вольтметр и миллиам- 
перметр; нх показания оказались равными 
0, —=4,1 В, Г=8 мА. Затем эти приборы соеди- 
ннли параллельно н подключнли к источиику 
(хорошо, что мы догадались ввести в схему 
резистор!); их показания в этом случае были 
равны И,-=1,1 В, Р,=22 мА. Рассчнтайте по 
этим данным сопротивление токоограничи- 
вающего резистора. 


9 класс 
1. Мяч подбросилн вертикально вверх со 

> 
скоростью и,;; на землю ои упал со скоростью 


5. Рассчитайте время полета мяча, счнтая, что 
сила сопротивления воздуха при движении 
мяча прямо пропорциональна его скорости. 

2. При относительной влажиости воздуха 
$,=50 % вода, налитая в блюдце, испарнлась 
на открытом воздухе за время # —40 мин. За 
какое время это произошло бы при относи- 
тельной влажности у.—80 %? 

3. Смесь газов, состоящую из т, =100 г 
азота и неизвестного количества кислорода, 
подвергают изотермическому сжатию при тем- 
пературе Т-=71,4 К. График зависимости дав- 
ления смеси газов от ее объема (в условных 
единицах) приведен на рнсунке 2. Определнте 
массу кислорода. Рассчитайте давление насы- 
щенных паров кислорода при этой темпера- 
туре. 


> 


р 
8 
5 в 
4 
2 


о 2 
Рис. 2. 
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Примечанне. Т-177,4 К — это темпера- 
тура кипения жидкого азота при нормальном 
давлении, кислород кипит при более высокой 
температуре. 

4. Для зарядки аккумулятора от источника 
с ивпряжеиием И. —21 В и виутреиним сопро- 
тивлением г, =10 Ом был нспользоваи конден- 
сатор емкости С=1000 мкФ, поочередно под- 
ключаемый к нсточнику и аккумулятору на 
одинаковые промежутки времени т-0,1 с. За 
какое время аккумулятор будет полиостью 
заряжен? Известно, что прн силе тока [= А. 
аккумулятор звряжается за #,= 6 ч. ЭДС ак- 
кумулятора 8=12 В; последовательно с ним 
включен резистор с сопротнвлеиием г.-=20 Ом. 
Во сколько раз аккумулятор зарядится быстрее 
при уменьшеиии временн т в 1000 раз? 

Примечание. Считать, что за время 
х=0,1 с конденсатор успевает полностью за- 
ряжаться и разряжаться. Внутренним сопро- 
тивлеиием аккумулятора можио пренебречь. 

5. Для того чтобы получить две совершенно 
одинаковые катушки, их наматывают ина не- 
магнитный сердечиик одновременно, используя 


Рис. 3. 


сложениые вместе провода (рис. 3}. Одну из 
катушек подключают через ключ Ё к батарейке 
Б с напряжением И, вторую — к резистору 
с сопротивлением В. Ключ замыкают. Рассчн- 
тайте мощность тока на резисторе. Нарисуйте 
графнк зависимости силы тока через батарейку 
от времени. 

Через время т ключ размыкают. Какое 
количество теплоты выделится в резисторе, 
начнная с этого момента? 

Индуктивность каждой из катушек Г. Ба- 
тарейку считать идеальной. Сопротивлением 
проводов пренебречь. 


10 класс 

1. Футболист забивает гол к одиниадцати- 
метрового штрафного удара точно под перекла- 
дину ворот. Какую минимальную энергию 
нужио было для этого сообщить мячу? Высота 
ворот #—=2,5 м, масса мяча т=—0,5 кг. Сопро- 
тивлением воздуха пренебречь. 

2. Космическая станция массой М и состы- 
кованный г ней спутник массой т движутся 
вокруг Земли по круговой орбите, раднус ко- 
торой в 1,25 раза превышает радиус Земли В. 
В кекоторый момент времеии спутник ката- 
пультируется со станции в направлении ее 
движения и переходит на эллиптическую орби- 
ту с апогеем, удаленным от центра Земли иа 
расстояние 10 В. При таком отиошении масс 
т и М спутник встретится со станцией, 
совершнв один оборот вокруг Земли? 

3. См. задачу 3 для 9 класса. 

4. В одном из вариантов классического 
опыта, поставленного академиком И. К. Ки- 
коиным, однослойная короткозамкиутая к8- 
тушка индуктивности [.=3 . 10—5 Гн, сделан- 
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Рис. 4. Рис. 5. 

ная нз тонкой сверхпроводящей проволоки, 
подвешивалась иа упругой нити в магнитном 
поле, направленном вертикально вверх вдоль 
оси катушки (рис. 4). Нить подвеса в исходном 
состоянии не закручеиа, сила тока в катушке 
равна нулю. Индукция В магнитного поля 
медленно увеличивалась от нулевого значения 
до значения В.—=0,1 Тл, при котором сверх- 
проводимость скачком исчезала и проволока 
переходила в нормальное состояние. Катушка 
при этом закручивалась. Определите макси- 
мальный угол закручивания катушки, считая, 
что упругий момент нити пропорционалеи 
Углу закручивания (коэффициент пропорцио- 
нальности С-=10—7 Н-м). Число витков ка- 
тушки п—100, радиус витков Н==1 см, масса 
катушки М==10 г. Отношение заряда электро- 
на к его массе е/т=1.76 + 10'' Кли/кг. 


5. Распространение коротких радиоволн в 
верхних слоях атмосферы Земли (ионосферы) 
можно описывать законами геометрической оп- 
тики, если принять, что показатель преломле- 
ния п для радноволн меньше единицы и из- 
меняется с высотой Н от поверхности Земли 
так, как показано на рисунке 5. На спутнике, 
летящем на высоте 200 кы, установлен радио- 
передатчик, нзлучающий радиоволиы равно- 
мерно по всем направлениям (нзотропно). Пре- 
небрегая поглощением радиоволн в иоиосфере; 
оцените долю излучаемой передатчиком мощ- 
ности, которая уносится радиоволнами за пре- 
делы земиой атмосферы. При оценках поверх- 
ность Земли считать плоской, а отражение 
радиоволн от нее — зеркальным (без потерь). 

Примечание Телесный угол конуса Е уг- 
лом при вершине В равеи: © ==2л(1—с0$ (В/2)). 

В тот же день жюри олимпиады 
(в его составе были представители 
Москвы, Ленинграда, Новосибирска, 
Еревана, Вильнюса и Куйбышева) 
проверило и оценило все работы. 

Отметим, что окончательные крите- 
рин оценок — сколько баллов за что 
ставить — вырабатываются и утвер- 
ждаются в процессе работы жюри. 
И еще одна особенность перед 
проверкой с работы снимают обложку 
(единственное место, где указаны дан- 
ные участника) и восстанавливают ее 
только после окончания работы жюри. 
После оглашения результатов прово- 
дится подробный разбор задач, где и 
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Призеры олимпиады по физике. получившие дипзомы [1 степени. В первом ряду слева направо: 
Д. Глущенков. А. Гольдин. Д. Карасев. Д. Будько. С. Бобылев: во втором ряду: О. Волков. 
С. Мягчилов, П. Кларк, А. Матыцин. А. Гущин; ‘в третьем ряду: Т. Иваненко. Г. Григорьев, 


А. Лобода. А. Севастьянов, Г. Климович. 


сообщаются выработанные жюри кри- 
терии оценок. Тот, кто посчитает свои 
баллы заниженными, может прийти 
на апелляцию и еще раз обсудить 
свою работу. Такой порядок позволяет 
практически исключить серьезные 
ошибки при проверке. 

19 апреля все ребята приняли учас- 
тие во Всесоюзном коммунистическом 
субботнике. 

20 апреля состоялся эксперимен- 
тальный тур. Каждому из участников 
предлагались 2 задачи, на выполне- 
ние которых отводилось 4 часа. 


Первая задача для 8 класса была очень 
похожа на знаменитую задачу о короне царя 
Гиерона (определение наличия примесей в зо- 
лоте), только с более доступными матернала- 
ми — пластилином н железом (кусок железа 
находился внутрн пластилния). 

Во второй задаче для восьмиклассников тре- 
бовалось определить полярность батарейки. Для 
этого нужио было догадаться соорудить подобие 
га льванометра из иголки, ниток и катушки, 
намотанной нз проволоки (еще была дана ба- 
тарейка с обозначенной полярностью). 

В 9 классе тоже были предложены механи- 
ческая н электрическая задачи. В первой задаче 
нужно было определить массу бруска пласти- 
лина, пользуясь только нитками, гирькой задан- 
ной массы, щтативом с лапкой и миллиметро- 
вой бумагой. Возможное (до начала работы жю- 
ри считало, что единственно возможное) реше- 
ние — подвесить брусок и гирьку на нитях. 
осуществить неунругий удар между ними и по 
соотношению углов отклонения нитей оценить 
отношение масс. Многие так и делали. Отметнм, 
что жюрн обычно старается задать такой ком- 
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плект оборудования, чтобы исключить *лобо- 
воег решение. — в комплекте оборудования к 
этой задаче не было ни весов, ни даже ли- 
ненки (нз нее можно сделать рычаг}. Однако 
один из участников развинтил штатив и исполь- 
зовал его штангу как рычаг, при этом точность 
результатов получилась ничуть не хуже, чем 
при зофициальном» сиособе. Елце один хитро- 
умный девятиклассник использовал в качестве 
рычага сам брусок пластилина. Хотя точность 
прн зтом и получилась несколько хуже, жюри 
все же сочло такой способ вполне разумным. 

Во второй задаче для девятиклассников нуж- 
но было определить полярность и величину 
ЭДС батарейки при помощи известной батарейя- 
ки, двух одинаковых реостатов, катушки из 
проволоки, ниток, иголки, соединительных про- 
водоя и листа бумаги. Эта задача — усложнен- 
ный вармант второй задачи для 8 класса. в ней 
тоже нужно было воспользоваться самодельным 
гальванометром. Кроме выбора оптимального 
метода, в этой задаче требовалось немалое уме- 
ние и аккуратность при измерениях. 

Первая задача для 10 клаоса отиосилась к 
электростатике. При помощи школьного элект- 
рометра нужно было определить емкость кэн- 
денсатора, сделанного из куска фольгироваи- 
ного днэлектрика — стеклотекстолитв. Заря- 
жать злектрометр можно было наэлектризован- 
ной эбонитовой лалочкой. Еще в комплект прн- 
боров входила линейка. Идея эксперимента за- 
ключалась в том, чтобы вначале найти емкость 
самого электрометра, а затем уже неизвестную 
емкость конденсатора — ло уменьшению по- 
казаний заряженного электрометра при под- 
ключении н нему конденсатора. Емкость же 
электрометра можно было найти, заряжая его 
без полой сферы, а затем ставя сферу на место. 
Емкость сферы легко рассчитать, измерив ее ра- 
днус. (Кстати. измерение радиуса сферы при по- 
мощи линейки — это не такая уж простая 
экспериментальная задача.) 


Во второй задаче для десятиклассников 
нужно было определить у неизвестного транзи- 
стора тип проводимости, найти вывод базы, а 
затем собрать схему усилительного каскада н 
измерить его коэффициент усиления. 


Если в теоретическом туре ошибки 
участников были разнообразными и 
«индивидуальными», то в эксперимен- 
тальных задачах можно отметить не- 
сколько ошибок, типичных для мно- 
гих. Перечислим их. 

1) Выбранный метод измерений ни- 
как не обосновывается (хотя обычно 
тут нужно всего несколько слов). На- 
пример, в электростатической задаче 
для 10 класса достаточно было на- 
писать, что емкость конденсатора 
можно найти только сравнением с из- 
вестной величиной (так как нечем из- 
мерять заряды и потенциалы), а един- 
ственное тело, емкость которого мож- 
но вычислить в этом опыте, — сфера 
электрометра. 

2) Из приведенного описания не 
всегда ясен способ измерения (это 
очень плохо!). Конечно, в условиях не- 
хватки времени очень не просто 
идеально оформить работу, но все же 
часть описания совершенно необхо- 
дима. Обычно здесь достаточно рисун- 
‘ка с короткими пояснениями. Следует 
помнить, что чем легче понять, как 
была проделана работа, тем лучше 
для самого экспериментатора (если, 
конечно, эксперимент был проделан 
правильно). 


3) Во многих работах даже не сдела- 


но попытки оценить 
мерений. Результат измерений, по- 
грешность которых неизвестна, не 
имеет ровно никакой ценности. Обыч- 
но достаточно воспользоваться любым 
простым способом оценки погрешно- 
стей приборов, а при косвенных из- 
мерениях — методом границ. Важно 
также уметь объяснять, нужно ли про- 
водить эксперимент несколько раз и 
усреднять полученные результаты. 
В данной статье нет возможности на- 
писать о погрешностях измерений 
сколь-нибудь подробно. Желающие 
могут прочитать про это, например, 
в превосходной книге Дж. Тейлора 
«Введение в теорию ошибок» (М.: 
Мир, 1985). 

4) Не всегда данные непосредствен- 
ных измерений и условия измерений 
приведены в работе (часто они беспо- 
рядочно рассеяны в черновике). Эти 
данные обязательно должны быть за- 
несены в таблицу (можно применить 


погрешность из- 


и другой удобный способ, если вы его 
придумаете). 

Участники олимпиады не только ре- 
шали задачи, но и активно отдыхали. 
Культурная программа олимпиады 
была очень насыщенной — спектакли, 
болышой концерт на открытии олим- 
пиады, цирковое представление, экс- 
курсии, встреча с молодыми артиста- 
ми Куйбышева, спортивные игры, ве- 
чера отдыха в школах. Хозяева олим- 
пиады много сделали для того, чтобы 
гостям было интересно. Немало разно- 
образили эту программу и студенты 
Московского физико-технического ин- 
ститута — бывшие участники (и по- 
бедители) олимпиад, приехавшие в 
Куйбышев. Они вывешивали стенга- 
зеты — частью серьезные, больще шу- 
точные, отвечали на вопросы ребят, 
рассказывали о студенческой жизни в 
МФТИ. (Услышав эти рассказы, один 
из авторов статьи захотел было все 
бросить и снова поступать в Физтех. 
Правда, потом передумал.) 

Перед закрытием олимпиады была 
устроена встреча участников с члена- 
ми жюри и членами Редакционной 
коллегии журнала «Квант». Встреча 
прошла живо и интересно, ребята вы- 
сказали свои мнения и пожелания, 
касающиеся журнала (одно из них 
нам особенно понравилось — увели- 
чить в два раза объем журнала!). 

23 апреля состоялось награждение 
победителей и торжественное закры- 
тие олимпиады. Кроме премий, побе- 
дителям олимпиады было присуждено 
много специальных призов — за луч- 
шгую работу в теоретическом, а также 
в экспериментальном туре, самому мо- 
лодому и самому удаленному (геогра- 
фически} ученику и много других, 
среди которых был даже приз за луч- 
ший результат на апелляции (этот 
приз вызвал радостное оживление 
в аудитории). 

Мы желаем больших успехов всем 
участникам ХХ Всесоюзной физиче- 
ской олимпиады школьников. 
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Призеры 
ХТХ Всесоюзной олимпиады 
школьников 


Математика 


Дипломы 1 степени 


по 8 классам получилн 

Борисов Л. (Минск, с. ш. 19), 

Гульчук П. (Киев, с. ш. № 145), 

Дынников И. (Жуковский, с. ш. № 10), 

Озолс Д. (Рига, с. ш. № 1), 

Смирнов С. (Ленинград, с. ш. № 99), 

Стыркас К. (п. Черноголовка Московской обл., 
с. ш. № 82): 


по 9 классам — 

Гиль А. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Глущенко Г. (Запорожье, с. ш. № 91). 
Калинин Г. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Коктс Г. (Рига, с. ш. № №), 

Кярас С. (Молетай, с. ш. № 2), 
Лунин А. (Москва, с. ш. № 57); 


по 10 классам — 
Бондаренко О. (Киев, ФМШ № 2 при 
Малеванец А. (Киез, ФМШ № 2 при 


КГУ). 
КГУ). 


Акпломы П стелени 


по В классам получили 

Баран А. (Киев, ФМШ № 2 при КГУ). 
Борисов А. (Минск, с. в. № 19), 
Наумов П. (Москва, с. ш. № 679), 
Осолоткин А. (Петрозаводск. с. ш. 29), 
Тульбович А. (Харьков, с. ш. № 27), 
Уусталу Т. (Таллин. с. ш. № 44), 
Черных А. (Краснодар, с. ш. № 40); 


по 9 классам — 

Бендорфа К. (Рига, с. ш. № 1), 
Крикис М. (Рига, с. ш. № \), 
Мурадов Б. (Новосибирск, 
при НГУ), 

Петрунин А. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Порошин В. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Рачинский Д. (Харьков, с ш. № 271), 

Редько Т. (Корсумь-Шевченковский, с. ш. № 4), 
Роганов В. (Москва, ФМШ № 18 при МГУ), 
Хапочкин Ю. (Бряиск. с. ш. № 3)}; 


ФМШ № 15 


но 10 классам — 

Вертгейм Л. (Новоснбнрск, с. ш. № 25), 
Иванов Л. (Москва, ФМШ № 18 при МГУ). 
Канепс Д. (Лиелварде, с. ш. № 1), 

Коротков А. (Ленинград, ФМШ № 45 при ЛГУ» 
Леонтьева О. (Ленннград, с. ш. № 239), 
Маслов А. (Москва, с. ш. № 109), 

Пентус М. (Таллин, с. ш. № 1), 

Скуиньш А. (Рига, с. ш. № 1). 


Динломы ИТ стецемм 


по Б классам получили 

Азамов Н. (Андижан, с. ш. № 14), 

Васильев К. (Тула, с. ш. № 45), 

Енукидзе Н. (Тбилиси, ФМШ № 42), 
Журавлев В. (Гайворон. с. ш. № 2), 

Зудилин В. (Бельцы. с. ш. № 16), 

Когон Л. (Кемерово, с. ш. № 89), 

Прауст В. (ин. Кехра ЭССР, Кехровская с. и.), 
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Рощин И. (Челябинск, с. ш. № 138), 
Сушинскас Ж. (Вильнюс, с. ш. № 40), 
Татаринов А. (Сморгонь. с. ш. № 4); 


по 9 классам — 

Арапов А. (Воронеж, с. ш. № 8). 

Асташкевич А. (Томск, с. ш. № 24), 
Борисенко А. (Харьков, с. ш. № 27), 
Вайсбурд М. (Томск, с. ш. № 6), 

Газарян Т. (Ереваи, ФМШ при Ер. ГУ), 
Гольдштейн Л. (Киев, <. ш. № 145), 

Игнатьев М. (Саратов, с. ш. № 13), 
Померанцев М. (Черкассы, с. ш. № 4), 
Судаков В. (Тбилиси, ФМШ им. Комарова), 
Фролкин М. (Москва, ФМШ № 18 при МГУ), 
Шаповал А. (Киев, ФМШ № # при КГУ), 
Шейнин С. (Молодечио, с. ш. № Т); 


по 10 классам — 

Алексеев Р. (Ленинград, ХМШ № 45 при 
ЛГУ}, 

Барабаш А. (Кнев, с. ш. № 105), 

Бибин Д. (Витебск, с. ш. № 31), 

Гончаренко Ю. (Кишинев, с. ш. № 371), 
Дондоишнский И. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Есипова Т. (Ростов-на-Дону, с. ш. № 5). 
Земцов П. (Новосибирск, с. ш. № 25), 
Кирилин НП. (Дубна, с. ш. № 10), 

Клигис С. (Вильнюс. с. ш. № 40), 

Куцак С. (Липецк, с. ш. № 44), 

Липай А. (Минск, с. ш. № 50), 


Михайлов В. (Новосибирск, ФМШ № 165 
при НГУ), 

Мухин С. (Новосибирск, ФМШ № 165 при 
НГУ), 

Нажмитдинов А. (Наманган, с. ш. № 7), 
Раджюнас М. (Вильнюс, с. ш. № 23), 
Святодух И. (Красноармейск Донецкой обл. 


с ш. № 3). 

Сийнер М. (Таллин, Таллинская музыкальная 
школа}, 

Скворцов В. (Москва, с. ш. № 57), 

Тейтель М. (Киев, с. ш. № 145), 

Фоглер М. (Калинии, с. ш. № 17). 


Физика 
Дипломы 1 степени 


по 8 классам получнли 

Бобылев С. (Березникн, с. ш. № 3). 

Будько Д. (Белгород, с. ш. № 3), 

Глущенков Д. (Ленииград, с. ш. № 261), 
Гольдин А. (Киев, ФМШ № 2 при КГУ), 
Карасев Д. (п. Тучково Московской обл... 
с. ш. №1); 


по 9 классам — 

Волков О. (Горький, с. ш. № 23), 

Гущин А. (Новосибирск ФМШ № 165 при 
НГУ), 

Кларк П. (Тула, с. ш. № 58), 

Матыцин А. (Москва, с. ш. № 91), 

Мягчилов С. (Одесса, с. ш. № 16); 


по 10 классам — 
Григорьев Г. (Киев, ФМШ № 2 при КГУ), 


Иваненко Т. (Киев, с. ш. № 145), 

Климович Г. (п. Болшево Московской обл., 
с. м. № 3}. 

Лобода А. (Прокопьевск, с. 11. № 2), 
Севастьянов А. (Северодвинск. с. ш. № 17). 


Дииломы И степеян 


по 8 классам получили 

Вихлинин А. (Рязань, с. ш. № 20), 

Пигарев А. (Улан-Удз, с. ш. № 9), 

Фурс А. (Минская обл., Дричинская с. ш.), 
Щербаков А. (Обнинск, с. ш. № 10}, 

Юсухно О. (Киев, с. ш. № 145); 


по 9 классам — 

Бакарян Т. (Ереван, ФМШ при Ер. ГУ), 
Велопольский А. (Киев, с. ш. № 135), 

Боюр Р. (Тольятти, с. ш. № 28), 

Гегжиа Г. (Вильнюс, с. ш. №7), 

Лебедев Д. (Гатчина, с. ш. № 3), 
Николаишвили Г. (Тбилиси, ФМШ иы. Кома- 
рова), 

Свердлов М. (Мииск, с. ш. № 50), 

Сенаторов П. (Москва, с. ш. № 52); 


по 10 классам — 

Барзыкин В. (п. Черноголовка Московской 
обл., с ш. № 82), 

Жестков О. (Алма-Ата. РФМШ), 

Мороз О. (Алма-Ата, РФМШ), 

Савченко М. (Белгород, с. ш. № 3), 


Ответы, указания, решения 


Я 


Отгадать день рождения 

2. Изх«ЗТ ииу< 12, следует ах +Ву< З1а- 126. 
Таким образом, выражение ах--Фу принимает 
значення между а-Ь>2 31а4+12ь< 366. 
то есть оно принимает не более 365 различных 
зиачений и не может принимать различные 
зиачения для всех 366 дней года (високосного). 
3. Выражение ах-+Ву одинаково (равно 
аь--а-|Ь) для 1-го дня (4-+!)-го месяца. и 
(Б +1)-го дня 1-го месяца. ь 

4. а) Если г — остаток от деления числа 
х-+- 31 на 34, то х=эг при г-- О и х==31 при г—0. 
6) Умножим число 16х31 на 95 
2(16х-+-31и)=32х +62и=31(х+2у)+х. — Если 
г — остаток от деления числа 2(16х | 3З1у) 
на 31, то х=к при г5-0 и х=31 при г==0. 
в) Если г — остаток от деления числа 
1а2х-+Ти)=12(7х-+4и) ру на 12, ‚ то уг при 
гэ-Ои у=12 при г=0. 


ХГХ Всесоюзная олимпиада по математике 


8 класс 


2. Ответ: существует. Покажем, что для лю- 
бого иатурального числь т существует такое 
натуральное число пл, записываемое единицами 
и нулямн, что сумма 5(л) его цифр равна т, 
а сумма 5(л?) цифр числа п? равиа т”. 

Доказательство проведем нндукцией по т. 
Для т=1 искомое число равно 1. Пусть 
дяя мекоторого натурального числа т имеется 


Сегаль ИН. (Сумы, с. ш. № 10), 

Солдатов А. (Москва, ФМШ № 18 при МГУ}, 
Черт О. (Минск, с. ш. № 50}, 

Ян Д. (Ереван, ФМШ при Ер- ГУ). 


Дипломы ПГ степени 


по 8 классам получили 

Ефремов Д. (Ереван, с. ш. № 147), 

Кари К. (Пылтсямаа. с. ш. № 1). 

Комов В. (Гуково, с. ш. № 23), 

Костин И. (Сыктывкар, с. ш. № №), 
Пудгородский Ю. (Чернигов, с. ш. № 3); 


по 9 классам — 
Гааворонский М. (Москва. ФМШ № 18 
МГУ), 


при 


Никитин И. (Горький, с. 1и. № 112). 
Посидневский О. (Береза, с. ш. № 1). 
Рося С. (Минск, с. ш. № 16). 

Санников А. (Печиигред, с. 31. № 344}, 
Эрд Ю- (Таллин, с. ш. № 1); 


по 10 классам — 

Климачев А. (Минск, с. ш. № 116), 

Меньков В. (Мончегорск, с. ш. № 3), 

Петров В. (Москва, ФМШ № 18 при МГУ), 
Ржевский О. (Рига, с. ш. № 63), 

Степанов В. (Ереван, ФМИ при Ер. ГУ), 
Фельдман Л. (Саратов. с. ш. № 13), 

Фурман В. (Ташкент, с. ш. № 19). 


натуральное число л из единиц и нулей такое, 
что 5(л)==т и 5(л“)==л?”. Если п имеет # знаков, 
положим Пу == 10" "а. Тогда $(л,}==т--1, а 
п? —10^* 10124-20 . 101141. 

Число 107*+0и? оканчивается не менее, чем 
28-2 нулями, а число Эл . 10'’' имеет 2+1 
змауов, причем 5(2п)—=25(пт). Поэтому 

$(п:) =$(т?) +28 (п) 1=ле--2т +1 = (тЫ), 
что и требовалось доказать для обоснования 
индуктивного перехода. 
3. Отает: 16. Ясно, что ни одна дамка не мо- 
жет располагаться на краю доски. Кроме того. 
в двух квадратах доски, обведенных на ри- 
сунке 1, все пять черных клеток не могут быть 
заняты (центральная дамка не бьется). Таким 
образом, занятыми могут оказаться не более 
16 клеток. В то же время 16 дамок г соблюде- 
нием условий задачи расставить можно (см. 
рис. 1). 
4. Ответ: п красок. Заметим, что угол между 
произвольной фиксированной стороной АВ пра- 
вильного п-угольникв и любой другой его сто- 
роной или диагональю (отсчитываемый, ска- 
жем, против часовой стрелки) кратен 180’/л, 
так как величины дуг, заключенных между 
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Рис. 1. 
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концамн этих двух стрезков, кратны 360°/п. 
Если покрасить одной краской все стороны 
и диагонали. составляющие г АВ один и тот же 
угол 180. А/п при Ё=0, 1, ..., п—1 (все они 
параллельиы друг другу), то условие задачи, 
‚ очевидно, будет выполнено. При этом пона- 
добится не более, чем п красок. В то же время 
можно указать п отрезков, каждые два из 
которых имеют общую точку — это две сто- 
роны АВ. АСил — 8 диагонали, выходящие 
из вершины А, а также диагоиаль ВС. Следо- 
вательно, меныцим чем н числом красок обой- 
тись нельзя. 
5. Пусть А н В — цвеза дна и крышки коробки. 
Из трех пар противоположных граней куба 
хотя бы одна имеет другие цвета — обозна- 
чим их С и ДО, а оставшиеся два цвета (из 
данных шести} — Еи Е. Вложим куб в коробку 
граиью цвета С вниз так, чтобы его боковая 
грань цвета Е прилегала к боковой грани 
коробки цвета Е. Легко видеть, что при этом 
цвета любой пары прилегающих граней куба 
и коробки будут различны. 
7. Обозначим через (а., Ь,, с„, 4.) четверку, 
получающуюся из (а, 2, с, 4) за п нажатий кноп- 
ки. Заметим, что во всех четверках чисел, 
кроме исходной, сумма всех чисел четверки 
равна нулю. Пусть (а, Ь. с. 4) — произволь- 
ная четверка с нулевой суммой. Тогда 
0—(а-НЬ-е-+а} = 
=а?*-+ь? +с'-+4?+-2а5 +-2ас-+2аа+ 26+ 
2аБа--2са. 
Рассмотрим теперь четверку (а,, Ь,, с,. 4), 
получающуюся из нее нажатием кноики. Для 
иее 
ат +а= 
=(а—ь) (6—4 -+а—ау= 
=2(а? + 5? + са") —2а6 —26е—2са-——За4== 
==3 (а? +5? с" +4“) —2ас— 25а 
и, так как 2ас<а? с и 25а<ь 44’, 
а Не-а 2 Вс? + д’). 
В ясходиой четверкс (х. у. 2. | не все числа 
равны, поэтому х!-+и1+=1-Ы:20. В силу дока- 
занного выше 
аи 2" Чачичаи-И). 
Отсюда следует наличие такой четверки с до- 
статочио большим номером л, в которой одно 
из чисея по модулю больше чем 3. 1985. 
Если это число отрицательно, то в этой же чет- 
верке найдется и положительное число, боль- 
шее 1985, так как сумма всех чисел в ней 
равна нулю. 


9 класс 

1. Выполняя последовательно симметрию $: 
относительно прямой [, поворот на некоторый 
угол вокруг точки О и снова 5;, мы можем 


леревести О в любую точку Р окружности , 


с центром О,=5(О) и радиусом г-—ОО,, 
а значит и в любую точку каждой из окруж- 
ностей ®«., п21, где в, при п>1 получается 
из ®„_, центральной симметрией относительно 
точки О и последующей осевой симметрией $,. 
Легко видеть, что центр О. окружности 
лежит на луче ОО, и ОО. ==пг (рис. 2). При 
вращении вокруг точки О цепочка окружностей 
©, - :-„ @, описывает круг в центром О радиуса 
(п+1г. Таким образом, можно перевести О 
в любую точку этого круга и, в частности, при 
(п+1г>ОЛ — в точку А. 

2. Ответ: в двух точках. Если имеются три 
точки, удовлетворяющие условию задачи, то 
какие-то две из них лежат по одну сторону 
от оси х==—6/2а параболы у=ах’-+-Ьх-+с. 
Не уменьшая общиости, можно считать, что 
эти точки Хх, нх, (х.>х,} лежат правее оси, 


|.) 
то есть выполияются неравеиства: х, -- 54 >0 


и х.- >. >1. Тогда имеем: 


100> [у(х.)—1их)| = 
==а(х,—х)(х, +х, + $. 


>100(х,--х,-+ 8 > зоо. 


Полученное противоречие показывает, что 
иайдется не более двух целых точек, в которых 
данный квадратный трехчлен принимает зна- 
чених, по модулю не превосходящие 50. 
Многочлен 101х?—100 принимает п двух точ- 
ках х,-=—1, х,=1 значение 1. 

3. Ответ: 20. Примеры таблиц с `4=-20 пока- 
заны на рисунке 3. Докажем, что это зиачение 
Я — наименьшее возможное. Предположим, что 
существует таблица, в которой 4<20. Легко 
видеть, что 4=а {+ 8(е-{ В) +Ё. Из этого равенст- 
ва следует, что 


20->4—2(е--п)+а-+е-+в > 
>2{е-+1)41+2+3--4, 


то есть ерй<4. Можно считать, что е<й 
(иначе отразим таблицу относительно #Ёря- 
мой /4):; при этом возможны два случая е—1, 
1=3 и е=1, й= 

В первом случае /—4 и а-<Т. Все числа 
в таблице различны, ноэтому или 4==2, #=5 
мли а=5, Е ==59. 

Во втором случае /=3 и, следовательно, долж- 
ны выполняться неравенства @>24, #Ё>4, 
а--й< 10. Существуют только четыре возмож- 
ности для пары чисел (а; К): (4; 5), (4; 6), 
(5: 4), (6: 4). Все эти возможности, как легко 
проверить, приводят к таблицам с повторяю- 
щимися элементами, что противоречит ус- 
ловию. 


4->6>39-— 206 +—>5—>8—>24 
я # я гв я Я 


; 


23—11 1»3—> 
Е И аи 
1! 8 2->9 
# и 
г 7 
Рис. 3. 


Рис. 4. р 


5. Пусть параллелелицед имеет размеры 
тхХпхки й< пот, тогда число неокрашенных 
кубиков $=(т— 1) (п—1)(#—1). По условию 

тив -—2(т—\п— 3—1). {3 
Очевидно, что А>2, а при #>5 равенство (1) 
противоречиво, так как тогда 


2(т—1)(п—1)(Е—1)== 
==атпк(1— Е) а-. ОД В 
>2тив(% } > так. 


Ь 
Пусть й=3. ‘Тогда (1) принимает 


тп—4т—4п+4-4—0 или 
(т—4)(п-——4)=12--12.1=6.2:-=4.3. (2) 
Уравнение {2) с условием 5<п<т имеет три 
пары решений (т: п)=(16: 5), (10; 6), (8: 7). 
Аналогично, при &=4 приходим к уравнению 
(т-—3)(п—3)=6—6 . 1=3.2. имеющему ре- 
шения (9; Ч} и (6; 5]}- 
Таким образом, $ может принимать одно из 
пяти значений: 60, 712. 84, 90, 120. 
7. Пусть К — точка, симметричная С относи- 
тельно середииы Р общей хорлы ВМ даниых 
окружностей (рис. 4). Очевидно, она лежит 
иа окружности, проходящей через А, причем 
АКМП — параллелограмм. Треугольник АМР 
конгруэнтен треугольнику АМК, вписанному 
в эту окружность. Следовательно. радиус его 
описанной окружности тоже равен В. 
1 класс 


1. Ответ: ((лл; лт)|[т, п Е 7}. Из даниого 
неравенства следует, что 


т х| + |зту!| > эт х|- [8т и|, 
то есть 


вид 


{1— |зт х])(1— | зт у 1. 
Следовательно. вт х==ет у=0. 


2. Пусть О — произвольная точка плоскости. 
Для любой точки Х плоскбссти положим 


ОХ—=№ по условию задачи Е+Е.-—=2А. 
А+А,=28, В+ В, -=26, @+С, 26, БИ, =2Е. 
Эта система уравнений легко решается и нолу- 
ченное решение дает возможность построить 


точки А, В. С. ), Е при помощи циркуля 
и линейни. 


4. Если зсе прямые параллельны друг другу, 


то они яелят плоскость на п-+-1 область. По- 
этому, число окрашенных областей не превос- 
ходит л = п(л 1); 3. 

Пусть теперь не все прямые параллельны 
пруг другу. Граница каждой области состоит 
из нескольких отрезков и лучей. принадле- 
жащих разным прямым. Эти отрезки и лучи 
назовем сторонами области. Каждая область 
имеех не менее двух сторон. Через т.. 
обозначим число окрашенных сбластей, имею- 
щих две стороны, через т, — Число окрашен- 
ных областей, имеющих три стороны и т. д. 
Наконец, через т», — число окрашенных об- 
ластрй с максимальным числом сторон. 
Покажем, что 7.«л. Граница любой областн 
с двумя сторонами состоит из двух лучей, при- 
чем каждый луч может лежать на границе 
только одной из окрашеяных областей. Число 
всех таких лучей не лревосходят 2п {не более 
двух на каждой прямой). Следовательно, общее 
числа сторон окрашенных областей с дзумя 
сторонами не превосходит 2п или т,›<п. 
Каждая из и прямых разбивается остальными 
не более, чем на п частей (отрезков и лучей). 
Поэтому общее число всех частей не превосхо- 
дит л7. Каждая из частей является стороной 
ке более чем одной из окрашенных областей. 
Следовательно, общее число сторон таких 96- 
ластей не превосходит п?, то есть 


2т.-+8т. +... +Еть« п’. 


Число окрашенных областей равио лз. т. +... 
„.. НТА. 

Используя доказанные выше меравенства, иа- 
ходим, что 


2т, Е ниь < 
и 1 
< 3 + Е == 3 {п +2). 


т.т... ть <? + 


5. Ответ: х=3. Так как л ха = 
=х/(^х--1+1), при х>—Е многоэтажная 
дробь тождестеино равна ух-Е 1—1. 
543 эл 

6. Ответ: == 6: Оставшаяся часть пяти- 
угольника разбивается дугами окружностей 
раднусов | см г центрами в его вершинах 
на 5 конгруэнтных криволинейных треуголь- 
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ников (на рисунке 5 — ВМС, СМ, ..., АВВ). 
Сумма площадей криволинейного треугольни- 
ка ВМС и сектора АМВ с центральным углом 


> 
ВАМ—л/3 равна сумме площадей правильного 
треугольника АВМ, и сектора ВМС с центра ль- 


ным углом СВМ=3З1/5—1/3—=4л/15, следова- 
тельно, искомая площадь равна 
5$вме=55. двм | Эсект выс — Зент АМВЕ= 
в р ет я 
4 245 3/4 6 ` 
7. Пусть натуральные числа хи у — длины 
сторон прямоугольника, х «у. Ясно. что этот 
прямоугольник удовлетворяет условиям за- 
дачи, если выполиены неравенства ху>т 
и ху— < ют (а значит, и {х— Пух т). Таким 
образом, достаточно доказать, Что при любом 
т_>12 система неравенств 
ху>т, ху—1<т; ху 
имеет решение в целых числах. Укажем эти 
решення. Если Ё — натуральное число, удов- 
летворяющее условиям #'<т<(ЁЕ-+1)?, то по- 
ложим: х=#—1, у=к-+2 при той"; хьаЙ, 
—=#-+1 при А? <т< (+1); х=А— 1, у=А--3 
при м —=#(--Т) и х=у=#+1 при (+ тс 
(ЕО. 
8. Ответ: (\/3—5/25)/2. Рассматриваемые ок- 
ружности (рис. 6) лежат на двух концентри- 
ческих сферах — описанной сфере куба 
(радиуса \/3/2) и сфере, касающейся всех его 
ребер (радиуса 32/2). Поэтому расстояние 
между точками окружностей не может быть 
меньше разности радиусов сфер (\/3-\/2)/2 
и равно ея, если точки лежат на одном луче 
с началом в центре О сфер (центре куба). 
Покажем, что такие точки существуют. Доста- 
точно найти на малой окружности такую точ- 
ку М, которая при гомотетии г центром О 
п коэффициентом \3/2 переходит в точку № 
большой окружности. Образ малой окружностн 
при этой гомотетии, очевидно, лежит на боль- 
шой сфере, причем образы точек Ен Ё, 
п которых малая окружность пересекает отре- 
зок ВО (рис. 7), лежат по разные стороны 
от плоскости АВ,С (луч ОЕ не ре эту 
плоскость, так как ООГ=45° > ВВО,). Сле- 
довательно, окружности на большой сфере 
пересекаются и в качестве М№ и М можно 
взять точку их пересечения я ее прообраз. 
Неравенства для площади мы периметра 
выпуклого многоугольника 
{см. «Кванте, № 10} 


1. Решим одновременно упражнения 1 и 3. 
Воспользуемся формулой Герона 


$=УИраир-ИР-20, где рее, а, 
Ь. с — стороны треугольника. Применяя 
неравенство 

2 
х 2 х 2- 
уху КИ. < Жи"), 


Рис. 8. 
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получаем неравенство 


$=у з^/ 5 (рб ар 6)(р—с)< (2 }. 


из которого и следует утверждение упражне- 
ния 3. Применяя формулу 5==р-г, где г — 
радиус вписанного круга, по пучаем неравенство 
З/Зг«р и неравенство З\/Зг* < рг==5, из кото- 
рых следует утверждение упражнения 1. 
2. Если треугольник, вписанный и круг, не яв- 
ляется правильным, то его площадь (и пе- 
риметр) можно увелнчить. Поэтому среди таких 
треугольников экстремальным может быть 
только правильный. Существование экстремума 
мы при этом не доказываем. 
г 

4. Достаточно доказать неравенство 5> —_, 

` 
где # — наименышая высота, и установить, 
что п равенство оно обращается, лишь когда 
треугольник прааильный. 
Из унражнения 3 следует, что р’>12у35= 
=2-/ (ав, РЬН, св.) > 2, За +ь-+о)в=2уЗРА, 


. ‚ аво-ЬВь+сй. РВ_ № 
откуда Р/В, бе о, 
ы 6 6 ^ 3 


Равенство возможно, лишь когда Й.=Йь==й., 
то есть для правильного треугольника. 


РА 
Реыт — 
с эта ыы 3 


5. Пусть «< 60°. тогда 5= о < = 


ее и. 0?, где П-етах(а, Ь, ©). Неравенство 


Р<ЗрО очевидио. 

6. Так как многоугольник лежит по одну сто- 
року от своей стороны, то он лежит в соот- 
ветствующей касательной полуплоскости, и по- 
этому в их пересечении. С другой стороны, 
каждая точка пересечения принадлежит много- 
угольнику. 

7. Если две точки выпуклого многоугольннка 
лежат по разные стороны от прямой, то она 
делит его на два выпуклых многоугольника. 
8. Пусть прямая { не пересекает многоуголь- 
ник. Выберем среди его вершин самую близкую 
к прямой [| и самую далекую и через них 
проведем прямые, параллельные [. В полосе 
между иими и лежит наш многоугольник. 

9. Утверждение непосредственно следует из 
упражнений би 8. 

10. Нужно (несколько раз) применить преоб- 
разование, изображениое на рисунке 8. Полу- 
чившийся выпуклый многоугольник назы- 
вается выпуклой оболочкой исходного много- 
угольника. 

11. 6) Достаточно рассмотреть отрезок, соеди- 
няющий граничные (то есть лежащие на сто- 
ронах} точки миогоугольника. Если хотя бы 
один из концов не является вершиной много- 
угольника, то применяем (один или два раза) 
следующий частный случай утверждения а): 


Рис. 9. 


расстояние от вершины треугольника до одиой 
из точек противоположной стороны не больше 
одной или двух других сторон. 

12. Если поворачивать граничные прямые 
опорной полосы вокруг лежащих на них вер- 
шин так, чтобы они оставались парал- 
лельиыми и расстояние между ними уменпь- 
шалось, то а конце коицов получим одну нз 
касательных полос (рис. 9). 

13. Диаметрами правильного п-угольника яв- 
ляются его «длинные дизгонали. Ширина 
его равна расстоянию от вершины до противо- 
положной стороны (есля и нечетно) или рас- 
стоянию между параллельными сторонами 
(если п четно). Остается применить формулы, 
связывающие радиус описанного круга, сторону 
и апофему прааильного многоугольника в соот- 
ветствии с рисунком в статье. 

14. Указание. Длина ломаной больше длииы 
отрезка, соединяющего его концы. 

15. а) Все углы многоугольника равны, как 
вписанные, опирающиеся на равные дуги. 

6) Все стороны многоугольника равны, так как 
равны (по катету и углу) все треугольники. 
образованные радиусами вписанного круга. 
проведенными в точки касания, отрезками 
сторои п-угольника и отрезками, соединяющи- 
ми центр круга с вершинами л-угольннка. 

16. Первое утверждение следует из того, что 
наиболее удаленная от хорды точка дуги — 
это ее середина. Второе утверждение будет 
доказано и тексте решения упражнения 17. 
17. Докажем пункт 6) (пункт а) доказы- 
вается аналогично). 

Опираясь на рисунок 10. проверяем. что пе- 
риметр ААВС равен 2|АР| и зависит лишь 
от угла САВ-=а ин радиуса Я вневписанной 
окружности, и ‚ любой треутольник АВ’С' с уг- 
лом С’АВ’=САВ и периметром, равным пе- 
риметру ААВС. имеет тот же радиус вне- 
вписанной окружности, что и треугольник А ВС. 
Применяя к треугольнику ОСВ доказанную 


часть упражнения 16, получаем, что Св в ед 


Рис. 10. Рис. 1[. 


св; 
и) ыы к ‚ откуда  |©В] > 


228 - с м ‚ причем равенство будет лишь 


при |АС|]=|АВ|. 

Утверждение 6} доказамо. Из лего методом от 
противного можно получить второе утвержде- 
ние упражнения 16 (рис. 11), а также то, что 
среди треугольников с данными периметром 
и основанием наибольший угол при вершине 
имеет равнобедренный треугольник (рис. 12). 
18. Воспользуйтесь последним утверждением 
нз решения упражнения 17. 

19. а) следует из 6): 6) следует из свойства 
средней линии трапеции; в) следует из а); 
г) следует из свойства средней линии тре- 
угольника; д) пусть О, н О. — центры кругов 
радиусов К,, К., А и В — их произвольные 
точки. О, — середина [0,0.|, С — середина 


[АВ]. Докажите, что О'С= 5 7А+0:8), 


откуда следует, что |О.С|< > (10,4 [+ 


+10.в)< пя . поэтому «смешением кругов 
с центрами О; и О. будет круг с центром О, 
в,+8, 


и радиусом в — 


20. Прнмените упражнение 8 и упражнение 
19 а), 6), в). 

Задача 2. Из упражнения 20 следует, что 
любая касательная полоса к смешению много- 
угольников нараллельна хотя бы одной из сто- 
рон этих многоугольников и обратно. Из этого 
утверждения следует то, что смешение много- 
угольников является многоугольником. Приме- 
няя упражнение 19 6), получаем, что его ие- 
риметр равен полусумме периметров этих 
многоугольников. 

Задача 3. Указание. При центральной сим- 
метрии отрезок переходит в равный и парал- 
лельиый ему отрезок, а середина первого от- 
резка — и середину второго. Утверждение 
© диаметре следует из упражнений 1Т1 и 19 6). 
утверждение о ширине — из упражнений 12 
и 20, а утверждение о периметре и числе 
вершин — из задачи 2. 

21. В качестве центра обоих кругов можно 
взять центр симметрии п-угольника. 

22. Достаточно вычислить производные этих 


т 
функций. заметить, что (хзво 5 ‚>09, а 
х 


л : 
(х ея = <© при х>2, и аирнменить соот- 


ветствующую теорему дифференциального ис- 
числения (при доказательстве неравенств полез- 


но знать, что зпаси< ща при нЕ ] 0, 5 0. 


Рис. 12. 
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«Квант» для младших школьников 

{см. «Квант» № 10} 

1. Например. так: Х—=УИ-И1. 

2. В выражении использовано ровно десять 
различных букв. Значит, одна из букв соот 
ветствует цифре 0. Поскольку на нуль делить 
нельзя, нулю равен один: из сомножителей 
числителя. Отсюда все выражение равно нулю. 
3. При ходьбе грязь в одной штаиины пере- 
ходит на другую, притом иа более высокое 
место, поскольку нога поднимается. 

4. Пусть цифры числа: а, 6. хи у. Тогда числа 
а+-Ь—х—у и а+х—Ь—у оба оканчиваются 
нулем. Значит, и их сумма 2(а—у)}. и их раз- 
ность 2(х—5) тоже оканчиваются нулем. Сле- 
довательно, любые две цифры числа либо рав- 
ны, либо отличаются на 5. Нетрудно заме- 
тить, что либо все четыре цифры должны 
быть равны, либо имеются две пары равных 
цифр, причем неравные цифры отличаются 
иа 5. Пар цифр, отличающихся на 5, всего 
пять: Они 5, 1иб, 2и7, Зи 8. Аи 9. Из каж- 
дой пары, кроме первой, можно составить 
шесть различных четырехзначных чисел, удов- 
летворяющих условию задачи (например, из па- 
ры 1нб — такие: 1166, 1616. 1661, 6316, 
6161, 6611). В паре 0 и Б иуль не может стоять 


Главный редактор — академик Ю. А. Осипьян 


на первом месте, поэтому из этой пары можно 
составить только три нужных четырехзначиых 
числа: 5005, 5050, 5500. В результате мы полу- 
чаем девять чисел из одинаковых цифр 
и4,6--3—=27 чисел, у которых по две равные 
цифры. Всего 36 чисел. 

5. Предположим, что мы сумели так расставить 
числа, как сказано в условии. Найдем сумму 
всех чисел. Просуммировав каждое число 
в квадратике с числами в соседиих с ним квад- 
ратиках, мы получим число 24 . 13==312 (все- 
го квадратиков 24, в каждая такая сумма 
равна по условию 13). При этом каждое 
число суммируется 5 паз. Значит, сумма чисел 
в квадратиках равиа 312: 5. Но это — не целое 
число. Отсюда вытекает, что указанную рас- 
становку сделать невозможно. 


Шахматная страничка 

(см. «Квант» № 8) 

Задание 15 (А. Киист, Г. Иенш, 1967 г.). 
1. ЛЬ8()! №3(2) 2. В4(1)Х, 1...К (любой ход) 
2. Л№5(1)х. Не проходит 1. 1№4(1)+№ изза 
взятия в пространстье на проходе №4(2):Н3(1)! 
Задание 16 (С. Лойд, 18571 г.). 1. ЛЕ41 Крёз 
(1... Кр:В1 2. КрЁ2 КрЬ2 3. ЛЬах) 2. 0—1 
КрьЗ 3. ЛИЗХ. 


соо ль пратьлния - иж чьличь. ак = ет ль жет ть ть арии 
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Шахматная страничка 


Консультирует — чемпион 
мира по шахматам, между- 
народный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страннчку 
мастер спорта СССР по шах- 
матам, каядндат технических 
наук Е. Я. Гик. 


ЗАДАЧИ 
НА ГЕКСАГОНАЛЬНОЙ 
ДОСКЕ 


В прошлый раз мы расска- 
зали, как играют в польские 
гексагональные шахматы, от- 
метили их геометрические 
особенности. Обратим внима- 
ние еще на некоторые нюансы, 
отличающие польские шахма- 
ты от обычных. Один король 
на гексагональной доске в 
состоянии запатовать непри- 
ятельского короля, если тот 
находится в углу. Например, 
белый король {3 полностью 
сковывает черного короля #1. 
Иэ этого следует, что король 
ни любая фигура могут объя- 
вить мат без помощи других 
фигур. С другой стороиы, ко- 
роля загнать а угол нелегко, 
н поэтому его не заматуешь 
даже двумя легкими фигура- 
ми, нужна третья. Зато ферзь 
без всякой поддержки может 
поставить мат, скажем, п того 
же поля Ё3 королю #1. 

Некоторые из предлага- 
емых задач взяты из коллек- 
ции С. Соколова н С. Цыган- 
кова, болылих любителей гек- 
сагональных шахмат. 


) я т о’ С о 


Белые начинают 
и дают мат в 4 хода. 

В обычных шахматах конь, 
совершающий ход, теряет кон- 
троль над всеми полями, 
которые только что были в 


его распоряжении. Иное дело 
в гексагональных. В данной 
позиции черный король запа- 
тован: поля еб, &б, 47 и 57 
держит белый слон, е7 и 7 — 
пешка, е8, е9, #9, #8, 59 — 
король, сама пешка #7 нахо- 
дится Под защитой коня. 

1. Ке4—с5! Конь сдвинул- 
ся а места, но не выпустил 
из-под контроля пешку #7. 
1...44-—13 2. Кс5—98! Вновь 
пешка под защитой коня. 
Не годится 2. Ке4? из-за 2...141 
и мата нет, но не 2...12 3. КВ4 
и 4. СХ. 2..48 —2 3. Ка8— 
#9 12—ИФ 4. КЕ9Э—6х! 
Конь сделал четыре хода под- 
ряд, но всякий раз продолжал 
защищать свою пешку. Гео- 
метрический мотив, который 
невозможен в классической 
игре. 


Л. Иецу. Белые: Кр9б, СЬЗ, 
Сс3, п. п. а}, а2, а4, ‹4; 
черные: Краз, п. п. а5, с5. 97. 
Белые начинают н дают мат 
в 5 ходов. 

На сей раз в путешествие 
отправляется белый король, 
ио он будет неустанио следить 
за важным пунктом с4. 1. 
Кр96—е5 47—96. После 1...95 
мат ставится быстрее. 2. 
Креб —931 946—945 3. Кр$3— 
94! 45:с4-+- 4. Крд4:с5 с4:Ъ3 
5. а2:63х! Неожиданный 
мат, вынужденный рейд пеш- 
ки привел черных к гибели. 


Л. Иецу. Белые: КрЬб, 
Фит. СГ, Ка, К8, п. п. е5, 
13; черные: Креб, п. п. е7, 
#4. Белые начннают и дают 
мат в 2 хода. 

На первый взгляд, у черно- 
го короля достаточная свобо- 
да, п за два хода его не 
пленить. 1. С#11 —111 Длиниое 
перемещение слона из угла в 
угол шестиугольной доски ре- 
щает дело. Черные 2 пугцван- 
ге. Любой ход их короля 
ведет к красивому мату фер- 
зем в центре доски. 1...Креб: 
94 2. Фр1—с2х. Пригодился 
слон, который взял под при- 
цел поле с2. 1...Креб:{8 2. 
Ф51—59Х. И поле &9 кон- 
тролируется слоном, притаив- 
шимся вдали от места основ- 
иых событий. 1..Креб—15 
2. ФЕ1—&3хХ. Поле 3 тоже 
находится в зоне действия 
слона. 1...Креб 96 2. Фу — 
с6бх. В последием варианте 
белого ферзя поддерживает 
король. 

Д. Бойер, Белые: КрЫ, 
С#2, КЬЗ, КВБ, п. п. Ь3, 24; 
черные: КрвЗ. ЛЯ9, С14, п. 94. 
Белые начинают и дают мат 
в 2 хода. 

Эта задача нллюстрирует 
геометрический мотив зуере- 


крытие фигур» (тема Новот- 
ного), распространенный в 
обычной шахматной компо- 
зидин. Разница лишь в иных 
линиях действия фигур. 

3. 54—61 Пешка занима- 
ет исходное положение и по- 
этому движется сразу на два 
поля вперед. Попухио возии- 
кает еще один задачный 
элемент — освобождение поля 
для другой фигуры. Теперь 
пешка оказалась в точке пе-_ 
ресечения линий в1—810 ‘и 
а4 —14. которые находятся, со- 
ответственно, в распоряжении 
ладьи и слона. 1...СВ4:96. 
Траектория ладьи перекрыта 
и 2. Кб —9аХ. 3...189:86. 
Траектория слона перекрыта 
(линия а —14 не принадле- 
жит компетенции ладьи} и 
2. Крб—ебх. 

Гексагональная доска от- 
крывает неограниченные воз- 
можности для любителей ма- 
тематических задач и голо- 
воломок. Известные шахмат- 
\о-матёматические задачи о 
расстановках фигур, ых силе, 
ю маршрутах н т. д. можно 
поставить и для зпестиухгойь- 
ной доски. Попробуйте, на- 
пример, решить такую зада- 
чу: какое наибольшее число 
ферзей можно расставить на 
гексагональной шахматной 
доске так, чтобы они не били 
друг друга? Напомним, что 
на обычиой доске указанным 
образом можно расставить 8 
ферзей (и не больше), причем 
существуют 92 расстановки. 

Минимальное число фер- 
зей, защищающих все свобод- 
ные поля обычной доски, 
равно 65, причем доказано, 
что число расстановок — 
4860, вот одна из них: 
сб, 93, еб, Ё7, #4. Гексагона ль- 
ная доска содержит почти на 
30 полей больше, но и ее 
могут охранять всего пять 
ферзей! Их достаточно поста- 
вить на поля ©5, 93, #5, №8, КТ. 


Конкурсные задания 

Заканчивая рассказ [6 
шестигранных шахматах, 
вновь предлагаем вам даа этю- 
да с шестью фигурами на 
обычной доске. 

21. Белые: КрЬ4, Са2, п. с4. 
Черные: Кра4, п. п. 97, №5, 
Белые пачинают и выигры- 
вают. 

22. Белые: Крб5, п. п. 44, 
#4. Черные: КовА4, я. п. а5, 
#5. Белые начинают и выигры- 
вают. 

Срок отправки решений — 
25 января 1986 г. (с пометкой 
на конверте’ в«Шохматный 
конкурс «Кванта», задания 
21, 22»). 


ХИХ Всесоюзная 
олимлиада школьников по физике 
{Куйбышев, апрель 1985 г.). 


Идет эксперимент... 


Цена 40 коп. 
Индекс 70465 


Мы продолжаем публикацию «многофигур- 
ных» стереометрических задач с чертежами, 
качатую в «Квантеь М№ 2 за этот год (см. 
также обложки 3, 5 и 6 номеров). Здесь мы 
помещаем задачу, которая предлагалась на 
приемных экзаменах в Московский физико- 
технический институт в 1984 году и вызвала 
немалые трудности и абитуриентов. С ее 
решением можно будет познакомиться в сле- 
дующем номере «Кванта». 


Задача. В основании пирамиды ЗАВСР 
лежит прямоугольник АВС, в котором 
14<]=2|АВ|. Высота пирамиды проходит 
через точку пересечения диагоналей прямо- 
угольника. Сфера касается плоскости АВСР 
и всех боковых ребер пирамиды. Найти объем. 
пирамиды, если радиус сферы равен В, 
а угол ЗСР равен а. 

Плоскость проходит через точку 5, касает- 
ся указанной сферы ы пересекает прямые ВО 
и АС соответственно в точках Ри © (|БР|> 
>|ВР|. |49|>1|С0|). Найти отношение 


1ВР|:|ВБ|, если 
а) |ВР|=|С@9], 
6) |<®|=3|4С|. 
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На нашей новогодней обложке можно ухзндеть ш Математические, м физические мотивы: замощение плоскости симметрич- 
нымы фигурами и отраженне плосного узора в сферическом зермале. 


< Иъдательство «Наука». Главная редакция физико- математической лытературы, «Кванть, 1985 
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Когда речь заходит о кристаллах, 
то обычно представляют себе краси- 
вые многогранники, сверкающие в 
лучах света. Однако встречающиеся в 
природе кристаллические материалы 
чаще всего не обладают столь совер- 
шенными формами. Как правило, это 
поликристаллы —- вещества, состоя- 
щие из множества плотно упакован- 
ных мельчайших кристалликов, по- 
разному ориентированных в прост- 
ранстве. 

Такую структуру обычно имеют и 
металлы. Она формируется уже в про- 
цессе кристаллизации, когда зароды- 
ши кристалликов возникают в различ- 
ных точках жидкого металла, зерна- 
кристаллики растут, встречаются и 
теснят друг друга. Постепенно рас- 
плавленный металл превращается в 
поликристалл. 

Многие важные свойства металла 
зависят не только от устройства от- 
дельных зерен, но и от того, как они 
упакованы в поликристалле, каковы 
границы между зернами. Физические 
процессы, происходящие на этих гра- 
ницах, порой оказывают определяю- 
щее влияние на свойства металла. 


Лазейки для примесей 


Чтобы придать стали нужные свой- 
ства, ее подвергают термической об- 
работке — закалке (резкому охлаж- 
дению от высокой температуры) и от- 
пуску (повторному нагреву до менее 
высокой температуры). Закалка дела- 
ет сталь упругой и твердой; отпуск 
смягчает сталь, придает ей пластич- 
ность. Меняя химический состав ста- 
ли, температуры закалки и отпуска, 
люди на протяжении тысячелетий на- 
учились добиваться нужного сочета- 
ния прочности, пластичности, тЕер- 
дости ит. д. 

За последние полвека условия зкс- 
плуатации стальных деталей сильно 
ужесточились, и инженеры все ча- 
ще стали замечать, что и после 
отпуска, проведенного по всем прави- 


лам, некоторые виды стали все равно 


Так выглядит под микроскопом (увеличение 
500) плоский срез куска меди. (При протравли- 
вании поверхности среза кислотой на границах 
между отдельными кристалликами травление 
идет быстрее — там образуются углубления). 
Не напоминает ли вам это кукурузные зер- 
нышки в початке? Может быть. именно поэтому 
говорят, что металл имеет зеренную структуру? 


остаются хрупкими. В результате нео- 
жиданно выходили из строя детали, 
возникали аварии. Сравнительно не- 
давно выяснилось, что за это явле- 
ние, получившее название отпускной 
хрупкости, ответственны именно гра- 
ницы зерен. При определенных темпе- 
ратурах отпуска на границах соби- 
раются вредные примеси — фосфор 
и сера; концентрация их в этих местах 
возрастает в десятки и сотни раз. Гра- 
ницы становятся хрупкими, и под на- 
грузкой по ним развиваются трещины. 
(На второй странице обложки приве- 
дена фотография излома металла на 
границе зерен. полученная с помощью 
электронного микроскопа.) 

Другой пример. Медь, благодаря 
своей высокой электропроводности,— 
один из самых распространенных ме- 
таллов в электротехнике. Чистая медь 
легко окисляется. Для того чтобы пре- 
дохранить ее от окисления, было пред- 
ложено на поверхность медного прово- 
да наносить тончайший слой серебра. 
По оценкам при температуре до 
200 °С, когда почти не происходит ни 
испарение серебра, ни его проникно- 
вение (диффузия) внутрь меди, такой 
слой должен был бы сохраняться сот- 
ни лет. Однако 
прошло и месяца, как серебро с 
поверхности медного провода исчез- 
ло. Выяснилось, что за это чудес- 
ное исчезновение также несут ответ- 
ственность границы зерен. Дело в том, 
что они служат каналами ускорен- 
ной диффузии.*) Зерна в медном 
проводе очень мелкие, и на поверх- 
ность выходит большое число границ, 
между ними. Их оказывается доста- 
точно, чтобы даже при сравнительно 
низкой температуре (около 200 °С) все 
атомы серебра за короткий промежу- 
ток времени просочились по ним 
внутрь провода и «растворились» в 
меди. 


Как устроена граница? 


Можно с полной определенностью 
сказать, что истоком всех свойств 
межзеренных границ является их 
строение, структура. Поэтому и зна- 
комство с границами мы начнем с 


*) О диффузин в твердых телах вы можете 
прочитать в статье Б. С. Бокштейна +Атомы блуж- 
дают по кристаллуе® и »Кванте» № 11 ва 1982 год. 


1* 


на практике не. 


Ра 
41 — угол 


Рис. 1. Зона коптакта двух зерен. 
разворота зерен друг относительно друга. 


их структуры, со способа укладки 
атомов между отдельными зернами. 

Рассмотрим два зерна металла, на- 
ходящихся в контакте друг с другом. 
Для простоты будем считать, что ато- 
мы каждого зерна расположены в уз- 
лах плоской квадратной решетки; 
зерна лежат в одиой плоскости, но 
развернуты друг относительно друга 
на некоторый угол (рис. 1). Область 
между зернами и есть, собственно, 
граница зерен. В дальнейшем мы бу- 
дем обозначать ее ГЗ. 

Итак, слева от границы — четкая 
структура, порядок, справа — поря- 
док. А что же в самой ГЗ? Проще 
и, казалось бы, естественнее всего 
предположить, что на границе вообще 
нет никакого порядка, атомы распо- 
лагаются как им вздумается, хаотич- 
но, кристаллическая структура от- 
сутствует; металл в области ГЗ — 
твердое аморфное вещество. От поряд- 
ка к порядку через беспорядок — 
так можно кратко сформулировать 


- это предположение. 


Первая теория межзеренных гра- 
ниц, появившаяся в начале нашего 
века, так и называлась — теория 
аморфного цемента. Она смогла объяс- 
нить некоторые свойства металлов, на- 
пример, зернограничное проскальзы- 
вание. При определенной температу- 
ре (своей для каждого металла и спла- 
ва) зерна под действием незначитель- 
ных нагрузок могут почти бесире- 
пятственно скользить друг относи- 
тельно друга, как будто их разде- 
ляют жидкие прослойки. Согласно 
теории ‘аморфного цемента этими 
«прослойками» являются аморфные 
ГЗ: при нагревании они размягчают- 
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ся, как воск, становятся прекрасной 
«смазкой», и взаимное смещение зе- 
рен происходит даже при незначи- 
тельных нагрузках. 

Однако большинство зерногранич- 
ных эффектов теория аморфного це- 
мента объяснить не смогла. 

Сравнительно недавно (около соро- 
ка лет назад) английский физик 
Н. Мотт предложил модель межзе- 
ренных границ, согласно которой в ГЗ 
могут образовываться кристалличе- 
ские области <— в аморфной речке 
могут существовать кристаллические 
островки. В рамках этой модели, 
названной «островковой», хорошо 
описывались многие свойства ГЗ, н 
в частности — миграция границ, их 
способность перемещаться по образцу. 

Согласно теории Мотта перемеще- 
ние границ происходит за счет рас- 
плавления или растворения груплы 
атомов с одной стороны границы (из 
одного зерна) и выделения такой же 
группы атомов по другую сторону 
границы {на втором зерне). 

Для того чтобы этот процесс стал 
более наглядным, представим себе 
ручей, текущий по поверхности лед- 
ника в горах. Дневное солнце подто- 
пило снег ин верховьях ледника, и вода, 
стекая вниз, проложила на своем пути 
ложбинку во льду — русло. Один 6е- 
рег ручья находится на солнце, темпе- 
ратура там плюсовая, вода подмы- 
вает берег, кусочки льда обрушива- 
ются в воду и тают. Другой берег 
ручья ин тени, от солнца его загора- 
живает близкая вершина. В тени мо- 
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Рис. 2. Диффузионное про- 
никновение цинка Гон на фото- 
графиях более темный} в алю- 
миний по ГЗ(увеличение $400). 
На фото а) угол разворота 
между зернами 37°. а на фото 
6) — 38.5°. Время, за которое 
выросли эти диффузчионные 
клинья, около 100 часов. (Фо- 
6. тографии сделаны на кафедре 
5) физической химии Москов- 
ского института стали и спла- 
в08.) 


роз — такие контрасты часто бывают 
в горах, — и вода постепенно намер- 
зает на берег. В результате того, что 
солнечный берег все время подтаи- 
вает, я тенегой намерзает, русло ручья 
перемещается в сторону солнечного 


‚берега, ручей старается целиком вый- 


ти из тени горы. «Движущая сила» 
такого перемещения — разность 
температур между солнечным и тене- 
вым берегами. 

Миграция границы зерен по Мот- 
ту напоминает смещение ледникового 
ручья. (Кстати, одной из движущих 
сил миграции ГЗ и металле также мо- 
жет быть разность температур.) 'Теоре- 
тический анализ показал, что при та- 
ком механизме миграции «плавитсяь 
и переходит из зерна и зерно не один 
атом, а сразу целая группа атомов — 
кристаллический «островок». 


Одним из основных выводов остров- 
ковой теории является плавная, без 
скачков, зависимость физических 
свойств ГЗ от угла разворота зерен — 
чем больше угол разворота, тем мень- 
ше «хорощих» островков, так что с 
увеличением угла структура ГЗ все 
время ухудшается. 

А теперь обратим внимание на ри- 
сунок 2. На нем представлены две 
фотографии цинка, проникшего в алю- 
миний по границе зерен. Скорость 
диффузии по ГЗ много больше, чем 
во всем объеме, это мы уже отмечали. 
Поэтому цинк проник вдоль границ 
значительно дальше, чем по зернам,— 
возникли диффузионные клинья. Две 
фотографии — две границы © очень 


близкими углами разворота зерен. 
Но как они отличаются! Глубина про- 
никновения по двум почти одинако- 
вым границам совершенно разная! 
В рамках островковой модели это вы- 
зывает удивление. 

В целом зависимость глубины про- 
никновения при диффузии по ГЗ от 
угла разворота зерен выглядит так, 
как показано на рисунке 3,— она 
немонотонна. В свете этих экспери- 
ментальных результатов ни о какой 
плавности изменения свойств ГЗ гово- 
рить уже не приходится. 


Порядок и беспорядок на границе 


Внести относительную ясность в 
вопрос о том, почему свойства ГЗ так 
сильно зависят от угла разворота зе- 
рен, помог геометрический подход к 
. проблеме контакта двух кристалли- 
ческих решеток, начало которому бы- 
ло положено в работах английских 
кристаллографов М. Кронберга и 
Ф. Вильсона в 1947 году. Остановимся 
на этом подходе подробнее. 

Нам по-прежнему достаточно будет 
рассматривать плоские квадратные 
кристаллические решетки. 

Будем разворачивать две квадрат- 
ные сетки друг относительно друга 
вокруг оси, перпендикулярной плос- 
кости сеток, постепенно увеличивая 
угол разворота. При некоторых, впол- 
не определенных, углах разворота 
вдоль линии контакта сеток возникнут 
узлы, общие для обеих сеток,— сов- 
гаэдающие узлы (на рисунке 4 они 
помечены красным цветом). Эти узлы 
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Рис. 3. Зависимость глубины проникновения 
при диффузии по ГЗ от угла разворота зерен. 
Кривая построена по экспериментальным ре- 
зультатам. полученным при диффузии цинка 
в алюминий. 
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Рис. 4. Схема возникновения РСУ. Красные 
точки — совпадающие узлы. 


расположены на пласкости с опреде- 
ленной периодичностью и образуют 
так называемую решетку совпадаю- 
щих узлов (дальше мы будем обо- 
значать ее РСУ). 

Для двух граничащих зерен есть 
несколько так называемых специаль- 
ных, «хороших» углов разворота, при 
которых возникают РСУ с большими 
плотностями совпадающих узлов.*) 
Граница зерен в случае таких углов 
имеет преимущество по сравнению 
с границами без РСУ — она более 
упорядочена, значительная часть уз- 
лов находится на местах, обуслов- 
ленных кристаллическими решетками 
обоих зерен. 

Остается только один вопрос: «чув- 
ствует» ли реальная ГЗ в металле, 
что есть такие специальные углы 
разворота? Ведь пока что речь шла 
только о плоской геометрической мо- 
дели ГЗ, не учитывалось, что атомы 
имеют конечные, з не точечные раз- 
меры, что между ними существует 
взаимодействие, что они могут сме- 
щаться относительно кристалличес- 
кой решетки... 

Вернемся к фотографиям на рисун- 
ке 2. Межзеренная граница с мень- 
шей глубиной проникновения цинка 
(рис. 2, а) — это граница с углом 


*} Нахождение хороших угаов — красивая гео- 
метрическая задача, связанная & нахождением точек 
с целочисленными координатами на окружности. 
Этому нопросу посвящены часть статьи А, Б. Гоича- 
рова «Арифметика гауссовых чисель (см. с. 13) 
и «Задачи для исследования» (с. 45) в этом номере 
журнала. 
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разворота, почти в точности равным 
‚специальному углу. Значит, диффу- 
зия по границе зерен с решеткой сов- 
‘падающих узлов идет медленнее, 
чем по границам без РСУ. Это 
подтверждается и зависимостью на 
рисунке 3 — все минимумы глу- 
бины проникновения при зерногра- 
ничной диффузии соответствуют уг- 
лам разворота, при которых, согласно 
вычислениям, возникает РСУ. С точки 
зрения нашей геометрической модели 
это можно объяснить — специальные 
границы более упорядочены, они по 
структуре ближе к кристаллической 
решетке зерен; чем границы без 
РСУ. Поэтому и скорость диффузии 
в них ближе к скорости диффузии в 
решетке. 


Самым впечатляющим подтвержде- 
нием того, что решетки совпадающих 
узлов реально существуют на грани- 
цах зерен, является прямое наблю- 
дение расположения атомов на грани- 
це, ставшее возможным только в по- 
следнее время благодаря развитию 
высокоразрешающей электронной 
микроскопии. На рисунке 5 приведе- 
на фотография атомного строения ГЗ 
с углом разворота, близким к спе- 
циальному, полученная на электрон- 
ном микроскопе. Сравните рисунки 
4 и 5. Не правда ли, замечательное 
сходство простой геометрической схе- 
мы и физического объекта — межзе- 
ренной границы, которую эта схема 
моделирует? 

Геометрическая модель — первый 
шаг на пути построения общей тео- 
рии границ зерен. Она дает представ- 
ление об их структуре только при 
разориентировках, отвечающих спе- 
циальным углам, остальные границы 
остаются неохваченными этим рас- 
смотрением. Сейчас на основе модели 
РСУ разработаны физические модели, 
учитывающие искажения кристалли- 
ческих решеток при ориентациях, 
на несколько градусов отличающихся 
от специальных. Однако, как устрое- 
ны ГЗ с углами разворота, далекими 
от специальных, пока остается не- 
ясным. 


Структура и текстура 


До сих пор мы говорили об от- 
дельных зернах и о том, как на гра- 
ницах между зернами из хаоса воз- 
никает порядок. В металле зерен 
очень много, причем их расположе- 


б 
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Рис. 5. Атомное строение границы, близкой к 
специальной. Фотография сделана г помощью 
электронного микроскопа; увеличение 10°. 


ние и форма, как правило, не бы- 
вают совершенно случайными. Прак- 
тически всегда имеется какая-то пре- 
имущественная ориентация кристал- 
лических зерен. В таких случаях го- 
ворят, что материал обладает тексту- 
рой (от латинского слова фежига — 
ткань, упорядоченная структура). 
Причины возникновения текстур и 
сами текстуры бывают различные. 
На 2-ой странице обложки этого но- 
мера приведены две фотографии явно 
выраженных текстур. Одна из них 
возникла в металле после значитель- 
ных деформаций: металлический сли- 
ток «прокаталиь между двумя твер- 
дыми цилиндрами-валками так, что 
получился тонкий лист (такой метод 
обработки металлов давлением и на- 
зывают прокаткой). В результате зер- 
на вытянулись вдоль направления 
прокатки.и сплющились в направле- 


нии, перпендикулярном плоскости 
листа. Это — пример текстуры де- 
формации. 


Определенную текстуру имеют и са- 
ми слитки (верхнее левое фото на 2-ой 
странице обложки). Она возникает 
в процессе затвердевания расплавлен- 
ного металла и называют ее текстурой 
роста, текстурой кристаллизации. 
Процесс кристаллизации жидкого ме- 
талла, находящегося в специальной 
ванне, изложнице, начинается ян наи- 
более холодных областях — у сте- 
нок. Вначале формируется множество 
мелких кристалликов, ориентирован- 
ных беспорядочно. Разрастаясь во все 
стороны, они как бы «натыкаютсяь на 
своих растущих соседей, после чего 
дальнейший свободный рост их воз- 


Рис. 6. Образование фестонов при 
алюминиевого листа (штрихи на металле уна- 
зывают направление прокатки). 


вытяжке 


можен лишь по направлению к 
центру слитка. Это приводит к образо- 
ванию столбчатых кристаллов, кото- 
рые заполняют весь объем слитка. 
Первое объяснение столбчатой струк- 
туры отливок дал еще в 1878 го- 
ду замечательный русский ученый- 
металловед Д. К. Чернов. 

Наличие той или иной текстуры ока- 
зывает существенное влияние на ме- 
ханические свойства металла. Пред- 
ставьте себе, что из листа металла, 
например, алюминия, полученного 
прокаткой, предстоит сделать какое- 
либо изделие. Скажем, кастрюлю — 
что может быть проще? Обычно для 
этого лист *натягивают» на цилиндр 
нужного диаметра, пуансон (такую 
операцию называют вытяжкой). Но 
после прокатки механические свойст- 
ва листа вдоль различных направ- 
лений неодинаковы — вдоль некото- 
рых металл вытягивается легче. В ре- 
зультате в процессе вытяжки обрз- 


зуется полый цилиндр с «ушками», 


фестонами (рис. 6). Фестоны прихо- 
дится обрезать и отправлять в пере- 
плав. Эта трудоемкая «лишняяь опе- 
рация — вредное последствие тексту- 
ры деформации. Чтобы уменьшить 
фестоны, металл после прокатки под- 
вергают специальной термической 


обработке, которая изменяет его тек- 
стуру- 

Совсем необычно ведут себя зерна 
металла в процессе так называемой 
сверхпластической деформации. Ме- 
таллы и их сплавы обычно не очень 
пластичны: например, образец из ме- 
ди может увеличить свою длину при 
растяжении примерно на 50 %, я за- 
тем обязательно появляется узкое 
место — шейка, и металл разрывяа- 
ется на две части. Но есть такие 
сплавы, которые без разрушения мо- 
гут удлиняться на 1000 % и более, 
испытывая сверхпластические дефор- 
мации. 

В отличие от обычной деформации 
при такой деформации зерна не вы- 
тягиваются в направлении действия 
силы. Они скользят друг по другу, 
перекатываются, подобно морским ка- 
мушкам п прибое. Важную роль в этом 
процессе играет явление, о котором 
мы уже говорили, — зернограничное 
проскальзывание. Оно осуществляется 
тем легче, чем больше 'межзерен- 
ная поверхность, то есть чем меньше 
размер зерен. Кроме того, важно, что- 
бы температура деформации была 
достаточно высокой (обычно не ниже 
половины температуры плавления 
сплава) н выдерживалась определен- 
ная скорость деформации. 

Сверхпластические сплавы исполь- 
зуют, когда требуется изготовить из 
цельного листа металла деталь очень 
сложной формы (например, в само- 
летостроении). 


хх * ж* 


Нах рассказ о зернах металла 
подошел к концу. Будем надеяться, 
нам удалось убедить читателя в том, 
что, во-первых, эта проблема — важ- 
на, во-вторых,— интересна. Добавим 
еще и в-третьих — недостаточно 
изучена. До сих пор нет количествен- 
ной теории, полностью описывающей 
структуру и свойства поликристал- 
лических металлов. Путь к этой цели 
еще предстоит найти. 


К нашим читателям 


Подписка на журнал «Кванть принимается без ограничений в течение всего года 
в агентствах «Союзпечати», на почтамтах и в отделениях связи. 
Индекс журнала в каталоге «Союзпечати» 70465. 


Арифметика 
гауссовых 
чисел 


А. Б. ГОНЧАРОВ 


Об одной из красивейших арифметических 
теорий, построенной великим немецким 
математиком К. Ф. Гауссом, рассказано 
в этой статье. Гауссовы числа (точки с 
целыми координатами на плоскости} мож- 
но определенным образом складывать и 
умножать. Возникающая при этом теория 
делимости, когорая напоминает обычную 
арифметику целых чисел, но имеет и свои 
характерные особенности, восхищает внут- 
ренней стройностью ы красотой. Однако 
теория гауссовых чисел не просто изящ- 
ная математическая игрушка — это и по- 
лезный аппарат, позволяющий находить 
красивые доказательства различных фактов 
из теории чисел (пифагоровы тройки, 
число представлений натурального числа 
6 виде суммы двух квадратов), и даже 
кристаллографии (см. статью А. Л. Петели- 
на и А. И. Федосеева в этом номере 
«Кванта» ). 


Натуральные числа 0, 1, 2, 3, ... 
являются основой всей математики. 
Относительно сложения они устроены 
весьма просто, а именно: 1, 2=1-- 
1, 3=1--1-+1, .... так что единст- 
венным исходным кирпичом являет- 
ся 1. 

Вводя в игру вычитание, мы попа- 
даем в область целых чисел —3, —2, 
—1, 0, 1, 2, 3 .... Относительно же 
умножения тот же ряд целых чисел 
устроен уже гораздо сложнее. А имен- 
но, простейших кирпичей, из кото- 
рых строятся умножением все нену- 
левые целые числа, бесконечно мно- 
го — это все простые числа: 2, 3, 5, 
*, 11, 13, .... Натуральные числа, 
большие 1, получаются из них умно- 


жением: 2, 3, 2х, 5, 2Ж$%, Т, 
2ж2х2, 3ЖФ$, .... Для того же, чтобы 
умножением получить все целые 


рациональные числа, надо еще при- 
влечь обе единицы 1 и —1. 

Следующая теорема объясняет, в 
каком смысле простые числа явля- 
ются строительным материалом для 
мультипликативного (то есть относя- 
щегося к умножению) построения 
натуральных чисел. 

Основная теорема арифметики це- 
лых чисел. Каждое ненулевое це- 
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лое число @ представляется в виде 
произведения 


(1) 


а=ру р:'...Ре" 


где п>0, р — различные простые 
числа, е — положительные целые 
числа, а = — одна из единиц. Это 
представление определено однознач- 
но с точностью до порядка сомно- 
жителей. 

Если простые числа ри, ро, ... ВР, 
располагать в порядке возрастания 
(что естественно), то равенство (1) пол- 
ностью определяется числом а: и чис- 
ло Е (равное 1), и простые множи- 
тели р! р-<...<Ср,, и их показатели 
е, е., ..., е, однозначно определяются 
выбором а. 

Эта теорема*) была известна еще 
в древности. 

Долгое время математики полу- 
чали доказательства арифметических 
теорем о натуральных числах, рабо- 
тая лишь с целыми числами. Одна- 
ко в начале ХПХ века Гаусс обнару- 
жил, что некоторые вопросы теории 
чисел только тогда выступают во 
всей своей ясности и естественной 
красоте, когда область арифметики 
распространяется также и на «числа», 
которые мы сейчас называем целыми 
гауссовыми. Что это за числа? 

Гауссовы целые числа С — 
просто пары целых чисел 


С={(а, 5) [а, 662), 

которые складываются и умножаются 

по следующим правилам 
(а; В) (с; ад=(е- с; В4а), (2) 
(а; Ь) - с; а) =(@ас— ва; аа ьо. {3) 
Для наглядности можно предста- 
вить себе множество С как «цело- 
численную решетку на плоскости», 
то есть как` множество всех точек 
на координатной плоскости, у кото- 
рых и абсцисса, и ордината — целые 
{рис. 1), или — что то же самое — 
как множество всех векторов с нача- 
лом О и концами в этих точках. 
Тогда сложение гауссовых чисел (2) 
представляется как обычное сложение 
векторов по правилу параллелограм- 
ма, а вот умиожение выглядит не- 
сколько сложней — читателю, не зна- 


это 


*} Доказательство можио найти ш «Квантс», 
1972, № 6. с. 30; впрочем, вы легко его получите 
сами. пользуясь дальнейшей теорией (см. замеча- 
ние на с. 11). 


Сложение и умножение гауссовых чисел 
Упражнение 1. а) Выполните действия 
(+25 — (Зи. 

6} Решите уравнение (3--1)2=5 1 

в) Объясните. почему при умножении а 
происходит сложение углов чи Ч. 


комому с формулой (3), мы с<ове- 
‚-туем проделать упражнения, указан- 
ные в подписи к рисунку 1 (чтобы 
привыкнуть к этому умножению). 

Читатели, знакомые Сс комплексными чис- 
ламн, колечно же узнали в формуле (3) обыч- 
ную формулу умножения комплексных чисел 
и догадались, что гауссовы числа представ- 
ляют собой часть Со С комплексных чисел С. 
Для понимания этой статьи. однако, ие тре- 
буется предварительного знакомства © комп- 
лексными числами и формулой (3). 

По традиции, гауссовы числа 26 С 
записывают не в виде пар 2—(а; 65}, 
а в виде сумм 2г=а-Ы, где { обоз- 
начает единичный вектор оси Оу, 
то есть пару (0; 1). Пары вида (а; 0}, 
то есть целые точки, лежащие на оси 


Ох, принято записывать коротко в ви- 

де а, пары же вида (0; 6), то есть це- 

лые точки оси Оу, в виде 61. 
Обратите внимание, что 


2 = (0; 1) : (0; 1)=(—1; 0)-=—1. 
Таким образом, в области гауссовых 


чисел иногда удается извлечь корень 
из отрицательных чнсел,; так, 


^/ —1==+ь \ —9-= +Зё ит. п. 
Каждому гауссовому числу 2=а-{ 
+-ыЕС можно сопоставить его со- 
пряженное 2=а— МЫС (см. рисунок 2 
и упражнение к нему) и его норму — 

число №(2)=а?- В 61 (рис. 3)*). 
Пользуясь сопряженными числами, 
нормой и формулой (3), легко полу- 
чить правило для деления гауссовых 
чисел 2=а-+М и ш-==е- А. Именио 


2 _ 2% __ 1 _ (а--ы\{-а49 
ит ви М са? Е 
че -6е Бе.-ва . 
г 


К сожалению, это деление, так же, 
как деление в области целых чисел, 
часто выводит за пределы рассмат- 
риваемой облести. Так: 


(1+29 : (83—29 =—1 +8 46. 


Как и целые числа, гауссовы числа 
относительно сложения (и вычитания) 
устроены просто: они складываются 


из простейших кирпичиков — | и [. 
Например 

*! Впрочем. норма и соприжение определены 
точно также и для любых точен (х; у) хи», 
х. у ЕВ. 


Рис. 2. 
Сопряжение гауссовых чисех 


Упражнение 2. Докажите аддитивность 
и мультипликативноеть сопряжения: а {В= 
=а-ь, аб-а - 6. 


Рис. 3. 


Норма гауссовых чисел 
Упражнение 3. Докажите мильтипликатив- 
ность нормы: Ма) = Ма). №6). 


а 


Рис. 4. Гауссовы числа. делящиеся на 2+3. 


5—ЗЕ=1-+А+аЕ-+ 9+ 
-НС=де-РСй 


Оказывается, что у гауссовых 
чисел есть своя «основная теорема 
арифметики», которая сводит исследо- 
вание мультипликативного строения 
гауссовых чисел к изучению простых 
гауссовых чисел. 

Простые гауссовы числа и дели- 
мость. Если для двух гауссовых 
чисел аб найдется третье число 
сСС такое, что @г=6. с, говорят, что 
а делится на Ь (запись а:6) или ВБ 
делит а (запись Ь|а). Например 
2:1: ибо 2= (1-8 - (1—0. На рисун- 
ке 4 показаны гауссовы числа, кото- 
рые делятся на 2-3. 

Упражнение 4. а) Проверьте, что 


1-1: 1—7. 6) Докажите, что дяя гауссовых Чи- 
сел выполнены обычные свойства делимости: 


а: Бъас : Бес, 

ас: ве, с = 0->а:Ь, 

а:6, 6: с=а:с. 
в) Отметьте на координатной плоскости все 
гауссовы чиела, которые делятся на 3—2. 

В области целых чисел из соот- 

ношений а:Б и 6:а следует, что 
а—= 55. В области гауссовых чисел, 
это уже не так, например а: а, 
а: =. Однако верно следующее: 


а:6, Б:а= 


(5) 


—>а=-фб или а= 6 


Доказательство. Пусть а|Ь=с, тогда с 

ис 1 Ь|а гауссовы числа. Очевилно 
м Мс емо” 0, 

откуда №(с)-=№М(с- = (бо №с) п № 
обычные целые положительные числа). Но су- 
цествует лишь 4 гаусссвых числа г нормой 
1 — числа 1, —№ 5 —& которые мы в даль- 
нейшем будем называть единицами. 
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Рис. 5. Союзные числа. 


Назовем два гауссовых числа союз- 
ными, если их частное — одно из 
единиц (рис. 5). Гауссово число назы- 
вается простым, если она не имеет 
других ненулевых делителей, кроме 
союзных с ним чисел и единиц. На- 
пример, числа В и 2-3: — простые, 
а число 5 — нет:5=(2--1 (2—1. (Для 
доказательства простоты чисел 3 и 
2-3: нужно воспользоваться соотно- 
шением М№(а)№(Ь)= №(а5) и перебрать 
все гауссовы числа, чья норма яв- 
ляется делителем нормы данных 
чисел.) 

Упражнение 5. Разберитесь, какие иро- 


стые числа от 2 до 80 — простые гаус- 
совы. 


Основная теорема арифметики гаус- 
совых чисел. Каждое пенулевое гаус- 
сово число к представляется в виде 


Е=Е -&' а" 


(6) 


где г — одна из единиц, #., &., ... В. 
— различные (то есть не союзные) 
простые гауссовы числа. ае,е,, ... ел 
— положительные показатели. Та- 
кое разложение единственно в том 
смысле, что всякое другое разложение 
& на простые сомножители имеет вид 
а=е'.В" Но..Й.л. где набор простых 
сомножителей Пи. Во, .... й, отличается 
от набора #8, &- ... & — переста- 
нобвкой элементов и заменой неко- 
торых из них на союзные, а наборы 
показателей состоят из тех же чисел. 
отличаясь лишь порядком. 
Доказательство. Чтобы дока- 
зать существование разложения 
(6), проведем индукцию по норме 
№2) числа =. База индукции: 
единственные числа с пормой 1 — 


единицы 1, +: Шаг индукции: 
пусть М(Е)=п и утверждение уже 
доказано для гауссовых чисел с нор- 


мой меньшей п. Если Я — простое 
гауссово число, все уже доказано, 
если нет, то &=6ё- с, где М(Ь)>1, 


№(с)--1. Так как №(&)=М№(6)- №(с), по- 
лучаем №(6)<п и №(с)<п. Соглаено 
предположению индукции, ф и с раз- 
лагаются на простые сомножители, 
значит данное число а — тоже. 

Доказательство единственнос- 
ти разложения на простые сомножи- 
тели сложнее и основано на воз- 
можности деления с остатком в 0б- 
ласти целых гауссовых чисел. А имен- 
но, справедлива 

Лемма о делении с остатком. 

Для каждой пары гауссовых чисел 
а 5-0, Ь существует такое гауссово 
число с (неполное частное числа 6 на 
а), что № — са) < Ма). 
(Напомним, что при делении целых 
чисел остаток меньше делимого. Для 
гауссовых чисел надо сравнивать 
нормы.) 

Доказательство. Пусть Б/а=х4/ — 
частное чисел В и а (получениое по фор- 
муле (4)). Это число х-Р1у не обязательно 
гауссово (х или у могут быть не целыми), 
но ему можно сопоставить точку (х; у) на 
плоскости Оху (рис. 4). В качестве искомого 
числа с рассмотрим ближайшее к (х; у) гзус- 
сово число. Тогда (ху) лежит в единич- 
ном квадрате с цеитром в точке с, поэтому 
расстояние между с и %/а=х-ЕЁ/ заведомо 
меньше 1, а значит то же верно для 
нормы их разности (квадрата этого расстоя- 
ния), то есть №((6/а)—с)<1. Поэтому 


МЬ—са)=М(а( 2 —)) = 


—=А(а)№ ( 2 —с} < Ма), 


что и требовалось. 

Вернемся к доказательству теоре- 
мы. Для удобства переобозначим 
а=а, 6—=а, и произведем следующую 
последовательность делений с остат- 
ком 


@=4:а, фа., где №а.) < №а„), 

а, =429.-а., где Ма.) < Ма.), (7) 
а —2=0, -@._-и-фа,, где Ма,) < Мас. 1) 
@:—9 и - 1. 


Этот процесс продолжается до тех 
пор, пока нормы остатков еще боль- 
ше 0. Так как эти нормы цело- 
численны и монотонно убывают, через 
конечное число шагов мы обязательно 
получим в остатке 0. Через а, мы и 
обозначили последний остаток, отлич- 
ный от 0. 


‚ 


Если пройти последовательность 
равенств (7) снизу вверх, то легко 
убедиться, что 


^ 
а, [аз а, |4, _›; --.; а, | ап; @, |@о- 
Пройдя ее сверху вниз, легко дока- 
зать, что 
х [а х|а,=х |а; х |аз; -.; х|а.. (8) 
Спускаясь по последовательности 
(7), мы получаем далее, что а., ..., ал 
представляются в виде а, =ха,-Руа,. 
В частности, 
@, — х, @-- И. @1. (9) 
Замечание. Таким образом, число а, 
служит наибольшим общим делителем чисел 
а, на: в том смысле, что всякое (гауссово) 


число, делящее а- и а, либо союзно © а,, 
либо имеет норму, меньшую №а„). 


Приведенный алгоритм для нахож- 
дения наибольшего общего делителя 
называется алгоритмом Евклида. Из 
него легко следует 

Лемма Евклида. Если р 
простое гауссово число, то 


аб : ры(а : рилиб? р). 
Доказательство. Допустим, например, 
что п не делится на р. Воспользуемся (8), 
где положено @=а, @,==р. Тогда а„=е — 
единица (ибо а„|р,а,|а). Отсюда е=х,а-+ 
+ у»р, значит 
1-е 1х„)а-Н(е У). 

Умножая на Ь, получаем: 

еда -Н (у ,В)р=Ь. 
Согласно условию леммы, аб: р, откуда В: р, 
что и требовалось доказать. 


Теперь уже легко закончить дока- 
зательство единственности разложе- 
ния на простые сомножители, В са- 


мом деле, если предположить су- 
ществование равенства р!’ ...: р, = 
—94:* ..-° @:, где р, 9 — простые, 


то, пользуясь леммой, можно после- 
довательно сокращать по одному 
множителю слева и справа, откуда 
следует п=т и совпадение (с точ- 
ностью до единиц) сокращенных про- 


.стых сомножителей. 


Замечание. Читатели, знакомые с обыч- 
ным доказательством основной теоремы ариф- 
метики целых чисел, наверняка заметили, что 
изложенное выше доказательство для целых 
гауссовы х чисел отличается от обычиого 
только присутствием нормы в алгоритме 
Евклида. Остальные же читатели теперь 
без труда могут приспособить это доказатель- 
ство для случая целых чисел. 

Пифагоровы тройки — это тройки 
натуральных чисел (а, 6, с), кото- 
рые служат длинами сторон прямо- 
угольного треугольника, то есть удов- 
летворяют условию теоремы Пифа- 
гора а’ Ь’=с’. Наша ближайшая 
цель — применить гауссовы числа 
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к поиску этих троек. Имеем: 
с?=(а-Н(а—ы). 
Разложим с и а+|Ы на простые 
множители: 
=ерг +... * ру, 

а+Ы =! +... > 4179 +... + 8, 
где 4.=94ь 8,+8,. Тогда 
ее раь +. з ринк 
—а? 4+ 52—42" ео а== ° 81 


Из основной теоремы сразу следует, 


что Ё — четные числа, то есть 
#—2и (1=1,..., ]). Поэтому 
с=@и-- и) (и— йо), 
где 4=9*....- ай”, 
ии №31... 87. 
Тогда 
с=а (ип) (и = 
=[4(и-+ о) [и о)Р. 


Снова воспользовавшись однозначно- 
стью разложения на простые сомно- 
жители, получаем 


а =а(и-+)=а(и?— 5?) (2ди)Е 
откуда следует, что каждая пифа- 
горова тройка представима в виде 

а=4(и? — ?); Б==4ии; с==а(и? +”), 
где и и ип — произвольные нату- 
ральные числа. 

Простые гауссовы числа. Основная 
теорема арифметики гауссовых чисел 
во многом сводит их изучение к 
изучению их простых сомножителей. 
Поэтому важно иметь описание всех 
простых гауссовых чисел. 

Теорема 1. Простые гауссовы 
числа суть (А) 1-Е: и союзные с ним 
числа; (Б) простые натуральные 
р=4АЁ--3, РЕМ и союзные с ними 
числа; (В) множители а- 6, простого 
натурального р вида АЕ-1, КЕМ. 

Упражнение 6. Нарисуйте на плоскости 


все гауссовы простые числа, по норме мень- 
щие 10. 


Доказательство. Рассмотрим 
любое простое гауссово число (0. 

Лемма. Каждое простое гауссово 
число 4 делитель ровно одного 
натурального простого числа р. 

Доказательство леммы. В самом де- 
ле, 4 делит №49) и, следовательно, делит 
его некоторый простой сомножитель. С другой 
стороны, 4 не может делить два различиых 
простых Ри г, ибо всегда найдутся такие 
целые т и п, что м1] лг=1. (Докажите!) 


Итак, данное простое гауссово 
число а делит некоторое обычное 
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(целое!) простое число р, то есть 
а=а{+ы|р или а: 1=р, значит 
№49)№(#)=рР”. Поэтому, либо М()=\ 
и тогда { — единица, а а союзно с 
р, либо 

М(а)=а? {+ 5?=р, #=9=а— 64. 

Рассмотрим теперь 8 случая. 

1) Если р=2, то р=1?-+1= 
=(1+0а—2=81—Р); числа 1-Е 
1—в, —1+4ь —1— суть союзные 
между собой простые гауссовы числа 
(это — случай (А) теоремы). . 

2) Если р=4АК-3З, равенство (10) 
невозможно, так как квадрат любого 
целого числа при делении на 4 дает 
в остатке О или 1. Поэтому про- 
стые числа вида 4-3 остаются 
простыми в области гауссовых чисел 
(случай (Б)). 

3) Если р=4-+-1, воспользуемся 
следующим утверждением: 

Критерий Эйлера. Если р== 
—4А-41, АЕЙ — простое, то сиу- 
ществует натуральное х,для которого 
р|х?-Е1, то есть р|(х-+1(х—й). 

Доказательство этого утверждения мы здесь 
не приводим, оставляя его в качестве зада- 
чи для читателя. Указаиие: примените ма- 


лую теорему Ферма (см. «Квант», 1985, № 6, 
с. 19, см. также «Кванть, 1973, № 1, с. 4). 


Таким образом, в нашем случае 
р не является простым гауссовым. 
Значит, р делится на некоторсе про- 
стое гауссово число &=а--Ы. Тогда 
по основной теореме р делится и на со- 
юзное число а—&. Если р к тому 
же делится еще на какое-то число 
с | 4, не союзное с а-Н Е, то р делится 
и на с —4. Но тогда р делится на 
(а )(а-— (е--а(с—а)= 

—(0* +547) 
и не может быть простым (в обыч- 


ном смысле). Значит, в нашем слу- 
чае 


р=(а--)(а—в)=а?-+5?=Ма). 
(11) 
Мы получили утверждение (В) тео- 
ремы 1, которая тем самым дока- 
зана. 

Число представлений числа в виде 
суммы квадратов. Мы не только 
перечислили все простые гауссовы 
числа, но в сущности сумели до- 
казать (см. (11), основную теорему и 
теорему 1) такое утверждение: 

Теорема 2. Простое натуральное 
р>2 представимо в виде суммы 
квадратов тогда и только тогда, ког- 
да оно имеет вид 4Е-{-1,и в этом случае 
такое представление единственно. 


Найдем теперь число разложений 
п=а?- 65° пля произвольного нз- 
турального п. Нам будет удобно 
считать различными разложения, 
отличающиеся изменением знаков у 
а-и Б или порядком слагаемых. 
Тогда это число будет равным 
числу точек с целыми координатами 
на окружности радиуса уп с цент- 
ром 0. 

Теорема 3. Число целых точек 
на окружности радиуса хп, ПЕМ 
или (что то же самое) число раз- 
ложений целого числа п на сумму 
двух квадратов равно учетверенному 
избытку числа делителей п вида 
4к--1 над числом делителей вида 
ЗЕ- 3. 

Например, легко видеть, что ок- 
ружности радиусов \5, \13, \/17, 5 
проходят через 4, 4, 4, 12 точек 
соответственно (проверьте, что во всех 
трех случаях это чиело равно соот- 
ветствующему учетверенному избыт- 
ку). Более сложный пример разобран 
на рисунке 6. 

Доказательство. Представим п п виде 

= 210 ....- 90°. рр. -..- ре"р=", 
где 4,=9,>0 н р» р, — простые гауссовы 
числа (р, и р Ш— несоюзныс). Пусть 
п=а- = (а--ь)(@— 5). Из основиой теоремы 
легко следует, что а+Ы союзно с чнелом 


(1 зе" р ры 5 ди! в р’ Е р и 


м рп реа (м, (12) 


где 0=/;=е,. 
Отсюда видно. что число представлений 
я в внде суммы двух квадратов равно 
0 — если среди чисел а; есть нечет- 
ные числа, 
4(е‹ +1). ...- (еи--1) — если все 
а, четные 
(4 появляется в результате того. что выра- 
жение (12) отличается от а--В: на единицу, 
а еднниц всего 4). 
С другой стороны, любой нечетныйе де- 
лнтель х числа п имеет разложение па 
простые гауссовы числа вида 


х-ч}'- =. ФК... МИГ, 
где В =аь, -... озавз ель -.., [поет - 
Но 9 — натуральные числа. являю- 


щиеся простыми гауссовыми, поэтому 4. имеет 
остаток В при делении иа 4 и 


(13) 


(Б-+...-НЬ,): 2 х==4Е-Р1 (КЕ2). 
Отсюда уже легко вывести (выведите!), 
что избыток числа делителей вида 44-1 над 
числом делителей вида 4#--3 равен 


(14-1): ...- (е„ -1) если все а, — 
четные числа. 


| 0, если средн чисел а, есть иечетное, 
{14} 


Сравнивая (13) и 
зательство теоремы. 


(14), получаем докз- 


вниз Число (12) 
ЕН целых точек 


вида 4Е-З числа 
29515". 


Рис. 6. 


Заключение. Мы не объяснили, откуда 
возникла изложенная выше теория. 
А дело было так: в 1796 году девят- 
надцатилетний Гаусс доказал квадра- 
тичный закон взаимности, являющий- 
ся одной из прекраснейших жемчу- 
жин теории чисел. Об истории его 
возникновения и доказательстве рас- 
сказано в статье С. Г. Гиндикина 
«Золотая теорема» (в «Кванте», 1973, 
№ |. 

Квадратичный закон взаимности 
позволяет исчерпывающим образом 
исследовать уравнение вида х’—а-== 
=0(то@ 65), то есть найти все 
хЕМ такие, что число х’—а делится 
нацело на 6. 

Естественно, что аналогичную тео- 
рию Гаусс хотел иметь и для 


уравнений более высокой степени, 
например х“‘’—а==0(тод 6), и по- 
этому начал поиски ‹биквадратич- 


ного закона взаимностиь. и тут-то 
выяснилось, что хотя это уравне- 
ние первоначально изучается в облас- 
ти натуральных чисел, законченный 
результат практически невозможно 
даже сформулировать (!) без целых 
гауссовых чисел. Впоследствии 
(1832 г.), Гаусс писал: 

«После того, как мы начали исследовать 
эти вопросы в 1805 г., (...) мы скоро при- 
шлн к убеждению, что (...) для общей теории 
необходимо в некотором смысле бесконечно 
расширить область высшей арифметики. Как 
только мы вступаем в эту область, тотчас 
же обнаруживается подход к ипдуктивному 
нахождению весьма простых и исчериываю- 
щих всю теорию теорем; однако доказательства 
их скрыты столь глубоко, что их удалось 


извлечь на свет только посде бесплодных 
попыток». 


Область, с которой пишет Гаусс, и 
есть теория тех чисел, которые 
сейчас носят его имя. 
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Математический кружок 


> 


Упорядоченные 


наборы чисел 
и неравенства 


Л. ПИНТЕР. И. ХЕГЕДЫШ 


Родители Коли хранят бумажные 
деньги в конвертах. Однажды они 
достали три конверта и положили 
их перед ним. В одном из конвертов 
лежали рубли, в другом — трешки, 
а в третьем — пятерки. Родители 
попросили Колю вытащить из одного 
из конвертов две, из другого три, 
а из оставшегося конверта четыре 
бумажки. 

Как Коле выбрать конверты, чтобы 
получить наибольшую возможную 
сумму, и как — чтобы набрать 
сумму, наименьшую из возможных? 
Чтобы найти набранную сумму при 
нроизвольном выборе конвертов, 
нужно в таблицу 1 в нижнюю строку 
вместо вопросительных знаков поста- 
вить числа 2, 3, 4 в соответствующем 
порядке, затем взять произведения 
чисел по столбцам и сложить их. 


— 
> ©л 


Таблица 1 


Если Коля хочет набрать наиболь- 
пгую сумму, то он должен вытащить 
четыре бумажки из конверта с пя- 
терками, три бумажки из конверта 
с трешками и две бумажки из кон- 
верта с рублями: 


5 - 4-3 - 3-1. 2=31. 


Если Коля хочет набрать наимень- 
шую возможную сумму, то он должен 
вытащить наименьшее число бума- 
жек, то есть две, из конверта с пя- 
терками, три — из конверта с треш- 
ками и четыре — из конверта с руб- 
лями, то есть 


5 - 2-3. 3-1. 4= 28. 
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Упорялоченные тройки 


В общем виде эту задачу можно 
сформулировать так. Пусть даны две 
тройки положительных чисел 

а:, аз, аз, 

5., 6, 6.. 
Рассмотрим сумму 

$=а16,-Ра2б,-Разёвь, 

где р, }, Е — это числа 1, 2, 3, написан- 
ные в каком угодно порядке. Как 
выбрать этот порядок, чтобы сумма $5 
оказалась наибольшей (соответствен- 
но наименьшей) из возможных? 

Ясно, что если наибольшее из чи- 
сел а умножить на наибольшее из 
чисел 6, среднее из чисел а на среднее 
из чисел Б и наконец наименьшее 
из чисел а на наименьшее из чисел В 
и сложить эти произведения, то полу- 
чится максимальное из возможных 
значение 5 (если среди чисел п или 
среди чисел Ь имеются равные, -то 
это максимальное значение 5 полу- 
чается не единственным способом). 
Если же наибольшее из чисел а умно- 
жить на наименышее из чисел 56, 
среднее — на среднее и т. д., то полу- 
чаем наименьшее возможное зна- 
чение 5. 

Пользуясь этим методом, можно 
просто решить задачу МТ62 (см. 
«Кванть, 1982, № 9)*). 

Докажите, что для любых поло- 
жительных чисел а, 6, с справедливы 
неравенства: 


ао" + + 


ы-е са: аз м сз 
и т т. 


Докажем сначала первое неравенст- 
во. Запишем две тройки чисел 


а. бе. 
11| 
а‘ ь’с” 


Поскольку числа а, 6, с положи- 
тельны, наибольшее из чисел первой 
тройки расположено над наимень- 
игим из чисел второй тройки, наимень- 
шее из чисел первой тройки распо- 
ложено над наибольшим из чисел 


*' См. также статью С. В. Дворянниова н 
Э. А. Ясинового «Как получаются симметричные 
нераненства» («Квант+, 1985. № 7), где эти нера- 
зенства доказаны другнм способом. 


второй тройки. Поэтому для данных 
троек сумма 


2 т 2 
бо 


является минимальной, 
тельно, 


и селедова- 


(3) 
Складывая неравенства (2) и (3), по- 
лучим: 
р 2 1 2 1 2 1 2 1 
2(а-+ фе) а + че че -+ 


21 1 Не, ба: 
Че еее. 


с а 
Чтобы получить второе из не- 
равенств (1), рассмотрим тройки чисел 


9. 62° 
п |: с 
авс” авс” абс` 


Под наибольшим (соответственно наи- 
меньшим) из чисел первой тройки 
записано наибольшее (наименьшее) 
число второй тройки. Поэтому 


за уз б у зс 368 с 
ее бое Ро 9 ар бе 
за а ь: с: 
т т (4) 
В Е 
й ти абс +с обе > 4 абс 9 Вне 
РГ а' ь’ с: 
Роме Пи, 
Складывая неравенства (4) и (5), 


получаем 


эра ов ке” а саь 
НЕЕ: + 


сое, +, ба’ 
и и. 
что и требовалось. 

Упражнения 

Докажите неравеиства: 

1, а Ь' зао +аь". } 

2. а ые+есара’ье са стаь. 

3 бас, ба, ЕТ С бабе 
[2 а ь а 


(здесь > 0, 620, с>0). 
4. Если ага. ра; ра. 9 26.25,. то 


З(а,Ь, раб, +а:6 ) >(а, та, ча Ь, + 5.-5.). 
5. Если а2.0, &->0, с>0, то 


а |.) ГУ 3 
Е а * о" 


Некоторые обобщения 


Пусть теперь даны два набора из п 
чисел 


а, га. 2а.>2...>ал, 

ЫзЬ.> 6: >... > 6,. 
Рассмотрим всевозможные суммы 
вида Е о=а,6., {а>6., +... +а.6,,, где 
н,Ь,.-:„  — некоторая перестановка 
чисел 1, 2, ..., п. 

Число таких сумм конечно, и по- 
этому среди них есть наибольшая 5 
и наименьшая з. Нетрудно сообра- 
зить, что $=а,6, На.Б. +... фа,б., а 
5=а,6.-а.6, 1 -|... Наб, - 

Докажем это. Предварительно заме- 
тим, что для любых четырех чисел 
а, 6, с, а таких, чтоазь и сза, вы- 
полнено неравенство 


ас-- ва > аа- с, (*) 


которое равносильно очевидному не- 
равенству 


(А) 


(а Бе—а)>0. 


После этого замечания наше ут- 
верждение доказывается без труда. 
В самом деле, если в некоторой 
сумме о имеются слагаемые а.Ъ. 
и а.б,, для которых е<®, а>р, 
то есть Б,>2Ь., то, переставив числа 
Ь, и 6., мы получим не меньшую 
сумму 0’ со слагаемыми аб, и а+Ь.. 

Последовательно проводя такие пе- 
рестановки, мы придем к сумме 5, 
поэтому $20. 

Аналогично, если в.26,, то, меняя 
эти числа местами, Получим сумму, 
не большую о. 

Так как в результате нескольких 


перестановок мы можем прийти 
к сумме $, то в} 5. 
Итак, для всякой суммы в 
#<6<5, (Б) 


причем равенство в (Б) возможно 
лишь тогда, когда в одном из наборов 
а, -.. а., Либо В, ..., 6. есть равные 
числа. 

Подводя итоги, можно сформули- 
ровать общий метод доказательства 
неравенств: если наборы чисел а., 
а>, „аи, 6,, .... 6» одинаково 
упорядочены (то есть из а›.за, сле- 
дует, что В, >6,), то ав а›б, +... 
... + а»б. > а! 6, + @56,, +... + аб. , 
(здесь й, {1., .... & — произвольная 
перестановка номеров 1, 2, ..., п). 
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Некоторые замечательные 
неравенства 


1. Неравенство Коши: 
ар "а.-ан „@л =. 
Доказательство. Можно счи- 
тать, что а, >а. >... 2а,. Рассмотрим 
наборы чисел 


ы * 
а, а,а> а... 
Эти наборы противоположно 
упорядочены. Поэтому 
С: а,...а. 


аа ?-.-@и 1 с 
2. Неравенство Чебышева. 
а 2а.>..2а.>7 и 6262 
2Ь, 20, то 
п {а 6, Наб, +... На.) > 
>‹а а. +... На, 6, ++... Е В»). 
Доказательство. Сложив п не- 
равенств 
а, +... + а... 246, М г 
а, ь, +... аб, 22а, а... +а,6 
а, ь +... + а,ф, 246, а>6, о Рав г 
получим требуемое. 


Если 
... 2 


Так же доказывает- 
ся, что, если ага2..2а. и 
ы<Ь <... 10 пав, +...) 5 
< (а +... На) (6, +... + 6»). 

3. Неравенство о среднем квадра- 
тическом: 


^/ ое. ай ааа. +.. а. 
п = л о 


Замечание. 


Доказательство. Можно счи- 
тать, что аа 2а.>...2а,. Применяя 
неравенство Чебышева к случаю 
а, =ь;: при всех #=—=1,2,..., п, получим 


п (аа +... а) (а, фа, +... ао}, 


откуда без труда получим требуемое 
неравенство. 


Упражнения 


6. Если а,.а......а. —- стороны выпуклого 
п-угольиика {н > 3). то 
а а. а. п 
а А Не 2—5 


(здесь р=а, Ка,-{... Ра, — периметр л-уголь- 
ника). 

т. Если а»,а.»...а„ Ннеотрицательны, то 
па ат" +... ата а... Ра х 
ха 4" +.. .а-) ). 

8. Если а, 6, г положительны, то 
ее 1 1 1 
вые За Тыс. 

9. {Обобщение задачи №762.) Если а,.... а» 

положительны, то 

945+. Ча | 
| 

а: +2 -+.. „Нант 


а*- : 


(п— паг ах +... а) = 


ны и вр 


Я 
здесь Ё > т >: 0. 


Наш календарь 


Формула 
Бальмера 


«Как только я увидел 
формулу Бальмера, мне 
все сразу же стало яс- 
но»,— так обычно расска- 
зывал Н. Бор о завершаю- 
щем этапе своей работы 


над созданием квантовой 


теории атома.*) 
В этом году исполнилось 
100 лет с тех пор, как эта 


*) 06 этом этапе жизни и де- 
ятельности выдающегося датско- 
го физика-теореткка Н. Бора 
(1885—1962) рассказывается в 
статье В. А. Фабриканта «Первые 
шаги Нильса Бора в науке», 
опубликованной и десятом номе- 
ре нашего журиала за этот год. 
{Примеч. ред.) 
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формула, которой суждено 
было сыграть выдающую- 
ся роль в истории науки, 
стала известна широким 
кругам ученых. Впервые 
она была опубликована 


‚Бальмером в 1884 году, но 


ю ней почти никто не знал, 
пока в 1885 году не появи- 
лась статья в немецком 
физическом журнале. 

Швейцарец Иоганн Якоб 
Бальмер (1825—1898), по- 
лучив университетское ма- 
тематическое образование, 
с 60-х по 90-е годы прош- 
лого века преподавал ма- 
тематику в Базеле в гимна- 
зии для девочек и вел за- 
нятня по начертательной 
геометрии в местном уни- 
верситете. 


Круг интересов Бальме- 
ра был очень широк — 
философия’ и литература, 
музыка и архитектура, 
древняя история н исто- 
рия естествознания, меди- 
цина... Но как прирожден- 
ного математика его боль- 
ше всего увлекали поиски 
математической гармонии, 
конкретно — закономер- 
ных числовых отношений: 
в формах кристаллов, в 
геометрических парамет- 
рах знаменитых памятни- 
ков архитектуры и т. п. 
Именно эта увлеченность 
«магией чисел» и привела 
базельского преподавате- 
ля к его замечательному 
открытию. 

Вот задача, которую ре- 


шил Бальмер. Даны четы- 
ре числа 


6562,10; 4860,74; 
4340,10; 4101,2. 
Требуется найти +закон», 
которому они следуют. 

Тот, кто захочет решить 
эту задачу самостоятельно 
(а для этого ничего, кроме 
элементарной математики, 
не потребуется), должен 
здесь на время прервать 
чтение заметки, поскольку 
чуть дальше приводится 
ответ. 

Числа, закономерность 
следования которых на- 
шел Бальмер, — это длины 
волн (в то м) четырех 
линий в видимой области 
спектра атома водорода. 
В физике Бальмер был 
самое большее дилетантом 
и к постановке задачи при- 
шел случайно — прослу- 
шав лекцию профессора 
физики по спектральным 
исследованиям. Надо ска- 
зать, что серия линий во- 
дородного спектра физи- 
кам-профессионалам была 
хорошо известна по мень- 
шей мере с 1868 года. 
Но в попытках установить 
спектральный закон физи- 
ки неизменно руководст- 
вовались, как оказалось 
впоследствии, не имеющей 
к делу никакого отноше- 
ния акустической `анало- 
гией: линии серии уподоб- 
ляли обертонам звука и 
искали для них выраже- 
ния вида А/п, где — неко- 
торая основная длина вол- 
ны, а п — целое число. 
При этом для сиектров 
различных элементов по- 
лучали различные наборы 
целых чисел, между кото- 
рыми никакой связи не 
усматривалось. 

Вероятно, Бальмеру по- 
могло то, что он не был 
физиком. Не отягощенный 
никакими предвзятыми 
представлениями, он лишь 
искал простую формулу, 
максимально точно вос- 
производяющую —обнару- 
женную экспериментато- 
рами последовательность 
длин волн спектральной 
серии. И результатом этих 
поисков стала знаменитая 
«формула Бальмера»: 


2 «Кванть № 12 


$ 


а п 
1=а—— 5. 
п*—2 


Здесь. А — длина волны 
спектральной линии, а — 
некоторая постоянная 
(равная 3645,6 - 10—10 м), 
а п — целые числа. При- 
веденные четыре водород- 
ные линии получаются из 
этой формулы подстанов- 
кой для п значений 3, 4, 
би 6 соответственно. Как 
ученый пришел к этой 
формуле, не известно, но 
имеются косвенные указа- 
ния на то, что он опирал- 
ся на довольно несложное 
геометрическое — построе- 
ние. 

Получив свою формулу, 
удивительно точно описы- 
вающую четыре водород- 
ные линии, Бальмер все же 
сомневался — нашел ли он 
физическую закономер- 
ность или его результат 
есть лишь следствие пора- 
зительного совпадения. 
Пролистав популярный 


справочник по новейшим. 


научным достижениям, он 
узнал, что известна еще 
одна, пятая линия водо- 
родной серии с длиной вол- 
ны 3969 - 10-м (это уже 
невидимая ультрафиоле- 
товая область спектра). 
Подставив в свою формулу 
Е Бальмер получил 
^—=3969 . 10 м! Этот 
успех существенно под- 
крепил его доверие к фор- 
муле, и он показал ее кол- 
леге по Базельскому уни- 


верситету, профессору фи- 
зики. Тот отнесся к откры- 
тию с большим интересом 
и сообщил Бальмеру, что 
на самом деле известны 
еще девять линий в уль- 
трафиолетовой части водо- 
родного спектра. Не соста- 
вило большого труда убе- 
диться, что и эти линии 
великолепно описываются 
*золшебной» формулой 
(при подстановке л=8, 9, ... 
... 16). Сомнений в том, 
что найден какой-то новый 
фундаментальный закон 
природы, больше не оста- 
валось. 

В 1890 ‘году шведский 
физик И. Ридберг (1854— 
1919) записал формулу 
Бальмера несколько по- 
иному: 


У 


22 п? 
(у — частота спектраль- 
ной линии, с — скорость 
света, а А — фундамен- 


тальная физическая носто- 
янчная, которую теперь на- 
зывают «постоянной Рид- 
берга»). Именно в этой 
записи формула Бальмера 
предстала перед Бором в 
феврале 1913 года. Приняв 
во внимание выражение 
для энергии кванта йух 
(7 — постоянная Планка), 
Бор сразу же разгадал фи- 
зический смысл формулы, 
остававшийся совершенно 
таинственным почти три 
десятилетия. А смысл этот 
предельно точный и яс- 
ный — спектральные ли- 
нии соответствуют кван- 
там электромагнитного 
излучения, испускаемым 
электронами при переско- 
ках с орбиты с номером п 
(п=3, 4 ит. д.) на более 
близкую к ядру 2-ю ор- 
биту. : 
Очень часто повторяют 
два утверждения: 1) круп- 
нейшие научные открытия 
ученые совершают только 
в молодости; 2) к таким 
открытиям нельзя прийти 
путем зигры с цифрами», 
не задумываясь о сути яв- 
лений. История открытия 
Бальмера наглядно демон- 
стрирует, что бывают и 

исключения. 
Б. Е. Явелов 
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Математика 9 —10 


Метод интервалов 


Эта статья предназначена девятиклассни- 
кам и десятиклассникам. Она также может 
быть использована абитуриентами при под- 
готовке к вступительным экзаменам в вузы. 


В школьном курсе алгебры нера- 
венствам отводится значительное ме- 
сто: сначала это — линейные нера- 
венства, потом — квадратичные, по- 
том — неравенства, в которых участ- 
вуют логарифмические, показатель- 
ные и тригонометрические функции. 
Постепенно неравенства усложняют- 
ся — появляются всевозможные ком- 
бинации функций, изучаемых в шко- 
ле. В этой статье мы на несколь- 
ких примерах проиллюстрируем один 
важный метод решения неравенств, 
который обычно называют «методом 
интервалов». Мы будем рассматри- 


вать здесь неравенства, правая часть 


которых равна нулю, а левая часть 
представлена в виде произведения или 
частного функций с известными про- 
межутками знакопостоянства. Метод 
интервалов основан на следующей 
очевидной, идее: знак произведения 
(частного) определяется знаками со- 
множителей (делимого и делителя). 

Задача \1. Решить неравенство 


(2х—1)(х°—х— 2) —0. 
3—х 

Линейная функция с ненулевым уг- 
ловым коэффициентом меняет знак 
при переходе через корень, причем 
справа от корня знак функции совпа- 
дает со знаком углового коэффициен- 
та (рис. 1); квадратный трехчлен 
с положительным дискриминантом 
тоже меняет знак при переходе через 
каждый корень, причем правее боль- 
шего корня знак квадратного трех- 
члена совпадает со знаком его стар- 
шего коэффициента (рис. 2). 

Эти соображения приводят к сле- 
дующей схеме решения неравенства. 

1. Находим корни каждого «сомно- 


жителя»: х=5 =—=Щ%==2; х=8. 
Наносим найденные корни на число- 
вую ось (рис. 3). 

2. Числовая ось разбилась на пять 
промежутков. На самом правом из них 
знак каждого сомножителя совпадает 
со знаком его старшего коэффициен- 
та: 2х—1>>0, х?—х—2>>0, 3—х< 0. 

Следовательно, дробь на этом про- 
межутке отрицательна. : 

3. При переходе через каждый из 
отмеченных корней один и только 
один из сомножителей меняет знак, 
и потому каждый раз меняется знак 
дроби. Учитывая это, расставляем в 
этих промежутках знаки (как показа- 
но на рисунке 3). 

4. Выбираем промежутки, на кото- 
рых дробь отрицательна. 


Ответ: 

}—©; —ЦЩи|-; 2[0]3; Ко. 

Задача 2. Решить неравенство 
52. 0. 


45—21 их = 
Будем решать это неравенство по 
той же схеме, но не на всей оси, а на 
промежутке ]0; {-со[ — области оп- 


ределения логарифмической функ- 
ции. 

1. Корни чсомножителей»: 
х=0,4; х=1 (рис. 4). 

2. Полуось ]0; +о[ разбилась на 
четыре промежутка. На самом правом 
из них 4—22<0, 5х—2>0, 1вх>0. 
Следовательно, на этом промежутке 
левая часть неравенства отрицатель- 
на. 

3. При переходе через каждый ко- 
рень меняет знак один и только один 
из сомножителей. Учитывая это, рас- 
ставляем знаки на остальных проме- 
жутках (рис. 4). 

4. Мы решили строгое неравенст- 
во. Остается присоединить к получен- 
ному множеству решений корни урав- 
нения 


№2: 


4—х? 
(5х—2)ех — о, 
то есть корни числителя дроби (вхо- 
дящие в область определения нера- 
венства). у 
Ответ: ]0; 0,4[ 0 ]1; 2]. 
Задача 3. Решить неравенство 


(10—2)(х7—5х-17) 
. х--3 


Решение изображено на рисунке 5. 
Квадратный трехчлен в числителе 
дроби не имеет корней и потому не 
меняет знак, который совпадает со 
знаком его старшего коэффициента. 

Ответ: ]—3; 1#2]. 

Задача 4. Решить неравенство 

(х—2х—3)(6-- х— х*)>0. 


1. Находим корни сомножителей: 
Е, 3, 2 ХЗ. 

2. При х>>3 левая часть неравен- 
ства отрицательна. 


—0. 


3. При переходе через точку 
х=3 оба сомножителя меняют знак 
(х=3 — их общий корень), так что 


знак произведения не меняется. 
При переходе через каждый из двух 
других корней левая часть,как и в пре- 


дыдущих примерах, меняет знак 
(рис. 6). 

Ответ: [—2; —1]0!3]. 

Из этой задачи видно, что, приме- 


няя метод интервалов, необходимо 
следить за тем, сколько сомножите- 
лей меняют знак при переходе через 
данный корень. Возможны сомножи- 
тели, которые не меняют знак при пе- 
реходе через свой корень (например, 
квадратный трехчлен с дискриминан- 
том, равным нулю). 


2* 
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Задача 5. Решить неравенство 
Ах"—ах--1 
2 Бх2 Ее 
бр > — корень и числителя, и 


знаменателя дроби. Однако при пере- 
ходе через этот корень меняет знак 
лишь знаменатель; поэтому в этой 
точке дробь меняет знак (рис. 7). 


Ответ: 1-; 2[. 


Проверьте себя, решив следующую 
задачу: 
Задача 6. Решить неравенство 


(4—3х)(9х'—12х-4) 


Ответ: 10; 2 5; 11011; $1 


(рис. 8). 


В рассмотренных примерах мы име- 
ли дело с линейной, квадратичной, 
показательной и логарифмической 
функциями, промежутки знакопо- 
стоянства которых изучаются в 
школьном курсе. Однако метод интер- 
валов можно применять и в более 
сложной ситуации. 

Идея решения следующих нера- 
венств основана на интуитивно яс- 
ной теореме, точное доказательство 
которой дается в курсах математиче- 
ского анализа: если функция непре- 
рывна на промежутке и не имеет в 
этом промежутке корней, то она со- 
храняет в этом промежутке знак. 
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Рис. 9. 
Е 
ю -—: 
Рис. 10. 


Задача 7. Решить неравенство 
—х-+-2>х. {1} 


Функция у=^/ х-|-2—х определена 


и непрерывна на промежутке [—2; 


о. 
Найдем корни этой функции, то 
есть решим уравнение ° 


а. х-+-2==х. (2) 


Возведя обе части уравнения (2). 


в квадрат, придем к квадратному 
уравнению х’—х—2—0 с корнями 
х=—1, х=2. Проверка показывает, 
что корнем уравнения (2) является 
только х=2. Эта точка разбивает об- 
ласть определения неравенства (1) 
на два промежутка: [—2; 2[ и ]2; 
-- со [. На каждом из этих промежут- 
ков функция у=Щ/х-+-2—х сохраняет 
знак, то есть либо все точки такого 
промежутка удовлетворяют неравен- 
ству (1), либо ни одна из них этому 
неравенству не удовлетворяет. Поэто- 
му достаточно подставить в неравен- 
ство (1) по одной точке из каждого 
промежутка. Выберем точки х=—2 
и х=7. Так как х=—2 удовлетво- 
ряет неравенству (1), а х=7Т этому 
неравенству не удовлетворяет, мно- 
жеством решений неравенства (1) яв- 
ляется промежуток [—2; 2[ (рис. 9). 
Ответ: [—2; 2[. 


т 


"== -.--=--- 


Рис. 11. 
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Задача 8. Решить неравенство ' 
я ж/б р — 6. 
1. Область определения 
\/10—: {—^/10; \/101. 
2. Решаем уравнение: 
х\ 10—22 —6, 
х'(10—х*)=(х—6)?; 
х*—11х?-{ 18-=0. 


Получаем четыре корня: х= 5! 2, 
х-=-3. Проверка оставляет два кор- 
ня: Х—= —^\/2, х—=3 (рис. 10). 

3. Подставляем в неравенство числа 
х=—\ 10, х=0, х= \/ 10. Число х=0 
удовлетворяет неравенству, а числа 
х=-\/10 ему не удовлетворяют. 

Ответ: [—-!2; 3}. 

Как известно, линейная, квадратич- 
ная, степенная, показательная, лога- 
рифмическая и тригонометрические 
функции, а также:их композиции и 
функции, получаемые из них с по- 
мощью арифметических действий, 
непрерывны в своей области опреде- 
ления. Поэтому метод интервалов 
можно применять при решении прак- 
тически всех неравенств школьного 
курса. Метод интервалов позволяет 
представить множество решений нера- 
венства в виде объединения промежут- 
ков, границы которых — либо корни 
соответствующего уравнения, либо 
граничные точки области определе- 
ния неравенства. 

Требование непрерывности сущест- 
венно для применения метода. интер- 
валов. В этом можно убедиться на 
следующей задаче. 

Задача 9. Решить неравенство 


[9-5 х— 


функции 


1 
=” 

Построим графики левой и правой 
части неравенства (рис. 13). Корнями 


уравнения [х|=х— 5 являются чис- 


1 
ла вида К-|- , где Ё — любое целое 


число. В то же время множество ре- 
шений неравенства — объединение 


промежутков вида [#-- 2; НЦ, гра- 


ничными точками которых являются, 
в частности, все целые числа, которые 
не являются при зтом ви корнями 
уравнения, ни граничными точками 
области определения. 

Ю. И. Ионин, В. Б. Некрасов 


Бу 
АЛЯ младших школьников 


Задачи 


1. В числовом ребусе (см. рисунок) 
использовано 7 букв. Расшифруйте 
этот ребус, если известно, что ни одна 
из букв не заменяет цифры 1 и что 
одинаковым буквам соответствуют 
одинаковые цифры, а разным — раз- 
ные. 

2. Бак был полон воды. Эту воду. 
поровну перелили в три бидона. Ока- 
залось, что в первом бидоне вода за- 
няла половину его объема, во втором 
бидоне вода заняла 2/3 его объема, 
а в третьем бидоне — 3/4 его объема. 
Бак и все три бидона вмещают по 
целому числу литров. При каком наи- 
меньшем объеме бака возможна такая 
ситуация? 


3. Всем известно, что такое железо- 
бетон: железную арматуру заливают 
бетоном, который, застывая, образует 
с металлом очень прочную конструк- 
цию. Почему в качестве арматуры 
используется железо? 


4. На рисунке изображен кусок бу- 
маги. Можно ли оклеить этим куском 
бумаги, не разрезая его, какой-ни- 
будь кубик? 

5. Сумма цифр 20-значного числа 
№ равна 10, сумма цифр числа 7М№ 
равна 70, сумма цифр числа 19№ 
равна 19. Найдите М. 


Эти задачи нам предложили Н. К. Антоно- 
вич. С. Р..Сефибеков, А. П. Савин, Н. П. Дол- 
билин, Д. Б. Фукс. 
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4. Как нарисовать математику? Под. 
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Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер се момента 
основання журнала. Публя- 
куемые в нем задачи нестая- 
дартны, но для их решения 
не требуется знаний, выходя- 
щих за рамки школьной 
программы. Наиболее труд- 
ные задачи отмечаются звез- 
дочкой. После формулировки 
задачн мы обычяо указываем, 
кто нам ее предложил. Разу- 
меется, не все эти задачи 
публикуются впервые. 
Решения задач из этого во- 
мера можно отправлять не 
позднее 15 февраля 1986 года 
по адресу: 103006 Москва 
К-6, ул. Горького, 32/1, 
«Квант». В графе +«Кому» 
напишите: «Задачник «Кваи- 
та» № 12 — 85» и номера 
задач, решеяня которых вы 
посылаете, например «М956, 
№М957» нли «Ф968». Решеяня 
задач из разных номеров жур- 
нала нлн по разным предме- 
там (математике н физике) 
присылайте в разных конвер- 
тах. В письмо вложите кон- 
верт с написанным на нем 
вашнм адресом (в этом коя- 
верте вы получите результа- 
ты проверкя решений). Усло- 
вие каждой оригинальной за- 
дачи, предлагаемой для пуб- 
ликацни, присылайте в от- 
дельном конверте в двух 
экземплярах вместе с вашим 
решеннем этой задачн (на 
конверте пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача по 
физике» илн *...новая задача 
по математике»). В начале 
каждого пнсьма просим ука- 
зывать номер школы п класс, 
в котором вы учнтесь. 
Залачи М957 и М958 (в нем- 
ного изменеяной формулиров- 
ке) предлагались на ХХУ 
Международной математиче- 
ской олимпнаде. 


задачник 


пфанта 


Задачи 
М956—мМ960; Ф968—$Ф972 


№М356. На плоскости проведены четыре окруж- 
ности одинакового радиуса так, что три из них про- 
ходят через точку А и три — через точку В (рис. 1). 
Докажите, что четыре точки их попарного пересе- 
чения, отличные от А и В, — вершины параллело- 
грамма. 

В. п И. Каповичи, ученики 10 класса 
М957. Докажите, что из 1985 различных нату- 
ральных чисел, все простые делители которых со- 
держатся среди лервых 9 простых чисел 2,3,„...,23, 
можно выбрать четыре числа, произведение ко- 
торых — четвертая степень целого числа, 


№М958*. Пусть О3и< <... — целые числа. 
Докажите, что количество нечетных коэффициен- 
тов у многочлена 


(1-х) “Нах. Нах)“ 
не меньше, чем у многочлена (1-х)“. 


М959*. В стране между некоторыми парами горо- 
дов установлено авиационное сообщение. Докажи- 
те, что мажно закрыть не более 1/(&—1) часть 
авиалиний таким образом, что среди любых Е го- 
родов найдутся два, не соединенные между собой 
авиалинией, если а) К=3; 6) Ё — любое нату- 
ральное число. 

А. А. Разборов 
М960*. Если разность между кубами двух после- 
довательных натуральных чисел — квадрат неко- 
торого натурального числа п, то число п пред- 
ставляется в виде суммы квадратов двух последо- 
вательных натуральных чисел. 
а) Докажите это утверждение. 
6) Вот один пример таких чисел: 83°—73= 
—=(2”-+3?)?; приведите еще хотя бы один пример. 
в) Докажите, что таких примеров существует бес- 
конечно много. 


Р. Лайнесс (Великобритания) 


Ф968. На три параллельных оси, соединенных 
жесткими стержнями, насажены три зацепленных 
шестеренки с радиусами ги, Г. и гз (рис. 2). Оси 
В и С вращаются вокруг неподвижной оси А с 
угловой скоростью о; при этом размеры треуголь- 


Рис. 4. 
Объектив 


Призма 


\е Мауе ееп  рабйзвшЕ 
Куапиз сопбезё ргоет$ еуегу 
топ #гот Ще уегу Г 
1334е 0 оцг тарагте. Тве 
ргоЩетз аге попз{апдаг( опез, 
Биё {Тех зоайоп гедигез по 
ибогтайоп ое фе зсоре 
ой Фе Ч$$8 весопдагу «сфоо] 
зуПабиз. Тре тоге ЧИЙсиИ 
ргоетз аге тагке “ИН а 
зфаг. (*). АНЧег Те з1метет 
о Ве ргоШет, ме изиаЦу 


ника АВС остаются неизменными, а шестеренка 
радиуса гз движется поступательно. С какой угло- 
вой скоростью вращается шестеренка радиуса г!? 
В. Вангелов {г. Бургас, НРБ) 
$969. Две банки, сделаниые из одного и того же 
материала, имеют одну и ту же геометрическую 
форму, причем все линейные размеры одной банки 
в Ё раз меньше, чем другой (рис. 3). В дне каж- 
дой банки сделано отверстие. Банки одновременно 
опускают на воду. Какая банка утонет скорее? 
Во сколько раз? 
И. К. Соболев 


Ф97о. В тонкостенной непрозрачной сферической 
оболочке находится шар, радиус которого в не- 
сколько раз меньше радиуса оболочки. Предложи- 
те способ определения плотности вещества, из ко- 
торого сделан шар. Масса оболочки неизвестна. 


С. А. Хорозов 


Ф971. В магнитном поле, индукция В которого 
вертикальна, вращается около вертикальной оси 
так, как показано на рисунке 4, металлический 
стержень. Угловая скорость вращения равна ©, 
В иа заданы. Найти разность потенциалов на 
концах стержня. 

Л. Г. Маркович 


Ф972. В высокоскоростном киносъемочном аппара- 
те, применяемом для съемки быстропротекающих 
процессов, пленка движется непрерывно со ско- 
ростью и. Для предотвращения смазывания изо- 
бражения между пленкой и объективом установ- 
лена четырехгранная стеклянная призма с показа- 
телем преломления п, вращающаяся с постоян- 
ной угловой скоростью (рис. 5). Пренебрегая 
расфокусировкой изображения, определите, при 
какой угловой скорости изображение на пленке не 
смазывается. Определите толщину призмы 4 при 
условии, что экспонирование изображения одного 
кадра проводится в пределах (— а, ©,) ее угла 
поворота, а минимальный размер различимых де- 
талей изображения равен 85. 

А. А. Лапидес 


Ргоет$ 


№М956—М960; Р968—Р972 


№М956. Коиг стсез оЁ {Ме зате га4 15$ аге атауп оп Фе рапе $50 
{Раф {Игее разё \Итоияй \Ме рот А ап \Фгее ШФтоцкй те 
рот В (Ев. 1). Ргоуе 1Паё Те Гоцг райг\1зе ицегесиоп ропиз 
(отег \Тап А ап@ В)} ахе 4Ме усгИсез оЁ а рагаЙеовгат. 

у. апа Г. Каромей. Пай [огт зи4ет5 


М957. Ргоуе (Па Ш 18 роззПе 4ю сРоозе Гоиг питЪегз уПобе 
ргофисЕ 1$ {Ме Тош\ ро\ег оЁ ап иМевег гот апу 91зилс 
1985 пашига] пиЬегз “Розе рите @ту1зогз аге а сопбатей т 
\Ме 5е% {2, 3, ..., 23} оё Зе Ёт5& пите ритез. 
№М958*. Зиррозе ОСН <... Р, ате ицевегз. Ргоуе {па 4\е 
питьЬег оЁ одЯ сое 1стетй$ оЁ Те роупопиа1 


пасе Бо ргоровей Ё {ю ив. 
{ воез УНоЦЕ заутя (Фаё 
пог а! (Везе ргоШетв аге г8( 
рибй сай оп8. Тье зошНойя о? 
ргоЫетвз гот в 1880е (т 
Кизцап ог $8 Боя Н8Ь) мау Бе 
розЁеЯ по ег ШФап Рефгиагу 
154, 1986 40 4Ве ГоЙйомшя 
а44гезз: - 0338, Мозсом, 
103006 Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1, «Квант». 

Р!еазе зеп@ Не зомИопз оЁ 
рВузЗКз  ап@  ааТешаНся 
ргоетв, аз теЙ аз ргоШетя 
“гот ЧИГегепф 1а30ез, ипдег 
зерагайе соуег; оп Ще епуе!оре 
зугЦце 1Ве уогёз: «КУАМТ’8 
РКОВТЕМ5» ап@ Ше пишфегв 
о аП Фе зоуеф ргоЫелзв; 
42 уомг 1ещег евсюзе ап 
ипзфатрей зеНа9Чгезвей епуе- 
1оре — ме зваП изе И фо зев4 
уош Ве соггесНоп  гевиНв. 
АЕ Фе епё оЁ \е асафепие 
уеаг ме вит пре гезшё 0ё 
Фе Куапё ргоЫет сопез. И 
уоц Вауе ап огзта! ргоБет 
+0 ргорозе Гог роб ИсаНоп, реа- 
зе зепа # ® из ипдег зерагафе 
соуег, п мо соргез (т Визаи 
ог м ЕдлиНеВ), пса ая Ше 80- 
поп. Оп фе епуеоре жзтЦе 
МЕ\М РВОВЕЕМ 1М РНУЗ{С$ 
{ог МАТНЕМАТ!С5). 
РгоШетз М957 ап — М958 
(п вотетВаё ЧИГегею1 Гогти- 
12018) ммеге ргоровеф аё Фе 
26% пиегпаЙора! ша{ета- 
св оутрЁаа. 


№936. Докажите, что за Зп-{-1 
взвешиваниё на чашечных ве- 
сах без гирь можно выделить 
самый легкий и самый тяже- 
лый из 2п--1 камней. если 
а} п==3; 6) п. — любое нату- 
ральное число. 


28 


(1+х)"-+а-+ху--+ +а-х}” 
18 по 1езз {Тай фай ой {те роупопа! (1 +х)“- 


№М959*. п зоте соитёту зотше рашз о с ез аге фотед Бу 
а1гП пез. Рхоуе ФВа! Ц 13 розчЫе 10 зВи домп по моге {Пап 
«Те 1/(8—1 41 рагё оЁ Ме атИпез 50 1ВаЁ атопь апу её оЁ Е 
с11с8 ай 1еа8Ё опе раш [я поф }ошеб Ъу апу аакИпе, И 

а} &=3; 

Ъ) ЕЁ 13 апу памта] потЪег. 

А. А. Вагфогов 
мМ960*. [Г Ме 4етепсе Бебусеп Те сиЪез ой &\0 зиссезачуе 
пата! питЪегз 2 "Фе ядиаге оГ зоте пафога! питЪег п, Жеп 
п сап Бе ргезетёе аз 1Йе зит ой здиагев оЁ 1%0 зиссезаче 
1птевегз. 

а) Ргоуе {13 зыцетеп+. 
Ъ) Неге 13 ап ехатр1е оЁ зис питЪегз: 8'`—7'=(2'43°); 
п аб 1еаз3% опе отег ехатр]е. 
с) Ргоуе 1Таф {Теге аге пЯпиИе]у тапу зисВ ехатар!ез. 
В. Гупезв (Упце4 Клпядот) 


8968. ТЬгее ИмеПосКт& собиНее]з оГ гади г,, г. г. гофйе 
аБоц{ (Пгее рагаЦе! ахез )отед Бу ЧА го4з (Е1в. 2 р. 29). ТВе 
зхез Н ап@ С го э{е агозиб Те Йхеб ах1з А МАЙ апищат уеосМу 
«®, ФПе &е оЁ лапе АВС тетаття ипсрапиеЯ, “РИе \1е 
содипее] оЁ гаФиз г. тоуез рагаШе] ш Изе!. \!КВаь 43 ще 
апеШаг у@осйу оГ Фе сокмНее] оЁ гадиз г? 

У. Гапае!ов {Вигваз. Вшявтю) 


Р969. Тьо рипсшге4 сапх таде #гоп1 фе зате шаеша! Вауе {Ве 
зате зраре, аЙ Те Ипеаг теазиготеп{: о! оце о! {ем Бешя & 
итез 1е38 (Пап {Та( оё {Пе оег (Е1в. 3). ТВе БоИотз оЁ Те сапз 
Вауе Но|ез. ТВе сапз аге р1асе4 зппиЙапеоцз]у оп \айег. \УЫЕсВ 
УШ эк Газег? Ном тисН Ёазфег? 


1. К. Зоьмео 


2970. А Ил-маПед зрНегса] знеЙ сопфа!тз а Ба! мКозе гад{из 
13 зсуега] тез |езз 4Тап «ай оЁ Те зВеП. ЕРшЯ а тето@ Гог 
дефеглилимв Те ЧепзНу оЁ 1Ие пза\фета! гот ув Те Ба 13 
та4е. Тре тазз ой {Ме зВе! 13 ипКпо\п. 
$. А. Клогогов 
Р971. А теёа! гой гофайез аЪоц а уегИса! ах13 т а таблейс 
#114 ми уегИса] тдисноп В аз зНомп оп Рщиге 4. Тве 
апиуаг уе]ос фу 1 ш, В апд и аге буейп. Е це ЧИТегепсе 
оЁ рыепНа] аЁ Те ежхеп ев оф 11е год. 
Г. С. Магкоасй 
Р972. шт а В150-зрее# лоу!е сатега изеё {ог {Ип!Ип& тар! у 
еуо!УтЕ ргосеззез, \1е Ни тоуез сопнпиои у мИЙ чеосйу 
©. 1 окдег ®ю ауо@ Шигйпе. а чдиабгапишаг 81853 рийзт 
\ИЕ гегаснойп сое сет п 8 расе Бебуесеп Фе {т ап@ {Те 
1еп5$; ЧВе риет гобабез мИЙ сопзвапе апри!аг уеюсИу (Ев. 5). 
Меесипя {Не деГосизыти еРХесЁ, деегпате {1е апяшаг уе10сКу 
Гог "ВВ {Те плазе м! поф Биг. Рефегпите фе ргзшт’з ские 
1 Те ехрозиге оЁ опе зацаге $8Кез р!асе чит те Итиз 
(— 0, 40) оё ЧМе рг1зт’$ гобаЙоп апёе ап@ +Пе ппила] з12е 
о 913иИпещанаЫе деа!Зз 13 8. 
А. А. Горшаез 


Решения задач 
№М936 — М940; Ф948 — Ф952 


Приведем решение сразу для 2п-|- 2 камней.,Разо- 
бъем камни произвольно на пары. За п-- 1 взвеши- 
ваний мы найдем в каждой паре более легкий и 
более тяжелый камень. Ясно, что самый тяжелый 
из всех 2п-|- 2 камней находится среди п-{- 1 более 
тяжелых (назовем их «группой Т», остальные — 
«группой Л»). Поэтому мы`можем найти самый 
тяжелый камень не более чем за п взвешиваний: 
начав с произвольной пары камней из группы Т, 


№М937. Существует ли такая 
фигура Р, что ею нельзя на- 
крыть полукруг радиуса 1. а 
двумя ее экземплярами мож- 
но накрыть круг радиуса 1, 
если Е — а) произвольная фи- 
гура: 6} выпуклая фигура? 


я л 
2 9 ; & 
л—= 
Я—Е 


№М938. Радиус круга к центром 
О равномерно вращается, по- 
ворачиваясь за одну секунду 
на угол 360° {п (где п — нату- 
ральное число, большее 3). 
В начальный момент он зани- 
мал положение ОМ., через се-, 
кунду — положение ОМ. 
еще через 2 секунды — поло- 


мы отбрасываем более легкий и сравниваем более 
тяжелый с новым камнем из группы Т; после 
отбрасывания п камней останется нужный — са- 
мый тяжелый. Аналогично за к взвешиваний из 
группы Л выделяется самый легкий камень. 


Можно предложить и много других правильных алгорит- 
мой, позволяющих выбрать самый тяжелый и самый легкий 
камень из 2п -+- 2 за Зл-{ 1 взвешиваний. Оставляем т 


более трудную задачу: выяснить, зи какое наименьщее число 
взвешиваний можно выбрать самый тяжелый и самый легкий 
из № камней. (Похожая задача: за сколько попарных сравне- 
ний можно выбрать # =2, 3, ... самых тяжелых из М камней — 
обсуждается в статье «Кто поедет в Рио» Г. Адельсона-Вельско- 
го, И. Бернштейна и М. Гервера (+Квант», 1972. № В, с. 2). | 
а также в ряде книг о сортировке и поиске — например, в т. 3 | 
книги Д. Кнута «Искусство программирования» (М.: «Мирь, | 
1978).} | 
С. В. Фомин, | 


Н. Б. Васильев 


® 


Ответ на оба вопроса а) и 6) положительный. | 
Примеры представлены на рисунке. Для ответа| 
на вопрос а), кроме разнообразных вариантов 
фигуры в виде «пропеллера» или древнекитайского 
символа «Янь и инь», годится и такой вырожден-| 
ный пример: из круга радиуса 1 с центром О | 
выкалываются три точки — вершины равносторон- | 
него треугольника с центром О. Для ответа на 
вопрос 6) подходит такая фигура: окружность’ 
радиуса 1 с центром О разбивается на четыре! 
дуги величиной е, =, л—=, л—= и строится «выпук- 
лая оболочка» двух несмежных дуг. (Левый 
нижний рисунок соответствует ==л/2.) Заметим, 
что при малом г построенная фигура имеет пло- 
щадь, сколь угодно близкую к площади полукруга. 

Доказательство, что построенная фигура не 
покрывает полукруг, во всех случаях опирается 
на такое соображение: концы диаметра полукруга 
находятся на расстоянии 2, следовательно, их 
могут закрыть лишь такие две точки построенной 
фигуры, которые являются диаметрально противо- 
положными точками круга радиуса 1, из которого 
мы ее вырезаем; таким образом, наша фигура 
должна была бы содержать целый полукруг 
с центром О радиуса 1. 

Тот факт, что двумя экземплярами фигуры 
можно покрыть круг, очевиден (во всех примерах 
достаточно повернуть фигуру относительно центра 
круга на некоторый угол или отразить от некото- 
рой прямой, проходящей через центр). 

Н. Б. Васильев 


—————— дао ——ы.— 


Ф 


Докажем, что радиусы ОМ., ОМ,, ..., ОМ. _, делят 
круг на п равных секторов в том и только в том 
случае, когда л=2" (ЕЁ — натуральное число; на 
рисунках изображены случаи Ё = и Ё=3). 
Поскольку все точки М., М/, М,, .... М. —: попада- 
ют в вершины правильного п-угольника с цент- 
ром О, для того, чтобы п радиусов ОМ., ОМ,, ... 
... ОМ, делили круг на равные секторы, необхо- 
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жение ОМ. еще через 3 секун- 
Фы после этого — положение 
ОМ, ит. д.. еще через п--- 1 се- 
кунд — ноложение ОМ. „. 
а) Докажите. что если п — 
степень 2. то радиусы ОМ., ... 
.. ОМ,—1 9деляг круг на п 
равных секторов. 

6) Возможно ли это при Эру- 
гих значениях п? 


м, 


№939. В мклеткы таблицы 
10х10 записывают каким-ли- 
бо образом цифры 0.1. ....9 
так. чтобы каждая цифра 
встречается 10 раз. 

а} Можно ли это сделать так. 
чтобы в каждой строке и каж- 
дом столбие встречалось не 
более 4 различных цифр? 

6) Докажите. что найдется 
строка или столбец. в котором 
встречается не менсе 4 различ- 
ных цифр. - 
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димо и достаточно, чтобы никакие два из этих ра- 
диусов ОМ, и ОМ, не совпали, то есть суммарный 
угол фи; от ОМ; до ОМ, (отсчитываемый при враще- 
нии радиуса) не был кратен 360°—=ип, где 
и—360“/п. 

Угол от ОМ, до ОМ; равен «11--2-... += 
=9}(]-Н\)/2, поэтому угол ф, от ОМ, до ОМ» 
где 0—1 ]<п-—1, равен 


пе фи „ЙЕ 


2 2 а 2 
то есть радиусы М, и М; совпадают, если и только 
если 1./па=уб—й 0-10 /2п — целое число. 

Докажем отдельно а) достаточность и 6) необ- 
холимость условия п=2“” для того, чтобы 
(7—й 9-Е-Ь не делилось на 2п ни при каких 
0=:<]1<1—1. 

а) Если п=2', то. поскольку /—Ёи 2—1 — 
числа разной четности, /—#< п=2 и ]+}—1—< 
<2^“+!, произведение ()—#й{}-:—1) не делится 
на 211 =2лп. 

6) Пусть п — не степень двойки: п=2”“ 29-41, 
где ти 4 — натуральные числа. Предъявим и }, 


у 


при которых (/—й(1--)—1) делится на 2п= 
= 2" 24-0. Если 2"! >> 4, полагаем 
ау 1=2", =" 1-9 п, 
{ АОН --1, "О ТВ 1 1-9 —9—150. 


Если 2” '< а, полагаем 


1 = 24-1, _: {у =в-+2” в, 
{ р то есть { =-—2% > 0. 


В. В. Проазволов 
Ф 


Ответ на вопрос а) положительный. Два примера 
изображены на рисунках: соответствующие разби- 
ения квадрата 10х10 на 10 частей по 10 клеток 
в каждой. занумерованных цифрами 0, 1, 2, ..., 9, 
удовлетворяют условию задачи а). Эти примеры 
интересны тем, что если мысленно склеить верх- 
нюю сторону квадрата с нижней, а левую — г пра- 
вой, то все 10 областей, занятых цифрами 0, 1, ..., 9, 
окажутся одинаковыми — они получаются друг из 
друга параллельными переносами (на рисунке ку- 
сочки областей, примыкающие снаружи к границе 
исходного квадрата 10 Хх 10, показаны пунктиром). 

6) Пусть цифра Ё (# = 0, 1,2...., 8 или 9) встреча- 
ется в 4, столбцах и г» строках. Если предполо- 
жить, что в кажцом столбце встречается не бо- 
лее 3 разных цифр, то число разных пар (цифра №; 
номер столбца, где встречается К) будет не более 30, 
поэтому @-а, +... 4.<30. Аналогично, если 
в каждой строке не более 3 разных цифр, то 
го г, |... + го < 30. С другой стороны, поскольку 
каждая цифрз стоит в 10 клетках, то аг, >10 
и поэтому а,-г,>2\/9Г,>6, так что (90-го)... 
-Н(а.-Рг.)Т - 10=70. Полученное противоречие 
показывает, что в некотором столбце или в неко- 
торой строке должно быть не менее 4 разных 
цифр. Аналогично можно доказать, что если клет- 


№М940*. а) Квадрат разбит на 
прямоугольники. Назовем 
«цепочкой» тикое миожество 
этих прямоугольников. что их 
проекции на одну из сторон 
квадрата целиком покрывают 
эту сторону без перекрытий. 
Докажите, что любые два пря- 
моугольника входят в некото- 
рую цепочку. 

6} Докажите аналогичное ут- 
верждение для куба, разбито- 
го на прямоугольные па ралле- 
лепипеды (в определении це- 
почки сторонц квадрата нуж- 
но заменить на ребро киуба)- 
в) Верно ли, что любые два 
параллелепипеда в разбиении 
куба принадлежат одному 
веслою»? — множеству парал- 
лелепипедов, проекции кото- 
рых на некоторую грань за- 
полняют ве целиком, не нале- 
гая друг на друга? 
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ки таблицы №МхХМ раскрашены в № цветов так,. 
что клеток каждого цвета ровно №, и М >(п— 1), 
то найдется строка или столбец, в котором есть 
клетки п разных цветов (в нашей задаче было 
М№М= 10, п=4). 

Предлагаем читателям доказать, что эта оценка 
точная, и подумать над возможными обобщения- 
ми этой задачи (например. для прямоугольных 
таблиц, на трехмерный случай). 

Н.Н. Константинов. 
Л. Д. Курляндчик 


$ 


Будем называть прямоугольники (в пункте 6) — 
параллелепипеды),. на которые разбит квадрат 
(куб), «кирпичами», а сам квадрат (соответственно, 
куб) — «домом». Удобно считать, что «дом» — 
произвольный прямоугольник (прямоугольный 
параллелепипед). 

Оба утверждения а) и 6) можно доказывать при- 
мерно одинаково — индукцией по числу п кирпи- 
чей, составляющих дом. Мы подробно изложим 
доказательство а), а затем укажем дополнитель- 
ные соображения, которые нужны в пункте 6). 

Для п<2 кирпичей утверждение очевидно. 
Предположим, что для числа кирпичей, меньше- 
го п, оно доказано. Пусть и и В — два из п кирии- 
чей, составляющих дом, которые мы хотим соеди- 
нить цепочкой. Будем говорить, что цепочка идет 
«вдоль стороны а», если проекция составляющих 
ее кирпичей на а покрывают а в один слой. Заме- 
тим, что достаточно построить часть цепочки меж- 
дучи В, идущей вдоль а (указать кирпичи. проек- 
ции которых на а заполняют в один слой отрезок 
между проекциями кирпичей и и В), — после этого 
ее легко дополнить до целой цепочки: для этого 
достаточно дойти от аи В по направлению а до 
перпендикулярных к а сторон и включить в цепоч- 
ку встретившиеся при этом кирпичи (рис. 1). 

Случай, когда кирпичи и и В можно пересечь 
одной прямой, параллельной стороне дома, очеви- 
ден: все кирпичи, пересекаемые такой прямой, 
образуют нужную цепочку. Поэтому можно счи- 
тать, что для каждой стороны дома найдется пря- 
мая, разделяющая кирпичи и и |. В этом случае 
найдется вершина кирпича «и, ближайшая к В, — 
обозначим ее 4. Среди примыкающих к ней кирпи- 
чей найдется, кроме ‹„, еще по крайней мере один 
кирпич $, для которого А служит вершиной и 
который примыкает к к по стороне. Он отделен 
от а некоторой прямой {! (идущей по сто- 
ронам и и ф, рис. 2). к 

Разрезав дом вместе с кирпичами этой прямой [, 
мы получим содержащий кирпичи у и р, но мень- 
ший исходного (по числу кирпичей) дом. В нем, 
по предположению индукции, можно соединить 
> и В цепочкой; нас интересует ее часть \, &, 
5., ..., 9, В от %? до В. Если она идет вдоль направле- 
ния (, то можно заменить в ней \ на а, и нужная 
нам часть цепочки от а до В готова: а,9,, 
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Рис. 3. 


Ф948. Известно. что в неболь- 
шой «просвет»ю между маши- 
нами. стоящими у тротуара, 
рекомендуется заезжать зад- 
ним ходом, а не передним. 
Почему? 


5 


5., .... 6, В (мы пользуемся здесь тем, что 4 — бли- 
жайшая к В вершина «и, рис. 2, а). Если же цепочка 
у, 6,5, ..., 6, В идет в перпендикулярном {1 направ- 
лении, то к ней можно просто добавить « (рис. 2, 6). 

Перейдем к решению 6). Здесь случай, когда 
кирпичи а и В можно пересечь плоскостью, парал- 
лельной грани дома, сводится к пункту а). Остает- 
ся случай, когда а и В разделены тремя плоско- 
стями, параллельными разным граням дома. Через 
ближайшую к В вершину А кирпича а проходят 
три плоскости его граней. Они делят простран- 
ство на 8 октантов, и каждый из примыкающих 
к А кирпичей занимает один, два или четыре 
из них (в окрестности 4). Поскольку число, 
8—1=7 нечетно, среди них найдется, кроме и, 
еще один кирпич *?, для которого А служит верши- 
ной (занимающий один октант) и который отделен 
от а некоторой плоскостью р. 

Дальше рассуждение проводится так же, как 
в пункте а): плоскость отрезает меньший дом; 
содержащий \ и В; остается рассмотреть два слу- 
чая — когда существующая по предположению 
индукции цепочка от } до В идет в направлении, 
параллельном плоскости р или перпендикуляр- 
ном ей. 

в) Это утверждение, вообще говоря, неверно. 
Простой пример — куб 2Х2.Ж2, составленный 
из двух кубиков 1 Ж1хХ 1, примыкающих к проти- 
воположным вершинам куба, и трех параллелепи- 
педов 2Ж1Х1 (рис. 3). Легко видеть, что кубики 
здесь не принадлежат одному слою. 

Аналогичный пример дома ЗЖЗХЗ из трех ку- 
биков 1Ж1.Ж1, расположенных по диагонали, и 
шести кирпичей 2х2! легко представят себе вла- 
дельцы *кубика Рубика». 


Н. Б. Васильев, 
А. И. Гольберг 


Ф 
Пусть машина заехала в небольшой просвет между 
двумя стоящими у тротуара машинами (см. рису- 
нок). Поставим вопрос так: как легче машине те- 
перь выехать — передним или задним ходом? 

При повороте руля сразу поворачиваются перед- 
ние колеса, а задние сначала сохраняют прежнюю 
ориентацию; так что при любом маневрировании 
машины центр окружности, по которой она в дан- 
ный момент движется (вперед или назад), всегда, 
лежит на прямой, проходящей через центр зад- 
них колес. | 

На рисунке показана траектория, по которой 
машина может выехать из просвета. Видно, что 
при выезде задним ходом она скорее заденет со- 
седнюю машину, чем при выезде передним ходом. 

Легко понять, что выезд машины — это обра- 
щенный во времени въезд. Следовательно, заез- 
жать в небольшой просвет между машинами сле- 
дует задним ходом. 


С. С. Кротов, 
Г. Я. Мякишев 


$949. Одинаковы ли показа- Чтобы образовавшийся в жидкости при кипении 
ния термометров. один из ко- 


пузырек, наполненный насыщенным паром, не 
а ЕН ыы пнулся, давление вн ька должно 
кипящей жидкости. а 9ру- ралО У ‚Д ие утри пузыр до 
гой — в ее глибине? оыть равно внешнему давлению, то есть давлению 
окружающей пузырек жидкости. Если пузырек 
находится в глубине жидкости и высота столба 
жидкости над ним равна АЙ, то внешнее давление 
равно 


р—Р +08, 
где р, — давление над поверхностью жидкости. 
Следовательно, чем глубже находится пузырек, . 
тем большим должно быть давление р, насыщен- 
ного пара в пузырьке, чтобы он не схлопывался. 
Но большему значению давления. р, соответствует 
более высокая температура. Значит, существова- 
ние пузырьков в глубине кипящей жидкости воз- 
можно при более высокой температуре, чем вблизи 
поверхности. 

Оценим, насколько отличается температура Т» 
на глубине В =0,5 м от температуры То на поверх- 
ности кипящей воды. Дополнительное давление 
на этой глубине Ар=рояй 5.10% Па. Считая, что 
над поверхностью воды давление равно нормаль- 
ному атмосферному, то есть р. —=1.033-10° Па, 
из таблицы зависимости давления насыщенного 
пара от температуры находим, на сколько темпе- 
ратура водяного пара должна быть выше 100 °С, 
чтобы давление его было больше рь на 5.103 Па: 
АТ=1 °С. 

Т. С. Петрова 


$Ф 


ФЭ50. В запаянной капилляр- ’Протекание электрического тока в электролите свя- 
ной РЕ А) и 9ва — зано с переносом массы. В данном случае на катоде 
столбика ртути,. ра ленные р ‚. 
капелькой водного раствора ПРОИСХОДИТ восстановление металлической ртути 
электролита НЕТ.. Впитрен. из раствора электролита, а на аноде — окисление 
ний диаметр трубки 4= ртути, то есть переход ее в раствор электролита. 
= 0,3 к а В соответствии с законом электролиза Фарадея 
после тельно рези ром г 
ссопротивлением В -.390 кОм Масса ртути, которая выделится на катоде за вре 
к батарее с ЭДС % —10 В (см. мя 1, равна 

рисунок). Через какое время 1м 

капелька сместится на одно т —= Е — Е, 

деление шкалы? в 


где Р=9,65.10' Кл/моль — число Фарадея, М= 

ус —0,201 кг/моль — молярная масса ртути, 

п=2 — валентность рути, Г — протекающий ток. 

Этот ток практически определяется сопротивле- 

нием А, так как по сравнению с ним сопротивле- 

ние металлической ртути и электролита и внутрен- 

нее сопротивление источника ничтожно малы. 
Поэтому [= /АВ, и 

ми 

ИТ :. (1) 

Выделение ртути на катоде и растворение ее на 

аноде приводит к смещению капельки электроли- 

та в сторону анода на расстояние [ такое, что 


2 
то = |, (2) 
где о=13,6 10° кг/м’ — плотность ртути. 


д ———— 
_ оеань пре пииоь п о ышь = 
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$951. Определить емкость си- 
стемы конденсаторов. приве- 
денной на рисунке. У каждо- 
го конденсатора указано зна- 
чение его емкости, измеренной 
в микрофарадах. 


[Е] 


Из (1) и (2) находим время, за которое капелька 
электролита сместится на расстояние 2: 
ла’ЕпоВ! 
ами 
Подставив: значения, приведенные в условии, 
и 1=1 см, получим #=100 ч. 

Подобные ртутные часы нашли применение в 
Электронной технике в качестве малогабаритных 
времязадающих устройств, счетчиков времени на- 
работки. Их используют также для измерения 
заряда — построения кулонметров. 


Е. Н. Юносов, 
И. В. Яминский 


$Ф 


Представить исходную схему как систему парал- 
лельно и последовательно соединенных конденса- 
торов не удается. В таких случаях необходимо, 
как говорят, упростить схему. Напомним, что под 
этим нодразумевают. 

Обычно, исходя из соображений геометрической 
или физической симметрии, какие-то узлы схемы 
разъединяют или, наоборот, соединяют, какие-то 
конденсаторы удаляют и т. п., добиваясь того, что- 
бы новая схема из последовательно и параллельно 
соединенных конденсаторов была эквивалентна 
исходной, то есть чтобы при подаче на исходную 
и преобразованную схемы одинаковых напряже- 
ний схемы заряжались одинаково, — в этом случае 
емкости схем одинаковы, и рассчитывают емкость 
именно преобразованной схемы. 

В основе применения олисанного выше метода 
лежит теорема единственности, суть которой в на- 
шем случае сводится к следующему. Если на схему 
подать некоторое напряжение, то напряжения 
(и, соответственно, заряды) на всех конденсаторах 
примут единственно возможные значения. Приве- 
дем не очень строгое доказательство этой теоремы 
методом от противного. 

Предположим, что существуют две возможности 
зарядам «рассесться» на конденсаторах схемы при 
подаче на нее напряжения &.. Это означает, чТо 
по крайней мере на одном из конденсаторов, на- 
пример, с емкостью С., заряды в первом и во втором 
случаях будут разные. Подадим на схему включен- 
ные навстречу источники напряжения Из и — Ш 
(то есть суммарное напряжение, поданное на схе- 
му, равно нулю). Вследствие принципа суперпози- 
ции схема независимым образом «отреагирует» на 
напряжения № и — 0%; в первом случае на конден- 
саторе С, окажется заряд 4., & в ответ на напря- 
жение —И., конденсатор зарядится зарядом 45 
с противоположной полярностью, причем 
14-2 41| = 0. Таким образом, на схему было подано 
нулевое напряжение, работа внешних источников 
была равна нулю, а на конденсаторе С. оказался 

УЕ 
запас электрической энергии ЕЯ = 0. Противо- 


речие. 


Ф952. Наблюдатель рассмат- 
риваег удаленный предмет ип 
фотографию этого предмета, 
сделанную из той точки, в ко- 


торой находится наблюда- 
тель. Что ему кажется бёль- 
шим — предмет или его фо- 


тогрифическое изображение? 
Во сколько раз? Фотография 
была сделана аппаратом. объ- 
ектив которого имеет фокус- 
ное расстояние Е=3 см; при 
печатании снимка было сдела- 
но увеличение Е =2.5. 


Обратимся теперь к нашей схеме. Пропорци- 
ональность значений емкостей горизонтальных 
участков схемы наталкивает на следующую страте- 
гию — упрощение схемы путем удаления кон- 
денсаторов между парами точек: сид, еи{.[иё. 
Действительно, если удалить конденсаторы и по- 
дать на упрощенную схему некоторое напряже- 
ние, то потенциалы соответствующих точек будут 
одинаковыми: ${.=., ф.=9,=ф, (покажите это 
самостоятельно!). Вернем на место удаленные кон- 
денсаторы. Перераспределения зарядов на других 
конденсаторах схемы вследствие теоремы един- 
ственности не произойдет. Поэтому емкости исход- 
ной и преобразованной схем будут одинаковы. 

Емкость преобразованной схемы равна 


Слои т) + 8+ 
+1:(1 +1 +. ()= = мкФ. 
А. И. Буздин, 
С. С. Кротов 


хФ 


Размер изображения предмета на сетчатке глаза 
прямо пропорционален Е ‹, где ‹; — угол зрения 
для данного предмета. Поэтому видимое увеличе- 
ние при рассматривании предмета на фотографии 
равно 


`_ Ш 

4х ' 
где ‹;, — угол зрения, под которым виден предмет 
на фотографии, ф — угол зрения при непосред- 


ственном рассматривании предмета. Если { — раз- 
мер предмета на снимке, а р — расстояние, с кото- 
рого рассматривается снимок, то 48 $, -/0. Най- 
дем [. 

При фотографировании удаленных предметов 
резкое изображение получается в фокальной плос- 
кости. Поэтому расстояние от объектива до фото- 
пленки в этом случае должно быть равно фокус- 
ному расстоянию Р. Размер изображения на фото- 
пленке равен /{ =Р {5 у. После печатания размер 


изображения на фотографии станет равным 
1= 1 =ЕР 48 Ч. 
Таким образом, 
= 
=Ъ. 
При нормальном зрении В не меньше 25 см. Под- 


ставив для оценки р=25 см, получим Г=0,3 — 


при рассматривании фотографии предмет кажется 
примерно в 3 раза меньшим, чем при непосредст- 
венном наблюдении. 


Б. С. Рыбин 
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Список читателей, приславших 
правильные решения 


Бельшинство читателей, приславших решения 
задач М911—М925; $923 —Ф937, справились 
с задачами М911, М912, М914, М916, М917, 
№М918, $924, $930, 94933 и $934. Ниже 
мы публикуем фамилии тех, кто прислал 
правильные рехения остальных задач (цифры 
после фамилни — последние цифры номеров 
решенных задач). 
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Р. Агаширипов (с. Хурай Аз. ССР) 13; 
А. Аксенов (Великие Луки) 13, 15; М. Алек- 
сандров (Москва) 15, 19, 20, 22, 23: Р. Алек- 
ссев (Магнитогорск) 13, 15; А. Алиев (с. Ка- 
ракая Аз. ССР) 19; М. Альт (Одесса) 13, 
19—21; А. Арутюнян (с. Мерения Гр. ССР) 
13, 15, 20: С. Аршава (Северодонецк) 13; 
А. Асташкевич (Томск) 13, 15, 22-25; Е. Бала- 
нова (Рига) 19; А. Барабанов (Киев) 13; 
А. Беран (Киев) 23; Н. Безденежных (Ниж- 
ний Тагил) 13, 15; Р. Безрукавников (Калуга) 
20; А. Белопольский (Киев) 19, 22, 23; 
А. Бендерский (п. Черноголовка Московской 
обл.) 22; В. Берездивин (Донецк) 18, 15; 
И. Биндер (Ленинград) 19, 24, 25; Е. Богомол 
{Алма-Ата) 15; М. Бойко (Киев) 1%; В. Быков 
(Киев) 20; И. Вайнштейн ({Калииии) 15, 19, 
20; Р. Валиев (Фрунзе) 13; Я. Варшавский 
(Харьков) 13. 15, 19, 20, 23, 24; В. Васильев 
(Воткинск} 19; Т. Васильева (Ленинград) 12, 
13, 15; М. Векслер (Ленинград) 24; И. Верный 
(Киев) 19; Р. Видгоп (Баку) 13; С. Волков 
{Нижний Тагил) 19; В; Ворошило (Львов) 
13; Г. Габибзаде (с. Ленинкенд Аз, ССР) 
15; Т. РГазарян (Ереван) 13, 15, 18, 20; Д. Га- 
марник (Тбилиси) 13; 15, 19, 20; А. Гамаюнов 
(Полтава) 13; Г. Гамбарян (Баку) 13; Г. Гевон- 
дян (с. Меликсюх Арм. ССР) 13, 15; О. Гекдель- 
ман (Харьковн} 13, 19; Р. Гендлер (Ташкент) 
13, 19. 21—23, 25; О. Геупель (Дрездеи, ГДР) 
21; М. Годин (Ленинград) 19; В. Годлевский 
(Киев) 13, 19: Р. Гой (Львов) 23; Г. Горбатенко 
(Арзамас) 13, 22; А. Гороховский (Киев) 


13, 19, 21—23; Ю. Грабовский (Киев) 13; . 


Д. Гребнева (Алма-Ата) 15; Н. Григорьева 
(Авдропов} 13. 20, 22, 23, 25; А. Григорян 
(Ереван) 13, 15, 20; А. Давтян (Ереван) 13, 
15, 20; Ю. Дейкало (Киев) 19; А. Дементьев 
(Нальчик) 19; М. Добрицын (Москва) 13, 15, 
19—25; А. Донченко (Киев) 13; В. Дишацкий 
(Киев) 19: А. Дынников (Жуковский) 13, 15, 19, 
20. 22—24; И. Дынников (Жуковский) 13, 15, 
19—25; В. Жданов (Москва) 19; В. Журавлев 
{Гайворон} 13, 15, 20, 21; П. Задорожный 
(Киев} 13; Р. Зайнуллин (Белорецк) 19; 


Д. Зайцев (Киев) 13, 19, 22, 23; 4. Заполь-' 


ский (Москва) 23; А. Захаров (Гатчина) 19; 
ИН. Захарова (Алма-Ата) 15; Е. Зварич 
(Хмельницкий) 19; А. Иванов (Первомайск 
Николаевской обл.) 13, 15, 19, 20, 22—24; 
С. ИМванов (Севастополь) 19; М. Игнатьев 
{Саратов) 13, 19, 22; С. Исмаилов (Баку) 
19, 23; А. Кадач (Усть-Каменогорск) 19; 
А. Калыбаева (Алма-Ата) 15; В. и И. Капович 
{Хабаровск) 13, 15, 19, 20;:А. Каринский 
(Невинномысск) 15; А. Карнаухов (Устинов) 13; 
О. Кирнасовский {Випница) 13, 19; А. Киселев 
(Ленинград) 12, Е3, 19, 20, 22; И. Кича (Киев) 
19; 1. Кларк (Тула) 19; Д. Клионский (Ленин- 
град} 19; А. Козинский (Гайворон) 183, 15, 20, 
21; И. Козиля (Жуковский) 13, 19; Ю. Конд- 
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ратенко (Киев) 19; А. Кононенко (Киев) 
19—21. 23; Н. Маныч. 9. Корчали (Вэаку) 
13; А. Красота (Киев) 19; Б. Кругликов 
(Харьков) 13, 19, 21; Н. Крылов (Ленин- 
град) 13, 19; О. Крылов (п. Эльдикан ЯАССР) 
15, 24; М. Кукс (Львов) 13, 19; А. Кулиев 
{Баку) 13; М. Куринной (Харьков) 13, 15, 19, 
21—24; М..Курнев (п. Грибановский Воронеж- 
ской обл.) 13; Е. Курская (Алма-Ата) 15: 
С. Кутайцее (Конаково) 18; А. Кухарский 
(Киев) 13, 19, 20; А. Кучерявый (Запорожье) 
19; Н. Кушлевич (Москва) 13, 15, 19, 20, 22. 24; 
С. Кярис (Молетай) 13, 15. 19; С. Лакатош 
(Москва) 19; И. Лариев (Донецк) 13, 15, 19; 
Л. Леняшин (Ленинград) 13, 15, 19; О. Ли- 
мешко (Куйбышев) 13, 19, 23; Л. Лиознов 
(Москва) 19; А. Литвак (Ленинград) 13, 19; 
М. Литвинов (Киев) 13, 15. 21, 23; А. Лобков- 
ский (п. Черноголовка Московской обл.) 13; М. Ма- 
каров (Севастополь) 20; Н. Манычкин (Москва) 
19; Ю. Махлин (Москва) 19; Мачарадзе 
{Гбилиси) 13; Н. Мельник (Гайсин) 19, В. Мень- 
ков (Мончегорск) 13, 15; Б. Меркулов (Куйбы- 
шев) 13, 15; В. Мехрабов (Баку) 13, 15; ИН. Мех- 
рабов (Баку) 13, 15; 3. Мехтиев (с. Челикар 
ДАССР) 13; А. Минасян (Ереван) 15; Т. Мисир- 
пашаев (Москва) 19; Г. Михалкин (Ленинград) 
13, 19, 22, 23; Е. Мокшин (Магнитогорск) 
15; М. Мунькин (Алма-Ата) 15; Д. Муралашви- 
ли (Тбилиси) 13, 15, 19, 20; С. Мушинский 
(Новосибирск) 19; А. Нагорный (Слуцк) 15; 
С. Настенко (Киев) 13; О. Никифоргин (Ивано- 
Франковск) 25; О. Ниц (Одесса) 13, 19, 21; 
А. Новичков (Жуковский) 13, 15, 18—20, 23; 
О- Овецкая (Донецк) 13, 15, 19; Е- Орынбаса- 
ров (Алма-Ата) 15; А. Осолодкин (Петроза- 
водск} 13; В. Парьев (п. Красногвардейское 
Белгородской обл.) 19; Д. Постур (Харьков) 
13. 15, 19, 20; О. Пашко (Ангарск) 19; И. Поа- 
чин (Алма-Ата) 15; Я. Печатников (Ленинград) 
13, 15, 19; М. Пивень (Коростень} 13; С. Пиуни- 
хин (Москва) 13, 19; В. Плотников (Курск) 
19; С. Полинов (Магнитогорск) 13, 15; 
М. Померанцев (Черкассы) 13, 19—21, 23; 
В. Попеня {Алма-Ата) 15; И. Портной (Одесса) 
21, 23; А. Пришляк (Киев) 13, 19, 23, 25; 
А. Радаев (Алма-Ата) 15; Т. Радько (Кор- 
сунь-Щевченковский} 13, 15, 19—23, 25; Е. Рас-. 
тигеев (Барнаул) 19, 22, 23; В. Ратнюк 
(Евлатория) 13, 18, 19; М. Рзаеве (Баку) 13; 
М. Ровинский (Москва) 19; А. Розанов (Киев) 
19; Д. Розман (Севастополь) 13; А. Ройтер- 
тейи (Ленииград) 13, 19; К. Ромец (Киев) 
19; С. Рибан (Днепропетровск) 15, 19; А. Рыв- 
чин (Киев) 49; М. Рябов (Первомайск Горь- 
ковской обл.) 19; Д. Садыгов (с. Гаравелли 
Аз. ССР) 19; В. Сакбаев (Алма-Ата) 23; 
И. Самовол (Гайворон) 15, 20, 21. 23; Б. Са- 
мойлов (Киев) 19; М. Сапожников (Ленингрвд} 
13; Ю. Свирид (Минск) 19; Р. Сефибеков 
(<. Кашкеит ДАССР) 13; С. Сефибеков (с. Каш- 
кент ДАССР) 13, 15; Р. Сибилев (Ленин- 
град) 13, 19, 22; И. Симоненко (Великие 
Луки) 13. 15, 19, 21—24; А. Смирнов (Алма- 
Ата) 23; М. Соколова (Ленинград} 13, 15; 
К. Стыркас (п. Черноголовка Московской обл.) 
13, 15, 19, 21, 22; В. Судаков (Тбили- 
си) 13. 15, 19, 23; Р. Сулейманов (Алма- 
Ата) 15; Д. Тамаркин (Горький) 13, 15, 20, 22, 
24, 25; Б. Тё (Алма-Ата) 15; К. Тищенко 
(Минск) 413; Ю. Томилов (Винница) 13; 
Г. Топровер (Волгоград) 19; Д. Туляков (Жда- 
нов) 15, 19, 20, 22; Ю. Тышко (Ленинград) 


{Продолжение см. на с. 51!) 


Наша обложка 


Решение задачи о сфере, 
касающейся 
боковых ребер пирамиды 


Решение задачи с 4-й страницы обложки 
проиглого номера «Кванта» мы начнем г обосно- 
вания двух свойств рассматриваемой конфигу- 
рации: 

1) центр @ сферы лежит на высоте пн- 
рамиды; 

2) любая плоскость и, проходящая через 
вершину 5 и касающаяся сферы. пересекает 
плоскость прямоугольника АВСР по касатель- 
ной { м описаиной около него окружности. 

Очевидно, что боковые ребра нирамиды рав- 
ны между собой. Поскольку и расстояния от 
вершииы пирамиды до точек А’, В’, С’, О’ ка- 
сания боковых ребер со сферой также равны 
между собой, четырехугольник А’В’С”Р’ гомо- 
тетичен АВСО (см. чертеж на обложке) с цент- 
ром 5 и коэффициентом гомотетии |5А’ |: |5 А |. 
Прямая [ при этой гомотетии перейдет в пря- 
мую Г пересечения плоскостей п и А’В’С’, 
а описанная окружность прямоугольника 
АВСЬ — в описанную окружность прямо- 
угольника А’В”С’О’, то есть в окружность ®, 
по которой плоскость А’В’С”’ пересекается со 
сферой. Таким образом, достаточно доказать, 
что прямая 37 перпендикулярна плоскости 
А’В’С’ ((А’В’СЭЦКАВС)) и что прямая Г ка- 
сается окружности ‹. Для доказательства за- 
метим, что точки А’, В’, С’, Р’. а также точка 
К’ касания плоскости и п данной сферой лежат 
на одинаковом расстоянии от 5, то есть на 
другой сфере — с центром 5 м радиусом {5А [- 
Но пересечение этих двух сфер есть окруж- 
ность, лежащая в плоскости, периендикуляр- 
ной их линии центров. Ясно. что эта окруж- 
ность и есть наша окружность ®. Следонательно, 
(52)-1 (А’В’С’). Кроме того, поскольку плос- 
кость п имеет единственную общую точку 
г данной сферой — точку К’, прямая Г’ имеет 
единственную общую точку К” с окружностью 
«, то есть касается ее, что и требовалось дока- 
зать. Подчеркнем, что рассуждения, подобные 
проведенным иами, доказывающие порой почти 
очевидные, но необходимые в решении факты, 
являются неотъемлемой частью решений боль- 
шинства стереометрических задач на вычисле- 
ние и часто вызывают более серьезные за- 
труднения, чем сами вычисления. Поэтому мы 
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^^ 
В. 


Рис. 1. 


уделили им здесь основное внимание, 
числения приведем без подробностей. 
Из утверждения 1!) следует, что плоскость 


а вы- 
ЗАС пересекает сферу по окружности ра- 
диуса В, вписанной в АЗАС (рис. 1). Положим 
^^ 
$СА-=в, |$0|==й, [ОС |=а, 


тогда, поскольку угол между диагоналями 


прямоугольника АВС равеи 60° (|АС|= 
=2|АВ]), объем У пирамиды равен 
ра 
и= 2 ра? эт 60°— к 3 с4щ В. 
но #—=Н-+-В/с08В (см. рис. 1), а созВ= 
=}ОС |: |$С |= С |:|5С|==2 соз и. — Подстав- 


ляя эти выражения в формулу для объема 
и выполняя несложные преобразования, полу- 
чим ответ к первой части задачи: 


(1-2 сов <)? . В? 
21:3 соз а(1—2 соз а} 


Переходя ко второй части задачи, мы мо: 
жем забыть ю зстереометрическом происхож- 
дении» прямой [—(Р@) (благодаря утвержде- 
нию 2)) и проводить все рассуждения в плос; 
кости АВС (рис. 2}. Е 

В случае а) треугольник РОЯ — равно- 
бедренный г углом при основании 30° (рис. 2а), 
поэтому |ОР|==2|ОК |=3|ОВ|, п значит, от- 
вет на вопрос а} — 


{ВР|: | ВО | =1:2. 


В случае 6) (рис. 26) обозначим через Ч 
угол ОЗР: тогда 


= ОРЧ—60°—ч, эп ‹—= |ОК |: [О@ | = 
=|0С1:(10С]+6|0С |} =1/7, |ОК|:|ОР| = 
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—=811(60° —ч)= -- 


т... 11 
608 4 — 2 эт 4—4. 


Отсюда получаем ответ на вопрос 6}: 


|ВР! 1ОР|-—|ОВ| = 1ОР| ) 
2`|ок] 


ВВ 2108] 


Полупроводниковые элементы вычислительной техники 


к \ 


ТУ. Как изготавливают 
транзисторы в интегральных схемах 


Доктор физико-математических нацк М. Е. ЛЕВИНШТЕИН, 
кандидат физико-мотематических наук Г. С. СИМИН 


В прошлых номерах журнала мы рассказали с принципах 
работы транзисторов. Сегодня речь пойдет о том, каким 
образом изготавливают современные транзисторы. 

В технологии изготовления полевых и биполярных тран- 
зисторов так много общего. что достаточно рассмотреть ее 
на примере только биполярного транзистора, устройство 
которого несколько сложнее. 

На рисунке 1 локазана конструкция биполярного тран- 
знстора — элемента интегральной схемы (ИС), используемой 
в ЭВМ. Эта конструкция так сильно отличается от показан- 
ного на рисунке 2 схематического изображения транзистора. 
обсуждавшегося в предыдущей статье, что на первый взгляд 
трудно поверить, что это один и тот же прибор. Тем не менее, 
вглядевшись внимательно, нетрудно увидеть на рисунке {1 то 
же чередование л-—р-— п-областей, что и на рисунке 2. 

Конструкция, показанная на рисунке 1. называется планар- 
ной, то есть плоской (от английского слова р]апе — плоский): 
все операции по изготовлению такого транзистора произво- 
дятся г одной стороны кремниевой (или арсенид-галлиевой) 
плоской пластины. Планарная технология при изготовлении 
интегральной схемы является единственно возможной. Во-пер- 
вых, поскольку при изготовлении ИС на одной пластине раз- 
мещаются десятки и сотни тысяч транзисторов размером в 
несколько микрон, точно совместить отдельные элементы каж- 
догр транзистора = двух сторон нластины было бы невозможно. 
Во-вторых, планарная технология позволяет использовать 
сравннтельно толстые (толщиной сто и более микрон) 


пластины полупроводиика. Такие пластины обладают доста- Рис. 1. Планарный биполяр- 

точной механической прочностью и удобны в работе. При ный транзистор — элемент ИС 

двусторонней технологии понадобились бы пластины толщи- на БТ. 

ной в доли микрона. Работать с пластинами такой толщины а) Транзистор в разрезе. 

практически нельзя. 6) Вид на транзисторную стру- 
Существует довольно много способов изготовления ИС. Одна ктуру сверху. 

из широко раепространенных техиологий, по которой создают- Приведены типичные разме- 

ся кремииевые БТ, в упрощенном виде показана на рисунке 3. ры транзистора в мкм; толщи- 
1. Поверхность кремниевой пластины окисляется. На ней на базы И’=0,5 мкм. 

образуется слой двуокиси кремния 510,. Затем поверх окисла 

наносится тонкий слой светочуаствительного полимера — фо- 


торезиста. Фоторезист обладает способностью изменять свон 
химические свойства под действием света. 
К покрытой фоторезистом полупроводниковой пластине 
прижимается стеклянная пластинка с нанесенным на ней 
рисунком, составленным из прозрачных и непрозрачных участ- 
ков, — фотошаблон. После этого фоторезист освещается через 
фотошаблон, и те участки фоторезиста, на которые попадает 
свет. приобретают способность растворяться в определенных ь 
травителях. Эта операция называется фотолнтографией. Она — эмиттер база коллектор 
одна из самых важных в процессе изготовления всех ИС. 
Когда пластина с засвеченным фоторезистом погружается 
в травитель. происходит растворение участков фоторезиста, 
ма которые попадал свет. п также находящихся лод ними 
участков двуокиси кремния. На полупроводниковой пластине 
в этих местах открываются области чистой поверхности крем- 
ния — зокна». Затем в другом травителе, растворяющем не- 
засвеченный фоторезист, ио не растворяющем 5Ю., удаляется 
оставшийся фоторезист. В результате поверхность пластины 


представляет собой сочетание «окон» к участками, защи- Рис. 2. Схематическое изоб- 
щенкыми слоем прочной, устойчивой к высокой температуре ражение биполярного транзи- 
двуокиси кремния — «маской». стора. 
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Современные биполярные 
транзисторы 

Верхний ряд — мощные тран- 
зисторы. выдерживающие на- 
пряжение между коллектором 
и базой —1000 В и способные 
пропускать токи в десятки ам- 
пер. 

Средний ряд — мощные тран- 
зисторы. предназначенные 
для усиления и генерации 
сверхвысокочастотных (СВЧ) 
колебаний. Современные СВЧ 
транзисторы способны рабо- 
тать на частотах до несколь- 
ких десятков гигагерц 
(1 ГГц 10° Гц). 

Нижний ряд — приборы в 
пластмассовых корпусах. Их 
появление привело к резкому 
удешевлению транзисторов. 
Подлинную революцию в раз- 
витии ЭВМ произвело появле- 
ние интегральных схем (ИС). 
Внизу справа показана ИС в 
корпусе. Основа прибора — 
кремниевая пластина разме- 
ром 2ЖЗ мм (в центре). На 
такой пластине размещается 
до 10° БТ- 


Окно .50, 


Оо 


Рис. 3. Этапы 


изготовления 
биполярного транзистора. 


2. Теперь п пластину при высокой температуре с помощью 
процесса диффузии вводят атомы мышьяка (Аз) или сурьмы 
(5Ъ}, образующих в 51 донорную примесь. Там, где поверхность 
пластины защищена маской 810., атомы примеси не достигают 
кремния. Таким ‘образом, донорная примесь попадает в кремний 
только п окнах. 


Так одновременно создаются коллекторные области прово- 
димости л-типа всех БТ, входящих в ИС. 

3. Маска $10, удаляется путем химического травления и 
создается новая маска с окнами, соответствующими располо- 
жению базовых областей транзистора. Через эти окна прово- 
дится диффузия бора (В), являющегося акцептором. Концен- 
трация акцепторов берется больше, чем концентрация доноров, 
так что те области полупроводника, куда попадает бор, будут 
областями р-типа. Происходнт, как говорят, перекомпенсация. 
Акцепторная примесь (В) перекомпенсирует донорную- 

4. Снова аналогичным методом создаются окна п 510,-маске 
и диффузией донориой примеси формируются эмиттерные 
п-области. При этом также используется метод перекомпен- 
сации имевшейся здесь акцепторной примеси. 

5. На поверхности полученной п—р—п-структуры форми- 
руются контакты из алюминия. Для этого пластина покры- 
вается тонкой алюминиевой пленкой толщиной в несколько 
десятых долей микроиа. Затем производится фотолитография 
с использоваиием фотошаблона, на котором контактные об- 
ласти и необходнмые соединения сделаны непрозрачными. 
Далее участкн засвеченного фоторезиста и находящейся под 
ннм пленки алюминия растворяют в травителях. Полученные 
таким образом алюминиевые проводники служат элементами, 
осуществляющими необходимые электрические соединения 
в ИС. 

В больших интегральных схемах (БИС) ка каждой пласти- 
не расположены десятки тысяч одинаковых транзисторов. 
В сверхбольших интегральных схемах (СБИС} — сотни тысяч 
и даже миллионы. И все технологические операции при 
изготовлении всех транзисторов ИС производятся одновремен- 
но. Пластииа целиком покрывается окислом. Затем сразу во всех 
тех местах, куда нужно ввести примесь, в окисле вскрываются 
окна (то есть сразу изготавливается, иапример, миллион кол- 
лекторов) и так далее. Именно благодаря этой интегральио- 
групповой технологии все транзисторы имеют одинаковые па- 
раметры. а вся ИС стоит лишь немного дороже одного тран- 
зистора. 
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Практикум абитуриента 


Интерференция 
света 


Кандидат физико-математических наук 
Е. И. БУТИКОВ 


Волновые свойства света наиболее 
отчетливо обнаруживают себя в явле- 
ниях интерференции и дифракции. 
Эти явления характерны для волн 
любой природы. Они сравнительно 
легко наблюдаются на опыте, напри- 
мер, для звуковых волн или волн на 
поверхности воды, но для наблюдения 
интерференции или дифракции света 
необходимо выполнение определен- 
ных условий. О них, в частности, и 
пойдет речь в этой статье. 

Под интерференцией света понима- 
ют процесс наложения нескольких 
световых пучков, при котором резуль- 
тирующая интенсивность света*) в 
каждой точке не равна сумме интен- 
сивностей отдельных пучков. В неко- 
торых местах интенсивность оказы- 
вается больше суммарной, в других 
меньше, то есть образуются чередую- 
щиеся светлые и темные участки — 
возникает интерференционная кар- 
тина. 

Простейший пример интерференции 
дает наложение двух монохроматиче- 
ских волн одинаковой частоты и с од- 
ним и тем же направлением колеба- 
ний в складывающихся волнах. В ре- 
зультате в каждой точке происходят 
колебания с той же частотой и неиз- 
менной во времени амплитудой, зави- 
сящей, однако, от положения этой 
точки. 

Пусть амплитуды складывающихся 
колебаний одинаковы, тогда для ре- 
зультирующего колебания Е({) по- 
лучим 


*) Интенсивность свети — это световой поток. 
переносямый пучком света через едяяячную пло- 
щадку в направленни нормали к ней. Освещенность 
экрана и почернение фотопластянки, помещенных 
в пучок света, пропорциональны его иитенсивностя. 
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Е=ЕКО-Е(= 
=а со («Е фи) На со$ (1 ф2)= 


—=2а со$ ЧИ соз (ве т). (1) 


то есть амплитуда А=?За соз 


зависит от разности фаз фи — > скла- 
дывающихся колебаний и принимает 
значения от удвоенной амплитуды 
2а каждой из волн (в точках, где 
колебания совпадают по фазе) до нуля 
(в точках, где колебания происходят 
в противофазе). Энергия колебаний, 
а следовательно, и интенсивность све- 
та 7 пропорциональна квадрату их 
амплитуды: [—А?. Как видно из фор- 
мулы (1), результирующая интенсив- 
ность Г в зависимости от положения 
точки наблюдения принимает значе- 
ния от нуля до учетверенной интен- 
сивности отдельной волны Г/—а?: 
1=4То соз? ее = 

—21(1-{с0$ (ф'—2)). (2) 

Множества точек пространства, ко- 
торым соответствует одинаковая ин- 
тенсивность (в частности, максималь- 
ная или минимальная), образуют по- 
верхности, зависящие от свойств и 
расположения источников света. 

Вопрос 1. Два одинаковых точеч- 
ных источника расположены на неко- 
тором расстоянии друг от друга. Ка- 
кой вид имеют в этом случае поверх- 
ности максимальной и минимальной 
интенсивности? 

Разность фаз ф, —$> в данной точке 
зависит от разности хода 1 волн от 
синфазных источников: [= —. Ес- 
ли разность хода равна целому чис- 
лу длин волн: [=ЕА (К—0, 1,2, ...), 
то волны приходят в точку наблюде- 
ния в фазе и при сложении дают 
колебания с максимальной амплиту- 
дой. Если же разность хода равна не- 
четному числу полуволн: [=(2Е- 
+1)^/2, то волны приходят в противо- 
фазе и ‹гасят» друг друга. Таким 
образом, поверхности максимумов и 
минимумов определяются условиями 
1 —1=6©0108. 

В любой плоскости, содержащей 
источники, например в плоскости чер- 
тежа на рисунке 1, множество точек, 
разность расстояний до которых от 
двух заданных точек — в данном слу- 
чае от источников 5$: и 5. — одинако- 
ва, представляет собой гиперболу 


(Зи 52 — ее фокусы). Из симметрии 
ясно, что в пространстве множеству 
точек, удовлетворяющих условию 
| —1[==<01$% соответствует поверх- 
ность вращения гиперболы вокруг 
прямой, проходящей через источни- 
ки, — так называемый гиперболоид 
вращения. Форма интерференцион- 
ных полос на каком-нибудь экране 
дается линиями пересечения таких 
типерболоидов с плоскостью экрана. 

Например, на экране А, перпенди- 
кулярном к проходящей через источ- 
ники 5, и 5, прямой, интерференцион- 
ные полосы имеют вид концентриче- 
ских окружностей (см. рис. 1). На 
экране В полосы имеют форму гипер- 
бол. Когда расстояния от источников 
до экрана В много больше расстояния 
между источниками, в неболышой 
окрестности точки О интерференцион- 
ные полосы практически можно счи- 
тать параллельными прямыми, отсто- 
ящими на одинаковые расстояния 
друг от друга. 

Задача 1. Найдите раестояние 
между соседними интерференционны- 
ми максимумами на экране В, удален- 
ном на Г=1 м от источников 51 и 5., 
если они находятся на расстоянии 
4=0,5 мм друг от друга (рис. 2). 
Длина волны света ^=5- 10’ м. По 
какому закону изменяется освещен- 
ность экрана при переходе от макси- 
мума к минимуму интерференцион- 
ной картины? 

Проведем в точку наблюдения Р 
прямую 5Р из середины отрезка 5,55 
и обозначим через 0 угол, образуемый 
этой прямой с направлением 5О на 
центр интерференционной картины. 
Нри малых И разность хода [=й—Ё 
можно найти, опуская перпендикуляр 
из 5. на прямую 5ЗР до пересечения 
с 5$.Р:1=а4-0. Полагая здесь { равным 
целому числу длин волн #7, находим 
направление 0, на максимум Ё-го по- 
рядка: 

Ее, 80, 551, В95.. 


(3) 


Угловое расстояние 0—0, — 8 
между соседними максимумами равно 
7./4, а расстояние В между ними на 
экране В получим, умножая 0 на Ё: 
АГ, ..3 
Е =! “ м=1] мм. 

Отсюда ясно, что расстояние Г, а зна- 
чит, и интерференционные полосы тем 
шире, чем ближе друг к другу распо- 
ложены источники. 


Рис. 1. 


Чтобы найти закон изменения ин- 
тенсивности вдоль прямой ОВ. доста- 
точно н формуле (2) выразить разность 
фаз складывающихся — колебаний 
ф'—ф> через положение точки наблю- 
дения Р на экране: 


2х 0лг . 2х 
ф—ф=т и —)=ё-=5 90. 
Таким образом, получается, что 


освещенность экрана зависит от на- 
правления В на точку наблюдения 
по синусоидальному закону 


(0) =21(1 +с03(276)). (4) 


График этой функции показан в пра- 
вой части рисунка 2. 

Ослабление световых колебаний в 
одних местах интерференционной 
картины и усиление в других не свя- 
зано с какими-либо превращениями 
энергии колебаний. Это хорошо видно 
из формулы (4), согласно которой 
среднее по всем направлениям значе- 
ние интенсивности равно 21, то есть 
суммарной интенсивности от двух 
источников. = 
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До сих пор предполагалось, что 
источники 5: и 5. создают монохро- 
матические волны одинаковой часто- 
ты. Но для обычных (не лазерных) 
источников свет никогда не бывает 
строго монохроматическим. Испускае- 
мая отдельным атомом волна пред- 
ставляет собой не бесконечную сину- 
соиду, а лишь ее отрезок, или, как 
говорят, цуг синусоидальных волн. 
Длительность т такого цуга не превы- 
шает 10° с. Предельная протяжен- 
ность цуга ст составляет около 3$ м 
(с=3. 10* м/с — скорость света, с ко- 
торой цуги перемещаются в простран- 
стве), и он содержит несколько мил- 
лионов «гребней» и «впадин» (ст//^7 
2107 при ^=5 - 10‘ м). 

Если даже считать все цуги, испус- 
каемые различными атомами источ- 
ника, одинаковыми и характеризо- 
вать их одной и той же длиной волны 
^, соотношения фаз между ними совер- 
шенно случайны, так как акты спон- 
танного испускания света атомами 
происходят в случайные моменты вре- 
мени. Таким образом, свет реальных 
источников можно рассматривать как 
хаотическую последовательность си- 
нусоидальных волновых цугов. При 
наложении пучков света от разных 
источников фазовые соотношения 
между световыми колебаниями в лю- 
бой точке за время наблюдения успе- 
вают многократно измениться слу- 
чайным образом. В результате сложе- 
ния большого числа колебаний со слу- 
чайными фазами энергия результи- 
рующего колебания в каждой точке 
будет равна сумме энергий складыва- 
ющихся колебаний, то есть не про- 
изойдет характерного для интерфе- 
ренции перераспределения энергии 
в пространстве. 

Отсюда ясно, что для наблюдения 
интерференции света нужны специ- 
альные условия: свет от одного и того 
же источника нужно разделить на два 
пучка (или несколько пучков) и затем 
каким-либо способом свести эти пучки 
вместе. Если разность хода от места 
разделения до точки наблюдения не 
превышает длины отдельного цуга, то 
случайные изменения амплитуды и 
фазы световых колебаний в двух пуч- 
ках происходят согласованно. О таких 
пучках говорят, что они когерентны. 
При наложении когерентных пучков 
и образуется стационарная интерфе- 
ренционная картина. 
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Рис. 3. 


Впервые объяснение интерференции 
света на основе волновых представ- 
лений было дано английским ученым 
Томасом Юнгом в самом начале 
ХХ века. Поставленный им опыт с 
двумя отверстиями подробно описан 
в учебнике («Физика 10», $ 69). Коге- 
рентность световых пучков от отвер- 
стий в этом опыте обеспечивается их 
происхождением из одного первично- 
го пучка. 

Другой способ получения когерент- 
ных световых пучков основан на ис- 
пользовании отражения первичного 
пучка от двух поверхностей тонкой 
Йрозрачной пластинки. 

Вопрос 2. Какую форму имеют 
интерференционные полосы на экране 
В, плоскость которого параллельна 
граням пластинки (рис. 3)? 


В каждую точку наблюдения Р 
приходят две волны, разность хода 
которых можно найти, построив изоб- 
ражения точечного источника 5 в 
верхней и нижней гранях пластинки. 
Для простоты. можно пренебречь 


Рис. 4. 


преломлением света в пластинке и 
рассматривать 5; и 5> как изображе- 
ния источника в плоских зеркалах, 
образуемых гранями пластинки. Ли- 
нии равной интенсивности образуются 
при пересечении экрана В гипербо- 
лоидом вращения с фокусами в точках 
5. и 5-. Поэтому интерференционные 
полосы имеют вид концентрических 
колец с центром в точке О. 

БВ опытах с точечным первичным 
источником 5 экран для наблюдения 
интерференционных полос может рас- 
полагаться в любом месте, где пере- 
крываются вторичные пучки. В случае 
протяженного источника интерферен- 
ционные полосы, создаваемые разны- 
ми его элементами, обычно смещены 
друг относительно друга, и вся карти- 
на оказывается смазанной. Но при 
определенных условиях можно на- 
бяюдать интерференцию и от протя- 
женных источников. 

.Задача 2. Экран В расположен 
в фокальной плоскости собирающей 
линзы (рис. 4). На линзу падает свет 
от протяженного источника 5, отра- 
женный двумя гранями плоскопарал- 
лельной стеклянной пластинки. Пока- 
жите, что интерференционные карти- 
ны на экране В, создаваемые разными 
элементами источника 5, совпадают 
друг с другом. 

В каждую точку Р экрана приходят 
лучи, которые до линзы, а значит, 
и до пластинки были параллельны 
друг другу, то есть имели вполне опре- 
деленный наклон к граням пластинки. 
Рассмотрим один из лучей, идущих 
от источника. От точки А разделения 
луча на отраженный и преломленный 
до точки наблюдения Р луч 2 
(«преломленный») проходит дополни- 
тельно расстояние АС--СМ в стекле, 
а в воздухе его путь меньше, чем 
у луча 1 (зотраженного»}, на отрезок 
АР. (От точек Л и М оба луча проходят 
через линзу в точку Р за одинаковое 
время, то есть их оптические пути 
здесь одинаковы.) Отсюда ясно, что 
разность хода параллельных лучей 
Т и 2, интерферирующих в точке Р, 
не зависит от положения точки А 
падения первичного луча на пластин- 
ку. Поэтому результат интерференции 
(максимум, минимум или некоторое 
промежуточное значение интенсивно- 
сти) будет одинаковым для всех пар 
лучей, порожденных разными элемен- 
тами протяженного источника. На- 


блюдаемую в таких условиях интер- 
ференционную картину называют по- 
лосами равного наклона. 

Другой пример интерференции в 
случае протяженного источника света 
дают хорошо знакомые радужные по- 
лосы в тонких пленках масла или бен- 
зина на поверхности воды, в тонких 
слоях прозрачных окислов, образую- 
щихся на поверхности металлов в про- 
цессе закалки, в тонких пленках 
мыльных пузырей. 

Вопрое 3. Обзяените происхож- 
дение интерферениционных полое при 
наблюдении поверхности тонкой плен- 
ки, освещаемой протяженным источ- 
ником света (таким, например, как 
пасмурное небо). 

Когда мы смотрим в точку Р на 
поверхности пленки, на сетчатке глаза 
возникает изображение этой точки, 
создаваемое только теми лучами, ко- 
торые проходят сквозь зрачок, то есть 
распространяются в пределах узкого 
конуса с вершиной в Р (рис. 5). Рас- 
смотрим луч 1, образующий угол 09 
с нормалью к пленке. Он приходит 
из некоторого элемента 5 источника, 
направление на который составляет 
такой же угол 0 с нормалью (в соот- 
ветствии с законом отражения). Вто- 
рой когерентный с ним луч 2 прихо- 
дит в Р из того же элемента 5 после 
отражения от нижней поверхности 
пленки (пренебрегаем для простоты 
преломлением в пленке, то есть счи- 
таем п—1). Найдем разность хода лу- 
чей 2 и 1: 


1, —\= АВ--ВР —СР= 
—= 2 ору 0 вш 028 сов 0. 


со$ 0 


(5) 
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Угол 8 имеет разные значения для 
пар лучей, приходящих от разных 
элементов источника, но в глаз наблю- 
дателя попадают только те лучи, для 
которых угол 0 лежит в узком интер- 
вале. Поэтому согласно формуле (5) 
разность хода для точки Р будет прак- 
тически одинакова у всех пар интер- 
ферирующих лучей, создающих изоб- 
ражение точки Р на сетчатке глаза. 

Если толщина пленки плавно изме- 
няется от точки к точке, то контур 
каждой интерференционной полосы 
проходит по тем местам пленки, где 
ее толщина имеет одно и то же значе- 
ние (при условии, конечно, что соз 6 
в достаточной степени одинаков для 
всей области наблюдения). По этой 
причине такие полосы называют по- 
лосами равной толщины. Их можно 
наблюдать, в частности, в тонкой про- 
слойке воздуха между поверхностями 
двух прозрачных пластинок. Когда 
направление наблюдения близко к 
нормальному, переход от какого-либо 
максимума к соседнему соответствует 
изменению толщины прослойки на 
половину длины волны (см. выраже- 
ние (5) ). 

Задача 3. Какой угол а образуют 
между собой две плоские поверхности 
стекол, если в монохроматическом 
свете с длиной волны ^=6 + 10° м 
интерференционные полосы проходят 
параллельно друг другу на расстоя- 
нии а=2 см? 

Толщина клиновидной прослойки 
между плоскостями при перемещении 
перпендикулярно ребру клина на рас- 
стояние а изменяется на величину 
АР=оа. Полагая АЁ=А/2, находим 


ее = —=1,5 › 10-? рад = 0,05°=3%. 


Таким способом можно измерять ма- 
лые углы между плоскостями с точ- 
ностью, недоступной для других мето- 
дов. По искривлению интерференци- 
онных полос можно обнаружить от- 
клонение поверхности от плоской на 
малую долю длины волны света. 
Кольцевые полосы равной толщи- 
ны, наблюдаемые в воздушном зазоре 
между соприкасающимися выпуклой 
поверхностью линзы малой кривизны 
и плоской поверхностью стекла, назы- 
ваются кольцами Ньютона. В отра- 
женном свете их центральное пятно, 
расположенное в области точки каса- 
ния, темное. Это объясняется тем, что 
при толщине воздушной прослойки, 
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Рис. 6. 


много меньшей длины волны, раз- 
ность фаз интерферирующих волн 
обусловлена различием в условиях 
отражения: фаза волны, отражаю- 
тдейся от оптически более плотной 
среды, изменяется на противополож- 
ную, а отражающейся от оптически 
менее плотной среды остается неиз- 
менной. 

Получить представление а характере изме- 
нения фазы волиы при отражении можно 
п помощью следующей механической аналогии. 
Привяжите конец тонкой веревки к толстой 
и резким движеннем руки вверх н вниз пошлите 
вдоль тонкой веревки короткий поперечный 
импульс (рис. 6). Вы увидите, что отраженный 
от места соединения веревок импульс имеет 
противоположную полярность, в то время как 
прошедший в толстую веревку импульс (ана- 
лог световой волны, проникающей в оптиче- 
скн более плотную среду) имеет ту же по- 
лярность, что и падэющий импульс. Если 
же послать к месту соединения импульс по 
толстой веревке, то отраженный назад и про- 
шедший в тонкую веревку импульсы будут 
иметь ту же полярность. что и падающий. 

Вопрос 4. Можно ли наблюдать 
кольца Ньютона в проходящем свете? 

В принципе, интерференционная 
картина возникает и в этом случае. 
В проходящем свете распределение 
интенсивности, в соответствии с зако- 
ном сохранения энергии, будет допол- 
нительным по отношению к отражен- 
ному свету: центр картины будет свет- 
лым, а затем будут идти чередующие- 
ся темные и светлые кольцевые поло- 
сы. Однако из-за малого коэффициен- 
та отражения на границе стекло — 
воздух (-—0,04) интенсивности интер- 
ферирующих лучей (прошедшего пря- 
мо без отражения и испытавшего два 
отражения) сильно различаются. В 
результате интерференционные мак- 
симумы и минимумы образуются на 
равномерном светлом фоне, и картина 


получается гораздо менее контраст- 
ной, чем в отраженном свете. 


Упражиения 


1. В каких пределах заключена результи- 
руюшая интенсивность Г при интерференции 
двух когерентных волн различной интенсив- 
ности 11 и 12=4/? 

2. Для увеличения интенсивности интерфе- 
ренционной картины в опыте Юнга вместо 
точечных отверстий и первом и втором экранах 
используют длинные параллельные между 
собой щели. Объясните, почему это не приво- 


дит к ухудшению четкости интерференцион- 
ных полос. 

3. Кольца Ньютона наблюдаются в воз- 
душном зазоре, образованном плоекой поверх- 
ностью и сферической поверхностью радиусом 
П=—=1 м. Чему равен радиус пятого темного 
кольца в монохроматическом свете с длиной 
волны 2—6 .10`‘ м? Наблюдение ведется 
в отраженном свете. 

4. Объясните происхождение радужной 
окраски пленок бензина на поверхности воды 
п мыльных вленок в отраженном белом свете. 
Почему пленкн должны быть очень тоикими? 
Почему на просвет такие пленки практически 
бесцветны? 


Задачи 
для 


ла, а р=(2; ий=(—1; 2) — 
*базисные векторы» (стороны 
квадратной ячейки красной 


=) Нарисуйте РСУ для пово- 
рота, при котором узел (8; 1) 
переходит в узел (7; 4). Како- 


решетки). 


исследования 


Пересечение 
решеток 


Отметим ка координатной 
ялоскости Оху точки с цело- 
чнсленными координатами — 
узлы решетки. Наложим на 
эту плоскость лист плотной 
прозрачной бумаги и перене- 
сем на него (другим цветом) 
решетку узлов. Повернем те- 
перь эту вторую решетку на 
некоторый угол а вокруг точ- 
ки О-=(0; 0) так, чтобы выпол- 
нялось условие совпадения: 
некоторый узел повернутой 
решетки (отличный от 0) 
совпадает с узлом  неход- 
ной. 

Например, на рисунке 1 увел 
{1: 3} черной решетки совпя- 
. дает в узлом (—1; 3) голубой. 
Прн этом совпадают и многие 
другие узлы — они отмечены 
красным цветом, и пересече- 
нис двух решеток само оказы- 
вается более крупной решет- 
кой (в статье А. Л. Петелина 
нА. И. Федосеева она названа 
«решеткой совпадеющих уз- 
ловь, коротко РСУ), то есть 
узел М принадлежит обеим 


решеткам, если ОМ ЕР» 


где Ки { — любые целые чис- Рис. 2. 


вы и этом случае со$ а, эта, 
: базисные векторы РСУ? 
6) Докажите, что для того. 
чтобы при повороте на угол и 
выполнялось условие совпаде- 
иня, необходимо и достаточ- 
но, чтобы соза и ата были. 
рацнональными числами. 
3) Докажите, что если это 
условие выполнено, то совпав- 
шие узлы всегда образуют 
квадратную решетку. 
т) Укажите, как при этом най- 
тн ее базисные векторы. 
д) Персчислите все такие уг- 
лы и, для которых площадь 
5, ячейки РСУ неё превосхо- 
дит 50. 
Очень советуем смастерить на 
прозрачных листках две оди- 
наковые решетки узлоа (по 
образцу рнсунка 2), положить 
их друг иа друга ни понаблю- 
дать за красивыми +почти пе- 
рнодическимие узорами, ко- 
торые неожиданно возникают 
и перестраиваются друг и дру- 
га при произвольном смеще- 
чии одиого листка относи- 
тельно другого. Попробуйте по- 
нять, ночему возникают новые 
узоры, в каком смысле они 
периодичны, как они пере- 
страиваются другв друга, сло- 
вом, попробуйте создать не- 
больлую «математическую 
теорию» этнх явлений. 
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Олимпнады 


ХХУ1 


Международная 
математическая 
олимпиада 


Т. А. САРЫЧЕВА, 
кандидат физико-математических наук 
А. А. ФОМИН 


ХХУТ Международная математи- 
ческая олимпиада (ММО) проходила 
в Финляндии в городах Хельсинки, 
Хейнола и Йоутса с 29 июня по 10 ию- 
ля 1985 года. Популярность этого 
соревнования увеличивается, число 
стран-участниц растет постоянно и 
довольно быстро, что создает опре- 
деленные трудности для стран — ор- 
ганизаторов. В этом году впервые 
приняли участие в ММО Иран, Ислан- 
дия, Китайская Народная Республи- 
ка, Турция, а также присутствовал 
наблюдатель от Индии. 

От 31 страны в ММО приняли 
участие полные команды по 6 школь- 
ников, от Италии и Кувейта — по 
5, от Испании и Туниса — по 4, от 
Исландии и Китая — по 2, от Ира- 
на — 1 участник. Таким образом, 
в умении решать задачи соревнова- 
лись 209 школьников из 38 стран 
всех частей света. 

Жюри олимпиады, состоявшее из 
руководителей команд, работало с 29 
июня в небольшом живописном го- 
родке Хейнола в 140 км севернее 
Хельсинки над составлением задач. 
После соревнования, проходившего в 
два тура А и 5 июля, члены жюри 
переехали в еще более маленький 
город Иоутсу, где уже несколько 
дней размещались школьники в пре- 
красно оборудованной гостинице в со- 
сновом бору на берегу большого озе- 
ра. В Иоутсе проходила проверка и 
координация работ. Последние два 
дня участники олимпиады провели 
в Хельсинки, где состоялось закры- 
тие олимпиады, несколько экскурсий, 
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а также веселый заключительный ве- 
чер, в котором школьники смогли 
продемонстрировать свои таланты 
в песнях, танцах, игутках. 

Организаторы олимпиады прекрас- 
но справились со всеми трудностями. 
Особенно нужно отметить четкую и 
самоотверженную работу председате- 
ля жюри Илпо Лайне, главного ко- 
ординатора Юхи Ойкконена, секре- 
таря олимпиады и руководителя ко- 
митета по отбору задач Матти Лех- 
тинена, председателя оргкомитета 
Хеймо Латвы. 

По традиции в каждый из двух 
дней соревнования предлагалось по 
3 задачи на 4,5 часа работы. Каж- 
дая задача оценивалась в 7Т очков. 

Первый день 

1 (Великобритания). Дан выпуклый четы- 
рехугольник АВСЬ, вокруг которого можно 
описать окружность. Некоторая окружность с 
центром на стороне АВ касается остальных 
трех сторон. Докажите, что | АБ|-+ |ВС|= |АВ|. 

2 (Австралия). Даны взаимно простые 
целые числа п ий (0<&<п). Каждое из чисел 
множества М=Ц[1,2,...п— | окрашивают либо 
в голубой, либо п белый цвет, так чтобы 
выполнялись следующие условия: 

а) для каждого # из миожества М числа 
фи п—Р должны быть окрашены в один цяет; 

6) для каждого { из М, отличного от Ё, 
числа ри |Е—#| должны быть окрашены в 
один цвет. 

Докажите, что все числа множества М будут 
окрашены в один цвет. у 

3 (Нидерланды). Для любого миогочлена 
Р(х)=ао-а,х-|...--а,х* с целыми коэффициен- 
тами обозначим через и(Р) число коэффици- 
ентов, которые являются нсчетными числами. 
Пусть @{х)-(1--х)' для 1—0, 1, 2... Докажи- 
те, что если целые числа 1, #›, ... [, удовле- 
творяют условию Ой <... в, то 


(9, + Ч,,-+...+9, )2и5@; ). 

Второй день 

А (Монголия). Дано множество М, состоя- 
щее из 1985 различных натуральных чисел. 
Простые делители каждого числе из множе- 
ства М не превосходят 26. Докажите, что из 
множества М можно выбрать четыре попарно 
различных числа, произведение которых яв- 
ляется четвертой степенью иекоторого цело- 
го числа. 

5 (СССР). Даи треугольник АВС и окруж- 
ность с центром О, проходящая через верши- 
ны А и С, которая повторно пересекает от- 
резки АВ н ВС в различных точках К и М со- 
ответственно. Окружности, описанные вокруг 
треугольииков АВС и КВМ, имеют ровно две 
общие точки В и М. Докажите, что угол 
ОМВ прямой. 

6 (Швеция). Для каждого действительно- 
го числа х, строим последоватежщьностьх ,, хо, ---. 
полагая 


1 
Хп+1=х,- +) 


Команда СССР на ХХУГ Меж- 
бународной математической 
олимпиаде в Хельсинки. 


для всех л21. Докажите, что существует од- 
но и только одио значение х,, для которого 
0 х„=х,.1<1 ири веех п. 


Команда СССР, состоявшая в этом 
году из школьников разных городов 
и разных республик нашей страны, 
завоевала в трудной борьбе одну золо- 
тую, две серебряные и две бронзовые 
медали. 

Ольга Леонтьева из Ленинграда, на- 
брав 36 очков, вошла в шестерку луч- 
ших, которые были награждены по- 
мимо золотых медалей персональны- 
ми компьютерами. Ольга была един- 
ственной девочкой на олимпиаде, по- 
павшей в число четырнадцати первых 
призеров. 

Олег Бондаренко из г. Горловки 
Донецкой области и Анатолий Ма- 
леванец из Красного Луча Вороши- 
ловградской области, оба воспитанни- 
ки ФМШ при КГУ, набрав по 29 
очков, получили серебряные медали. 
Воспитанник ФМШ при МГУ Лев Ива- 
нов из Саратова, получив 21 очко, 
возглавил список третьих призеров, 
в число которых попал и Дмитрий 
Бибин из Витебска (16 очков). Мати 
Пентус из Таллина (9 очков) огра- 
ничился дипломом участника. Мати, 
простудившийся накануне олимпиа- 
ды, выступил ниже своих возмож- 
ностей, однако, как было сказано на 
церемонии закрытия, на Международ- 
ной математической олимпиаде есть 
победители, но нет побежденных. 

Подкомитет жюри, состоявший из 
шести руководителей команд стран, 
предложивших задачи, рассмотрел во- 
прос о специальных призах за ориги- 
нальные решения задач. Хотя школь- 
никами были найдены прекрасные 


решения, в том числе ранее не из- 
вестные жюри, в особенности по гео- 
метрическим задачам, подкомитет ре- 
шил специальных призов никому 
не присуждать, так как ни одно из 
этих решений не было уникальным, 
а повторялось в ряде работ. 

ММО — это соревнование школьни- 
ков, а не стран. Тем не менее, можно 
отметить, что школьники социали- 
стических стран выступают традици- 
онно очень хорошо. В числе шести 
команд, набравших в совокупности 
наибольшее число очков, пять команд 
социалистических стран: Румыния 
(201), Венгрия (168), Болгария (165), 
Вьетнам (144), СССР (140). Хорошо 
выступила также команда США (180). 
Кроме того в десятку лучших во- 
шли команды ФРГ (139), ГДР (136), 
Франции (125), Великобритании (121). 

Всем, кто присутствовал на цере- 
монии закрытия в университете Хель- 
синки, кто видел счастливые лица 
победителей и слышал горячие апло- 
дисменты, было понятно, какую боль- 
шую роль играют ММО в деле раз- 
вития математического образования в 
мире, в деле укрепления доверия и 
дружбы между народами. 

Следующая, ХХУП Международ- 
ная математическая олимпиада 
школьников состоится в Варшаве в 
июле 1986 года. 
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ХУТ 
Международная 
физическая 
олимпиада 


Кандидат физико-математических наук 
О. Ф. КАБАРДНИН. 

кандидат педагогических наук 

В. А. ОРЛОВ 


ХУГ Международная олимпиада 
школьников по физике проходила в 
Югославии с 23 по 30 июня в Ку- 
рортном городе Порторож на берегу 
Адриатического моря. 

Для участия в олимпиаде прибыли 
команды из 20 стран: Австрии, Бол- 
гарии, Великобритании, Венгрии, 
Вьетнама, ГДР, Исландии, Канады, 
Кубы, Нидерландов, Норвегии, Поль- 
ши, Румынии, Советского Союза, Тур- 
ции, Финляндии, ФРГ, Чехословакии, 
Швеции, Югославии. Впервые в олим- 
пиаде приняли участие команды Ка- 
нады и Турции. Кроме того, на олим- 
пиаде были представлены наблюда- 
тели из Италии, Китая и США. 

По международному статуту физи- 
ческой олимпиады каждая страна мо- 
жет послать команду из пяти школь- 
ников. В команду СССР вошли*): 
Виктор Барзыкин — выпускник с. шт 
№ 82 п. Черноголовка Московс- 
кой обл., 

Георгий Григорьев — 
ФМШ № 2 г. Киева, 
Юрий Жестков — выпускник РМШ 
г. Алма-Аты, 

Тарас Иваненко — выпускник с. ш. 
№ 145 г. Киева, ; 
Олег Черп —- выпускник с. ш. № 50 
г. Минска. 

Руководителями команды были авто- 
ры этой статьи — научные сотруд- 
ники Научно-исследовательского ин- 
ститута содержания и методов обу- 
чения Академии педагогических на- 
ук СССР. 

Организация и проведение ХУТ Меж- 
дународной физической олимпиа- 


выпускник 


*)О том, как формируется наша команда, мож- 
но прочитать и статье С. С. Кротова «ХУ Между- 


я физическая олимпиада» («Кванть, 1984, 
)- 


48 


ды были поручены югославскому 
Союзу математических и физических 
обществ, Обществу математиков, фи- 
зиков и астрономов СР Словении, 
Исполнительному Совету СР Слове- 
нии, Национальному комитету по нау- 
ке и технике, Министерству науки 
и технологии СР Словении. Предсе- 
дателем оргкомитета олимпиады был 
назначен профессор Люблянского 
университета Антон Мольк, генераль- 
ным секретарем — Боян Голли. 
Теоретический тур олимпиады про- 
водился в Портороже, а эксперимен- 
тальный тур — в городе Копер. 
Для подготовки задач и проведе- 
ния теоретического тура были при- 
влечены также ученые Люблянского 
университета. В 
Уточнение условий задач, их реше- 
ний и критериев оценок, а также ут- 
верждение результатов проверки ра- 
бот проводилось на заседаниях Меж- 
дународной комисии, в которую на- 
ряду с председателем оргкомитета 
и генеральным секретарем входили 
руководители команд всех стран. . 
Участникам олимпиады было пред- 
ложено решить 3 теоретические зада- 
чи (за 5 часов) и выполнить 2 экспе- 
риментальных задания (за 4 часа). 
Вот их условия*): 


Теоретический тур 


Задача 4 

Юный радиолюбитель поддерживает ра- 
диосвязь с двумя девушками, прожнвающими 
п разиых городах. Ои намерен сконструи- 
ровать такую систему антенн, которая позво- 
лила бы ему разговаривать с одной из деву- 
шек (живущей ‹в городе В) в оптимальным 
качеством связи, но таким образом, чтобы вто- 
рая девушка (живущая п городе А} их разго- 
вор слышать не могла, и наоборот. Система 
антеии собирвется из двух вертикальных аи- 
тенн, излучающнх с одинаковой интенсив- 
ностью во всех горизонтальных направлениях. 

Определнте расстояине г между антеннами, 
угол фи между плоскостью, проходящей че- 
рез обе антенны, и направлением на север, и 
разиость фаз Ау электрических сигналов, из- 
лучаемых антеннами. Расстояние между ан- 
теннами должно быть минимальным. 

Найдите численное решение в случае, если юно- 
ша имеет радностанцию, работающую на частоте 
У—=27 МГц, а система аитени установлена 
п Портороже. Используя карту, юноша выяс- 
нил, что углы между направлеиием на север 


®) Решення этих задач, приведенные в разделе 
«Ответы. указания, решения», подготовлены при 
участии членов нашей команды: В. Барзыкнна — 
теорстическая задача 1, Ю. Жесткова — теоретиче- 
ская задача 2. Т. Иваненко — теоретическая зада- 
чв 3, Г. Григорьева — экспериментальная задача 1, 
О. Черпа — экспернментальная задача 2. 


Команда Советского Союза на ХУТ Международной физиче- 
ской олимпиаде. Слева направо: Т. Иваненко. В. Барзыкин, 
Г. Григорьев. Ю. Жестков. О. Черп. 


и направлениями на города А (Копер) и В 
{Буне) составляют \{ф, =72° и {.=157° соответ- 
ственно. 


Задача 2 

В длннном бруске, имеющем форму разно- 
сторониего параллелепипеда (@>652с) к сде 
ланном из полупроводникового материала 
11 5Ь, течет ток { в направлении ребра а. 
Брусок находится в магнитном поле, на- 


—> 
правление вектора индукции В которого совпа- 
даст с ребром с. Переносчики тока в т 5Ь — 
электроны, которые движутся в электрическом 
—+ 


поле с напряженностью Е со средней скоростью 
2=иЕ (коэффициент и называется подвиж- 
ностью электронов). При наличии магнит- 
ного поля необходимо учитывать действие силы 
Лоренца на электроны — направление вектора 
напряженностн п этом случае не будет 
параллельно электрическому току. Этот фено- 
мен известен как «эффект Холла». 

а) Определите модуль и направление вектора 
напряжениости электрического поля и бруске. 

6) Вычислите разность потенцналов между 
противоположными точками на поверхности 
бруска в направленим ребра 5. 

в) Получите вналитическое выражение для 
постоянной компоненты разности потенциалов, 
найдеиной в пункте 6). если сила тока и 
индукция магнитного поля меняются по за- 
конам: 1=1[, зт 5, В=В. зи(ьй 9). 

г) Спроектируйте (и объясните) электриче- 
скую цень, н которой возможно использование 
результата в) для измерения потребления 
мощности электрическим аппаратом, включен- 
ным в сеть переменного тока. 

Используйте такие данные: подвижность 
электронов в {п ЗЪЬ и5-=7,8 м“/(В . с), концентра- 
ция электронов п=2,5 . 107? м 3; А, 
В=0,1 Тл, Ь—1,0 см, с=1 мм. 


Задача 3 

В космическом исследовательском проекте 
запуска космического корабля за пределы Сол- 
нечиой системы обсуждаются две возможности: 

1. Аппарат запускается со скоростью, до- 
статочиой для выхода за пределы Солнечной 
системы, непосредственно с орбиты Земли. 

2. Аппарат приближается к одной из внеш- 


них планет, с ее помощью изменяет направ- 
ление движення и приобретает скорость, не- 
обходимую для выхода за пределы Солнеч- 
ной системы. 

Можно считать, что во всех случаях ко- 
рабль движется ‘под действием гравитацнон- 
ного поля только Солнца или планеты. в 
зависимости от того, чье поле сильнее в дан- 
ной точке. 

а) Определите минимальную скорость ко- 
рабля о. И ее направление относительно век- 
тора орбитальной скорости Земли для реали- 
зации проекта 1. 

6) Предположим, что корабль запущен и иа- 
правлении, определекном п пункте а), но с дру- 
гой скоростью г; относительно Земли. Опреде- 
лите скорость апнарата, когда она пересе- 
кает орбиту Марса (то есть найдите парал- 
лельную и перпендикулярную составляющие 
этой скорости относительно орбиты Марса), 
при условии, что в этот момент Марс нвхо- 
дится далеко от айпарата. 

в) Предположим, что аппарат вошел в гра- 
витационное поле Марса. Определите мини- 
мальную стартовую скорость аппарата 0, 
с орбиты Земли, необходимую для выхода из 
Солнечной системы после воздействия ва него 
гравитационного поля Марса. (Вас не должно 
интересовать точное положение Марса во вре- 
мя взаимодействия с аппаратом.} Намек: из 
результата а) вы знаете оптимальную велнчи- 
ну и напрввление скорости аппарата, необ- 
ходимой для выходв зв пределы Солнечной 
системы. Найдите связь между этой скоростью 
и компонентами скорости до вхождения ап- 
парата в гравитационное поле Марса, то есть 
комломеитами, определенными вами в 6). Бу- 
дет ли сохраняться энергия аппарата? 

г) Определите максимально возможную 
часть сбереженной энергии й проекте 2 по 
сравнению в проектом 1. 

Примечания. 1) Можно считать, что все 
планеты вращаются вокруг Солнца но окруж- 
ностям и одном направлении и о одной плоско- 
сти. Сопротивлением воздуха, вращением Зем- 
ли вокруг своей осн и энергией, затраченной 
при ‘выходе ив гравитационного поля Земли, 
нренебречь. 2) Численные данные: скорость 
Земли вокруг Солнца равна и,=30 км/с, от- 
ношение расстояний от Земли и Марса до 
Соляца равно 2/3. 
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север-синий 


юг - красный 


Рис. ! 


Рис. 2. 


Экспериментальный тур 


Задача 1 

Определите положение центров и ориента- 
цию мвгнитов, спрятанных в ящике, покра- 
шениом в черный цлет. Магнит изображен на 
рисунке 1; его координаты х. у и 2 следует 
измерять от угла, помеченного красным цве- 
том на рисунке 2. Определите компоненту 


ев 
векторв магнитной индукции В в плоскости 
ХУ с поможью предварительно откалиброван- 
ной измерительной системы. Определите наи- 
большее значение магнитной индукции. соз- 
данной вашим магнитом. 

Оборудование: постоянный магнит, та- 
кой же, как спрятанные н ящике; источник 
напряжения (0—24 В); измерительная ка- 
тушка (1400 витков, А=230 Ом); черный 
ящик со спрятанными магнитами; две катушки 
для создания магнитного поля (8800 витков 
в каждой, ЕВ-—=990 Ом); вольтметр (с дизпа- 
зонами измерения 1 В, 3 В, 10 В, рекомен- 
дуемыми для использования); электронная схе- 
ма; амперметр; переменное сопротивленне 
(А ах=3.3 кОм); соединительные провода: 
иластнна г отверстиями для крепления кату- 
шек; резиновые кольца для различного упот- 
реблення, например для крепления катушек; 
деревянные палочки для тех же целей; ли- 
нейка; нитки. 


Инструкция 

Для исследования можно применить любой 
не разрушающий магннты метод. Конечный 
ответ должен содержать результаты измере- 
ний, формулу, графнки н рисунки (последние 
должны использоваться вместо комментвриев, 
где это возможно). 

Правильное использование измерительной 
снстемы показано на рнсунке 3. При подключе- 
нии катушки {Г через электронную схему 2 и 
вольтметру 3 макснмальное отклонение стрел- 
ки вольтметра пропорционально изменению 
магиитного потока через катушку. 


Задача 2 

Исследуйте процесс ускорения и замедле- 
ния медного диска, вращаемого мотором пере- 
менного тока. Измеряя время полуоборота 
диска, найдите зависимость угла поворота, уг- 
ловой скоростн ин углового ускорения диска 
от времени. Определите вращающий момент 
сил и мощиость мотора как функцию угло- 
вой скорости. 

Оборудование: мотор перемениого тока 
с выключателем и медным диском; индуктив- 
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ный датчик; 
компьютером. 


Инструкция 

Индукционный датчик регистрирует движе- 
нне двух железных стержней на диске, 
когда они ближе 0,5 мм от него, и посылает 
снгнал на секундомер. Секундомер подклю- 
чен к компьютеру таким образом, что он ре- 
гистрирует момент времени прохождения же- 
лезного стержня под датчиком и запоминает 
его. Для включения секундомера нужно на- 
жать последовательно кнопки 45» И *б»ь на 
пульте управления компьютера. 

Компьютер высвечивает результаты в гра- 
фической форме. По вертикальной оси пред- 
ставлены интервалы времени между двумя 
последовательнымн моментами регнстрации 
железного стержия, по горизонтальной оси — 
номера интервалов. 

При нажатии кнопки 47» компьютер выда- 
ет результаты измереннй в виде таблицы. 
В первой колонке таблицы показан номер из- 
мерения, во второй — время, прошедшее с 
момента начала измерений, в третьей — пред- 
ставлены интервалы времени между после- 
дующими момеитами прохождения железных 
стержней около индукционного датчика. 

Каждая задача теоретического и 
экспериментального туров оценива- 
лась в 10 баллов. 

За первую задачу теоретического 
тура 10 баллов получили 12 участни- 
ков (3 — из СССР), за вторую за- 
дачу 9,5 баллов (высший балл) по- 
лучил лишь один участник (из СССР), 
за третью задачу 10 баллов получи- 
ли 2 участника (1 — из СССР). Абсо- 
лютно лучший результат после теоре- 
тического тура был у школьника из 
Чехословакии П. Шпаниеля — 29 бал- 
лов. У Г. Григорьева был второй ре- 
зультат — 27,5 баллов. Далее следо- 
вали Т. Иваненко и Р. Бадами (Ве- 
ликобритания) — по 27 баллов. Луч- 
ший командный результат после вы- 
полнения задач теоретического тура 
был у команды СССР — 121, у ко- 
манд ФРГ и Великобритании, заняв- 
ших 2 и 3 места, — 99,5 и 94,5 бал- 
лов соответственно. 

Максимальное число баллов за пер- 
вое экспериментальное задание полу- 
чил школьник из Швеции Х. Свен- 
сон (8,5), за второе задание — 
школьник из Великобритании Д. Мак- 
кэй (9,5) и из Румынии К. Малуреану 


многоканальный секундомер с 


Рис. 3. 


(9). Д. Маккей был лучшим и по сум- 
ме баллов за экспериментальные за- 
дания (15,5). Лучший командный ре- 
зультат за выполнение эксперимента 
оказался у команды Великобрита- 
нии — 61, второй результат показала 
команда ФРГ — 58, затем — команды 
СССР н Швеции — по 55,5 баллов. 

После подведения общих итогов 
лучшая сумма баллов (42,5) оказалась 
у П. Шланиеля (Чехословакия). Он 
награжден дипломом [ степени. Дип- 
ломы [1 степени получили также Р. Ба- 
дами из Великобритании (40,5) и 3 
участника советской команды: Г. Гри- 
горьев (38,5), В. Барзыкин (38) и 
Т. Иваненко (38). Ю. Жестков получил 
диплом ПШ степени (33), О. Черп — 
диплом Ш степени (29). Общее число 
первых премий 5, вторых — 6, треть- 
их — 17. В неофициальном команд- 
ном зачете команда СССР заняла пер- 
вое место, набрав 176,5 баллов. Ос- 
тальные команды по сумме баллов 
расположились следующим образом: 
ФРГ (1571,5), Великобритания (155,5), 
Румыния (141,5), Чехословакия 
(131,0), ГДР (128), Нидерланды (123), 
Швеция (123), Полыша (119), Венгрия 
(113,5), Болгария (110,5), Югославия 
(108,5), Вьетнам (103,5), Финляндия 
(89,5), Турция (84,0), Австрия (79,5), 
Канада (66,0), Норвегия (61,0), Ислан- 
дия (440 — 4 участника), Куба 
(44,0). 


Список читателей, 
приславших правильные решения 


{Начало см. ма с. 36} 


15; М. Фарадже (Баку) 13: Н. Федин (Омск) 
13, 15; В. Филомоненко (Свердловск) 15; 
Л. Филипенко (Алма-Ата) 15; Е. Финк (Пе- 
нинград) 19, 21, 23, 25; В. Цвиркунов (Киев) 
19. 20, 22; А. Чагиров (Алма-Ата) 13; 
С. Чебуков (Симферополь) 13, 15; Г. Чевардин 
(Челябинск) 13, 19; И. Шодрин (Алма-Ата) 
15; М. Шакаев (Алма-Ата) 15; Ю. Шамрук 
(д. Новый Двор Гродненской обл.) 24; С. Шара- 
пов (Киев) 13; С. Шейнин (Молодечно) 19; 
Б. Шойхет (Москва) 19; Г. Шпитальник (Ле- 
нинград) 19, 24; П. Шрабштейн (Москва) 19; 
Б. Шраер (Ленинград) 13, 19; В. Шульга 
(Евпатория) 13, 19; Э. Ясиновый (Куйбышев) 
13, 15; В. Яхинц (Ташкент) 15. 


Физика 

А. Абонов (Красноярск) 25, 28: К. Абилкаи- 
ров (Алма-Ата) 25, 26; И. Абрамчук (Винни- 
ца) 25, 26; Г. Адейшвили (с. Габанери Гр. ССР) 


Т. Иваненко получил специальный 
приз за оригинальное решение третьей 
задачи теоретического тура. В. Варзы- 
кин получил специальный приз как 
самый юный участник олимпиады. 

Во время олимпиады ее участни- 
кам была предложена интересная 
культурная программа. Школьники 
познакомились с достопримечатель- 
ностями города-курорта Порторож, 
которому скоро исполнится 100 лет, 
старинного города Копер, посетили 
конный завод в Липице, знаменитую 
Ностойнскую пещеру (по ее многоки- 
лометровым тоннелям ходят поезда 
туристов), Морской музей и аквариум 
в Пиране. Для участников олимпиады 
были организованы концерты класси- 
ческой музыки и народных танцев, 
морская прогулка на лодках вдоль 
побережья Адриатического моря 
и ежедневные купания в море. 

Во время проведения олимпиады 
проходили дружеские беседы между 
школьниками разных стран. Совет- 
ский школьник О. Черп дал ин- 
тервью для Словенского телевидения, 
а Т. Иваненко — для газеты 
«Приморские новости» (г. Пиран). 


Редакционная коллегия и редак- 
ция журнала +*Квант» поздравляют 
всех членов советской команды с 
большой победой и желают им даль- 
нейших творческих успехов. 


25; 9. Алиев (Сумгаит) 29; С. Анатольев 
(Ярославль) 28; В. Апальков (Харьков) 23, 25. 
27, 35; С. Бакин (Орел) 25, 26; Р. Бакиров 
(Первоуральск) 29; А. Барабаш (Канев) 23; 
Д- Барц (Харьков) 25, 28, 32; К. Бедов (Че- 
лябинск) 23, 25, 28, 32; Ю. Белобородов 
(Челябинск) 25; С. Беловолов (Красноярск) 
23, 25; М. Белопольская (Киев) 35; А. Бело- 
польский (Киев) 23, 25, 28, 28, 31, 32. 35; 
И. Бена (Васлуй, СРР) 35; А. Беренгольц 
(Кишинев) 23; Л. Блинов (Черновцы) 29; 
С. Бобылев (Березникн)} 23, 25; С. Болдырев 
({Мытищн) 23, 25, 28, 29, 32; Ю. Боровский 
(Кнев) 25. 26, 35; Ш. Бреннер (Хуст) 25. 26. 
28, 29; А. Буга (Ульяновск) 32; М. Валиев 
(Самарканд) 29; И. Ванин (Москва) 23, 25; 
И. Верный (Житомир) 23, 29, 31; А. Виль- 
коцкий (Минск) 25; А. Володько (Одесса) 
23.25, 28; А. Волошин (ст. Ивановка Кирг. ССР) 
28; А_ Гомаюнов (Полтава) 32, 37; О. Ген- 
дельман (Харьков) 25, 28, 32; С. Гершиков 
(п. Першотравневое Донецкой обл.) 28, 32; 
В. Глухов (Сарапул) 23; М. Годин (Ленинград) 
26; А. Гольдин (Киев) 25; Л. Гольдштейн 
(Киев) 23, 25, 35; В. Гринберг (Москва) 23. 
25, 271, 28, 32; Л. Гуревич (Кемерово) 28; 


{Окончание см. на с. 54} 
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Информация 


Заочная 
физико-техническая 


школа при МФТИ 


Заочная физико-техмическая школа (ЗФТШ) при Московском ордена Трудового Красного 
Знамени физико-техническом институте (МФТИ) проводнт набор учащихся восьмилетних и 
средних школ. расположенных на территорин РСФСР. в 8, 9 и 10 классы на 1986/87 учеб- 
ный год. 

Цель школы — помочь ученикам в самостоятельных звиятияк по углублению своих 
знаний по физике и математике. Вот почему при приеме в ЗФТШ предпочтение 
отдается учащимся, проживающим в сельской местности и рабочих поселках, где такая помощь 
особенно нужна. 

Обучение в школе бесплатное. 

Кроме отдельных учащихся, в ЗФТШ принимаются физико-технические кружки, которые 
могут быть органнзованы в любой общеобразовательной школе двумя нреподавателями — 
физики и математикн. Руководители кружка набирают и зачисляют в них учащихся, успешно 
выполннвших вступительное задание ЗФТШ. Кружок принимается в ЗФТИ, если директор 
школы сообщит фамилии руководителей и поименный список членов кружка (по классам, 
с указанием нтоговых оценок за вступительное заданне). Все материалы по организации 
кружков следует выслать а адрес ЗФТШ до 25 мая 1986 года. 

Учащиеся ЗФТШ и руководитеяи физико-техническнх кружков будут получать задания 
по физике и математике в соответствии с программой ЗФТШ, а также рекомендуемые 
ЗФТШ решения этнх заданий. Задания содержат теоретический материал и разбор характерных 
задач и примеров по теме, а также 10—14 задач для самостоятельного решения. 
Это и простые задачи, и более сложные (на уровне конкурсных задач в МФТИ). Работы уча- 
щихся-заочников проверяют в ЗФТШ нли ее филиалах, а работы членов кружка проверяют 
его руководнтёли. 

С учащимися Москвы проводятся очные занятня по физике и математике (по программе 
ЗФТШ) два раза в неделю в вечерних консультационных пунктах (в ряде московских школ}. 
Набор в эти группы проводится или по результатам выполнения вступительного задания 
ЗФТШ. или по результатам очного собеседования по физике и математике (справки по те- 
лефону 408-51-45). 

Вступительное задание по физике и математике каждый ученик выполняет самостоятельно. 
Работу надо сделать на русском языке и аккуратно переписать п одну школьную тетрадь. 
Порядок задач должен быть тот же, что и в задании. Тетрадь перешлите п большом конверте 
простой бандеролью (только не сворачивайте в трубку). Вместе я решением обязательно вы- 
шлите справку из школы, в которой вы учнтесь, ес указанием класса. Справку наклейте 
на внутреннюю сторону обложки тетради. Без этой справкн решенне рассматриваться не будет. 
На внешнюю сторону тетрадной обложки нвклейте лнст бумаги, заполненный по образцу: 


1. Область (край илн АССР) Курская область 

2. Фамилия, имя, отчество Гончаров Олег Витальевич 

3. Класс восьмой 

4. Номер и адрес школы Курчатовская средняя школа № @ 

5. Профессия родителей и заннмаемая 

должность: 

отец слесарь 

мать машинист котельных установок 

6. Подробный домашиий адрес 307239. Курская обл., г. Курчатов, ул. Космонав- 


тов, 9. 10, кв. 76. 
Внизу начертите таблицу для оценок за вступительное задание: 


Для получения ответа на вступительное задание вложите и тетрадь конверт в вашим 
домашним адресом. 

Срок отправления решения — не позднее 1 марта 1986 года (по почтовому штемпелю 
места отправления). Вступительные работы обратно не высылаются. Решение приемной ко- 
миссии будет сообщено не позднее | августа 1986 года. 
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Тетрадь с выполненными заданиями (обязательно и по физике, 


присылайте по адресу: 
технический институт, для ЗФТШ. 


и по математике} 


141700 г. Долгопрудный Московской области, Московский физико- 


Учащиеся Архангельской, Вологодской, Калининской, Калининградской, Кировской, Ко- 
стромской, Ленинградской . Мурманской, Новгородской, Пермской, Псковской и Ярославской 
областей, Карельской, Коми п Удмуртской АССР высылают работы по адресу: 198904 г. Старый 
Петергоф, ул. 1 Мая, д. 100, ЛГУ, филиал ЗФТШ при МФТИ. 

Учащиеся Амурской, Иркутской, Камчатской, Кемеровской, Магаданской, Новосибирской, 
Омской, Сахалннской, Томской, Тюменской и Читинской областей, Алтайского, Красноярского, 
Приморского ин Хабаровского краев, Бурятской. Тувииской и Якутской АССР высылают ра- 


боты по адресу: 660062 г. 


ЗФТШ при МФТИ. 


Красноярск, пр. 


Свободный, д. 19, Госуниверситет. филиал 


Ниже приводятся вступительные задания по физике н математике. 
В задании по физике задачи 1—5 предназиачены для учащихся седьмых классов, 4—9 — для 
учащихся восьмых классов, 8—14 — для учащихся девятых классов. 


В задании по математике задачи 1—5 


предназначены для учащихся седьмых классов, 


3—9 — для учащихся восьмых классов, 6--12 — для учащихся девятых классов. 


Вступительное задание 
Физнка 


1. Спортсмены бегут колонной длины { 
по одному с одинаковой скоростью о. Навстречу 
бежит тренер со скоростью и< о. Каждый спорт- 
смен, поравнявшись с тренером, поворачивает 
и бежит назад с той же скоростью о. Какова 
будет длина колониы, когда все спортсмены 
развернутся? 

2. Гидравлический пресс, заполиенный во- 
Лой, имеет поршни сечением 5,=100 см” и 
5.=10 см?. На больший поршень становится 
человек массой М:=80 кг. На какую высоту 
поднимется после этого малый поршень? 

3. В цилиндрический сосуд с площадью 
сечения 5=200 см? н высотой #=30 см налнто 
У=4 л воды. В сосуд опускают стержень се- 
чением 3=100 см?, высота которого равна вы- 
соте сосуда. Какую минимальную массу должен 
иметь стержень, чтобы он опустился до дна 
сосуда? 

4. Пулемет с водяным охлаждением ствола 
дает 600 выстрелов в минуту. Заряд пороха 
в патроне т=3,2 г, 28 % выделяемого коли- 
чества теплоты идет на нагревание воды в ко- 
жухе ствола. Через какое время вода закипит, 
если ее было налито У=4 л при температуре 
1=20 °С? Теплота сгорания пороха 9=4Х 
х10‘’ Дж/кг, удельная теплоемкость воды 
с—=4,2.- 10" ДжДкг- °С). 

5. В кастрюлю налили холодной ({#=10 °С) 
воды и поставили на электроплитку. Через 
10 минут вода закипела. Через какое время она 
полностью испарится? Удельная теплоемкость 
воды с=4,2. 10` Дж/(кг. °С). удельная тепло- 
та парообразования 2=2,26. 10° Дж/кг. 

6. За последнюю секунду свободно падаю- 
зцее без начальной скорости тело пролетело 
3/4 всего иути. Сколько времени падало тело? 

7. Вокруг планеты по круговой орбите вра- 
щается спутник. Определите радиус орбиты, 
еслн период обращения спутника равен Т, а мас. 
са планеты М. 

8. Электрический утюг имеет мощность 
Р,=750 Вт при питании от сети с напряже- 
нием (,=127 В, а комнатиый обогреватель 
имеет мощность Р›—=1 кВт при том же напря- 
жении. Какая мощность будет выделяться в 
каждом приборе. если их включить последо- 
вательно в сеть с напряжением ().--220 В? 
Сопротивление приборов не изменяется. 

9. Цирковой гнмнаст падает с высоты 
Н=1,5 м на упругую предохранительную сетку. 
Каково будет максимальное провисание гим- 
наста в сетке, если в случае спокойно лежа- 


щего 
а=20,1 м? 

10. Изучая дорожное .происшествне, авто- 
инспектор устаиовил. что след торможения 
автомобиля, ехавшего по асфальтовой дороге. 
нмеет длину Ё==60 м. С какой скоростью ехал 
автомобиль, если коэффициент трения колес об 
асфальт при торможении и=0,5? 

11. Найдите формулу соединения азота Е 
кислородом, если т==1 г его в газообразном 
состоянии в объеме И=1 л при температуре 
1—=47 °С создает давление р=314 гПа. 

12. Нагревается нлн охлаждается идеаль- 
ный газ, если он расшнряется по закону 
р=е/У“", где Бы п — иекоторые постоянные, 
причем 0<п< 1? 

13. Некоторую массу т идеального газа с 
молярной массой М нагревают в цилиндре под 
поршнем так, что температура изменяется про- 
порционально квадрату давления (Т-р:) от 
значения Т', до значения Т.. Определите работу, 
совершенную газом при этом процессе. 

14. В откачанном герметически закрытом 
сосуде объема И"=—1 л находится открытая кол- 
бочка, содержащая л2=10 г воды. Сосуд про- 
гревают при температуре #—=100°С. Какая 
масса воды испарится? . 


сетке гимнаста провисание равно 


Математика 


1. Какое из двух чисел больше: 


10'*?—1 10° —1 <) 
о —а """ ОЕ" 


2. Расстояние между пунктами А и В равио 
Ь км. Через А проходит прямолинейная до- 
рога, образующая с прямой АВ угол а, 


с03 а—= >. Два туриста одновременно вышли из 


А и одновременно прибыли в В, но первый 
двигался из А в В через поле по прямой, а 
второй сначала шел по дороге, а затем свернул 
н тоже пошел через поле напрямик. В поле 
туристы шли со скоростью 4 км/ч, а по доро- 
ге — бкм/ч. Какой путь прошел \№торой турист? 

3. Натуральное число оканчивается на 3. 
Если эту цифру переставить в начало числа, то 
оно удвоится. Найдите наименьшее такое число. 

4. В прямоугольном треугольнике АВС 
(7/С-90”) проведены высоты СО и медиана 
СЕ. Найдите отношение длин катетов треуголь- 
ника АВС, если известно, что АВ--=ЗРЕ. 

5. Найдите все трехзначные числа, которые 
в 12 раз больше суммы своих цифр. 

6. Изобразите на координатной плоскости 
множество точек г координатами (р; а), для ко- 
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торых уравнение х“-|-рх--а=0 имеет два раз- 

личных положительных корня и 24—р<4. 
1. Прямая, параллельная стороне АС тре- 

угольника АВС, пересекает стороны АВ и ВС 

в точках М и №, а медиану АР — в точке О. 

Найдите отношение АО:00, еслн МО=ЗОоМ. 
8. Решите неравенство: 


в, 
хЩх < м. 


9. Из пунктов А и В навстречу друг другу 
одновременно вышли две группы туристов. 
Первая группа идет со скоростью 4 км/ч пере- 
ходами длительностью не более 6 часов, а вто- 
рая — со скоростью 6 км/ч переходами дли- 
тельностью не более 2 часов. Известно, что после 
перехода длительиостью { часов, прежде чем 
двигаться дальше, первая группа должна от- 


дыхать не менее { часов, а вторая — 2 часов. 
Через какое нанменьшее возможное время груп- 
пы встретятся, если расстояние между А и В 
равно 48 км? 

10. В равнобедренной трапеции длина сред- 
ней линни равна [, острый угол равен а. Найдите 
ллощадь трапеции, если известно, что п нее 
можно вписать окружность. 

11. Решите систему уравнений 

2". у 313, 
3 и = 2. 

12. На координатной плоскости даны точки 

А(3; —4) м В(4; —2). Точка С лежит на окруж- 
5 „ 16 
ности а Найдите координаты точки С, 


при которых площадь треугольника АВС будет 
нвименьшей. 


Список читателей, 
приславших правильные решения 


«Начало см. ма с. 36} 


Д. Дворников (Донецк) 29; А. Деревянкин 
{Хабаровск) 32; Б. Добровольский (Тбилиси) 
35; А. Дода (Корсунь-Шевченковский) 23, 25; 
А. Донченко (Киев) 23, 25, 27; Д. Дорофеев (Ли- 
пецк) 28; В. Душацкий (Донецк} 35; А. Дынни- 
ков (Жуковский) 23, 25, 28, 29, 32, 35; И. Дын- 
ников (Жуковскнй} 23, 25; М. Ермаков (Рига) 
25, 29; С. Ефремов (Запорожье) 25, 286, 31, 37; 
А. Жариков (Киев) 23, 25, 21—36; В. Жевлаков 
(п. Черноголовка Московской обл.) 25; О. Заблу- 
да (Киев) 25. 26, 32; О. Заборонский (Моск- 
ва) 23, 27; В. Заводянный (с. Калининское 
Херсонской обл.) 25, 27; Л. Запольский (Моск- 
ва) 29; А. Захаров (Гатчнна) 28, 29; Н. Заха- 
рова (Алма-Ата) 35; В. Зелов (Алма-Ата) 25, 
35; И. Иванов (Калуга) 29; С. Иванов (Уфа) 
23. 286, 28, 31, 32; Р. Исаенко (Сыктыв- 
кар) 28; П. Кадурин (Киев) 23; В. Калацкий 
(Солигорск) 29; А. Карнаухов (Устинов) 23, 25; 
Д. Кашин (Москва) 23, 25; М. Кельмансон 
{Москва) 25, 27; Д. Киреев (Москва) 29; 
А. Кириленко (Запорожье) 23, 29; В. Кирьяи!- 
кин (Саратов) 23, 28, 29, 32, 35; А. Киселев 
(Ленинград) 29; М. Кишиневский (Ташкент) 
32. 35; П. Кларк (Тула) 23—27, 28, 31, 35: 
А. Кленов (Тейково) 23: А. Климов (Донецк) 
25, 32, 35; В. Коллегов (Березникн) 25; А. Коно- 
ненко (Киев) 25, 26; А. Краковский (Харьков) 
29; К. Купцов (Саратов) 23; Д. Кучулория 
(Тбилиси) 25, 26, 28; Д. Кушнер (Мытищи) 
25, 29: С. Лакатом (Москва) 32; А. Левенштейн 
(Донецк) 23, 26; Л. Лиознов (Москва) 23, 29, 35; 
В. Литвин (Днепропетровск) 25—27; М. Литви- 
нов (Киев) 29, 32; А. Лобковский (п. Черно- 
головка Московской обл.} 23, 25; К. Лопин 
{Фрунзе) 25; И. Лугач (Вииннца) 23, 28; 
С. Лукьянов (с. Владимировка Кировоград- 
ской обл.) 23, 25, 27; И. Луценко (Донецк) 
23, 25, 21; 1. Лушников (Москва) 25—27, 31; 
Т. Малащенко (Воткинск) 29; Г. Марченков 
(Саратов) 28, 35; Ю. Махлин (Москва) 25, 28, 
31; 3. Мачарадзе (Тбилиси} 23, 25; В. Мелик- 
Алавердян (Ереван) 23, 25, 32. 35; Р. Мирзафа- 
тихов (п. Аксуек Джамбулской обл.) 29; 
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Е. Михалюк (Минск) 23. 27; А. Мищаненко 
(Новосибирск) 25; Д. Могилевцев ИМклов) 
25, 29; С. Молчанов (Свердловск) 27; А. Мудрик 
(Брест) 23; С. Мягчилов (Одесса) 23—27; 
С. Настенко (Киев) 31; А. Недачин (Киев) 
23; И. Никитин (Горький) 23—28, 31, 32, 35; 
Г. Николаишвили (Тбилиси) 25, 29; С. Новиков 
(Херсон) 26, 27; А. Оводенко (Донецк) 23; 
Н. Оводов (п. Менделеево Московской обл.) 
23; О. Осауленко (Киев) 25, 26; Р. Паламарчук 
(Нежин) 31; С. Пан (Алмалык) 27, 29; А. Паны- 
чев (Магадан) 27—29; А. Парецкий (Минск) 
21, 28; В. Песоцкий (д. Дворец Брестской обл.) 
23; Е. Петров (Минск) 27, 29; К. Писарчук 
(Рязань) 35; С. Пиунихин (Москва) 27—29, 31; 
И. Погорелов (Донецк) 23, 26; В. Поляков 
(Кстово) 29; О. Посудневский (Береза) 23, 25, 
26, 28, 29, 31, 35; А. Пугилин (Минск) 25, 29; 
А. Пучков (Ленинград) 35; Е. Растигеев (Бар- 
наул} 28; С. Рахамов (Казань) 28, 35, 37; 
А. Розенвайн (Киев) 25—27, 32; Е. Рознощик 
(Киев) 27, 32; Н. Ромец (Кировоград) 25, 27; 
С. Рося (Мннск) 23, 25—29, 35; А. Рубанов 
(Москва) 32; Ю. Рыбалочка (Киев) 23, 27, 29, 31, 
35; Р. Сагайдак (с. Матугов Черкасской обл.) 
28; Т. Сагайдак (Канев) 23, 35, 37; В. Сакбаев 
(Алма-Ата) 25, 35; Б. Самойлов (Киев) 23, 29, 
31, 35; А. Сиваченко (Москва) 25, 28; М. Ситни- 
ков (Климовск) 23, 28, 29, 35; А. Скачков 
{Тула) 29; М. Скоробогатов (Киев) 26; А. Сниж- 
ко (Запорожье) 26, 29; С. Соляник (п. Протвино 
Московской обл.) 28; А. Сомов (Киев) 25; 
А. Сотников (Губкин) 25, 28; А. Стеценко 
(Харьков) 28, 29; С. Стрельников (Салават) 
27: И. Стрешенский (Киев) 35; И. Суконников 
(Винница) 32, 35; Д. Сумаков (Грозный) 27; 
В. Сысоев (Киев} 32; Л. Таджиков (Душанбе) 
32; В. Тарнецкий (Алма-Ата} 35; С. Толмачев 


(Минск) 23, 25, 28; С. Тужанский (Винница) 
25. 26. 32, 36; С. Ушаков (Ярославль) 28; 


Н. Федин (Омск) 26, 27; М. Федоров (Улья- 
новск) 23, 25, 28; С. Федосеенко (Комсо- 
мольск-иа-Амуре} 28; Г. Финкельштейн (п. Чер- 
иоголовка Московской обл.) 25, 26, 28, 31, 35; 
В. Фокин (Хабаровск) 32; А. Хафизов (п. Крас- 
ногорский Мар. АССР) 23. 28; Н. Чеховской 
(Орск) 25, 28, 32; В. Шаповалов (Донецк) 
23, 32; Г. Швец (Киев) 23, 25—31, 35; И. Шенде- 
рович (Северодвинск) 29, 32; А. Шуляк (с. Мо- 
лодецкое Черкасской обл.) 23, 29, 32; М. Юдин 
(Запорожье) 26, 29; О. Юсухно (Киев} 23—32; 
В. Я&лиян (Киев) 25. 


Ответы, указания, решения 


$ 


Унорядочениые наборы чисел и неравенства 


1. Пары чисел (|а|°, |5 [°) и ([а|, [6 |) упоря- 
лочены одинаково. Поэтому 


а" > [в [* - [а] + |6" - 16 [> [= 16| + 
+16 |: - |а|>а’ь5- ‘а. 
2. Тройки чисел а*, 5", с’ и фсе, ас. аь противо- 
положио упорядочены. Поэтому 
абс‘ с- абс ареста. 
3. Рассматривая противоположно упорядочен- 
ные тройки 


22 6 а 2] 
По аа. |. 9 
сеть, ре, аз: (1:2: 6). 
получаем неравенства: 
о бес ба ее 
я мы 


а. 
НЫ с г са ас —=За6с, 


З з 3 
аналогично, " < + = >3Зафс, складывая 
которые, приходим к требусмому. 

4. Сложите 8 неравенства 
ав, -Ра,б,-Назб, За,ь.+а-Ь, +а-ь,, 
2,6. + а6, аб, <а,6.а,5.+а.5,, 
‘а. +а-6, На.6. <а,6, фа, Ра.6. 
5. Воспользуйтесь упражнением 4 для троек 


(а, Ь, с) и ( . - 


1 
с’ а-с’ а-ы` 
6. Решается аналогичио предыдущему с нс- 
пользованием неравенства Чебышева. 
7. Наборы чисел ат, ..., ая н а7, а”, ..., а” оди- 
наково упорядочены. 


” 1 1 
8. Тройки чисел (а“. ВБ, с’) и (—_. —_, 
р ) её азс 5 


1 | 
= одннаково упорядочены. Поэтому 


90 а° ы © а ы с? 
ВР ++ 5. 
й гы 111 
Тройки (а`, В. с’) и ( — о > 3 5) упорядочены 
противоположно. Поэтому 
2 м 


с’ 1 1 
тает: 


9. Пусть Ё=2, т=1. Так как наборы 


- т 1 
а... Мм —,..„ м 
а, а» 
противоположно упорядочены, 
1 1 
„ — . — „..-а:. —< 
а а, а? . +... + Е 
1 1 ; № 
«ат а. а: а. „а —, 
1 


МЕ ТАНИ м1 
о м 


В, ‚1 . 1 
а! > 2 ЕЕ РЯ — с 


Осталось сложиль полученные неравенства. 
Общий случай аналогичен разобранному. 


«Квант» для младших школьников 


1. 46523-46523 =93046. 

2. Если обозначить через ш объем бака, а через 
х, у и 2 объемы бидонпов, то получим соотно- 
шение: я == 2 РЕ или Аш=бх= 


—=8у=92. 

Наименьшее общее кратное чисел 4, 6, 8 и 9 
равно 72, поэтому каждое из чисел в последией 
цепочне равенсте должно быть кратно 72. 
Наименьший объем бака мы получнм в том 
случае, когда каждое из них равно 72, откуда 
ш=—18, х=12, У=9, 2=-8. 

3- Дело в малой разнице коэффициентов теп- 
лового расширения железа н бетона; этим 
объясняется прочность железобетонных кон- 
струкций. 

4. См. рисунок | 

5. Пусть наше число № равно а,..а... Тогда 


7М—Та» 70а, +700а„-+...-+70...0а/. 


9 

Очевидно, что сумма цифр суммы нескольких 
чисел не превосходит суммы сумм цифр этих 
чисел. Но сумма пифр числа 70...0а; равна сум- 
ме цифр чнела Та», последняя же равна самому 
числу Та;, если ч.=0 илн 1, и меньше Та., 
если @,>1 (сумма цифр любого числа, боль- 
шего или равного 10, меныше этого числа). 
Значит, сумма цифр числа 7№ ровно п 7 раз 
больше суммы цифр числа М (а именно это 
верно для нашего №), только если все цифры 
числа М равны 0 или 1. Значит, № составлено 
из 10 единиц и 10 нулей. Умножим теперь 
столбиком такое число на 19. 


...0110111 
х 19 


...0990999 
...0110111 


12095108 

Ясно, что наибольшая возможная сумма 
цифр результата будет 10 -1--10 . 9—=100, 
и она уменьшается на 9 всякий раз, как еди- 
ница оказывается под девяткой. У нас сумма 
равна 19—100—81, то есть единица оказы- 
вастся под девятной 9 раз. Но это возможно. 
только если все единицы п числе № идут под- 
ряд. Значнт, 


№=—1...10...0 
—„ 


у’ 


10 10 
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Безумное чаепитие 


Задачи 

1. Часы, которые стоят, так как онн чаще по- 
казывают точное время. 

2. Одинаковые количества. 

3. Болванщик должен завести свом часы, за- 
помнить их показаиия и отправиться к Мартов- 
скому Зайцу. У Зайца он должен посмотреть 
ив часы и тут же отправиться назад. Придя до- 
мой и снова посмотрев на свои часы, он узнает, 
сколько времени он отсутетвовал. Теперь Бол- 
ванщик должен установить на своих часах вре- 
мя, равное времени, которое он знает, уходя 
от Зайца, плюс половину времени, затраченно- 
го им на дорогу туда и обратно. 

4. Как нарисовать математику? Присылайте 
вам рисунки, так как мы этого делать пока не 
умеем. Некоторые из-вас, по-видимому, энают, 
что математики изображают произвольные мно- 
жества кружочками на плоскости. 

5. Через 720 суток, то есть почти через & года. 


Интерфереиция света . 


1. В точках макснмумов световые колебания 
в каждом из пучков происходят в одинаковой 
фазе, н их амплитуды складываются, а в точ- 
ках минимумов — в противофазе, и амплн- 
туды вычитаются. Поэтому 1 ах==( НГ) = 
=91, Г.=(Б—уГ)=Г. Таким образом, 
результнрующая интенсивность лежит в пре- 
делах между Гл и 91. 

3. Выразим толщину воздушного зазора й че- 
рез расстояние г до точки касания (радиус 
соответствующего кольца) и радиус сферы 
(рис. 2/: 

р=А— И =В(1— ГЕ) = ПДВ) 
(здесь мы воспользовались тем, что г/В < 1). 
Так как смещению на одну полосу соответствует 
увеличение толщииы зазора на }./2, то пятое 
темное кольцо соответствует толщине #.=5:./2. 
Подставляя #; ш предыдущее выражение, на- 
ходим радиус искомого кольца: 

г—/5^Й = 1,1 ‹ 10-3 м= 1,7 мм. 


ХХУТ Международная математическая олим- 
пиада 


1. Пусть Е — точка на отрезке АВ такая. 
что АЕ-—АШО; а К — точка пересечения бис- 
сектрис углов ВСР и СРА. по условию лежащвя 
на АВ. Точки С, О. Ен Р лежат на одиой ок- 
ружности (если Е лежит на отрезке АР. то 
(рЕеА—{ 0СЕ=(189`—/А)/2), откуда сле- 
дует, что ЕВ=СВ (поскольку Г СЕр=/ ЕСВ== 
—(1802-- ( В)/2}. 

2. Будем вместо слов «окрашены в один цвет» 
писать значок — и называть число т нз М 


*пернодомь, если выполнено условие: для каж- 


дого { из М, отличного от т, #— [тр—| (это 
название оправдывается тем, что при {> т 
будет 1—1-—т). По условию, взаимно простые 
числа п и Ё — периоды. Нетрудно дока- 
зать, что если т<т. — периоды, то 
т.—т, — тоже период: 

если < т— т, торт т,—т—й 
если т.— то ть, тортом т.т, +Е 
если = ть, торт, — тт. — (т. —т, ет, ; 

еслн {> т», то ёмЕ—т,м т.т, +. 


Пользуясь этим свойством, мы можем от лары 
взанмно простых периодов (п, #} перейти к та- 
ной же паре (п, п—К), у которой большее 
число станет меньше, от нее спуститься дальше 
м т. д.. пока мы не придем к пвре, содержа- 
щей период 1. Поскольку 1 — период, 
1-23... п. (Проделанный зспуск» — ва- 
риант алгоритма Евклида для отыскивания 
наибольшего общего делителя чисел пи (.) 
4. Первое решение (рис. 3). Пусть 
Р — точка пересечения прямых АС и КМ. 
Поскольку (КМА = УВМА — УВМК = 
=/ВСА— (ВМК=&иКРА, точки М, Р, А, К 
лежат на одной окружности. Далее, 
=“ АМР=/ АКР--180°— / АСВ=— 

=180`—./ АМВ 
(четырехугольник АСМК — вписанный). Сле- 
довательно, точка М лежит на отрезке ВР. 
Выразим через ВО=Ь, РО=р и раднус В 
описанной около АСМК окружности произ- 
ведения 


ВМ - ВР-=ВК + ВА—Ь"— В', 
РМ - РВ=РК +. РМ=р'— В? 
и сложнм эти равенства: ВР?—=5--р?—2А-, 


тогда 
и НЫ ы 
ВР ВР 
—_ 28146 р) _ 
ВР? 

откуда ОМ 3 ВР. 
Второе решенне {рис. 4}. Пусть О. и О. — 
центры описанных окружностей треугольни- 
ков АВС и КМВ; они лежат на серединном 
перпеидикуляре н отрезку ВМ. Нам достаточно 
доказать, что при гомотетии с центром В 
н коэффициентом 1/2 прямая ОМ переходит 
п этот серединный перпендикуляр, то есть что 
отрезок ВО делится отрезком ОО. пополам. 
Для этого покажем, что ОО,ВО, — парал- 
лелограмм. 
Заметим, что ВО, {КМ (нз равнобедренного 
треугольника АО.В получаем, что /ЕВО, = 
=(180°— ( АО,В);2==90?— / АСВ, но Х АСВ= 
= 180“ — АКМ = /ВКМ, следовательно, 
& КВО, +- { ВКМ -=90°; в случае, когда точки О; 
и С лежат по разные стороны от АВ, это 
рассуждение нужно немного изменить). Ана- 
логично доказывается, что ВО, 1 АС. Но ОО, 
и 00, — серединные перпендикуляры к 
КМ и АС. Таким образом, ВО, ТОО, и 
ВО, [Г ОО, , что н требовалось доказать. 
Если вам удастся найти более короткие и кра- 
сивые решения, напишите в +Кванть автору 
задачи И. Ф. Шарыгину. 
6. Условие 0О%х,<х,.,<1 эквивалентно та- 
комут 


ВМ?—РМ? 


5?—р’=В0’—РО". 


1 
1— — <х.= 1. {1) 

Н 
Определим функцию [. на отрезке (0; 1] рз- 
венством /.(х,)==х,„ и обозначим через а. и 6. 


Рис. 3. 


решения уравнений /[.(а.)—=1—1/п н /.(6.)=1. 


(Эти решения существуют и единственны, 
причем а,<6., так как функция /. неирерывна, 
возрастает и принимает на концах отрезка 
значения /.(0)=0 и /,(1)> 1.) Тогда (1) равно- 
сильно условию 

вх, < В, (2) 
которое должйо выполняться при всех пр}. 
Последовательность (а.) возраетает, поскольку 
Гал (аль) = 1— 1/1) >&—А/п = Да.) = 
=, ‚ ((а.), аналогично доказывается, что (Б.) 
убывает: обе носледовательности ограничены. 
Следовательно, каждая из этих последователь- 
ностей имеет предел — соответственно, а и В, 
а<Ъ. Переходя к пределу в (2), получаем, что 
число х, удовлетворяет условию задачи тогда 
и только тогда, когда ах, <. 
Остается доказать единственность х,, то есть 
равенство а==6. Заметим, что разность /{,(6)— 
—{.@) возрастает: 


1+ (6)— Е. - (а)= 
= ОФ + > АБ Га) 


(мы использовали имераюиство }.(а)--\/п.>> 
> /.(а.)-Е1/п==1). Позтому 6—а=й(6)—/(а)< 
< ЕВ) — (а) < Е.(Ь.)— Рда.)==1/п при всех пл. 
а значит, 6—в=0. 


ХУТ Международная физическая олимииада 
Теоретический тур 

Задача 1 

На рисунке 5 показаны положения антенн 7 
и 2 (расстояние между которыми г) и направ- 
ления на города А и В (угол между которыми 
+). Полные фазовые сдвиги колебаний. воз- 
буждаемых обеими антеннами в некоторой 
точке. а направлениях А и В равны 


\А)=2и 2208“ Ад, (1) 
А 
А(В)=21 ие" + Ач, (2) 
где Х — длина волны передатчика, \у — раз- 
ность фаз колебаний в антеннах, « — угол 


между плоскостью, проходящей через обе ан- 
тенны, и направлением на город А. Зацишем 
условия минимума интенсивности в городе А 
и максимума ннтенсивности в городе В: 


Рис. 4. 


МА) = (21 л, (3) 
А(В)= 2л1к, (4) 
где Ё н п. — ценые числа. Из выражений 
(1} — (4) следует 
А(В)—А(А)=2л 5. (со®(ф— «)—со8 в) = 
—={2(Е—п)—П№л, 
откуда 
28 й 2(Е—п)—1 
4 911(+/2) зи (е—4/2) 


Расстояние г между антеннами минимально. 


если Ё=п и я—ф/2= —л/2. В этом случае 
2. 

тЫ ТВ (5} 

«= чл Е (6) 


то есть нормаль к плоскости, проходящей через 
антенны, является биссектрисой угла {ф. Из 
выражений (1), (3), (5) и (6) найдем 
л 

ау — 

Ач 5 - 
Изменение знака Аф (от л/2 до —л/2) приводит 
к противоположиому эффекту: максимальная 
интенсивность излучения будет в ипаправле- 
нии А, а минимальная — в направлении В. 
На рисунке 6 показаны положения антенн, 
направление на’север №, а также направления 
на данные города А н В. Из этого рисунка 
видно, что 

ф=ф2— $ 85°, 


7 Е 
т 4 ($72) ау ви (2) 


24,1 м. 


Рис. 5. 


57 


Рис. 6. |: 


4—90°+ уч —204,5°. 


Обсуждение 
читателю. 

Задача 2 
а) Под действием силы Лоренца происходит 
нерераспределение электронов по поверхностн 
бруска. Электроны двигаются до тех пор, пока 


случая $:=>\ предоставляется 


снла Е, действующая на них со стороны элект- 


рического поля с напряженностью ЕР. которое 
создается возникшими поверхностными заря- 


дами, не уравновесит силу Лоренца Ра (рис. 7): 
Рл=Е’, во ВЕеЕ', 
Е’=оВ. 


Полиая напряженность Ё., электрического поля 
в бруске равна (рис. 8): 


РНЕ. 
Так как сила тока Г в бруске равна [=пеисб, то 
Т > 772) ВАА; 1 
а, Е’=оВ= песь` = и  песБи” 
Тогда | 


Е н— и 


я 5/1 +8°=4,1 В/м, 
и 


песёь 
а-—=агс® р (Е”/Е)== агсёя(Ви)=38°. 
6) В направлении ребра $ возникнет иапряжение 


ПИ ВТ: ош: 
пес 


в) Разность потенциалов { будет изменяться 
по закону 


ТВ 1 и 
а пес а 5т «ёЁ. Вь зи(оЕ + Ф)= 
_ ТВ В 


В. 
НЕЕ 608 фЫ— к соз(2еы + ф). 


Такнм образом, напряжение нмеет постоян- 
ную составляющую 


[<В. 
2пес 
г) Мощность, потребляемая аппаратом, равна 
Р== Ш соя ф,, где Ги О — действующие зна- 
чения силы тока и напряжения, ф: — разность 


Пу с03 4. 
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фаз колебаний силы тока и напряжения. По- 
стоянная составляющая напряжения вдоль 
ребра & бруска И, —1В. с03 2. где 42 — раз- 
ность фаз колебаний тока и нндукции маг- 
нитного поля. Если аппарат включить так, 
как показано на рисунке 9, то при выполнении 
условия Я «Ё, сила тока в катушке, а значит 
н индукция магнитного поля, будет пропор- 
циональна напряжению на аппарате, сила тока 
в бруске будет пропорциональна силе тока 
через аппарат и 4 =2=. В этом случае 
постоянная составляющая напряжения вдоль 
ребра Ь бруска будет. пропорциональна мощ- 
ности, потребляемой аппаратом: 

О, — РВь с08 п {94 с08 ф—=Р. 
Задача 3*) 
а) Если принять потенциальную энергию ап- 
парата в поле тяготения Солица равной нулю 
ири бесконечном удалении от Солнца, то для 
выхода космического аппарата за пределы 
Солнечной системы с орбнты Земли необходимо, 
чтобы в момент старта его полная эиергия 
была больше или равна нулю: 


ти тм 2 2СМ 

Е= — —_@ ‚ ‚ 
5 ви >0 пы (1) 
где т — масса аппарата, г, -—— радиус земной 
орбнты, М — масса Солнца, и — скорость 


аппарата относительно Солнца. Орбитальная 
скорость Земли и определяется из второго 
закона Ньютона: 


(2) 
Из выражений (1) и (2) получаем 


512255, > М. 
С другой стороны. между стартовой скоростью 


*) Решение этой н следующих задач несколько 
выходит за рамки программы по физике для мамей 
средней школы. (Примеч. ред.) 


Ь 


Рис. 8. 


к 
аппарату 


шунт 


0, и скоростями 5”и 0% существует соотношение 
(рис. 10) 5-5... Из рисунка 10 ясно, что 
=, -и., то есть 

0-9 (2—1) - (3) 
Следовательно, минимальное значение искомой 
скорости 


в. ==0(\/2—1)=12,4 км/с 
достигается при угле ф между векторами 
>- — 

Гиш., равном нулю (+=0). 
6) Для иахождения параллельной 51 н пер- 
пендикулярной 5 составляющих скорости ап- 


парата 5’в момент пересечения орбиты Марса 
(рис. 11} воспользуемся законами сохранения 
момента импульса и энергии: 


то од =ти>, 
тив с"м тоя + тМ 
ИС, 
2 п 2 го 


тдег. — радиус орбиты Марса. Отсюда находим 


и; —= - (2 из), (4) 
ох = (де ив)" (и — 7) — 2. — п /г.). (5) 


в) Перейдем в систему отсчета, связанную 
с Марсом. Из потенциальности гравитацион- 
ного поля следует, что в этой системе ап- 
парат, выйдя из гравитационного поля Марса, 
имеет тот же модуль скорости, что и при входе 
в поле: в:=0., а только изменяется иаправ- 
ление скорости (рис. 12). Для того чтобы после 
облета Марса корабль покинул Солнечную си- 
стему, необходимо, чтобы его скорость и; удов- 
летворяла неравенству, аналогичному не- 
равенству (3): 


и2(2—Пьы, (6) 
где им — орбитальная скорость Марса, равная 


ем уо. (7) 
г г? 


При входе в гравитационное поле Марса ко- 
рабль имеет скорость и, которую можно опре- 
делить из выраження (рис. 13) 


= У 7 ИМ" 2 (8) 


Из соотношений (6), (7) и. (8). условия и,=их 
и зиачений ву и и. из пункта 6) получаем 
выражение для стартовой скорости корабля 
°„ относительно Солнца: 


3/2 м 
>в ((^.) +—/ (7) +2222). 


Отсюда минимальиая скорость запуска в, от- 
носительно Земли равив 


нЕ 
= — розы (| (^) + 
2 


+ (8 = —1)= 


=0,1855.2=5,5 км/с. 


им= 


Рис. 10. Рис. 11. 


Рис. 13. 


Рис. 12. 


Энергия аппарата в системе отсчета, связан- 
ной с Солицем, при таком способе запуска 
не сохраняется — она возрастает за счет изме- 
нения кинетической энергии Марса. 
г) Сбереженную часть энергии можно опре- 
делить по формуле 
2 е- 
«= 8. 7 =0,8=80 %. 
Е ох 
Однако для практических целей более важно 
другое отиошение 


= № 
т! 
где т, и т. — массы топлива, необходимые 
для разгона аппарата в первом и втором 
случаях. В соответствии с формулой Циол- 
ковского 


т=тще“'“— 1) 
(т, — полезная масса аппарата, и — скорость 
истечення газов относительио аппарата) по- 
лучаем 

В ай __ огы/ы 

в 1 

— ответ перестает быть одиозначным и за- 
висит от величины и. При ии, В-0.55; для 
современных ракет, у которых и^5 км/с, 
В 0,81. 
Экспериментальиый тур 
Задача 1 


Для выполнения работы необходимо было со- 
брать измерительную схему, изображенную 
на рисунке 3 н статье. Так как электрон- 
ная схема обеспечивала только пропорцио- 
нальность между максимальным отклонеиием 
стрелки вольтметра Г и изменением магнит- 
ного потока ^Ф через катущку. надо было иайти 
коэффициент пропорциональности между ними, 
то есть откалибровать измерительную систему. 
С этой целью составлялась дополнительная 
электрическая цепь по рисунку 14. Катушки 
[и и ГС закреплялись иа пластине таким 
образом, чтобы одна служила прсдолжением 
другой (с малым зазором) пру одинаковом 
направлении магинтных полей. В результате 
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Рис. 14. Рис. 15. 

с достаточно большой точностью можно было 
принять, что индукция магнитного поля п се- 
редине такой зобъединеннойь катушки опро- 
деляется выражением 


Тп 
В= и, —. 
{ 
где Г — ток. п — число витков в катушке, 
! — её длина, ии — магнитная постоянная. 


Если виести измерительную катушку п зазор 
между катушками Г и 7, и резко убрать ее, 
то максимальное отклонение стрелкн прибора 
0. будет пропорционально изменеиню маг- 
нитного потока через катушку, в следовательно, 
ипдукции Ву магнитного поля: 
и. АФ-— \В— В,, И = Ву, 
Отсюда 


Тел и 4 


1— — == 
поп 


В, 


(Жюри снижало оценку, если ие проводихось 
экспериментальное доказательство зависимости 
О/В-==с0пз& для различных значений О и В.) 
Положение центров магнитов и «черном ящике» 
можио было определить при помощи проб- 
ного магпита, подвешенного ма нити (рис. 15). 
Координату = можио было определить, измеряя 
В- на определенной высоте над пробным маг- 
иитом и сравпивая эту величину с полем в плос- 
кости ХУ над центрами магнитов. С помощью 
измерительной схемы определялась зависи- 
мость поля В, от х и ц. 

По формуле Ви.х=Инах/а измерялось макси- 
мальное значение индукции магнитного поля 
пробного магнита. 


Задача 2 
Включив электромотор и запустив секундо- 
мер, подключенный к компьютеру, получают 


на дисплее компьютера таблицу $ — { — \, 
где ‹ — угол поворота диска, { — время, 
прошедшее от начала измерений, \1 — время 


полуоборота диска. По этой таблице строится 
графнк 4(1) при ускореини и замедлении диска 
(кривые а и б на рисунке 16). 

Затем составляются новые таблицы для пост- 
роения графиков в(!): 


ЕЛА / (4—6), 


Рис. 16. Рис. 17. 
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где #: мн #› — времена регистрации двух 
последовательных прохождений стержия около 
индукционного датчика. Средняя угловая ско- 
рость ш рассчитывается для момента времепи 
{= {!,-1.)/2. Графики зависимости ‹(?) при 
ускорении и замедлении диска представлены 
на рисунке 17 (кривые а и 6). 

Далее рассчитываются значения углового уско- 
рения В. Среднее угловое ускорение на интер- 
вале аремени от (№ —1)-й до (М--1)-й регистра- 
ции стержня равно 


Вм= 


в — м 1 


(ии и-Намза-— ам) /2` 


где ®у_, — угловая скорость на интервале 
от (;_; до (у, а ом;: — на интервале от 1» 
до ?м.1. Графики зависимости В(!) для уско- 
рения и замедления приведеиы на рисунке 18 
{кривые а и 6). Момент сил при ускорении 
мотора равен М уск=Й уск: где 7 — момент инер- 
ции диска. Так как Му. „==М,,—М,.р==М,— 
— ТР ТО М,р=ИВуск-НВзьы). Этн а. < 
позволяют построить графики М,‚р(и!), М, (о) 
н М»„„() (кривые а. 6. в на рисунке 19). 
Графики зависимости мощности мотора от 
р скорости строятся, исходя из формул 

РЕМуско, Рер=АМ тр, Руск=Мьу® (кривые а, 
Е Ч в на рисунке 20}. 


Избранныс школьные задачи 

(см. «Квант» № 11} 

1. 15. Указание. Обозначьте 
1/13==6 и перепишите сумму в виде 


1/11—а, 


(24 а)(3—5) +а +2 (2+6) + —а (7+5). 


2. х=1/993, у-=1/992, г=1/994. Указание. 
а-+-ь-+с=3 . 993, где а=-1/х, б=1Гу, с=1/2. 
4. Тч. 50 мин. | 
5. Указание. О=(@а--6 с) жены 
-ЕЗ(аБ- бе--са) - (в +6 --с)—Зафс. 
6. Обозначьте 
вит 100 
рег" ^ УМ 
о 10 
с тт 
36 9 102 
2—5 ом 104 ° 
Поскольку ЕД(Е-+2)>вп+2) при #>п>0, 


имеем хху<2. Иоэтому 


ху 
_1.2.3.4.5-6-.. - 100 - 101 - 102 _ 
3-4.5-.6-7-8.... . 102. 103. 104 — 


2 2 1 1 
< о 
5000 ^ 17 


=_—— —— — 


м Р 


5; и 


Рис. 20. 


О 


А 
Рис. 22. 


Рис. 23. 


1 
откуда хх —. 
уда х< ИЯ 
7. а-+-. уг, аб, аг, ‘а В, зар г. 
25 а*+ 5 
8. 5/2. Указание. Положите х=— =“ до- 
а 


кажите, что х»2. 

9. Указание. Пусть Н. 2. М — точки пере- 
сечения с окружностью высоты, биссектрисы 
и медианы, О — центр окружности. Соеди- 
ните точки О и Г,. после чего проведите через 
Н прямую. параллельную ОГ: тогда вершина В 
искомого треугольника — точка пересечения 
этой прямой с окружностью. Соедините точ- 
ки Ви М; пусть $ — точка пересечения пря- 
мых ВМ и ОГ. Проведя через 5 хорду, пер- 
пендикулярную радиусу ОР, получите вер- 
шины А и С искомого треугольника (см. 
рисунок 21). 


10. |ВА, +ВА,-+...+ВА,| =4. 
ВА—=ВО-+ОА., где О — центр окружности 
(==, 2, ..., 8), поэтому ВА, +ВА,+...+ВА.-— 
=. ВО-+-(ОА +ОА,+...+0А.). Докажите, что 
ОА, -+ОА.-...ОА. ==0: 
т р Ир 

ое в |: 
12. 2 кория. Указание. Перелишите даиное 


уравнение ни виде (ш х)/х= (т 3):3 и покажите, 
что функция (тох)/х на промежутке ]0; ПН 


Указание. 


возрастает, а па промежутке [1; сх [ убывает. 


13. Указание. Пусть АВеб, АС” Ара, 
тогла Сб-за-с; ВБ-=а—Ь, Вб-=с”Ь. По ус- 


ловию @- (6 -—6}-=0, поэтому @ + 5—4. с” 

14. у 1658. Указание. На рисунках 22, 23 
представлены фрагменты развертки паралле- 
лепипеда и два возможных зарианта для 
пути из М в М. В случас рисунка 22 длина 
пути равна 42, в случае рисунк& 23 длииа пути 
равиа \ 1658. 

«Кваит» для младших школьников 

(см. «Квант» № 11) 

1. Из условия задачи следует уравнение 
{10х-+у) —(Пбу-х)==х-Ну, где хи у — цифры 


Рис. 24. 


А Г 


Рис. 25. 


первого двухзначного числа. Отсюда х-:5у, а 
учитывая, что хиу — цифры, получаем х=5, 
у—4. Искомый номер 54—45. 

2. См. рисунок 24. 

3. Сила трения пропорцнональна силе нормаль- 
иого давления. Рассмотрим книгу, ио которой 
скользит вытаскиваемая кпига. Сила трения ее 
с лежащую под ней книгу больше, чем а сколь- 
зящую по ней, на величину, пропорциональную 
весу одной книги. Именно поэтому она и остает- 
ся на месте. Тем более остаются на месте книги, 
лежащие под ней. 

4. На В оканчиваются только кубы чнсел, послед- 
няя цифра которых равна 7. Кроме того, какую 
Фы цифру мы ин поставили вместо звездочки, 
получившесеся число будет меньше, чем 30’. 
но больше, чем 20'. Следовательно. наше число 
должно быть равно 27'. Чтобы найти искомую 
цифру, можно не возводить 27 п куб; достаточно 
заметить, что число 19%83 должно делиться 
на 9, следовательио, сумма его цифр должна 
делиться на 9, что вояможно лишь при * =6. 
5. Отразим четырехугольник А ВСР относитель- 
но точки Е (рис. 25). Четырехугольник АВА. В., 
где А, ин В — симметричные точкам А п В 
точки,— параллелограмм (АА, и ВВ — его 
диагонали). Заметим, что и в параллелограмме 
АВА В,, и в шестиугольнинке АВСА, ВО пло- 
щади синих и красиых частей (см. рис. 25) рав- 
ны. Но сицие части а шестнугольнике и в парал- 
лелограмме одинаковы. Значит, должны быть 
одинаковы и красные части. Отсюда следует, 
что точки С и О лежат, соответственио, на 
отрезках ВА, и АВ,, то есть стороиы ВС и АР 
данного четырехугольника параллельны. 


Шахматная странички 
{см. «Квант® № 9} 
Задание 17 (С. Веселеичук, 1985 г.). 1. Фа! 
Кр:В7 2. КЕбХ, 1...КрЁ8 2.Л:В8Х, 1...66 
2.47ТХ, 1...Ф:17 2.Фе8х. 

Задание 18 (Л. Семененко, 1985 г.). Многие 
читатели нашли более короткий путь к цели: 
1.ЛаЯ Кр-52 2.ЛЬ4-- КразЗ 3.КреЗ Кра2 
4.Лаа + КрЬ1 5.ЛаЗ Крсд 6.Ла1хХ. Однако этот 
путь... ошибочный. Дело в том, что в начальиой 
позиции ход черных (иначе невозможно указать 
их предыдущий ход}. н решение совсем иное: 
0...Кр:а2 Е.КрсЗ КрЬ! 2 — 5.54—5—6— 7 
КрЫ1 6.58.1: Кра2 7.Ла8-|- и 8.Ла1хХ. 
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Победители коикурса «Задачник 
«Кванта» 

Призеры конкурса «Задачник 
«Кванта» 

Задачи М901 — М960; $913 — 
{2972 

Решения задач №884 — №940; 
$Ф89А — $952 


Список читателей, приславщих прв- 
вильные решения 

Задача о восьми точках 

Кляксы на плоскости 
Равномерные расположения 


Искусство программирования 
Абрамов С. А. Самый знаменитый 


алгоритм 

Ершов А. 11. Алгоритмический язык 
Ершов А. П. Компьютвр — алго- 
ритм — алгоритмический язык 


Полупроводниковые элементы вы- 
числительной техиики 

1. Первое знакомство 

1. Полевые транзисторы 

ИТ. Биполярные транзисторы 

ГУ. Как изготавливают транзисторы 
в интегральных схемах 


Практикум абитуриента 
Болибрух А. А. Уроев В. М., 
Шабунин М. И. Метрические соот- 
ношения в треугольнике 


9 23 
24 

11 21 
10 21 
2 29 
12 18 
2 30 
4 22 
1 29 
5 34 
1 — 12 
8 32 
11 28 
30 

1 36 
2 32 
12 22 
в 28 
8 36 
т 38 
8 30 
10 26 
4 30 
1, 3—6, 
9—11 

24 

5 15 
1—12 
1—12 

3, 6, 9, 12 
З 39 
9 47 
Я 51 
11 44 
10 42 
9 50 
$ 56 
10 46 
11 48 
12 38 
4 48 


Буздин А. И., Кротов С. С. Повто- 
рим гидростатику 

Буздин А. И., Кротов С. С. Фазо- 
вые превращения 

Бутиков Е. И. Интерференция све- 
та 

Габович И. Г.. Горнштейн П. И. 
Сколько корней имеет уравнение? 
Зильберман А. Р. Повторим коле- 
бания 

Козел С. М. Парадоксы плоского 
кондеисатора 

Овчинников О. Ю. Механическая 
работа и механическая энергия 


Варнанты вступительных экзаменов 
Задачи вступительных экзаменов в 


различные вузы в 1984 году 
Ленинградский государственный 
педагогический институт им. 
А. И. Герцена 

Леиинградский — государственный 
университет им. А. А. Жданова 
Ленинградский политехнический 


институт им. М. И. Калииина 
Ленинградский электротехиический 
институт им. В. И. Ульянова (Ле- 
нина) 

Московский архитектурный инсти- 
тут 

Московское высшее техническое 
училище им. НМ. Э. Баумана 
Московский государственный педа- 
гогический институт им. В. И. Ле- 
нина 

Московский государственный уии- 
верситет им. М. В. Ломоносова 
Московский инжеиерно-физический 
институт 

Московский институт стали и спла- 
вов 

Московский институт электронного 
машиностроеиия 

Московский физико-технический 
институт 

Московский зиергетический инсти- 
тут 

Новосибирский государственный 
университет им. Леиииского ком- 
сомола 


Олимпиады 

ХЕ Всероссийская 
школьников 

ЖХ Всесоюзная олимпиада по 
математике 

ХХ Всесоюзная олимпиада по 
физике 

Задачи юбилейной Московской го- 
родской математической олимпиа- 
ды 

Заочная олимпиада по программи- 
рованию 

ХХУГ Международная математиче- 
ская олимпиада 

ХУЕ Международная физическая 
олимпиада 

Новосибирская областная олимпиа- 
да по физике 


Информация 


олимпиада 


Братиславская летняя школа юных 
программистов 

Вечерняя математическая школа 
при МГУ 

Вечерняя физическая школа при 
МГУ 


12 


10 


11 
11 


12 
12 


Заочная физико-техническая школа 


при МИСиСе 1 54 
Звочная физико-техиическая школа 

при МФТИ 12 52 
Заочная физическая школа при 

МГУ 4 58 
Заочная школа при НГУ 8 60 
Латвийские открытые олимпиады и 

летняя школа «‹Альфаь 3 47 
Ленинградская юношеская астроно- 

мическая экспедиция 5 21 
УП Московский турнир юных фи- 

знков 8 57 
Новый прием во Всесоюзную заоч- 

ную математическую школу 1 52 
Новый прием на заочное отдёление 

Малого мехмата 1 53 
Традиционный праздник юиых ма- 

тематнков 8 28 
Туриир имени М. В. Ломоносова 11 25 
УПТ Турнир юных физиков 8 58 
Физико-математическая конферен- 

ция школьников 9 61 
Щестой турнир городов 11 50 
Игры и головоломки 

Африканская головоломка 8 21 
Задача о домииированни ферзей 7 60 
Кроссворд 10 41 
Уголок коллекционера 10 24 
«Кваить улыбается 

Вокруг «Алисыь 9 55 
.. И в плутоватости почасту уп- 
ражнялись 3 49 
Названия коллективов в естествен- 

ных науках Я 53 
Главный редактор — академик Ю. А. Осипьян 


Нильс Бор и «Журнал шутливой 
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А. Б. Сосинский, В. М. Уроев, В. А. Фабрикант 


физики» 10 20 
Околонаучная информация 8 51 
По страницам журнала «Альфа» 11 АТ 
Рыбная ловля глазами ученого 4 47 
Сказки 1 40 
Что написано иа конденсаторе? 6 Ат 
Это любопытно! 8 51 
Смесь 
Встреча с читателями журнала 8 8 
Задачи для исследования 11 19 
12 45 
Задачи наших читателей 6 19 
. Курьезное совпадение 41 8 
Невозможный тетраэдр 8 11 
Советуем купить 4 11 
5 55 
Советуем прочесть т 8 
Формула площади сегмента 4 46 
Шахматная страничка 
Возвращение фигур Е] 3-я 
с. обл. 
Вычисления миа шахматной доске 5 т 
Гексагональные шахматы 10 < 
Задачи на гексагональной доске 11 „ 
Инерционность мышлеиия 6 > 
Парадоксы пешечиого эндшпиля 
Рейтинги „ 
Фантастика иа шахматной доске 1 з° 
Фигуры на своих местах 4 „ 
Цилиндрические шахматы и „ 
Шахматные квартеты 12 ‚ 
Шахматы на параллельных досках 8 35 
Наша анкета 12 4-з 
с. обл. 
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Шахматная страничка 


Консультирует — экс-чем- 
пион мира по шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страничку 
мастер спорта СССР по шах- 
матам, кандидат технических 
наук Е. Я. Гнк. 


ШАХМАТНЫЕ 
КВАРТЕТЫ 


Чем меньше фигур на до- 
ске. тем охотнее мы решаем 
задачу или этюд. Поскольку 
два места забронированы ко- 
ролями. четыре фигуры — 
минимальный материал, поз- 
воляющий создать достойиое 
произведение шахматного ис- 
кусства. Напомним два самых 


популярных квартета, уже 
встречавшихся на наших. 
страничках. 

Р. Рети, 1921 г. Белые: 


Кр|6, п. с6; черные: Краб, 
п. №5. Белые начынают я де- 
лают ничью. 


Ж. Барбье, Ф. Сааведра, 
1895 г. Белые: КрИб. п. сб; 
черные: Кра1, Л95. Белые на- 
чннают и выигрывают. 


Читателям, ие знакомым с 
решением данных  атюдов, 
остается только позавидо- 
вать... Этюды эти составлены 
давно, да и вообще трудно 
предположить, что прн столь 
стремительном развитии шах- 
матной теории и шахматной 
композицин могли еще быть 
не реализованы какие-нибудь 
ресурсы четырех персонажей 
на шахматной доске. Но шах- 
маты неисчерпаемы — и то 
и дело на свет появляются 
иовые оригинальные кварте- 
ты. Приведем несколько при- 
меров, придуманных сравни- 
тельно недавно. 


начынают и дают мат в 5 хо- 
дов. 

1. а7 КрЬ2 2. а8Л! КриЗ 
3. Ла4! 65 4. Л{4! (если бы 
пешка превратилась в ферзя, 
сейчас был бы пат) 4... Крыь2 
5. ЛЬах. 


Вот еще один похожий при- 
мер. 


9. Погосянц, 1977 г. Бе- 
лые: КрёЗ, п. №7; чериые: 
Кр|3, п. ВА. Белые начннают 
и дают мат в 4 хода. 

Е. Ъ8Л! Крь2 2. Кр!2! 
КриЗ 3. ЛЬА! КрН? 4. Л:Вах; 
2... КрЬ1 3. ЛЬ8 13 4. Л:№3Зх. 

Борьба ладьн против пеш- 
ки фундамеитальио исследо- 
вана ЭВМ, компьютер умеет 
безошибочно разыгрывать лю- 
бую позицию такого типа. Од- 
нако в огромном множестве 
положений выделить кввртет, 
отличающийся своим изяще- 
ством, иначе говоря, заслу- 
живающий право называться 
этюдом, машина лока ие в со- 
стояиии... 
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Ю. Авербах, 1980 г. Белые 
начннают и выигрывают. 

Автор этюда — гроссмей- 
стер и крупный специалист в 
области эндшпиля. 1. Ля5! 
Неожидацное вступление, ве- 
дущее к двум симметричным 
вариантам: 1... Крб2 2 
795+! Крс2 3. Ле5! Краз 
4. Кр{51 е3 5. Кр! А е2 6. Кр#З 
с выигрышем пешки; 1... КрЁ2 
2. ЛЕ5-! (вновь шах необхо- 
дим, чтобы выиграть темп} 
2... КрЕ? 3. Ле5! Кр/З 4. Кр95 
е3 5. Кр84 е2 6. Крд3З и т. д. 

Сочетание «лешка протнв 
ладьи, проиллюстрируем за- 
бавной задачей на коопера- 
тивный мат. 


А, Грин. 1969 г. Коопе- 
ративный мат в 4 хода. 


В «кооперативах» начи- 
нают черные, которые помо- 
гают белым поставить мат в 
заданиое число ходов. 0... 
0—0—0! 1. Ъ5 Крь7 2. 6 
Краб 3. Ь7 Да8! 4. БЪаФх. 
Засада ферзя в сверхминиатю- 
ре выглядит весьма неожи- 
данно. 
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9. Погосяиц, 1984 г. Бе- 
лые начинают и делают ничью. 

Коню придется немало по- 
трудиться, чтобы остановить 
пешку. 1. КЕб! а3 2. Кид-- 
Кря1 3. КеЗ а2 4. Кс? Крё2 
5. Крсб’ Кре? 6. Кра5! 
Кр92 7. Ка! КрсЗ 8. Кре4! 
Крь? 9. КрёЗ Кр:а1 10. Крс? 
пат. 


Н. Гречищииков, 1984 г. 
Белые: КреЗ, СЬЗ, п. №5; чер- 
иые: Кре8. Белые начинают н 
выигрывают. 

Этюд имеет и теоретиче- 
ское значение. Черному ко- 
ролю осталось сделать всего 
один щаг, и он скроется а 


спасительном углу. Но... 
1. Сев! Кре? 2. №6 КрЕб! 
3. ©С#5! Кр!Т 4. СБ?! Крёб 


5. Кр(4. и слон перехитрил 
короля, вынужденного пропу- 
стить пешку в ферзн. 


Конкурсные задания 


Учитывая, что этот номер 
новогодний, в качестве за- 
ключительных конкурсных 
заданий предлагаем две за- 
дачи-шутки, 


т: © 


Х < 


23. Белые начинают и 
дают мат в полхода. 

24. Придумайте квартет 
«король и ферзь против ко- 
роля м ферзя», в котором 
бы любой шах ферзем (н 
белым, и черным) вел бы к 
его потере. 


Срок отправки решений — 
25 февраля 1986 г. (с помет- 
кой на конверте: +›Шахмат- 
ный конкурс +Кванта». зада- 
ния 23. 24+). 


На верхнем левом снимке — поперечное сече- 
ние медного слитка. Подобная структура воз 
никает в процессе затвердевания расплава. 
На фото справа (увеличение 200) иная струк- 
тура. Она возникла при прокагке слитка — 
зерна-кристаллики вытянулись вдоль направ 
ления прокатки. На нижнем фото. полученном 
г помощью электронного микроскопа (увели 


чение 1000)}.— картина разрушения, вызван- 
ного наличием в металле «опасных» примесей, 
скапливающихся на границах между зернами- 
кристаалами. 

Какую роль играют в жизни металла меж- 
зеренные границы? Этому вопросу посвящена 
ветатья А. Л. Петелина ш А. ИН. Федосеева в этом 
номере журнала. 


Индекс 70465 
Цена 40 коп. 


Наша анкета 


Дорогие читатели! Для улучшения рабогы 
журнала нам хотелось бы знать ваше мне- 
ние о материалах, опубликованнных в «Кван- 
те» в 1985 году. Просим ответить на вопросы 
нашей анкеты. 


1. Место учебы (город, село, класс, курс) 
или работы (профессия, специальность) и воз- 
раст. 
2. Наиболее и наименее интересные, по ва- 
шему мнению, статьи по математике этого 
20да- 


3. Наиболее и наименее интересные статьи по 
физике этого года. 

4. Самая удачная и неудачная, на ваш взгляд, 
обложка журнала в этом году. 

5. Какие рубрики журнала вам нравятся, ка- 
кие новые рубрики следовало бы ввести? 
6. Какие материалы этого года помогли в 
вашей учебе; что вы искали в «Кванте» в 
1985 году, но не нашли? 

7. О чем хотели бы вы прочитать на стра- 
ницах нашего журнала в 1986 году? 


Ответы посылайте на отдельном листе бумаги, 
сохранив нумерацию вопросов, до 20 февраля 
1986 года. 
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